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1. Motivation und funktionalanalytische
Grundlagen

1.1 Worum geht’s? Evolutionsgleichungen und der operatortheoretische Zugang
zu ihrer Losung stehen im Mittelpunkt dieser Vorlesung. Daher werden in diesem
einleitenden Abschnitt einige wichtige partielle Differentialgleichungen als abstrak-
te Evolutionsgleichungen geschrieben, d.h. als Cauchy-Probleme. Dabei handelt es
sich um parabolische wie auch hyperbolische Gleichungen. Weiter werden hier eini-
ge wichtige Begriffe und Grundlagen aus der Operatortheorie zitiert, welche in den
folgenden Abschnitten verwendet werden. Schreibt man eine partielle Differential-
gleichung als abstraktes Cauchyproblem, tauchen in natiirlicher Weise Integrale und
Ableitungen Banachraum-wertiger Funktionen auf. Der zugehérige (Lebesguesche)
Integralbegriff ist der des Bochner-Integrals, welches ebenfalls kurz vorgestellt wird.

a) Partielle Differentialgleichungen als Cauchyprobleme

Was verstehen wir unter Evolutionsgleichungen? Prinzipiell sind dies Gleichungen,
die zeitabhéingige Prozesse beschreiben. Wir starten mit einigen einfithrenden Bei-
spielen aus verschiedenen Bereichen.

1.2 Beispiele. Im folgenden werden einige parabolische Gleichungen vorgestellt
bzw. wiederholt, welche zum Teil bereits im ersten Teil der Vorlesung ausfiihrlich
behandelt wurden.

a) Die Wiarmeleitungsgleichung aus der allgemeineren Klasse der Diffusionsglei-
chungen lautet
u—Au = 0,
Um0 = up -
Die Zielfunktion u(t, z) beschreibt eine Temperaturverteilung. Auch die Black-Scholes-

Gleichung, welche etwa den Wert einer Option beschreibt, ldsst sich auf die Warme-
leitungsgleichung zuriickfiihren.

b) Die Populationsgleichung (Lotka-Volterra Rauber-Beute-Modell) ist gegeben
durch

B = alB - (lgR,
R = —agR -+ a4B
(B, R)|=o=(Bo, Ro).

Im allgemeinen sind die Koeffizienten Funktionen von B und R, also a; = a;(B, R).
Dadurch wird das System nichtlinear.
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2 1. Motivation und funktionalanalytische Grundlagen

c¢) Die Navier-Stokes-Gleichung aus der Stromungsmechanik lautet
u —Au+ (u-V)u+Vp=0,
divu = 0,

Uu = Ug.
t=0

Wenn wir durch Vernachlédssigung des (u - V)u - Terms linearisieren, dann spricht
man von der Stokesgleichung. Der Vektor u(t, z) steht fiir das Geschwindigkeitsfeld,
p(t, x) fiir die Druckverteilung eines Fluids.

Die Navier-Stokes-Gleichung ist Gegenstand eines der Millennium-Probleme, deren
Losung mit jeweils einer Million Dollar dotiert sind. Folgendes ist bekannt:

e Falls up € L*(R?), so existiert eine global schwache Losung v der Navier-
Stokes-Gleichung.

e Falls ug € L3(R?), so existiert eine (zeitlich) lokale klassische Losung w zur
Navier-Stokes-Gleichung.

Es bleiben zwei Fragen, die unmittelbar zusammenhéngen, seit iiber 70 Jahren un-
beantwortet:

e Ist v eindeutig?

e Existiert w global?

1.3 Beispiel. Die Wellengleichung ist der typische Vertreter hyperbolischer Glei-
chungen. Sie lautet

Vgt — AU = 0,
U|t=0 = Yo,
"Ut|t=0 = V1.

Hier beschreibt v(t, x) etwa die Auslenkung der Welle.
1.4 Beispiel. Die Schrodingergleichung spielt eine wichtige Rolle in der Quan-
tenmechanik. Sie ist gegeben durch

uy — 1Au = 0,

U|t:0 = Uyg.

Dabei gibt |u|?(t,z) die Wahrscheinlichkeitsdichte an, ein Teilchen zur Zeit ¢ bei x
anzutreffen.

obert Den 5. 2. 201¢
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1. Motivation und funktionalanalytische Grundlagen 3

Es gibt viele weitere Beispiele von Evolutionsgleichungen, darunter

e Maxwell - Gleichungen,
e Finstein’sche Feldgleichungen,

e freie Randwertprobleme, wie z.B. das Stefanproblem, welches ein Modell fiir
einen im Wasser schwimmenden, schmelzenden Eisblock darstellt.

1.5 Bemerkung. Bei der Behandlung von partiellen Differentialgleichungen inter-
essieren uns folgende Fragen:

(i) Die Existenz und Eindeutigkeit von Losungen,
(ii) die stetige Abhéngigkeit der Losungen von den Daten,

(iii) das qualitative Losungsverhalten: Existiert die Losung global; hat man Stabi-
litét, d.h. konvergiert u(t) fiir £ — oo oder bleibt u zumindest beschriankt?

Der klassische Zugang zu den obigen Gleichungen besteht in der Standardtheorie
partieller Differentialgleichungen, jedoch ist meist eine separate Theorie fiir jede
Gleichung notwendig. Ein alternativer Zugang, der die gemeinsame Struktur der
Gleichungen ausnutzt, ist die Identifikation der obigen Beispiele als Cauchy-Problem,
d.h. ein abstraktes Anfangswertproblem der Form

u—Au=20, t >0,

U|t:0 = Ug.-

In den obigen Beispielen entspricht der Operator A bzw. die Zielfunktion u folgenden
Groflen:

e Wirmeleitungsgleichung: A = A;

ay —das

Populationsgleichung: v = (B, R) und A = < G );

Navier - Stokes - Gleichung: A = PA mit Projektionsoperator P, der Gradien-
tenfelder auf 0 abbildet, sprich PVp = 0;

Wellengleichung: v = (v,v) und A = ( 2 (1) );

Schrodingergleichung: A = iA;

obert Den 5. 2. 201¢
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4 1. Motivation und funktionalanalytische Grundlagen

Hier sei an die Theorie gewohnlicher Differentialgleichungen erinnert: Sind uy € C"
und A € C"" dann ist die Losung des oben gestellten Cauchy - Problems gegeben
durch u(t) = exp(tA)ug. Wir konnen 7" : [0,00) — L(C") mit T'(t) = exp(tA) als
Losungsoperator auffassen.

Die Idee, die hier diskutiert werden soll, ist eine Erweiterung dieses Lésungsansat-
zes auf ’allgemeinere lineare Operatoren’, wie z.B. A = A in der Warmeleitungs-
gleichung. Die formale Losung wire dann gegeben durch u(t) = exp(tA)ug. Hierbei
ist uy Element eines normierten Funktionenraums X wie z.B. X = L2, C, H', C?,
BUC. Dann ist T'(t) = exp(tA) eine Familie von beschrankten Operatoren auf X,
d.h. eine Abbildung

T:]0,00) — L(X) :={B: X — X | B linear und stetig}.

Beachte jedoch, dass A i.a. ein unbeschrankter Operator auf X ist!

Unser Ziel wird sein, exp(tA) oder allgemeiner exp(tA) einen Sinn fiir eine moglichst
grofle Klasse von unbeschriankten Operatoren A zu geben. Der Vorteil dieses Zugangs
liegt in einer allgemeineren Theorie, die sich auf eine grofie Klasse von partiellen
DGL anwenden lédsst, und in der Tatsache, dass man es beim Cauchy - Problem
mit einer gewohnliche Differentialgleichung zu tun hat. Das hat jedoch den Preis,
dass diese gewohnliche Differentialgleichung in einem Banachraum lebt, d.h., dass
die Funktionen X-wertig zu betrachten sind und dass vorhandene Randbedingungen
in den Definitionsbereich D(A) von A verarbeitet werden miissen.

b) Grundlagen der Operatortheorie

Bezeichnung (Wichtige Funktionenrdume). a) Sei Z(R") die o-Algebra der Bo-
relmengen in R™. Fiir eine Menge A € Z(R™) und 1 < p < oo setzen wir LP(A) :=
LP(\| 4; C) mit dem n-dimensionalen Lebesgue-Mafi \. Wir schreiben hiufig [ f(y)dy
statt | fdX. In der Literatur ist auch die Schreibweise L,(A) iiblich. Fiir p = oo de-
finiert man

L>®(A) := {u: A — C | v messbar, esssup,cq|u(z)| < oo}

b) Sei U C R" eine offene Menge. Wir verwenden folgende Bezeichnungen:

= Cy(U) :={f: U — C|f stetig und beschrinkt},
{f: U — C|f gleichmifBig stetig und beschrinkt},
Co(U) :={f: U — C|f stetig mit kompaktem Trager},
{f: U — C|f k-mal stetig differenzierbar} (k€ NU {oo}),

obert Den 5. 2. 201¢
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1. Motivation und funktionalanalytische Grundlagen )

CH(U) == CH(U) N Gy(U),

c) Fiir eine offene Menge U C R" und k € Ny definiert man C*(U) als die Menge
aller Funktionen f: U — C, welche eine Fortsetzung g: U — C auf eine offene
Menge U D U besitzen mit g € C*(U).

d) Sei U C R” offen. Dann heifit 2(U) := C§°(U) auch der Raum der Testfunktionen
auf U. Auf 2(U) kann eine lokalkonvexe Topologie definiert werden, welche Z(U) zu
einem vollstdndigen (aber nicht metrisierbaren) topologischen Vektorraum macht. In
dieser Topologie konvergiert eine Folge (¢, )nen C Z(U) von Testfunktionen genau
dann gegen 0, falls ein Kompaktum K C U existiert mit suppp, C K (n € N)
und fiir die Halbnormen

pr.N(p) ==sup sup |[D%(z)| (v € 2(U))

z€K |a|<N

gilt: pxn(pn) >0 (n— 00).

e) Der Schwartz-Raum . (R™) ist definiert als die Menge aller Funktionen f €
C>°(R™), fir welche gilt:

pu(f) = sup{(1 + |z)¥|D*f(2)| : o] <N, z € R"} <00 (N €N).

Durch die Familie & := {py : N € N} von Normen auf .”(R") wird eine lokalkon-
vexe Topologie auf .’ (R") erzeugt, durch welche .(R™) zu einem Fréchetraum (d.h.
einem vollstdndigen metrisierbaren topologischen Vektorraum) wird. Der Schwartz-
Raum heifit auch der Raum der schnell fallenden Funktionen.

1.6 Definition (Réume von Distributionen). Fiir eine offene Menge U C R™ besteht
der Raum 2'(U) aller Distributionen auf U aus allen stetigen linearen Abbildungen
u: 2(U) — C. Der Raum aller temperierten Distributionen .#’(R") in R™ besteht
aus allen linearen stetigen Abbildungen u: .(R") — C. In beiden Fillen ist die
Topologie auf Z(U) bzw. .#(R™) durch die oben angegebene lokalkonvexe Topologie
definiert.

Seien X, Y Banachrdaume. Im folgenden verwenden wir die Standardbezeichnung
L(X,Y) fiir die Menge der stetigen linearen Operatoren von X nach Y. Versehen mit
der Operatornorm, wird L(X,Y") selbst wieder zu einem Banachraum. Wir setzen
L(X) := L(X,X) und X’ := L(X,C) (topologischer Dualraum von X, Raum der
stetigen linearen Funktionale auf X).

1.7 Definition (Konvergenz und Stetigkeit von Operatoren). Seien X, Y Banach-
raume, (Ty)reny C L(X,Y).

a) Die Folge T} konvergiert gegen T  gleichméflig oder in der Operatornorm, falls
HTk — T”L()Qy) — 0 (k’ — OO)

obert Den 5. 2. 201¢
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6 1. Motivation und funktionalanalytische Grundlagen

Die Folge T}, konvergiert gegen 71" in der starken Operatortopologie oder stark, falls
fiir alle € X gilt: | Thw — Tx|ly — 0. Man schreibt T - Tj.

Die Folge T} konvergiert gegen 7" in der schwachen Operatortopologie oder schwach,
falls fiir alle € X und fiir alle f € Y’ gilt: f(Tpz—Tx) — 0. Man schreibt T}, — T}.

b) Eine operatorwertige Abbildung 7': [0,00) — L(X,Y) heiit gleichmafig stetig,
falls T € C([0,00), L(X,Y)), wobei L(X,Y) mit der Operatornorm versehen wird.
Die Abbildung heifit stark stetig, falls fiir alle z € X gilt: t — T'(¢t)x € C([0,00),Y).
Sie heifit schwach stetig, falls fiir alle z € X und alle f € Y’ gilt: t — f(T(t)x) €
C([0, 00)).

1.8 Bemerkung. a) Aus gleichméfliger Konvergenz folgt starke Konvergenz und
aus starker Konvergenz folgt schwache Konvergenz. Die Umkehrungen gelten im
allgemeinen nicht. Analoge Aussagen gelten fiir die Stetigkeit.

b) Seien X, Y Banachrdume, D C X dicht, und seien A, B € L(X,Y) mit Ax = Bz
fir alle x € D. Dann gilt A = B als Gleichheit in L(X,Y).

¢) Seien X,Y Banachrdume, D C X dichter Untervektorraum und B: D — Y
eine lineare und beschriankte Abbildung (d.h. es existiert ein C' > 0 mit || Bz|ly <
Cllz][x (x € D). Dann existiert genau eine Fortsetzung Be L(X,Y) von B. Es gilt
IBllrxy) < €.

1.9 Lemma. Seien XY Banachriume und (Ty)ren C L(X,Y) beschrinkt (bzgl.
Operatornorm). Es gebe eine dichte Teilmenge D C X so, dass fir alle x € D die
Folge (Tyx)reny C Y eine Cauchyfolge ist. Dann existiert genau ein T € L(X,Y)
mit T, > T. Es gilt T ooxyy < liminfy oo || Tk Lix,v)-

Beweis. Ubung. O]

Fiir die Behandlung von partiellen Differentialgleichungen ist die Klasse der stetigen
Operatoren auf einem Banachraum X zu klein. Eine fiir viele Zwecke hinreichend
grofe Klasse ist die der abgeschlossenen Operatoren.

1.10 Definition. Seien X,Y Banachrdume. Ein linearer Operator A von X nach
Y ist eine lineare Abbildung A: D(A) — Y, dessen Definitionsbereich D(A) C X
ein Untervektorraum von X ist. Man schreibt A: X D D(A) — Y oder auch nur
A: X — Y. Ein linearer Operator heifit dicht definiert, falls sein Definitionsbereich
eine dichte Teilmenge von X ist.

Ein linearer Operator A: X D D(A) — Y heifit abgeschlossen, falls der Graph
G(T) = {(z,Tz) : @ € D(T)} abgeschlossene Teilmenge von X x Y ist. Dies ist

obert Den 5. 2. 201¢
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1. Motivation und funktionalanalytische Grundlagen 7

gleichbedeutend zu: Gilt (xg)geny € D(A) mit 2 — 2 in X und Azy — yin Y, dann
folgt € D(A) und Az = y.

1.11 Beispiele. a) Der leferentlaloperator < in C([0,1]) besitzt den (dichten)
Definitionsbereich D (:£) = C*([0,1]), d.h.

d
dr

Wie man am Beispiel der C' - Funktionen f(z) = 2" mit Supremumsnorm ||.|/»
in C*([0,1]) bzw. C([0, 1]) sieht, ist -£ unbeschrénkt. Anhand der Definition priift
man leicht nach, dass d abgeschlossen ist.

b) Der Laplaceoperator A in LP(R") mit D(A) := {u € LP(R™) : Au € LP(R™)} ist
abgeschlossen und dicht definiert, d.h. D(A) iy (R™).

:C'([0,1]) = C([0,1]).

1.12 Satz (Wichtige Sétze aus der Operatortheorie).

a) (Satz vom abgeschlossenen Graphen)Seien X, Y Banachrdume, T : X —Y
ein abgeschlossener linearer Operator. Dann ist T stetig.

b) (Satz von der gleichméfligen Beschrinktheit)Sei T C L(X,Y). Es ezistiere
fir jedes x € X ein Cy, > 0, so dass ||[Tz|ly < C, fir all T € T. Dann gilt bereits
T Lx,yy < C fiir alle T € T mit einer universellen Konstante C' > 0.

¢) (Satz von der stetigen Inversen) Seien X, Y Banachriume, T : X — Y
linear, stetig und bijektiv. Dann ist T~1 Y — X stetiq.

d) (Folgerung aus dem Satz von Hahn-Banach) Sei X ein Banachraum und
z € X \ {0}. Dann existiert ein f € X' mit ||f||x» =1 und f(x) = ||z|x.

1.13 Definition. Sei X Banachraum und A : X — X linearer Operator, dann
heif}t
p(A) :={\ € C: \— Abijektivund (A — A)~' € L(X)}

die Resolventenmenge von A und
o(4) = C\ p(4)
das Spektrum von A. Fiir A € p(A) heiit Ry(A) := (A— A)~! die Resolvente von A.

1.14 Bemerkung. Falls A abgeschlossen ist, folgt die Bedingung R)(A) € L(X)
bereits aus der Bijektivitit von A — A. Es gilt die Resolventengleichung

A=A = (=A== NA=A4) " (u - A~
fir A\, u € p(A).

obert Den 5. 2. ¢ :
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8 1. Motivation und funktionalanalytische Grundlagen

c) Das Bochner-Integral

Im folgenden sei X ein komplexer Banachraum, versehen mit der Borel-o-Algebra,
und (2, A, p) ein (o.E. vollstdndiger) Mafraum.

1.15 Definition. Eine Stufenfunktion (Treppenfunktion) ist eine Funktion s: Q —
X der Form s =Y " | xa,a; mit A; € A,und a; € X (1 =1,...,n). Falls u(4;) <
oo (1 =1,...,n) gilt, heiit s integrierbare Stufenfunktion. In diesem Fall ist das
Bochner-Integral definiert durch

/ sdp = Zu(Ai)ai € X.
Q i=1

Ein metrischer Raum heifit separabel, falls er eine abzéhlbare dichte Teilmenge be-
sitzt. Man kann folgende Aquivalenzen zeigen:

1.16 Satz. Fiir eine Abbildung f: Q0 — X sind dquivalent:

(i) Es existiert eine Folge (f,)nen von Stufenfunktionen f,: Q — X mit f,(z) —
f(z) (in X) fiir alle z € Q.

(i) f ist messbar und f(2) ist separabel.

1.17 Satz. Sei f: Q — X messbar und f(S2) separabel. Dann sind dquivalent:
(i) Es gibt eine Folge (fn)nen von integrierbaren Stufenfunktionen f,: Q — X mait
fu(z) = f(2) (2€9Q) und

J 152 fldu =0 (2 o).

(i) [ 1A lldn < oo.

Bei stetigen Funktionen ist die Bedingung der Separabilitéit automatisch erfiillt, wie
das folgende Lemma zeigt.

1.18 Lemma. Sei 2 ein separabler topologischer Raum und sei f: Q0 — X stetig.
Dann ist f(Q) separabel.

Beweis. Sei Qy C € abzéhlbar und dicht. Dann ist Xy := f(€) abzdhlbar, und es
gilt o
A= f1(Xo) D fH(Xo) D Q.
Da f stetig ist, ist A abgeschlossen, und es folgt Q = Q, C A = A, also
f(Q) = f(4) = f(f (X)) € Xo
und damit f(Q) = X,. Also ist f(Q) separabel. O

obert Den 5. 2. 201¢
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1. Motivation und funktionalanalytische Grundlagen 9

1.19 Definition. a) Eine Funktion f: 2 — X heifit stark messbar (oder u-messbar),
falls eine u-Nullmenge N € A existiert so, dass f|o\n messbar ist und f(£2\ N) se-
parabel ist.

b) Eine stark messbare Funktion f: Q — X heifit (u-)integrierbar, falls [ || f|ldp <
oo. In diesem Fall wihle eine Folge (f,)nen von integrierbaren Treppenfunktionen
mit f, — f p-fast tberall und [|f, — flldu — 0 (n — oo) und definiert das
Bochner-Integral von f iiber €2 bzgl. u durch

[ fdn =t [ g

[ sdu= [t dn (e,
Man setzt £ (p, X) := {f: @ — X | f ist integrierbar} und £ (u) := £ (u, K).

Wie iiblich sei

Die vektorwertigen LP-Réume LP(u; X)) werden wie iiblich definiert als Quotienten-
raum LP(u; X) := ZP(u; X)/N. Hierbei ist ZP(u; X) die Menge aller stark messba-
ren f, fiir welche ||f|zrgux) == (f |f]|Pdp)'/? endlich ist, und N die Menge aller
fe L (p; X) mit || f]|1x) = 0. Fiir p = oo hat man die iiblichen Modifikationen.

Falls Q@ € #A(R™) und p das Lebesgue-MaB ist, so schreibt man iiblicherweise
LY X) =LY (pw; X).

Fiir Bochner-Integrale gelten die aus der skalaren Lebesgue-Theorie bekannten Kon-
vergenzsatze.

1.20 Satz. a) (Satz von der majorisierten Konvergenz). Seien f,: Q@ — X
stark messbar mit f,, — [ p-fast iberall. Sei g: Q — [0, 00] messbar mit [ gdu < 0o
und || fn(2)]] < g(2) p-fast dberall fir alle n € N, und || f(2)|| < g(2) p-fast dberall.

Dann ist f, € L*(p; X), f € L'(u; X) und
/fndu — /fd,u in X (n— o0).
b) Sei fr,: Q — X stark messbar mit Y o~ [ || falldp < 0o. Dann ist f, € L*(p; X)

und >0 fn(2) konvergiert in X fiir p-fast alle z € Q.
Die Funktion

0, sonst

N {Zifl fu(2),  falls Y~ fu(2) konvergiert,

st integrierbar, und es gilt
S [ fudu= [ 3 fudn
n=1 n=1

obert Den 5. 2. 201¢
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10 1. Motivation und funktionalanalytische Grundlagen

c)Sei f € L' (p; X) und A = U A, (d.h. disjunkte Vereinigung) mit A, € A. Dann

neN

Afduzifqnfdu-

d) Pir f € LG X) gilt || [ fdpllx < [ 11F]xdp.

Im Zusammenhang mit Halbgruppen werden wir insbesondere iiber reelle Intervalle
integrieren. Man beachte, dass stetige Funktionen auf kompakten reellen Intervallen
integrierbar sind.

15t

1.21 Lemma. Sei der lineare Operator A : X D D(A) — X abgeschlossen und
f € C([0,00),X) mit f(t) € D(A) firt > 0 und Af € C([0,00),X). Dann gilt
fot f(s)ds € D(A) und

A/tf(s)ds:/tAf(s)ds (t>0).

Beweis. Sei t > 0 fest. Fiir n € N setzen wir t;, = % (k = 0,...,n) und de-
finieren die Stufenfunktionen f,, g, durch f, = >0 f(ti)X@e 1 t,] Und gn =
Yoren ALf (t)]X (41 t4]- Als stetige Funktionen auf dem kompakten Intervall [0,¢]
sind f und Af gleichméBig stetig, und daher gilt f,, — f und g, — Af gleichmafig
auf dem Intervall (0,¢]. Somit folgt

[ tons = [*storas wa [ aionts = [“asoris o0

(Konvergenz in der Norm von X). Aufgrund der Linearitdt von A, der Definition
des Integrals iiber Stufenfunktionen und der Voraussetzung f(s) € D(A) (s > 0)
gilt [ fn(s)ds € D(A) und

A(/Otfn(s)ds> :/OtAfn(s)ds:/otgn(s)ds.

Da A abgeschlossen ist, erhalten wir fot f(s)ds € D(A) und

A(/Otf(s)ds> = /OtAf(s)ds.

obert Den 5. 2. 201¢
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1.22 Bemerkung. Die Aussage des obigen Lemmas gilt allgemeiner: Falls f €
L'(p; X) mit f(s) € D(A) und Af € L'(p; X) fiir einen abgeschlossener Operator
A, so folgt bereits [ fdu € D(A) und A( [ fdu) = [ Afdp.

1.23 Definition. Sei X ein Banachraum. Eine Funktion f € C([O, oo),X) heift
differenzierbar in ¢, € [0, c0) genau dann, wenn der Grenzwert

h—0 h

in X existiert. Man schreibt f € C*([0,00), X), falls f k-mal stetig differenzierbar
ist.

1.24 Bemerkung. a) Sei X Banachraum und f € C([0,00), X). Dann gilt
t—0 ¢

liml/f(s)ds: £(0).

Fiir F(t) := fot f(s)ds (t > 0) gilt F € C'([0,00),X) und F' = f.
b) Falls X Banachraum ist und f € C'([0, 00), X), so gilt

£(t) = £(0) + / F(s)ds (€ [0,00)).

obert Den 5. 2. ¢ :
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12 2. Operatorhalbgruppen: Erste Figenschaften

2. Operatorhalbgruppen: Erste Eigenschaften

2.1 Worum geht’s? Der Begriff der Operatorhalbgruppe fasst die wesentlichen
Eigenschaften zusammen, welche etwa die im endlich-dimensionalen Fall bekannte
Fundamentalmatrix exp(tA) zur gewohnlichen Differentialgleichung v’ = Ay mit
einer konstanten Matrix A € C™*" besitzt. Dabei werden die Halbgruppen, welche
im Zusammenhang mit partiellen Differentialgleichungen auftreten, nicht normstetig
sein, sondern nur stark stetig.

Im Folgenden sei X ein C-Banachraum. Es stellt sich heraus, dass das Cauchypro-
blem
v = Au, u(0) ==z

genau dann wohlgestellt ist, wenn der Operator A eine Cy-Halbgruppe erzeugt. Da-
mit wird die Losbarkeit von Gleichungen zuriickgefiihrt auf Eigenschaften des in der
Gleichung auftretenden Operators. In Anwendungen, in welchen etwa A ein Diffe-
rentialoperator (im Ort) ist, sind diese Eigenschaften oft leichter nachzurechnen als
die Losbarkeit selbst.

2.2 Beispiel. Bevor wir die allgemeine Definition fiir Operatorhalbgruppen einfiihren,
wollen wir zur Motivation den endlich-dimensionalen Fall betrachten: Sei n € N,

A e C™ und T'(t) := exp(tA). Es gilt

(i) T(0) =1,
(ii) T(t+s) =T(t)T(s) (t,s > 0) (Halbgruppeneigenschaft),
(iii) T € C([0,00), L(C™)).

Ferner sieht man schnell, dass A = T7(0) gilt. Diese Formulierung der Eigenschaften
von exp(tA) macht auch in einem allgemeineren Rahmen Sinn. Aus Griinden der
Konsistenz zum endlichdimensionalen Fall stellt sich deshalb die Frage, ob aus (i),
(72) und (7i7) bereits T'(t) = exp(tA) gefolgert werden kann.

2.3 Satz. Sei T :[0,00) — L(C"), so dass (i), (ii) und (iit) erfillt sind. Dann gilt
T(t) = exp(tA) mit A =T'(0). Insbesondere gilt T € C>((0,00), L(C")).

Beweis. Setze
t

V(t) := /T(s)ds,
0
dann ist V' wegen (iii) differenzierbar und V'(t) = T'(¢) fiir ¢ > 0. Damit gilt
Vit i
tim Y oy = 7o) @ 1.

t—0 ¢

—
=

obert Den 5. 2. 201¢
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2. Operatorhalbgruppen: Erste Figenschaften 13

Mit dieser Ableitung mufl V(¢) fiir kleine ¢ > 0 bereits invertierbar sein, wie man
aus der Entwicklung V' (t) = V(0) + ¢tV'(0) + o(t) = tI + o(t) sieht. Also gibt es ein
to > 0 so, dass V(o) invertierbar ist. Damit erhdlt man

to

T(t) = V" (k) V (t)T(t) 2 V(1) / T(t+ s)ds

Damit gilt
15% % _ V_l(to) 215% V(t + tO) — }f/(t) B V(t(J) _ V_l(to) (V/(t()) _ V/(O))

Aus der Differenzierbarkeit von 7'(t) an der Stelle t = 0 folgt jene fiir alle ¢ > 0,
denn T'(t + s) — T'(s) = T(s)(T(t) — 1), also

Damit 16st T'(t)x die Anfangswertaufgabe

w — Au =0,
u(0) = =,

mit A = 7"(0), deren eindeutige Losung wir in der Theorie gewohnlicher Differenti-
algleichungen als

T(t)x = exp(tA)z
kennengelernt haben. O]

Die Eigenschaften (i), (i¢) und (¢ii) geniigen somit, um eine Halbgruppe mit Gene-
rator A zu definieren. Dies motiviert

2.4 Definition. Eine Familie (T(t)) i~ Von linearen, beschrinkten Operatoren auf
einem Banachraum X wird Cy-Halbgruppe oder stark stetige Halbgruppe genannt,
falls

(i) 7(0) =1,
(i) T(t+s) =T(t)T(s),
(iii) T ist stark stetig, d.h. fiir alle z € X ist [0,00) — X, t — T'(t)x stetig.

© Robert Denk 15. 2. 2013



14 2. Operatorhalbgruppen: Erste Figenschaften
Fiir eine Cy-Halbgruppe setzen wir

t—0

D= {a; € X :lim Mexistiert} )

Im allgemeinen ist D # X. Wir werden spéter sehen, dass D immer eine dichte
Teilmenge von X ist.

2.5 Definition. Der lineare, eindeutig bestimmte Operator A: D — X definiert
durch Tt
Az :=lim M
t—0 t
heifit Generator oder Erzeuger von T, und D(A) := D heifit Definitionsbereich von
A.

2.6 Beispiel. (eXp(tA)) mit A € C™*" ist Cp-Halbgruppe auf C".

>0

2.7 Lemma (Translationshalbgruppe). Definiere (T(t)f)(z) := f(z +t), t > 0.
Dann ist (T'(t))i>0 eine Cy - Halbgruppe auf LP(R), 1 < p < oo, mit Generator

A= D(A)= {f € I’(R) : d%f e LP(R)} — W(R).

Beweis. Zunéchst ist T'(t) beschrankt wegen

HT@ﬂb—(@U@+@Pm)‘—wm — T ey < 1

Bekannt ist, dass 2(R) <% LP(R). Fiir f € 2(R) gilt

p 1 0
0 = o= ([ 170+ 2) = f@pae)” < KE - suplfto+0) - )] o
R T
fir kompakte Intervalle K := {z +y : « € supp(f),y € [—1,+1]}. Aus Bemerkung 1.8
b) und Lemma 1.9 folgt die starke Stetigkeit, d.h. Eigenschaft (iii). Eigenschaften (i)
und (ii) sind trivial. Damit ist 7" eine Cp-Halbgruppe auf LP(R). Sei B der Generator
von T'. Aus der Gleichheit

T —f  f(+8)=F0)
t t

fir f € LP(R) ergibt sich

t—0 p

D(B) = {f € LP(R) : lim %existiert} =W, (R) = D(A),

obert Den 5. 2. ¢ :
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e f—f _d

Bf=m—r =&/ =4
Also gilt A = B, d.h. A erzeugt T. m

2.8 Beispiele. a) Betrachte den Gaufkern

D—E )

Dann definiert T'(t) := G, f eine Cj - Halbgruppe auf L*(R™) mit Generator A = A
und D(A) = H?(R"™). Dies sieht man unter Verwendung der Fouriertransformation
und des Satzes von Plancherel.

b) Sei A € L(X) und X ein Banachraum. Dann ist

T(t) = exp(tA) := Z (t4)"

k!
k=0

eine Cy-Halbgruppe auf X mit Generator A. AuBerdem ist T gleichméBig stetig

wegen
IT() = Illox) <D

k=1

(t]|A])
” ” = exp(t]A]) =1 =3 0.

2.9 Bemerkung. Es gilt auch die Umkehrung zu Beispiel 2.8 b): Sei (T(t)) 1o €ine
Co-Halbgruppe mit Generator A : D(A) — X, so dass

IT°(t) = Il Lx) — 0.
Dann gilt A € L(X). Dies sieht man, indem man den Beweis zu Satz 2.3 kopiert.
2.10 Lemma. Sei T eine Cy-Halbgruppe auf dem Banachraum X mit Generator
A:D(A) = X.
a) Es gilt T(t)x € D(A) fir alle x € D(A) und

d

ZT(t)r = T(t) Az = AT (t)z.

t
b) Es gilt [ T(s)zds € D(A) fiir alle x € X, und
0

Tt)r —x= A/tT(s)xds (x € X) (2-1)

Tt — o = /0 T(s)Azds (z € D(A)) (2-2)

obert Den 5. 2. ¢ :
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16 2. Operatorhalbgruppen: Erste Figenschaften

Beweis. a) Sei x € D(A) und h > 0. Dann ergibt sich

T+ h)z —T(t
(£ )Z OT 19 piyae (> 0).
Damit existiert auch der Grenzwert

. T(h)T(t)r—T(t)
lim
h—0 h

T AT (t)x

und stimmt mit dem obigen iiberein. Aus dem Prinzip der gleichméfigen Beschrankt-
heit folgt die Abschétzung || 7(s)||rx) < My, s € [0,¢], fiir beliebiges ¢t > 0. Damit
folgt fiir t >0und h <t

Tt —h)x—T(t)x
—h

2 = T)Z 19 1y A,

— —T(t—h)

d.h. auch die linksseitige Ableitung existiert und stimmt mit der rechtsseitigen iiber-
ein. Somit ist Aussage a) gezeigt.

b) Sei x € X und ¢t > 0. Dann gilt

%(T(h) /OtT(s)a;ds _ /OtT(s)xds) - %/;T(s + h)zds — %/Ot T(s)zds
-1 /h T r(syds — H /0 T(s)ads
_ % /t " (s)ads - % /0 " T(s)uds

i T(t)r —x

nach Bemerkung 1.24 a). Also gilt fot T(s)ds € D(A) und die Gleichheit (2-1). Mit
der Abschétzung ||T(s)||r(x) < M, s € [0,t], folgt fir x € D(A)

T(h)xr —x ho

T(s) : — T(s)Az gleichméaBig fir s € [0, ],

was schliefSlich

lim %/0 T(s)xds = lim T(S)Mds = /0 T(s)Azds

h—0 h—0 Jo h

impliziert. O

2.11 Lemma. Sei T eine Cy-Halbgruppe auf dem Banachraum X. Dann existieren
M >1 und w € R so, dass gilt

IT()| L) < Mexp(wt) (> 0). (2-3)

obert Den 5. 2. ¢ E
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2. Operatorhalbgruppen: Erste Figenschaften 17

Hierzu zunéchst

2.12 Definition. Sei T" eine Cy-Halbgruppe auf dem Banachraum X.
a) Die Zahl

w(T) := inf{w € R: Es existiert ein M, > 1 so, dass(2-3) gﬂt}

heilt die Wachstumsschranke von T
b) Falls die Abschitzung (2-3) mit w = 0 gilt, so heifit 7" beschrankt.

c¢) Falls die Abschétzung (2-3) mit w = 0 und M = 1 gilt, so heiBt T eine Kontrak-
tionshalbgruppe.

d) Falls die Abschétzung (2-3) mit w < 0 gilt, so heifit T' exponentiell stabil.

Beweis von Lemma 2.11. Aus dem Prinzip der gleichméaffigen Beschranktheit folgt
|T(t)||Lxy < M fir t € [0,1], setze w = log M. Fiir t € [0,00) und m € N mit
t<m<t+1gilt
t\™ t(|™
1T o = ||7(=)" ]| < [7(5)|| < v < i+ = Mexplen).
m m

]

2.13 Satz. Sei X ein Banachraum. Dann ist der Generator A : D(A) — X einer
Co - Halbgruppe T auf X ein abgeschlossener, dicht definierter Operator, der die
Co-Halbgruppe T eindeutig bestimmt.

Beweis. Abgeschlossenheit: Sei (zx)reny C€ D(A) mit zp — x und Az — y in X.
Nach Lemma 2.10 b) gilt

t
T(t)ry — xp = / T(s)Axyds.
0

Die gleichméfige Konvergenz von T'(s) Az, in [0, ¢] impliziert

Tt)r —x= /Ot T(s)yds.

Damit erhalt man

T(t)x — I
%ZE/T(S)yds%yeX fir ¢t — 0.
0

Daher existiert der Grenzwert links, d.h = € D(A) und Az = y.

obert Den 5. 2. 201¢
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18 2. Operatorhalbgruppen: Erste Figenschaften
Dichtheit von D(A): Nach Bemerkung 1.24 a) gilt fiir x € X,

¢
D(A) > ;/ T(s)xds =8 5.
0

Eindeutigkeit von T": Sei S eine weitere von A erzeugte Halbgruppe auf X, z € D(A),
und ¢ > 0. Setze

u(s) :==T(s)S(t —s)x , 0<s<t.
Dann folgt
du(s)
ds
Nach Bemerkung 1.24 b) ist u konstant auf [0, ], also

= AT (s)S(t — s)x + T(s)(—A)S(t — s)z = 0.

Ttz =u(t) =u(0)=S{t)xr (t>0,2€ D(A)),

d.h.esgilt T'=S. O

Im letzten Teil dieses Abschnitts wollen wir zuriickkommen zum Cauchyproblem
im Banachraum X, was ja die urspriingliche Motivation fiir die Einfithrung von
Halbgruppen war. Die Frage ist nun, ob die bereitgestellte Theorie die Ausgangsfra-
gen zur Losung solcher Probleme in zufriedenstellender Weise beantwortet. Hierzu
zunéchst folgende

2.14 Definition. Sei X ein Banachraum, A : D(A) — X abgeschlossen mit D(A) =
X. Das Cauchyproblem

ou—Au = 0, t>0,
(CP) { u(0) = =

heifit (klassisch) wohlgestellt in X, falls

(i) eine eindeutige klassische Losung existiert, d.h. fiir alle z € D(A) existiert
genau eine Losung u € C*([0,00), X) von (CP) mit u(t) € D(A) (¢t > 0).

(ii) w stetig von den Daten abhéngt, d.h. fiir alle ¢ > 0 existiert eine Konstante
Cy > 0 mit ||u(t)]] < Cyl|z|| (z € D(A)).

2.15 Satz. Sei X ein Banachraum, A : D(A) — X abgeschlossen mit D(A) = X.
Das Cauchyproblem (CP) ist genau dann wohlgestellt, wenn A Generator einer Cy-
Halbgruppe T auf X ist.

obert Den 5. 2. 201¢
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Beweis. (i) Sei A Generator der Cy-Halbgruppe 7', und sei x € D(A). Wir setzen
u(t) := T(t)z. Nach Lemma 2.10 a) ist u € C*([0, 00), X ) Lésung von (CP), u(t) €
D(A); (t > 0) und u(t) 28 ¢ € X. AuBerdem stellt Lemma 2.11 fiir ¢ > 0 sicher,
dass

lu@)] = [[T(@#)z] < M exp(wt) |z,
d.h. u héngt stetig von den Daten ab.

Zur Eindeutigkeit: Sei v eine weitere klassische Losung von (CP), z € D(A), und
t > 0. Wir setzen
w(s) :=T(s)v(t—s) (0<s<t).

dw(s)
ds

T(t)r =w(t) =w(0)=0v(t) (t>0,xze€ D(A).

(ii) Sei (CP) wohlgestellt und sei x € D(A). Diesmal setzen wir T'(¢t)z = u(t,x),
wobei u(-, z) die eindeutige Losung von (CP) zum Anfangswert = sei. Aus (ii) folgt
T(t) € L(X), t > 0. Klar sind die Eigenschaften T(0) = I sowie T(t)z =% z, d.h.
T ist stark stetig. Zum Nachweis der Halbgruppeneigenschaft seien s,¢ > 0. Man
beachte, dass u(t+s, z) und u (¢, u(s, z)) beides Lésungen von (CP) zum Anfangswert
u(s, x) sind. Aus der Eindeutigkeit folgt

Wie im Beweis von Satz 2.13 folgt = 0 und daher w = const. Dies impliziert

u(t+s,2) =u(t,u(s,z)),
was zeigt, dass
T(t+s)z=u(t+s,2) =u(tu(s,z)) =T(t)u(s,z) = T(t)T(s)x.

Damit ist T" eine Cj - Halbgruppe. Sei B der Generator von T'. Fiir z € D(A) erhalt
man
Au(t,x) = dwu(t, ) 28 = d,u(0, r)e X

nach Voraussetzung. Aus der Abgeschlossenheit von A folgt somit
Ax =y = 9u(0,z) = T'(0)x.

Da der rechte Limes bei Existenz mit Bz iibereinstimmt folgt also x € D(B) und

Az = Bz fiir € D(A). Sei umgekehrt x € D(B). Wegen D(A) = X konnen wir
(xr)ken C D(A) wahlen mit z; — . Nach Lemma 2.10 b) folgt weiter

¢ ¢
A/ T(s)xrds = B/ T(s)xrds =T (t)xr — xp X Ty —
0 0

und wegen Abgeschlossenheit von A, dass

I T(t)x —
A—/ T(s)xds = Tz : t>0.
t Jo t
Da die rechte Seite fiir £ — 0 gegen Bx konvergiert, sehen wir unter erneuter Ausnut-
zung der Abgeschlossenheit von A, dass © € D(A). Somit haben wir D(A) = D(B)
und deshalb A = B. m

obert Den 5. 2. 201¢
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Mit Satz 2.15 reduziert sich das Losen von linearen Cauchyproblemen auf den Nach-
weis, dass A ein Generator ist. Doch auch nichtlineare Probleme kénnen mit Hilfe
eines Generatorresultates angegangen werden. Wie das funktioniert wollen wir hier
nur kurz skizzieren. Wir werden spéter bei der Anwendung auf konkrete Beispiele
sehen, wie diese Methode im Einzelnen durchzufiihren ist.

Wir betrachten das inhomogene Cauchyproblem

uw—Au = f, t>0,
(ICP) { u(0) = =

Dann ergibt Variation der Konstanten die formale Losung

u(t) = exp(tA)x + /0 exp((t — s)A) f(s)ds.

Falls (ICP) nichtlinear ist, d.h. f = f(s,u) wie z.B. in der Navier - Stokes - Gleichung
f(u) = (u-V)u, kann versucht werden ein Fixpunktargument (z.B. den Banachschen
Fizpunktsatz) auf die Integralformel anzuwenden. Bei erfolgreicher Anwendung zieht
diese Methode i.d.R. die Existenz einer lokalen Losung nach sich, d.h. es existiert
ein T > 0 und ein u : [0,7) — X, die (ICP) im sogenannten milden Sinne 16st.
Wir méchten an dieser Stelle anmerken, dass im Allgemeinen keine Existenz einer
globalen Losung erwartet werden kann. Z.B. ist zur Gleichung

u — Au = |ul®

bekannt, dass i.A. keine globale (milde) Losung in LP(2) fiir gewisse Werte von p
und o existiert.

obert Den 5. 2. 201¢
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3. Generatoren von Halbgruppen

3.1 Worum geht’s? Satz 2.15 motiviert die Suche nach hinreichenden oder &qui-
valenten Bedingungen, so dass A eine C - Halbgruppe erzeugt. Die bisherige Dis-
kussion zeigt, dass eine Cj - Halbgruppe T' mit Generator A als etwas wie exp(tA)
aufgefafit werden kann. Die Idee, um zu einem abgeschlossenen Operator A eine
Halbgruppe zu gewinnen, ist, eine Approximation der Exponentialfunktion zu be-
nutzen. Wir kennen bereits die klassischen Methoden

0 oo =3 A5
k=0 '
(i) exp(tA) = nh_}rglo (1 + %A) :

die den entscheidenden Nachteil haben, dass wir beliebig hohe Potenzen von unbe-
schrinkten Operatoren erhalten. Hier gibt es keinen Weg Konvergenz sicherzustellen.
Verheiflungsvollere Ansétze sind:

n—oo

(iii))  exp(tA) = lim (1 - iA) (,,Idee von Hille*),
n
(iv)  exp(tA) = lim exp(tAx) mit Ay beschrankt (,Idee von Yosida®).
n—oo

Diese Ansétze sollen im folgenden diskutiert werden.

a) Der Satz von Hille-Yosida

Im n#chsten Abschnitt werden wir uns der Konstruktion von Halbgruppen widmen,
die auf (iv), d.h. auf der Idee von Yosida, beruht.

Hier wollen wir das Theorem von Hille und Yosida beweisen, welches die Grundlage
fiir alle folgenden Diskussionen sein wird.

3.2 Bemerkung. Sei X ein Banachraum und A € R. Dann sind dquivalent:
(i) (T(t))t>0 ist Cp-Halbgruppe auf X mit Generator A und w(T") = wy.
(ii) (exp(—At)T(t))t>0 ist Co-Halbgruppe auf X mit Generator A — Al und
w(exp(=A)T) = wo — .

3.3 Satz (Hille-Yosida '48; Kontraktionshalbgruppen-Fall). Fiir einen linearen Ope-
rator A : D(A) — X auf dem Banachraum X sind die folgenden Aussagen dquiva-
lent:
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(i) A ist der Generator einer Cy - Kontraktionshalbgruppe T auf X .

(ii) Es gilt D(A) = X, (0,00) € p(A) und [|A(A—A) |z < 1 fiir A > 0.
In diesem Fall gilt

(A= A1 = /Ooo exp(—As)T(s)ds (A > 0).

3.4 Bemerkung. Sei A € C"*". Dann ist die Laplacetransformation von e*4 gege-
ben durch

/ e Metdt = (N — A7,
0
wobei A € p(A) Bedingung fiir die Existenz ist. Die Laplacetransformation kniipft

also eine Verbindung zwischen Halbgruppe und Resolvente. Wir werden im Beweis
von Theorem 3.3 sehen, dass dies auch X-wertig der Fall ist.

Beweis von Satz 3.3, (i) = (ii) . Nach Bemerkung 3.2 generiert A — Al die Cj -
Halbgruppe (exp(—At)T'(t)),., fiir festes A > 0. Aus Lemma 2.10 b) folgt

exp(—A\)T(t)r —x = (A—)) /t exp(—As)T(s)xds, falls ze€ X (3-1)
und
exp(—M)T 1)z — o = / Cexp(-AS)T(5)(A — Nads, falls z € D(A)  (32)

Es gilt
]l

/OOO llexp(=As)T'(s)x| ds < /OOO exp(—As)ds||z|| < N (3-3)
Somit existiert das Integral [ exp(—As)T'(s)ds. Weiterhin erhilt man
H /OOO exp(—As)T(s)xds — /Ot exp(—)\s)T(s)deH
= /000 X(t,00)(5) exp(—)\s)HT(s)x”dS
< [ xem@em-rgaslal o

wobei im letzten Schritt der Satz von Lebesgue angewendet wurde. Die Abgeschlos-
senheit von A und ¢t — oo liefern dann in (3-1) bzw. (3-2),

v = (A= A) /0 " exp(—As)T(s)ads = (A— A)RNz  (z € X)),
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r=RANA\N—-Az, (xze€DA).

Folglich ist (A—A) : D(A) — X beschrinkt und bijektiv. Nach dem Satz der stetigen
Inversen gilt A € p(A) und

A=A =R\ = / exp(—As)T(s)ds,
0
und schliefflich impliziert (3-3)
AMA=A) | ST (A>0).
0

Um der Idee von Yosida zu folgen bendtigen wir eine Folge von beschrankten Ope-
ratoren die in einem gewissen Sinne gegen A konvergiert. Hierzu hilft das

3.5 Lemma (Yosida-Approximation). Sei A: D(A) — X mit D(A) = X gegeben,
und seien w € R, M > 0 so, dass [w,00) C p(A) und [[AA—A) | px) < M A > w.
Dann gilt

1) MAN—A) 22Tz (zeX),
(il) M — A) e = A — 4142 23 Az (2 € D(A)).

Beweis. Ubungsaufgabe. m

Beweis von Satz 3.3 (ii) = (i). Lemma 3.5 (ii) motiviert die Approximation von
exp(tA) durch

(exp(tAK)) ey A =KkA(k = A)7 =K (k- A7t — kL

Dann gilt Ay € L(X),k € N und Ayx — Az in X fir 2 € D(A). Nach Beispiel 2.8
b) ist

Ti(t) = Z ()"

n!

n=0
fiir alle k£ € N eine Cy-Halbgruppe auf X. Weiterhin gilt AzA,, = A,,Ag, womit

1. Schritt: Definition der Halbgruppe. Obiges T}, ist kontraktiv fiir alle k£ € N,
denn

Ti.(t) = exp(tAy) = exp(—kt) exp(th*(k — A)7),

also
| exp(tA)||r(x) < exp(—tk) exp(tk”k(k — A)*lH) < 1.
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Fiir € D(A) gilt nun T;(-)z € C*([0, 00), X). Mit Bemerkung 1.24 b) folgt

d

To(t)e — To(e = /0 L (Tolt — 5)Tis)a)ds

t
_ / To(t — $)Tu(5)(Ag — Ap)ads,
0
d.h.
| Tx(t)z — Tu(t)z|| < t]|(Ax — Ap)z||, t >0, (3-4)
was bedeutet, dass T (t)z eine Cauchyfolge ist. Deshalb kénnen wir 7" definieren als

T(t)x := klirn Ty(t)z | r € D(A),t>0. (3-5)
—00

2. Schritt: 7" ist Cy-Kontraktionshalbgruppe. Wegen ||T;|/1(x) < 1 und (3-3)
sind die Voraussetzungen von Bemerkung 1.8 erfiillt, d.h. (3-5) gilt nicht nur fiir
x € D(A), sondern fiir alle z € X und man hat ||7(¢)||zx) < 1. Klar ist T'(0) = I.
Als néchstes ist

T+ s)xr = lm Tp(t+ s)x

k—o0

= ]}1_{20 Te(t)Tk(s)x =T ()T (s)x,
wobei die letzte Gleichheit gilt wegen
[T (0) Tk (s)x = T(6)T (s)x|| = | T () Th(s)x — Te(£)T(s)x + Th(t)T(s)z — T()T(s)z|
< [ Tk()Te(s)z — T ()T (s)|
+ 1 Te ()T (s)z — T(t)T'(s)x]]
— 0.

Was die starke Stetigkeit angeht, nehme 2 € D(A). Dann gilt unter erneuter Benut-
zung von Lemma 2.10

Tt —x= klg]élo(Tk(t)x — )

t
= lim Tk(s)Akxds:/ T(s)Axds. (3-6)
0

k—o0 0

Also folgt T'(t)r — = fir alle x € D(A), was sich nach Bemerkung 1.8 wegen
IT(t)|| <1 iibertragt auf T'(t)x — x fiir alle z € X.

3. Schritt: A generiert 7. Sei B der Generator von T'. Dividiert man (3-6) durch
t, dann erhélt man durch den Grenziibergang ¢t — 0, dass

D(A) c D(B) und Az = Bx (z € D(A)).

Nach Voraussetzung ist 1 € p(A), die Richtung (i) = (ii) des Beweises besagt aber,
dass auch 1 € p(B) gilt. Damit folgt A = B (siehe Ubungsaufgabe). O
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Wir wollen als néchstes demonstrieren, wie sich dieses Resultat auf zwei konkrete
Beispiele anwenden lasst. Da wir die Fouriertransformation anwenden wollen, zuvor
noch eine Bemerkung.

3.6 Beispiele. (a) Schrodinger - Halbgruppe auf L*(R").
Betrachte das zur Schrodingergleichung gehérige Resolventenproblem
(A —iA)u(x) = f(x) , r € R", f € L*(R"). (3-7)

Da die Fourier-Transformation ein Isomorphismus im Raum S’(R™) der temperierten
Distributionen ist, ist die obige Gleichung dquivalent zur Gleichung

(A+ileP)aE) = f&), €EeR",  feL*R"). (3-8)

Als Losungsansatz fiir u wahle

)

a-1s _ g-— 1 ¢ n
u=F i = 1{)\+2’|§|2}f’ f e L*(R™).

Man benutzt die Abschéitzungen

1 1 1
, < , =—, A>0,
‘Aﬂlél2 [Re{A+il¢)}] A
if¢[? €17
: : <1, A >0,
‘A+z|§|2 [Tm{ X +i[¢]*}
und die Plancherelsche Formel, um
ful = < 1202 W72 =y g (39
lidalls = |-l - Pall, < 1/l A>0, (3-10)

zu erhalten. Klar ist, dass @ eindeutige Losung von (3-8) in L?(R") ist, d.h. wegen
der Unitaritéit von % ist also u eindeutige Losung von (3-7) in L?(R™). Als L*(R")
- Realisierung des Schroédingeroperators definiere Agu := iAu mit

D(A,) = {v e LA(R") : ZY¢Po e L?(Rn)}
- {v € L2(R") : Av € LQ(R”)}
— H2(RM).

S(R™) < L*(R™) und S(R™) C D(A) implizieren D(Ay) < L*(R™), also ist A
dicht definiert.
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Weiterhin setzen wir R(X\)f := uy, wobei u; die Losung zu (3-7) mit rechter Seite
[ bezeichnet. Aus (3-10) folgt fiir A > 0, dass R(A\) : L?*(R") — D(A,) und wir
erhalten

(A —iA)RN)f = (A —il)uy = f € L*(R"),

RA) (XA = iA)v = up—inyp = F } F (A —iA)v = .

—1 -
{)\ +il¢]?
= R\ =(\—A,)", A > 0.
Mit (3-9) folgt ferner (0,00) C p(Ay), sowie
AN = A) 7 flla = IARN) fll2 = [Augll < [Ifll2 . A >0, f € L*(R"),

Nach Theorem 3.3 generiert A, also eine Cj - Kontraktionshalbgruppe auf L?(R™).
Diese ist gegeben durch

exp(tA,) = F 'exp(il¢’t).Z | t>0.

b) Wirmeleitungs - Halbgruppe auf L*(R").

Das zugehorige Resolventenproblem lautet

A= A)u(z) = f(x), reR" fe Lz(R"),
& (A HIEP)ale) = f),  €eR" fe LXRY).

Setze u := .F 1 [ﬁlﬁ\?} f. Analog zu (a) folgt, dass A eine Cj - Kontraktionshalb-

gruppe (exp(tA)) 15 auf L*(R™) generiert, die gegeben ist durch

exp(tA) = .Z exp(—t|¢]?) Z.

3.7 Bemerkung. Wegen ‘ﬁléPl < p fiir alle A € R\ {0}, gilt fiir den Schrodin-
geroperator A; = 1A die Ungleichung

IAA = A Hlzzamey <1 (A€ R\A{0}),

d.h. auch —A, erzeugt eine Cy-Kontraktionshalbgruppe auf L*(R™). Man spricht
insgesamt von der Schridingergruppe

(exp(iAt));er C L(L*(R™)).
Diese ist stark stetig auf R, und es gilt exp (iA(t+s)) = exp(iAt) exp(iAs) (s,t € R).

Bemerkung (3.7) motiviert die folgende allgemeine Definition.
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3.8 Definition. Sei X Banachraum. Eine Familie (7'(t))
stetigen Operatoren mit

(i) T(0) =1,
(i) T(s+t)=T(s)T(t) , t,s € R,
heifit Cy-Gruppe auf X.

C L(X) von stark

teR

3.9 Satz (Hille-Yosida fiir Kontraktionsgruppen). Sei X ein Banachraum, A :
D(A) — X ein linearer Operator. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) A generiert eine Cy-Kontraktionsgruppe auf X,

(ii) A und —A generieren Cy-Kontraktionshalbgruppen auf X,

(iii) D(A) = X, R\ {0} C p(A) und [|AA — A) Y[ < 1, A € R\ {0}

Beweis. Klar sind (i7) < (i4i) nach Theorem 3.3 sowie (i) = (77) nach Definition 3.8.
Es bleibt (ii) = (i) zu zeigen. Definiere dazu

| Ty(t) t>0,
() = { T (—t) t<0

wobei T} von +£A generiert werden. Sind (77); und (7-); die Yosida - Appro-
ximationen aus Theorem 3.3, dann gilt Ayx(—A),, = (—A),A; und somit auch
(T)k(T2) = (T2 ) (T4 )k Setze nun

S(t) =T ()T_(t),  t>0.

Dann gilt S(0) = I und (S(t)),., C L(X). Fiir die Ableitung ergibt sich

%S(t)x — AT, ()T_(Dx — AT, ()T-()z =0 (z € D(A)).

Aus Bemerkung 1.24 b) folgt S(t)x = S(0)xr = = (t > 0,2 € D(A)) und nach
Bemerkung 1.8 b) weiter S = I. Damit existiert 7', (¢)~! und ist gegeben durch
T_(t).
Seien t,s € R mit £ > 0, s < 0 und 0.B.d.A. t + s > 0. Dann gilt
Tt+8)T#)'T(s) ™ =Ty (t+8)Ty(t) 1T (—s)*
=Tyt + )T (=s)Th () =1

und damit
T(t+s)=Tt)T(s) (t,seR).

Weiterhin ist in ¢y > 0 die Halbgruppe T stark stetig. Dies pflanzt sich wegen der
Halbgruppeneigenschaft auf R fort. Klar ist, dass A die Gruppe T erzeugt. O]
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3.10 Bemerkung. Da %IEP singular ist fiir A < 0, generiert A keine Cy-Gruppe
auf L*(R™).

Aus Bemerkung 3.2 sieht man, dass nicht alle Halbgruppen kontraktiv sind. Umge-
kehrt erhélt man durch Verschieben i.a. bestenfalls eine beschrinkte C - Halbgrup-
pe. Deshalb ist die folgende Verallgemeinerung wichtig.

3.11 Satz (Hille - Yosida, allgemeine Form). Sei X Banachraum, A : D(A) — X
linear, w € R, M > 1, dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) A ist Generator einer Cy - Halbgruppe T' auf X mit | T(t)||x) < M exp(wt),
t >0,

(ii) D(A) = X, (w,00) C p(A) und |[(A —w)* A = A) ¥l x) < M, A >w, keN.

Beweis. O.B.d.A. setzen wir w = 0 voraus. Das ist nach Bemerkung 3.2 moglich.

» (i) = (ii)“: Nach Voraussetzung gilt ||7'(¢)||rx) < M fiir alle ¢ > 0. Wir definieren
uns eine neue Norm durch

llz|| == sup |T(s)z]| , xe€X.
s>0

Fiir diese gelten die Abschiatzungen
el < el < Mllzl, 2 € X,
T @l = sup [T+ s)zff < [ll=llf , =€ X t=0.
Also ist T" kontraktiv auf (X, ||| - |||). Nach Theorem 3.3 folgt schlieflich

IIANA =7l < fllfll . =€ X, A>0,
= [NA=A 2l <z, ze€XA>0keN,
= M=) 2| <Mlzfl,  zeX,A>0keN

,(11) = (1)“: Voraussetzung ist |A\*(A — A)™||,x) < M, X > 0,k € N. Auch hier
definiert man sich fiir 4 > 0,

2|, = sup W (p—A)Fz|, 2eX.
keN

Es gilt das Umnormierungslemma:

) Jall < llell, < Mlle], @€ X.
@) - A el < all, @€ X,
(3) AN = A) el < llalle we X0 <A<,
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() IO = A) el < flall, we X0 <A< g,
(5) ol < llefl, €X.0<A<

Wir wollen an dieser Stelle lediglich (3) beweisen, der Rest ist eine einfache Ubungs-
aufgabe.

Aus der Resolventengleichung
A=A = (=A== NA=-A) " (u—A)~"
folgt fiir x € X,
(A= A) = (= N = A) (= A+ (- A)

Damit erhalt man

_ w— A _ 1

A = A) el < —= (A = Azl + =[],
Il I

und somit

= A 1 1
(12 1= el < el = )

—_——
=\ p

Mit diesem Umnormierungslemma kann man eine weitere Norm auf X definieren:

[zl := sup [lzf|,, =X
n>0

Es ist einfach einzusehen, dass
]| < [l=]]l < Mlz]], =eX.
und man erhélt

A = A) " af[| = sup [|]A(A = A) "'z,
n>0

— max{ sup A — A) "zl sup AN — Az, }
0<)\§M\ ~~ 7 M<A . ~ >4
Sllzllu <[l SIAA=A) | x <[z A <l []]]

<lzll, ze€X,A>0.

Bei der Abschétzung des 0 < A < p - Supremums wurde (3), und fiir g < X erst
(5) dann (2) ausgenutzt. Nach Theorem 3.3 generiert A eine Cy - Kontraktionshalb-
gruppe auf (X, ||| - |||), damit auch eine Cy - Halbgruppe auf (X, || - ||) und man
hat

lexp(tA)z|| < [[[exp(A)z|]| < [[[«][| < Mlz]|, 2 e X, t>0.
O

3.12 Bemerkung. Entsprechend zu Satz 3.9 gilt ein allgemeines Resultat wie
Satz 3.11 auch fiir Cyy - Gruppen.
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b) Dissipative Operatoren und der Satz von Lumer-Phillips

3.13 Definition. Sei X ein Banachraum. Fir x € X ist das Subdifferential J(x)
definiert durch

J(@) = {p e X'+ gl = 2% = {20} }.

3.14 Definition. Sei X ein Banachraum, A : D(A) — X linear. A heifit dissipativ,
falls fiir jedes x € D(A) ein j(z) € J(x) existiert mit

Re(Az, j(z)) <0.

3.15 Bemerkung. a) Nach dem Satz von Hahn-Banach ist J(z) # 0 fiir alle z € X.

b) Sei (#,(-,)) ein Hilbertraum, z € H, j(z) € J(z). Aus dem Rieszschen Darstel-
lungssatz folgt

i@ € H:ll2l, = (2,5(@) = (= Yj) = i I3

und damit y;,) = x, d.h. J(z) = {x}. Somit ist in diesem Fall A genau dann
dissipativ, wenn

Re(Az,z) <0 (z € D(A)).

c) Fir f € LP(Q), 1 < p < 00, 2 C R™ Gebiet, setze
_ L@ @) fx) # 0
prlw) = { 0 f(2) =0

Y

dann gilt J(x) = {¢;}. Der Beweis ist Ubungsaufgabe. D.h. hier ist A genau dann
dissipativ, wenn

Re(Af,pr) <0,  feD(A).

d) Sei © C R" ein Gebiet. Fiir f € L'(Q2) oder f € Co(Q) enthélt J(z) i.a. mehr
als ein Element. Auch dieser Beweis ist dem geneigten Leser als Ubungsaufgabe
iiberlassen.

3.16 Lemma. Sei X Banachraum, A : D(A) — X dissipativ.

(i) Es gilt ||(A — A)z|| > A||z|| (x € D(A), A > 0).

(ii) Sei D(A) = X. Dann ist A abschliefibar, d.h. es existiert eine abgeschlossene
Erweiterung A mit D(A) C D(A) und Az = Az (x € D(A)).
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Beweis. (i): Sei x € D(A) mit ||z|| = 1 und j(x) € J(x) mit Re(Ax, j(z)) < 0. Dann
gilt (z,j(x)) = |lj(2)]|* = 1 und
IO Al = s [ A, = (= Ay,
' eX! ||z ||=

fir A > 0.

(ii): AbschlieBbarkeit von A ist gleichbedeutend mit: Fiir jede Folge (zx)reny C D(A)
mit z; — 0 und Az, — y ist zwingend y = 0. Seien (zy), y wie oben, A > 0 und
w € D(A). Dann

Q
A = Az + (A = Awl|| = A[Azg + wl.

A
s (2ol

=y +uwl=]wl],  weDA).

Fir k — oo erhilt man

und fiir A — oo ergibt sich
Wegen D(A) = X wihle (wy)reny C D(A) mit wy — y. Damit ist
0= lim [ly —wgl| > lim [lwg] = [[y];
—00 k—o00

also y = 0. O

3.17 Satz (Lumer-Phillips 1961). Sei X ein Banachraum und A : D(A) — X
linear.

a) Es sei A dissipativ mit D(A) = X. Weiter ezistiere ein Ao > 0 mit R(A — \g) =
X. Dann ist A Erzeuger einer Cy-Kontraktionshalbgruppe auf X.

b) Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(i) A ist dissipativ mit D(A) = X, und es existiert ein \g > 0 mit R(A—X) = X.

(ii) A ist Erzeuger einer Cy-Kontraktionshalbgruppe

Beweis. a) Sei A der Abschluss von A (Existenz durch Lemma 3.16 sichergestellt).
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e 1. Schritt: \y € p(4)

Sei x € D(A), dann 3 Folge (24)reny C D(A) mit 2, — x und Az — Ar,

—> 1|0 = Az = Jim (o — Al > Jim Aolfel) = Aol

nach Lemma 3.16(i). Also ist (Ao — A) injektiv.

Sei x € X und y, € D(A) mit (Ao — A)yr — z. Wegen der Dissipativitét von
A gilt

H k,l—oc0

Nollyk = il < (Ao — A)(wr —w)ll — 0,

damit ist yx Cauchyfolge in X. Sei y = limy o0 Y- Aus der Abgeschlossenheit
von A folgt y € D(A) und (Ao — A)y = z, d.h. der Operator (\g — A) ist auch

surjektiv. Nach dem Satz von der stetigen Inversen gilt somit A\ € p(A).

2. Schritt: (0,00) C p(A)

Klar ist, dass () # (0, 00)Np(A) offen in (0, o) liegt. Sei (Ax)ren C (0,00)Np(A)
mit Ay — A > 0. Wegen

o=\ 0 = {Zraeat@] . we ),

folgt fiir den Spektralradius r((Ag — A)™!) := max{|A| : X € o((Ag — A)71) },
dass

_ 1
r((A— A7) = —.
(()\ ) ) dist()\o,a( ))
Somit gilt
) — 1 =1 -1
dist (A, 0(A)) = Y > ||(Ax — A) ||L(X)

>\ >C>0 (k> k).

Dies bedeutet A € p(A). Damit ist die Menge (0, 00)Np(A) auch abgeschlossen.
Da (0, 00) zusammenhéngend ist, erhalten wir (0,00) C p(A).

3. Schritt: Hille-Yosida anwenden

Wegen der Dissipativitit von A gilt |[(A — A)x| > A||z| fir alle z € D(A).
Diese Ungleichung iibertrégt sich auf den Abschluss von A, und wir erhalten

IAA = AD) aflpe < ll2fl s € X, A>0.
Aus dem Theorem 3.3 von Hille - Yosida folgt die Behauptung.
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b), (i) = (ii): Nach a) erzeugt A eine Cy-Halbgruppe. Fiir Ay > 0 ist (Mg —

A): D(A) — X surjektiv und (\g — A): D(A) — X injektiv. Dann folgt aber

auch schon D(A) = D(A) und damit A = A.
b), (ii) = (i): Sei x € D(A), j(z) € J(x). Mit Lemma 3.5 (i) erhdlt man

Re{{dz,j(2))} = lm ReA- (A(A — 4) 'z j(2))
= lim Re\- (()\()\ — A7tz () — (x,j(x)))

A—00
ll=(12
< Timsup A(]AN = A) " a]| -[|5(=)]] - [lz]|*) <0,

A—00

TV
<l

wobei im letzten Schritt wiederum Theorem 3.3 ausgenutzt wurde. O
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4. Holomorphe Halbgruppen und holomorpher
Funktionalkalkiil

4.1 Worum geht’s? In einer Reihe von Beispielen, insbesondere in der parabo-
lischen Theorie, hat man nicht nur eine Cy-Halbgruppe, sondern sogar eine holo-
morphe Halbgruppe. Dabei handelt es sich um die Holomorphie einer Banachraum-
wertigen Abbildung (nédmlich in den Banachraum der beschrankten linearen Opera-
toren). Beschrénkte holomorphe Halbgruppen sind durch Abschétzungen der Resol-
vente charakterisiert.

Holomorphe Halbgruppen besitzen eine Gléattungseigenschaft. Fiir derartige Proble-
me lésst sich die klassische Losbarkeit beweisen, wobei fiir inhomogene Probleme
die Variation der Konstanten verwendet wird, welche schon aus dem endlichdimen-
sionalen Fall bekannt ist.

Zunichst miissen in diesem Abschnitt einige Grundlagen iiber holomorphe Banachraum-
wertige Funktionen bereitgestellt werden. Insbesondere wird der Dunford-Kalkiil
diskutiert, welcher etwa auch fiir die Spektraltheorie in Banachrdumen wesentlich
ist.

a) Vektorwertige Funktionentheorie und Dunfordkalkiil

Im folgenden sei stets X ein komplexer Banachraum.

4.2 Definition. Sei G C C offen. Eine Funktion f: G — X heifit komplex diffe-
renzierbar an der Stelle zy € G, falls der Limes

f(z0+h) = f(=0)
5 eX

f'(20) := lim

C3h—0

existiert. Die Funktion f heiffit holomorph in G, falls sie an jeder Stelle zy € G
komplex differenzierbar ist. Wir schreiben J#(G; X) fiir die Menge aller in G holo-
morphen X-wertigen Funktionen und J2(G) := 7 (G;C).

4.3 Bemerkung. Sei X ein Banachraum, G’ C C offen und f : G — L(X). Aqui-
valent sind

(i) f:G — L(X) ist holomorph,

(ii) fiir jedes = € X ist f(-)z : G — X holomorph,

(iii) fiir jedes z € X und jedes 2’ € X" ist (f(-)z,2) : G — C holomorph.
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Dies sieht man unter Verwendung der Cauchy-Integralformel und des Prinzips der
gleichméfligen Beschrinktheit.

4.4 Definition. Eine Cy-Halbgruppe 7" auf dem Banachraum X heifit beschrdnkte
holomorphe Cy-Halbgruppe auf X vom Winkel p € (0,7/2], falls T: [0,00) = L(X)
eine holomorphe Fortsetzung auf

3, = {z e C\ {0} : |arg(2)| < go}
besitzt, so dass fiir alle ¢ € (0, ¢) ein M existiert mit

1T(2) ||y < Mg, z € Xg.

4.5 Lemma. Sei T beschrdnkte holomorphe Cy-Halbgruppe auf X vom Winkel .
(i) Es gilt T(z1 + 20) =T(21)T(22) (21,22 € 2y).
(i) Es gilt fur alle p < ¢ die Gleichheit lim T(z)z =z (v € X).

E@BZ—)O

(iii) Fir ¢ < ¢ existiert der Limes

lim T(h)x —x
Z@Bh—)@ h

genau dann, wenn x € D(A). In diesem Fall stimmt dieser Limes mit Ax tberein.
Beweis. Ubung. O]
Fiir holomorphe Banachraumwertige Funktionen gelten die bekannten Sétze der

Funktionentheorie. So gilt zum Beispiel der Cauchy-Integralsatz und die Cauchy-
Integralformel.

4.6 Satz (Cauchy-Integralformel). Sei G C C offen und f € 5€(G; X). Falls v ein
nullhomologer Zyklus in G ist, so gilt

£(2)ind, (2) = — / L fw)dw (2 € G\RM)).

21 w— Zz

Beweis. Fiir jedes 2’ € X' ist 2’ o f eine holomorphe komplexwertige Funktion, also
gilt die skalare Cauchy-Integralformel

1

P () indy () = o [

w—z

Z(f(w)dw (2 € G\R(7)).

2w
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Sei z € G\ R(7). Definiere

w—z

yr:i./7 ! f(w)dw.

Nach Definition des Integrals als Grenzwert in X von Integralen von Stufenfunktio-
nen gilt fiir jedes 2’ € X’ die Gleichheit

vy) =o' (5 / L fw)dn) = - / L (fw)duw.

27 w—z 21 w—z

Also erhalten wir z'(y) = 2/(f(z)) fiir jedes 2’ € X’. Nach dem Korollar zum Satz
von Hahn-Banach (Satz 1.12 d)) folgt y = f(z), was zu zeigen war. O

4.7 Definition (Riesz-Projektion). Sei A € L(X) und o C o(A) eine isolierte
Teilmenge von o(A), d.h. eine in der Relativtopologie von o(A) offene und abge-
schlossene Teilmenge. Sei v eine geschlossene Kurve mit Werten in p(A), welche o

umschliefft. Dann heif3t )
P,=— [(A— A)_ld)\

21 .

die zu o gehorige Riesz-Projektion von A.
4.8 Lemma. Der Operator P, ist eine Projektion, d.h. es gilt P, = P?.

Beweis. Seien 71,7y, zwei geschlossene Kurven, welche o umschliefen und o von
7 := 0(A) \ o trennen. Dabei sei der Wertebereich R(7;) im Inneren von 7,. Dann

folgt
P2 = (% /M(A . A)*ld/\> (% /w(A - A)HA)
_ (%)2/ / (A= A) (= A)"dpdr

Mit der Resolventengleichung (Bemerkung 1.14) kénnen wir den letzten Ausdruck
in der Form ) — R schreiben, wobei

1 \2 1
= (— —— (A= A) " dud
@ <2m'> /71 yy = A ( )" dp

1 1 1
= — A=A — idx dp )dA
( ) < [mu—)\lxﬂ)

271 " 271
1
= — (A — A)_ld)\ =P,
27 "
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und

1 \2 1
R:=(— —— (u— A) " 'dud
<2m') /71 yy = A (n )" du

1 1 1
S A 1(-/ id d)\)d
2me 72(# ) 270 Jo e — A 1 a

=0.

Beachte hier, dass R(71) im Inneren von v, liegt, so dass Ind,, (z) = 0 fiir z € R(72)
und Ind,,(z) =1 fiir z € R(y) gilt. O

4.9 Lemma. a) Sei o ein isolierter Teil von o(A). Dann sind Wertebereich R(P,)
und Kern N(P,) beide abgeschlossen, und es gilt die Zerlequng

X = R(P,) ® N(P,).
Beide Rdiume sind invariant unter A, und es gilt

o(Alrp,)) = 0, o(Alnp,)) = 0(A) \ o
b) Es gllt PU(A) = ldX

Beweis. a) Die Abgeschlossenheit von N(P,) ist klar, da P, stetig ist. Die Abge-
schlossenheit von R(P,) folgt aus R(P,) = N(1—P,). Aus AA—A)"' = (A\-A)"1A
fir A € p(A) folgt durch Integration AP, = P, A und damit AP, = P,AP,. Somit
ist AR(P,) C R(P,), d.h. R(P,) ist A-invariant. Dieselbe Uberlegung mit 1 — P,
zeigt, dass auch N(P,) invariant unter A ist. Wegen x = P,x 4+ (1 — B,)z (z € X)
und P,(1 — P,) = 0 erhélt man die direkte Zerlegung in a).

Sei v eine geschlossene Kurve, welche o von 7 := 0(A) \ o trennt. Fiir p ¢ R(7)
definiere

11 !
() = QM,/M_A (A — A)ldx,

Da P, mit A und somit mit (A — A)~! vertauscht, gilt auch S(u)P, = P,S(u), und
die Rdume R(P,) und N(P,) sind S(u)-invariant. Wir erhalten

S —A) = (p—A)S(w)

1 1
= — [ —— (= A)(A— A)ldA
Sl e S CRRICER
1 1 1
- — idy dA+ — [ (A= A)"'dA
omi | = Axdd g [

B {—1 + P,, falls p1 im Inneren von R(7y) liegt,

P, sonst.
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Sei nun p € C\ ¢ und o.E. sei g aulerhalb von R(7). Dann folgt (1 — A)S(u)x =
S(p)(p—A)x = x fir v € R(P,), d.h. (1t — A)|gp,) ist invertierbar. Damit erhalten
wir o(A|r(p,)) C 0. Analog folgt o(A|n(p,)) C 7. Falls andererseits p1 € p(A|gp,)) N
p(Aln(p,)), so ist u — A auf jedem der beiden Teilrdume N(F,) und R(P,) eine
Bijektion und somit auf ganz X bijektiv, d.h. u € p(A). Insgesamt erhalten wir

o(A) Co(Alnwp,)) Uo(Alrep,)) CoUT =0(A).

Also muss iiberall Gleichheit stehen.

b) Wir wenden Teil a) auf ¢ := 0(A) an und erhalten o(A|y(p,)) = 0(A) \ o = 0.
Dies ist aber nur moglich, falls N(P,) = {0}, d.h. fir P, = idx. O

4.10 Lemma. Sei A € L(X) und «y eine geschlossene Kurve, fiir welche o(A) im
Inneren von ~y liegt. Dann gilt fiir jedes komplexe Polynom p die Gleichheit

p(A) = —— / V(A — A)~dA,

21

Beweis. Es geniigt, die Gleichheit fiir p(z) = 2" nachzuweisen. Dazu verwende die
Identitat

n—1
AN = AT =AM A= AT =) A
=0
Sei v eine geschlossene Kurve, welche o(A) einschliet. Dann ist das Integral iiber
die obige Summe gleich Null, da der Integrand holomorph von A abhingt. Unter
Verwendung von Lemma 4.9 b) erhélt man daher

A" = A"(QLM, /7(/\ - A)‘ld)\>

1
= A"\ — A)"tdA
T omi .
1
= )\"()\ A) ),
T omi
was zu zeigen war. 0

4.11 Definition (beschrinkter Dunford-Kalkiil). Sei 2 C C ein beschrinktes Ge-
biet und A € L(X) mit o(A) C Q. Sei v eine geschlossene Kurve in C mit Wertebe-
reich R(7y) C p(A), welche o(A) einschliefit. Zu f € () definiere

F(A) : zm/f Y — A)~ A
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4.12 Satz. In der Situation von Definition .11 ist f — f(A), H(Q) — L(X) ein
Algebren-Homomorphismus, d.h. eine lineare Abbildung mit

(f9)(A) = f(A)g(A) ([, 9 € H(2)).

Beweis. Wegen sup,eg(,) |f(A)] < oo ist f(A) € L(X) wohldefiniert. Die Linearitét
von f— f(A) ist klar.

Seien f,g € F(2) und seien vy, 7, zwei Kurven in , welche o(A) einschliefen, so
dass R(71) im Inneren von 7, liegt. Dann gilt unter Verwendung der Resolventen-
gleichung

$4) = (g7) (| 00 = A7) ([ s = ) 1a)

2m 2
~(553) | [ £Vt~ 4 = )
_ (%)2 A /V f(:)_g&“) [(A— A)! = (u — A)Y] dpdA
=T, +T5

Hierbei ist

=5 [ SOV - )y

71

da ind,,(\) = 1 fir A € R(y1) gilt. Mit ind., () = 0 fiir 41 € R(72) folgt analog

T, = (%)2/% 5 % (n— A)rdud) = 0.

b) Funktionalkalkiil fiir sektorielle Operatoren

Nun ist es das Ziel, auch fiir unbeschrinkte Operatoren einen Funktionalkalkiil zu
entwickeln. Dabei werden sektorielle Operatoren betrachtet.
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4.13 Definition. Sei A: D(A) — X ein linearer Operator mit D(A) = X. Dann
heifit A sektoriell, falls ein Winkel ¢ > 0 existiert mit p(A4) D X, und

sup A — A) 7| px) < oo
AEZ,

Falls A ein sektorieller Operator ist, so heift

pa:=sup{y: p(A) D I,, sup AN —A) L) < oo}
AES,
der spektrale Winkel von A.

4.14 Lemma. Sei A ein sektorieller Operator in X mit spektralem Winkel pa. Zu
e > 0 definiere
A= (A—e)(1—-cA)™"
a) Es gilt A. € L(X), und A. ist invertierbar mit AZ' = Ay ..
b) Es gilt p(A:) D X, ,, und fir A € X, ist

1—¢?2 /A+¢ -1 €
A—A) = — A .
( ) (1—|—5/\)2<1+5/\ ) +1+6/\

c) Fir alle ¢ € (0,04) existiert eine Konstante C' = C(p), welche nicht von &
abhdngt, mait
[MA=A)7H<C (AeX,, e>0).

d) Fiir e — 0 erhdlt man (A — A.)™" — (A= A)™" in L(X) und Acx — Az (x €
D(A)).

Beweis. a) und b): Man verwendet die Identitét

a(A+B)(A+y) t=a+a(B-)(A+7)""

und erhalt
e ctaa(a- = a-)
und damit o . L
d—ao=——(1- ) (a2
sowie

(A=A = aAg—I— 1 (A B é) (A B 55;:—/\1)_1
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€ e2 -1 e+ A\1L
= + (A— ) .
eA+1  (ed+1)2 eA+1

¢) Sei [AA—A)"'| <M (Xe3X,). Dann folgt unter Verwendung der Darstellung
in b) die Abschétzung
1—¢? 1+5A’+‘ £ ’
1+eX)? A+e 1+e

M(1 —&?) 1
Ter-[1+5] 1+

0= 47 < M|

1

R

Da ¢ < m, existiert eine Konstante K, so, dass fiir alle p € X, die Abschitzung
|14+ p| > K, gilt. Angewendet auf y = e\, p = £ € X, bzw. u = é € X, erhalt
man

1[M+1} C
Kg K,

1A= A7 < =0
RY RY

d) Die Konvergenz der Resolventen sicht man an der Darstellung in b). Fiir die
Konvergenz von A.x verwende

Acx — Az = —e(1 —cA) 'z (z € D(A)).
Wegen [le(1 —eA) || =[|(2 — A)7!|| < Ce folgt Acx — A, (z € D(A)). O

Wir wollen zu einem sektoriellen Operator A die Funktion f(A) durch einen Dunford-
Kalkiil definieren. Da nun iiber einen unendlich langen Weg integriert werden muss,
muss man die Menge der Funktionen einschréinken. Beachte in folgender Definition,
dass C\ X, = {A € C\ {0} : Jarg\| > ¢} = =%, .

4.15 Definition. Sei p € (0,7]. Zu a, 8 € Rund f € #(C\ X,) definiere

IF11Z 5 = sup{]A*F(N)] : A € C\E, [A] < 1} +sup{|]A7F (V)] : X € C\E, [A > 1}

Man setzt o L
Haps(C\Ey) :={f € H(C\Zy) : [ fll75 < oo}

und

4.16 Satz (Ein Dunford-Kalkiil fiir sektorielle Operatoren). Sei A ein sektorieller
Operator mit spektralem Winkel pa, und sei ¢ < pa. Fiziere ¥ € (p,pa) und
betrachte die Kurve

Yo = {re ™ 00> >0 U {re” : 0 <r < oo}
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Dann definiert

1
- omi

fA) = 5 [ FNO= ) (f € A\ T)

Yy
einen Algebren-Homomorphismus ®4: f — f(A), s4(C\ X,) — L(X). Die Abbil-
dung ® 4 ist stetig im Sinn, dass fiir alle a, B < 0 ein Cyp > 0 existiert mit

1 (Dllzx) < Capllfllts (f € Hp(C\Ty)).

Falls A sektoriell, beschrdankt und invertierbar ist, stimmt die obige Definition mit
dem Dunford-Kalkil aus Definition 4.11 tberein.

Fiir f € #(C\X,) gilt ferner f(A.) — f(A) in L(X) fir e — 0, und die Menge
{f(As) 1€ > 0} C L(X) ist beschrinkt.

Beweis. (i) Wir beginnen mit einer Vorbemerkung. Wegen 1) < ¢, existiert ein
M4 > 0 mit

I =A< o (A € R(7))- (4-1)

Nach Lemma 4.14 ¢) gilt diese Abschitzung (nach eventueller VergroBerung von

M) auch fiir A, anstelle von A.

Sei f € J4(C\X,), d.h. es existieren o, 8 < 0 mit f € 5, 5(C\X,). Fiir A € R(vy)
gilt dann
Ml FIIEgIAT A<,

N[ = A7t
FACINII ) < {MAHfIIi,gMI“Bv IA] > 1.

Somit ist

hp(N) == Mall FI1Z 5 (I “x <y V) + A x s (V)

eine integrierbare Majorante von f(\)(A—A)~! auf v,. Da A, ebenfalls der Abschitzung
(4-1) geniigt, ist h; auch eine simultane Majorante von f(\)(A—A.) ™! fiir alle e > 0.

(ii) Sei zunéchst A sektoriell, beschriankt und invertierbar. Dann ist o(A) C C\ X,
kompakt. Wegen 0 ¢ o(A) existieren > 0 und R > 0 so, dass o(A) von der Kurve
Yyr.r €ingeschlossen wird, wobei vy, g 1= rell™¥1 U [r, Rle® U Re!® ¥ U[R, rle ™.
Dies gilt z.B. fiir R > ||A]| und r < ||[A7!|7%

Fiir f € #4(C\ X,) gilt nach dem beschréinkten Dunford-Kalkiil

=5 [ 04t

= om

Nach dem Cauchy-Integralsatz héngt der Wert des Integrals nicht von r und R ab,
falls  hinreichend klein und R hinreichend grof ist. Nach Teil (i) des Beweises ist

obert Den 5. 2. 201¢
Rot Denk 15. 2. 2013



4. Holomorphe Halbgruppen und holomorpher Funktionalkalkiil 43

f()(- — A)~! auf 4, integrierbar, und wir erhalten im Limes 7 — 0 und R — oo die
Darstellung

fA) =5 [ FOV - ) an

(iii) Sei nun A unbeschrénkt. Wir wenden Teil (ii) auf die Approximationen A. an
und erhalten

f4) =5 [ V= 49

Nach Lemma 4.14 d) gilt (A—A.)"! — (A—A) 1 in L(X) fiir £ N\, 0. Nach Teil (i) des
Beweises existiert eine integrierbare Majorante hy, d.h. das Integral f(A) € L(X)
ist wohldefiniert, und mit majorisierter Konvergenz folgt f(A.) — f(A4) (¢ — 0) in
L(X). Die Definition von hy zeigt aulerdem, dass |[f(A)[| < Cagl fll 5z Wie auch
(AN < Capll fII7 5 gilt. Insbesondere ist @4 stetig und die Familie {f(A.) : & >
0} € L(X) beschrinkt.

SchlieBlich gilt (fg)(A:) = f(A:)g9(A:) nach Satz 4.12, und fiir ¢ — 0 erhalten wir
(fg)(A) = f(A)g(A), d.h. D4 ist ein Algebren-Homomorphismus. O

4.17 Definition und Satz. Sei A ein sektorieller Operator mit spektralem Winkel
v, und sei p < py. Sei

H,(C\X,) = {f € U H55(C\S,) : f holomorph an der Stelle 0 fortsetzba,r}.
B<0

Zu f € H,(C\ X)) definiere

Dann gilt fo € H(C\ ). Definiere
F(A) == fo(A) + fO)(1 = A)~
Beweis. Wie etwa der Mittelwertsatz der Differentialrechnung zeigt, ist eine Funk-

tion f € #,(C\ X,) genau dann in %4(C \ Z,), wenn f(0) = 0 ist. Dies ist fiir f,
der Fall, also ist fy(A) nach Satz 4.16 definiert. O

4.18 Satz. Sei A ein sektorieller Operator mit spektralem Winkel p 4, und sei p <
wa. Betrachte fir ) € (p,p4) und 6 > 0 die Kurve

Yo i= (00,8]e”™ U el U [6, 00)e™
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(,Schliissellochweg®). Dann gilt fiir hinreichend kleines § > 0 die Gleichheit

fA) = — [ F(A - Ay (f € A(C\S,)).

211 Yos

Die Abbildung ®: #,(C\X,) — L(X), f > f(A) ist wohldefiniert und ein Algebra-

Homomorphismus. Die Konvergenzaussagen von Satz 4.16 gelten analog.

Beweis. Wir approximieren wieder den Operator A durch A.. Nach dem Cauchy-
schen Integralsatz gilt fiir hinreichend kleines 6 > 0

A= 5 | s00 =970

2m/ FOVA — A tdr
27”/ Fo(A — AL) 1d)\+—/ FOY(L =X (A = A)ldA

fo YA = A)ThdA+ f(0)(1 — A7

27rz

= Jo(A e)+f( )(1— A~

Wir nehmen den Grenzwert € — 0: Nach Lemma 4.14 gilt (1 — A.)™! — (1 — A)~1,
nach Satz 4.16 gilt fo(A:) — fo(A), und mit majorisierter Konvergenz erhalten wir

1 _ -
5 [ TG =A)TTdA = fo(A) + F0)(1 = A) 7 = [(A).

Ti Sy s
Beachte hierbei, dass f(-)(- — A)~! auf v, integrierbar ist. Wie im Beweis von
Satz 4.16 folgen die Konvergenzaussagen von f(A.) gegen f(A) und damit die Mul-
tiplikativitdt von ® aus der Gleichheit (fg)(A:) = f(A:)g(A.). O

4.19 Korollar. a) Sei A sektorieller Operator mit Winkel ¢4 > 0. Fir p € ¥,
gilt

(n— A" ! ! —— (A= A)"tdA

o " 2mi s A — 1 '

b) Sei A sektorieller Operator mit Winkel g € (
Dann ist fiir z € ¥y der Operator

1
exp(zA) = - eMA— A)7ld) € L(X)
V6

2.7, und sei ¥ € (0,04 — 3).

wohldefiniert. Es gilt
exp(z14) exp(204) = exp((21 + 22)A) (21,22 € Ly).
Die Abbildung z — exp(zA), Yy — L(X) ist holomorph.
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Beweis. a) Die Funktion A — ﬁ gehort zu %, (C\ 3,), wobei ¢ < 4 so grof
gewdhlt wird, dass p € X, gilt. Damit folgt die Aussage aus Satz 4.18 (beachte, dass

(u—A)™t = (n—A)~! fiir e — 0).

b) Wihle ¢ € (0 + Z,p4). Fiir z € 5y gilt dann A — e** € J(C\ ), und die
Wohldefiniertheit und die Multiplikativitéat folgen aus Satz 4.18. Zum Nachweis der
Holomorphie beachte man, dass A — \e**(A — A)~! {iber v, s integrierbar ist. Nach
dem Satz iiber parameterabhingige Integrale existiert also die komplexe Ableitung
4 exp(zA) € L(X) fiir alle z € By, d.h. exp(-A) ist holomorph. O

4.20 Bemerkung. a) Wir haben den Dunford-Kalkiil fiir Funktionen f € J#(C\
%) sowie fiir f € #,(C\ X,) definiert. Eine weitere Verallgemeinerung ist (unter
der Zusatzbedingung, dass R(A) dicht in X ist) moglich auf alle Funktionen f,
welche holomorph im Sektor C '\ i(, und polynomial beschrinkt an der Stelle 0
und bei Unendlich sind. Der dadurch definierte Operator ist nicht notwendigerweise
beschrankt, man spricht von einem erweiterten Dunford-Kalkiil.

b) Ein Operator A: X D D(A) — X besitzt einen beschrankten H*-Kalkiil (mit
Winkel ,), falls A sektoriell mit spektralem Winkel ¢4 ist, R(A) dicht in X ist
und fiir alle ¢ < @4 die Abschétzung

If (A < Collflle (f € HB(C\ )

gilt. In diesem Fall ist f(A) fiir alle f € #>(C\X,) = {f € A(C\,) :
[ beschrénkt} definiert, und die obige Abschitzung gilt fiir alle f € J2(C\ X,,).

c) Sei A ein sektorieller Operator mit spektralem Winkel ¢4 > 7. Seien weiter R(A)
dicht in X, s € R und hg(\) := M. Dann kann im erweiterten Dunford-Kalkiil der
Operator A” := hy(A) definiert werden. Falls eine Konstante C' > ( existiert mit
A* € L(X) und

Ao =€ (sl < 1),

so sagt man, dass A beschrinkte imaginédre Potenzen besitzt, kurz A € BIP(X).

c) Generatoren holomorpher Halbgruppen

4.21 Lemma. Sei T eine differenzierbare Halbgruppe, d.h. die Abbildung (0, 00) —
X, t = T(t)z sei differenzierbar fir alle x € X. Sei A der Generator von T'. Dann
gilt T(t)x € D(A") fiir allen € N, und t — T(t)z € C*((0,00), X) mit

T () = ATtz (t> 0,z € X).

Es gilt weiter A"T'(t) € L(X) fir alle n € N.

obert Den 5. 2. 201¢
Rot Denk 15. 2. 2013



46 4. Holomorphe Halbgruppen und holomorpher Funktionalkalkiil

Beweis. Wir beweisen die Aussage mit Induktion iiber n.

(i) n =1: Sei x € X. Da t — T'(t)x differenzierbar ist, folgt T'(t)x € D(A) fiir alle
t > 0 (denn fiir y := T'(t)x existiert 7"(0)y = T"(t)x) sowie T"(t)x = AT (t)x. Da A
abgeschlossen ist und 7'(t) € L(X), ist auch AT'(t) abgeschlossen mit Definitionsbe-
reich X. Nach dem Satz vom abgeschlossenen Graphen gilt AT'(t) € L(X).

(ii)) n — n+ 1: Sei s > 0. Dann ist
(5,00) = X, t = T () = A"T(t)x = T(t — s)A"T(s)x

nach Schritt (i) differenzierbar mit Ableitung

T )z = %T(t — 8)A"T(s)x = AT(t — s)A"T(s)x = A" T(t)x.

Wegen A"T'(t) € L(X) nach (i) folgt wie oben A""'T'(t) = A(A"T(t)) € L(X). O
Man erhélt folgende Charakterisierung fiir holomorphe Halbgruppen.

4.22 Satz. Sei X ein Banachraum, A : D(A) — X linear. Aquivalent sind:

(i) A erzeugt eine beschrinkte holomorphe Cy-Halbgruppe T auf X vom Winkel
v € (0, 5]

(ii) A ist sektoriell mit spektralem Winkel o4 >0 + 5.

Beweis. (i) = (ii). Sei ¥ € (0,9). Fiir a € (=9, ) definiere S(t) := T (exp(ia)t) (t >

0). Nach Lemma 4.5 (i) und (ii) ist S eine Cyp-Halbgruppe. Sei B ihr Erzeuger, dann

St)z—z

gilt = € D(B) genau dann, wenn lim,_,q existiert. Dies ist aber dquivalent

t
dazu, dass lim;_,o % existiert. Nach Lemma 4.5 (iii) ist dies genau dann

der Fall, wenn x € D(A). Also ist D(A) = D(B) und B = exp(ia)A.
Aus Theorem 3.3 folgt (0, 00) C p(exp(ia)A) und

(A —eA) ! = /OOO exp(—=At)T(e"t)dt (X > 0). (4-2)

Nach Voraussetzung existiert eine Konstante M = M (¢¥}) mit
1T e = M (2 € 2p).
Wegen
/ Jexp(~M)] [T Hlde < = (ReA>0) (4-3)
0

>~
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ist das Integral auf der rechten Seite von (4-2) sogar fiir alle A € ¥/, konvergent
und dort eine holomorphe Funktion von .

Da beide Seiten von (4-2) holomorph in A sind, folgt die Gleichheit (4-2) fiir alle
A E XN p(e™A).

Angenommen, es existiert ein Ay € o(e"A4) N ;). Sei (Ay)nen C p(e"A) N Xr)
eine Folge mit A\, — Ag. Wegen ||(A — A)7Y| > [dist(\,0(A))] ! fiir alle A € p(A)
folgt ||(A, — A)7!|| — oo fiir n — oco. Dies ist aber ein Widerspruch zu (4-3). Somit
erhalten wir p(e'*A) D 2. /.

Insgesamt haben wir e\ € p(A) fiir alle |a| < ¢ und alle \ € Ers2, dh. B n D
p(A).

Wihle ¢ > 0 mit 5+ e < 9. Fir z € 25+7r/2 existiert ein A € X/ und ein a mit
la] <9+ ¢ und z = e\, Aus (4-2) folgt

M M

_ —1 — —ix _ -1 — _ —1 <_<—
I = A7 = le™A = 47 =10 = B < s <

wobei wir die Abschitzung Re A > C|A| (A € X;/5_.) verwendet haben. Fiir alle
A€ X5, ., folgt wegen Re A > C|A| und (4-3) die Abschétzung

™

sup{[AA—A) 7 :Aety} <o (¢e(0,9+ 5))

Da d <9 beliebig war, ist A sektoriell mit Winkel o4 > 9 + 7.
(ii) = (i). Sei z € Xy. Wihle ¢, mit § + [arg 2| < ¢ < ¢ < 4 und definiere
1

21 e

T(z) :=exp(zA) := M\ — A7l

,6

Da A — ¢** in ganz C holomorph ist, kann man hier § > 0 beliebig wihlen. Nach
Korollar 4.19 ist T': ¥y — L(X) holomorph und erfiillt die Funktionalgleichung. Da
A = Ce* max{|A|7!, 1} mit einer Konstanten C' > 0 ein integrierbare Majorante
von e*(\ — A)~! auf v, 5 ist, folgt

sup{[|T(2)[| : 2 € Xy} <00 (¢ € (0,7)).

Wir zeigen nun, dass T' stark stetig ist. Seien € D(A) und z > 0. Es gilt A\(\ —
Al =2+ (A= A)" 1Az, also

1 6)\2 1 e/\z .
T(z)x = — xd\ + — (A —A)" Azd)
211 %M)\—O 211 %M)\
1 6)\2 .
=r+ — (A= A)" " AzdA.
271 Yo A
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Wir schitzen das letzte Integral auf jeder Wegstrecke ab, wobei wir § := % wahlen.
Mit der Parametrisierung A = re'’, r € [4, 00), erhalten wir

)\z o0 i)
H/ —(A—A4)" 1AdiH / M (e — A)~ Az||dr.
[2—1,00)ei¥

Wegen ¢ > 7 existiert eine positive Konstante ¢ mit Re(Az) < —c|A|z (arg A = ¥).
Damit erhalten wir | exp(rze™)| < exp(—crz) (r > 0). Eingesetzt erhalten wir unter
Verwendung der Resolventenabschitzung ||(A — A)7'|| < M|\|~! die Abschiitzung

- i 00 —czr )
ey aytastar < [T e 4 asln

-1 T

gM/QQHmWT
,—1 T

:Mz/ " ds | Az] =0 (2 0).
1S
Bei der letzten Gleichheit wurde s = zr substituiert. Analog erhalten wir

Az
/ ‘} (A= A) T Azd\ =0 (2 — 0).
(c0,8]e~ ¥

Fiir den Bogen 2~ 'el=% wihlen wir die Parametrisierung A = 2~ 'e’®, o € [—1, ).
Damit ist

H / e/\z (
z—lel—iv,iy]

%
;s < [ Jep(eten) e - ) Arldo

¥ .
< Mz/ |exp(e")|da || Az|| =0 (2 —0).
—
Insgesamt erhalten wir 7'(z)x —x — 0 (z — 0) fiir alle € D(A). Da D(A) dicht in
X ist, ist T stark stetig.

Nach dem bisher Bewiesenen ist T' eine Cy-Halbgruppe. Es bleibt noch zu zeigen,
dass T' von A erzeugt wird. Mit majorisierter Konvergenz erhalten wir fiir z € D(A)

1
iT(z)x = — A\ — A) "l ad)
dz 2mi J, 5
1 1
= — eMad\ +— (N — AT Azd\ = T(2) Az
21 )y, 5 21 S, s
: . :
und damit J
d—zT(z)x =T(z)Ax — 20 A,
Sei B der Generator von 7. Dann folgt D(A) C D(B) und Ax = Buz fiir alle
xz € D(A). Wegen 1 € p(A) N p(B) ist deshalb A = B. O
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4.23 Beispiele. a) Der Laplaceoperator in L?(IR") hat nach Beispiel 3.6 die Resol-
vente

1
A=At =g | —— | 7.
A o]
Fiir Winkel ¢ € (0, 7) konnen wir abschétzen
1 1 C
= <2 (AeX,EERY).
A+ 1EP] \/(Re)\+]£\2)2+(1m)\)2 A

Aus dem Satz von Plancherel (Unitaritit von %) folgt
IAMA=A)Hx) <Cp (AEX,),

also ist A der Generator einer beschriinkten holomorphen Cy-Halbgruppe auf L?(R")
vom Winkel 7.

b) Der Schrodingeroperator iA in L?*(R"™) erzeugt nach Bemerkung 3.7 eine Cp-
Gruppe, insbesondere sind alle T'(¢) invertierbar mit Inversem 7'(—t). Daher kann
es nicht sein, dass

T(tyu € D(A) (ue LAR"),t > 0).

Das bedeutet T' ist weder differenzierbar noch holomorph. Das kann man sich auch
daran klarmachen, dass das Spektrum o (iA) gerade durch Rotation um ¢ = exp(im/2)
aus 0(A) = {x € R : z < 0} hervorgeht. Man findet keine in die linke Halbebene
(negativer Realteile) hineinreichende Sektoren, die in p(iA) liegen.

Wir wollen auch noch die folgende, fiir Anwendungen wichtige, reelle Carakterisie-
rung holomorpher Halbgruppen zeigen.

4.24 Satz. Sei A der Generator einer beschrinkten Cy-Halbgruppe T auf dem Ba-
nachraum X . Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) T ist beschrinkte holomorphe Cy-Halbgruppe,

(ii) T ist differenzierbar und sup, |[tAT(t)||L(x) < oo.

Beweis. (i) = (ii). Nach Definition ist 7" differenzierbar mit 7"(t) = AT(t) €
L(X) (siche Lemma 4.21). Wie im Beweis von Satz 4.22 wéhlen wir ¢, mit § <
@ < 1 < pa. Fiir festes t > 0 gilt dann f()) := XM € H(C\ X,), und wegen
f(A:) = f(A) (¢ — 0) folgt
AT (t) = i/ AeM(\N — A)7ld.
V6.

- 2mi
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Wieder kénnen wir § > 0 beliebig withlen, da ¢ — \e* eine ganze Funktion ist. Wir
setzen 0 := t~! und erhalten mit einer Konstanten ¢ > 0 die Abschitzung

||AT(t)||L(X) S C(/ G_CtrdT + z/ |eXp(ew‘)|doz>

=1 —1p

1 2pexp(l)\ C
=¢ (; i f) =T

Daraus folgt sup,~q [[LAT(t)|Lx) < oo.

(ii) = (i). Nach Lemma 4.21 gilt T®)(t) = A*T(t) (t > 0, k € N). Die Taylor-
Formel mit Integraldarstellung des Restgliedes Ry liefert fiir £ > 0 und A € R mit

|h| <t
N pk 1 [tth
T(t+h)= FT(k)(t) + m/ (t+h — s)NTW (5)ds.
— k! L),

Mit der Voraussetzung |tAT(t)||rx) < M und der Stirlingschen Formel n" <
exp(n)n! folgt
k k
T Wl = 1ATOlo = (7)
MEN"  (Me\*
= \%)=\w)m

In obiges Integral eingesetzt erhédlt man

Lo N(N+1
Hﬁ/ (t+h —s)NT! )(s)dsH
s

1 [th Me\ V!
gﬁ‘/ \t+h—s|N<—e) (N +1)! ds
. t S

<(N+1)(|h
<o+ (1 257)
Sei nun ¢ < 1 und h € R mit |h| < qut-&—l‘ Dann gilt
Me qtMe qtMe Me
|h| < qt - =dq <4q
t=1[n[ 7 (Me4+1)(t — 3/87) Met+t—qt Me+1—gq

und somit konvergiert das Restglied der Taylorreihe gegen 0. Fiir solche h existiert
daher die Taylorreihe und es gilt

[o.¢] hk
T(t+h)=>_ ET(’“) (t).
k=0
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Wegen ||[T®) ()] < (%)k k! konvergiert die Reihe aber auch fiir h € C mit |A]

Mitﬂ. Daher besitzt T eine analytische Fortsetzung auf den Sektor X, mit ¢

arctan (g727). Sei nun ¢ € (0, ¢). Fiir z € ¥ gilt (mit einem ¢ € (0,1)),

I IA

mz _nG=q.t d
any =g -tanp = .
Rez — v=4a v Me+1
und damit
Im z

Rez(Me+ 1)<g<1l (z€Xp).

Wir schreiben z = Rez +¢Im 2z = t + ¢h und erhalten
> Menk & 1
T :HT : H< k<_)< oY taihen)
172 £ex) (t+ih)|| < kgzoh ) = kgzoq - (z=t+1ih € 5y)

Also ist T': ¥, — L(X) beschriankte holomorphe Cj-Halbgruppe. O

d) Das inhomogene Cauchy-Problem

Sei nun A der Generator einer beschriankten Cy-Halbgruppe (exp(tA));>o auf dem
Banachraum X. Betrachte das inhomogene Cauchy - Problem

u'(t) — Au(t) = f(t), te(0,7),
(ICP) { uw(0) = zeX,

Zunachst wollen wir geeignete Losungsbegriffe einfiihren.

4.25 Definition. Sei T' > 0, x € X und f € C’((O,T),X). Eine Funktion u :
[0,7) — X heifit klassische Losung von (ICP)¢,, falls

(i) we C([0,T),X)NC*((0,T),X)NC((0,T), D(A)),
(ii) w lost (ICP),.

4.26 Bemerkung. Gilt f = 0, dann folgt aus der Holomorphie von (exp(tA)) >0
sofort (i) fiir u(t) = exp(tA)z. Weiterhin gilt exp(tA)r — = fiir + — 0, und nach
Bemerkung 4.21 gilt AT(t) = T'(t) € L(X) fir t > 0, d.h. u ist eine klassische
Losung zu (ICP)g .

4.27 Satz (Variation der Konstanten-Formel). Seiz € X, T > 0 und f € Ll((O, T), X)ﬂ
C((0,T),X). Ist u eine klassische Lisung zu (ICP);,, dann gilt

u(t) = exp(tA)x + /Ot exp((t — s)A) f(s)ds , t e (0,7). (4-4)
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Beweis. Betrachte die Hilfsfunktion
v(s) = exp((t — s)A)u(s) , 0<s<t.
Dann gilt v € C([0,7),X) NC*((0,7),X) NC((0,T),D(A)) und

o(s) = —Aexp((t — s)A)u(s) + Aexp((t — s)A)u(s) + exp((t — s)A) f(s)
= exp((t — s)A) f(s).

Aulerdem, v(0) = exp(tA)zx und u(t) = v(t). Fiir € > 0 egibt sich

u(t) =v(t) =v(e) + / ?Xp((t —s)A) f(s)ds

-~

e ((0.1).x)

Der Grenziibergang ¢ — 0 liefert die Behauptung.

O

4.28 Bemerkung. Ist f gegeben wie in Satz 4.27, impliziert dieser Satz auch die

Eindeutigkeit von klassischen Losungen.

4.29 Definition. Sei X ein Banachraum, f € Ll((O,T),X), x € X. Dann heif}t u

eine milde Losung zu (ICP)y,, falls u (4-4) erfiillt.

Fiir milde Losungen gilt offensichtlich u € C ([O, T), X ) , jedoch miissen milde Losun-

gen i.a. keine klassischen Losungen sein.

4.30 Satz. Sei X ein Banachraum, x € X, f € C’([O,T),X) und u eine milde

Losung zu (ICP)y,. Dann sind dquivalent:

(1) w ist klassische Liosung.
(i) w € C((0,T), D(A)).
(iii) w e C'((0,T), X).

Beweis. Klar sind (i) = (ii) sowie (i) = (iii).

(ii) = (i). Sei u eine milde Losung. Man erhalt

/Ot ()ds-/texp(sA a:ds+/ / exp((s — r)A) f(r)drds
:/ exp(sA) xds+/ / exp((s — r)A) f(r)dsdr
_ /0 exp(sA)ads + /O /0 exp(oA) f(r)dodr
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Wegen Lemma 2.10 (ii) gilt

A/O B exp(cA) f(r)do = exp((t — r)A) f(r) — f(r) € C([0,1], X),

letzteres beziiglich r. Nach Lemma 1.21 148t sich der abgeschlossene Operator A ins
Integral ziehen, d.h. man hat

t t—r t t
A/ / exp(cA)f(r)dodr :/ exp((t —r)A) f(r)dr —/ f(rydr
0 Jo 0 0
Aus der obigen Formel ergibt sich somit fot u(s)ds € D(A) und

A /Ot u(s)ds = —z + exp(tA)z + /Ot exp((t —r)A) f(r)dr — /Ot f(r)dr,

d.h. insgesamt

u(t):x+A/tu(s)ds+/tf(r)dr, 0<t<T.
0 0

Ist nun u € C'((0,T), D(A)), dann folgt aus Bemerkung 1.24, dass

u —u t+h t+h hos0
RO / Au(s)ds + / Fr)dr =3 Au(t) + £, (4-5)

Also existiert u/(t) und es gilt v/(t) = Au(t)+ f(¢) fir t € [0,7), d.h. u ist klassische
Losung.
(iii) = (i). Gilt v € C*((0,T), X), dann existiert die linke Seite von (4-5) und

somit konvergiert A% ftHhu(s)ds fir h — 0 in X. Wiederum aus der Abgeschlos-

senheit von A folgt schlielich auch hier Au(t) = u/(t) — f(¢) fur t € (0,7). O

4.31 Korollar. Seienz € X und f € C((0,T), X). Gilt zusdtzlich f € C([0,T), D(A)),
dann ist

u(t) = exp(tA)x + /0 exp((t — s)A) f(s)ds

die eindeutige klassische Losung zu (ICP)g .

Beweis. Es gilt

(5 — exp((t — s)A)f(s)) € C([0,], D(A)).

Mit Lemma 1.21 erhalt man

t

t t/2
A/O exp((t—s)A) f(s)ds :/0 Aexp((t—s)A)]‘7(3)ds+/t/2 exp((t—s)A)Af(s)ds.
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Daraus ergibt sich

t
A/ exp((t — s)A) f(s)ds € C((0,T), X)
0
und somit u € C'((0,T); D(A)), d.h. u ist nach Satz 4.30 klassische Losung. O

Auch die Voraussetzung f € C([0,7]; X) reicht i.a. nicht um die Existenz einer
klassischen Losung zu garantieren. Es geniigt allerdings, wenn man z.B. minimal
starkere Regularitédtsvoraussetzungen in der Zeit annimmt. Der Vollstandigkeit hal-
ber wollen zum Abschluss dieses Kapitels noch ein solches Resultat zitieren. Da wir
dies im folgenden nicht benétigen, verzichten wir hier auf den Beweis.

4.32 Satz. Sei X Banachraum, x € X, a € (0,1) und f € C’O‘((O,T),X). Dann ist
die durch (4-4) definierte Funktion u die eindeutige klassische Losung zu (ICP)¢ .

Ein Beweis findet sich z.B. in [1].
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5. Anwendungen auf lineare Gleichungen im
Hilbertraum

5.1 Worum geht’s? Inzwischen kennen wir wichtige Charakterisierungen fiir Ge-
neratoren von Cy-Halbgruppen. Da ein Operator genau dann eine Cy-Halbgruppe
erzeugt, wenn das zugehorige Cauchy-Problem klassisch wohlgestellt ist, sind die
Eigenschaften konkreter Operatoren wesentlich fiir das Losen partieller Differential-
gleichungen. In diesem Abschnitt werden einige Beispiele partieller Differentialglei-
chungen aus der Sichtweise der Halbgruppentheorie diskutiert.

a) Adjungierte Operatoren und der Satz von Stone
Wir beginnen mit einigen Aussagen iiber adjungierte Operatoren.

5.2 Bemerkung. Ein beschrinkter Operator B € L(H) in einem Hilbertraum H
heifit unitéir, falls B invertierbar ist und B* = B~! gilt. Eine Cy-Gruppe (T'(t)):er
heifit unitéare Gruppe, falls 7'(¢) fiir jedes ¢ > 0 unitér ist. In diesem Fall gilt T'(¢)* =
T(t)™* = T(—t), wobei die letzte Gleichheit aus der Gruppeneigenschaft folgt. Im
Beweis von Satz 3.8 haben wir gesehen, dass die Cy-Halbgruppe (T'(—t)):>o von —A
erzeugt wird.

5.3 Beispiel. Sei A gegeben durch A = in LP(R), 1 < p < oo, D(A) = W}(R).
Dann ist der adjungierte Operator A’ gegeben durch A’ = —A in L” (R), wobei
L+ L =1und D(A) = W,(R),

5.4 Beispiel. a) A = A in L*(R") mit D(A) = H?*(R") ist selbstadjungiert
(Ubungsaufgabe).
b) Der Schrédingeroperator A, = A in L*(R™) mit D(A,) = H?*(R") ist schief-
selbstadjungiert, d.h. es gilt

Al = —A,.

s

Wegen
exp(itA)* = (F'exp(it|¢|*)F)" = F ' exp(—it||*)F = exp(—itA) = exp(itA)~"

erzeugt A, eine unitidre Gruppe.

5.5 Bemerkung. Falls X reflexiv ist und A der Generator einer Cy-Halbgruppe T'
auf X ist, so ist auch T’ eine Cy-Halbgruppe und wird vom adjungierten Operator
A" erzeugt (Beweis Ubung).
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5.6 Satz (Stone ’32). Sei H ein Hilbertraum und A : D(A) — H linear mit
D(A) = H. Dann ist A genau dann Generator einer unitiren Gruppe, wenn A
schief-selbstadjungiert ist.

Beweis. (i) Sei A Generator einer unitdren Gruppe. Nach Bemerkung 5.2 wird
(T'(—t))e>0 von —A erzeugt. Da nach Voraussetzung T'(—t) = T(¢)* gilt und T'(¢)*
von A* erzeugt wird (Bemerkung 5.5), folgt —A = A*.

(ii) Sei nun A = —A*. Dann folgt fiir alle z € D(A) die Gleichheit (Az,x) =
—(z, Ax) = —(Az, x) und damit

Re(Az,z) = —Re(A*z,2) =0 (z € D(A) = D(AY)),

d.h. A und —A = A* sind beide dissipativ. Nach Lemma 3.16 (i) gilt ||(I — A)z|| >
|z|| (x € D(A)), analog fiir A*. Daher ist I — A injektiv und R(I — A) ist abgeschlos-
sen (vgl. Beweis von Lemma 3.16). Wegen R(I — A) = N(I — A*)* folgt 1 € p(A)
und analog 1 € p(A*). Damit erzeugen nach dem Satz von Lumer-Phillips sowohl A
als auch —A = A* eine Cy-Kontraktionshalbgruppe, d.h. A erzeugt eine Cy-Gruppe
T auf H.

Da —A der Generator von (T(—t)):>o ist und nach Bemerkung 5.5 A* der Generator
von T* ist, folgt T'(—t) = T'(t)* (t € R), d.h. die Cp-Gruppe T ist unitér. O

5.7 Bemerkung. Eine dquivalente Formulierung des Satzes von Stone lautet: Sei
(T'(t))e>0 eine unitére starkstetige Gruppe in einem Hilbertraum H. Dann existiert
ein selbstadjungierter Operator A in H mit T'(t) = exp(itA) (¢t € R).

b) Die Wirmeleitungsgleichung in L?(2, C)

Sei 2 C R"™ ein Gebiet. Wir betrachten die Warmeleitungsgleichung mit Dirichlet-
Randbedingungen auf €

- Au - O ln R+ X Q,
(WLG) u=0 auf R, x 09,
uli=o = up in Q,ug € L*(Q,C).

Dabei ist ug € L*(Q;C) gegeben. Die L?:-Realisierung des Laplaceoperators mit
Dirichlet-Randbedingungen ist gegeben durch

Ap:=A,  D(Ap) = {u € HY(Q) : Au € LZ(Q)}.
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5.8 Satz. Der Operator Ap erzeugt eine Cy-Kontraktionshalbgruppe auf L*(€). Ins-
besondere ist (WLG) wohlgestellt, und somit existiert zu jedem uy € D(Ap) genau
eine klassische Lésung u.

Beweis. Wegen 2(Q) C D(Ap) ist Ap dicht definiert. Ferner gilt

<ADU> U>L2(Q) = /

Q(Au)ﬂdas = — /Q VuVudr = =||Vulljzq) (v € D(Ap)),

und somit ist Ap dissipativ. Die zu 1 — Ap assoziierte Sesquilinearform a: H}(Q) x
H(Q) — C ist gegeben durch

a(u,v) = (u,v) 2y + (Vu, Vo) 120 = (U, v) 1.
Zu f € L*(Q) betrachte die Abbildung
Fp: Hy(Q) = C, ur (u, f)r2(0)-
Wegen

[, £z < ull2@ll fllzze) < lullmollull 2

ist Fy € (H3(Q))". Nach dem Satz von Lax und Milgram (oder dem Satz von Riesz
iiber den Dualraum von Hilbertriumen) folgt, dass zu jedem f € H}(Q) genau ein
u € H}(Q) existiert mit

a’(u7 U) = <f7 U>L2(Q) (U € H&(Q»

Wiéhlt man hier speziell v € 2(2), so gilt nach Definition der distributionellen
Ableitung
(1-Au=f in2(Q).

Wegen u, f € L?(Q) folgt Au € L*(Q) und damit v € D(Ap). Da f € L*(Q)
beliebig war, ist 1 — Ap surjektiv. Nach dem Theorem von Lumer und Phillips
erzeugt Ap somit eine Cy-Kontraktionshalbgruppe auf L?(2). Damit ist (WLG)
klassisch wohlgestellt. O

5.9 Bemerkung. a) Wir werden dieses Ergebnis spéiter noch deutlich verbessern.

b) Falls 00 geniigend glatt ist (z.B. C™!), dann gilt

D(Ap) = Hy(2) N H?(RQ).

5.10 Bemerkung. a) Das analoge Resultat gilt, wenn A durch A := div(aV)
ersetzt wird, wobei a € C(Ry, C*(Q)) mit a(t,z) > 4§ ((t,z) € (0,00) x Q). Dies
zeigt man unter Verwendung des Satzes von Lax-Milgram.
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b) Mit Verallgemeinerungen des Satzes von Lax und Milgram kann ein entsprechen-
des Resultat fiir gewisse nicht-symmetrische A erhalten werden.

¢) Auch fiir Neumann-Randbedingungen, d.h. fiir den Operator Ay = A mit D(Ay) =
{u € H*(Q) : 0,u

o 0}, wobei 0f) glatt und v dufleres Normalenfeld, kann ein

entsprechendes Resultat gezeigt werden. Hierbei ist 0,u = 0 zu verstehen im
i)
Sinne von

(Au, )20y = —(Vu, Vi) (0 € H(Q)).

c) Die Schrodingergleichung in L?*((2, C)

Sei Q C R"™ ein Gebiet. Wir betrachten

ug—itAu=0 in Ry x Q,
(SG) u=0 auf Ry x 99,

Ulj=o = up in Q.
Die L2-Realisierung des Schrédingeroperators ist gegeben durch

A, :=iA, D(Ay) = D(Ap).

5.11 Satz. Der Schridinger-Operator A, erzeugt in L*(R™) eine starkstetige unitire
Gruppe. Insbesondere ist (SG) wohlgestellt.

Beweis. Wegen (Apu,v) = (u, Apv) fir u,v € D(Ap) ist Ap symmetrisch. Wir
wissen bereits, dass 1—Ap surjektiv ist (Beweis von Satz 5.8). Wegen N ((1—Ap)*) =
[R(1 — Ap)]* folgt die Injektivitdt von 1 — A%,

Wir haben somit 1 — A}, D 1 — Ap, der Operator 1 — A}, ist injektiv und 1 — Ap
surjektiv. Daraus folgt D(Ap) = D(A%,), d.h. Ap ist selbstadjungiert. Somit ist A
schief-selbstadjungiert, und die Behauptung folgt aus dem Satz von Stone. O

Der folgende Satz zeigt, dass iiberraschenderweise der Schrodinger-Operator in LP(R™)
keine Cy-Halbgruppe erzeugt.

5.12 Satz (Hormander '60). Sei 1 < p < oo. Dann erzeugt der Schridingeroperator
As genau dann eine Cy-Halbgruppe auf LP(R™), wenn p = 2. Insbesondere ist (SG)
in LP(R™) fiir p # 2 nicht wohlgestellt.

Ein Beweis findet sich z.B. in [1], p. 176.

obert Den 5. 2. 201¢
Rot Denk 15. 2. 2013



5. Anwendungen auf lineare Gleichungen im Hilbertraum 59

d) Die Wellengleichung: L*-Theorie

Sei €2 C R™ ein Gebiet. Wir betrachten zunéchst die um 1 verschobene Wellenglei-
chung
wy —(A—1w=0 1inR; xQ,
w= 0 auf R, x99,

Wl=p = wp in €,

Wili=o = w1 in Q.
Dabei sei wy € H(,R) und w; € L*(,R). Man transformiert (WG) auf ein
System erster Ordnung in der Zeit durch die Definitionen u; := w und us := wy.
Das zugehérige System erster Ordnung lautet somit

() (2) ()~ (521 )

Dies gibt Anlass zur Definition des Operators

0 1
Au'_<A—1 O)u

im Hilbertraum H := H}(Q;R) x L*(;R) mit dem Skalarprodukt

(WG)

(ol = '>H1(Q;]R) + (, ')L?(Q;R),
wobei der Definitionsbereich durch D(A) := D(Ap) x Hg(;R) C H gegeben ist.
5.13 Satz. Der oben definierte Operator A erzeugt eine Cy-Kontraktionshalbgruppe
auf H{ (G R) x LAH(Q;R). Insbesondere besitzt (WG) fiir jedes (*°) € D(A) eine

eindeutige klassische Lésung. '

Beweis. Es gilt

= (5% 3 () (),

= (ug, ur)m + (A — Dug, ug) 2
= <U2, u1>L2 + <VU2, Vu1>L2 — <V'LL1, VU2>L2 — <U1,U2>L2 = 0.

Daher ist A ist dissipativ. Wir rechnen nach, dass 1 — A surjektiv ist. Dazu sei f € H
gegeben. Wir suchen u mit

(1- A= (u2 _“ggi%ul) - @) ‘

Dies ist dquivalent zu den Bedingungen

Up =uy — f1, 2w — Auy = f1 + fo
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Da Ap Generator einer Cy - Kontraktionshalbgruppe ist (Satz 5.8), folgt 2 € p(Ap).
Daher existiert genau ein u; € D(Ap) mit 2u; — Auy = f1 + fo. Mit ug :=uy — f1 €
H(;R) gilt (1 — A)u = f, d.h. 1 — A ist surjektiv. Nach dem Satz von Lumer-
Phillips erzeugt A eine Cy-Kontraktionshalbgruppe auf H}(Q) x L?(Q). Also ist die
erste Komponente des Vektors exp(tA) (;”‘i) die eindeutige Losung zu (WG). O

5.14 Bemerkung. a) Der Operator —A ist ebenfalls dissipativ und 1 4+ A ist
surjektiv. Daher erzeugt nach dem Satz von Lumer-Phillips auch —A eine Cjy-

Kontraktionshalbgruppe. Somit generiert A eine Cyp-Kontraktionsgruppe auf Hg () x
L*(Q).

b) Die eigentliche Wellengleichung fiithrt zum Operator A= ( 2 (1) > Dieser
erzeugt eine Cy-Gruppe, die allerdings nicht kontraktiv ist. Hierauf werden wir spéter

im Kapitel iiber Stérungstheorie zurtickkommen.

e) Die Stokesgleichung in L*(Q, R")
Sei 2 C R™ ein Gebiet. Die Stokesgleichung ist gegeben durch das System

u—Au+Vp=0 inRy xQ
divu=0 in R, x €,
u=0 auf Ry x 09,
Ulg—o = up in Q.

(SG)

Unbekannt ist hier nicht nur das Geschwindigkeitsfeld u : 2 — R", sondern auch der
Druck p : 2 — R. Um Resultate der Halbgruppentheorie anwenden zu kénnen, muss
zundchst (SG) ein Grundraum sowie ein geeigneter Operator zugeordnet werden.
Unter der Annahme, dass eine geniigend glatte Losung existiert, ergibt sich

0 = (divu)|i=o = div (u|s=o) = div uo.

Um die Wohlgestelltheit zu garantieren, muss also a priori schon divug = 0 vor-
ausgesetzt werden. Diese Bedingung nimmt man daher schon in die Definition des
Grundraums auf. Dies ist die Motivation der folgenden Definition.

5.15 Definition. a) Sei #'(Q;R) := {v € L}, (% R) : Vv € L*(Q;R)}. Definiere
auf S '(€; R) die Aquivalenzrelation u ~ v :< u—v = const. Dann heifit die Menge
der Aquivalenzklassen H'({;R) := #*(;R)/ ~ der homogene L2-Sobolevraum

der Ordnung 1. Auf H'(Q) wird das Skalarprodukt

(U, V) g omy = / VuVvdz (u,v € H(Q;R))
Q
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erklart.

b) Die Menge
LR = {u € LAQRY) : (10, V) amme) = 0 (¢ € QU R)))

heiBt der Unterraum der divergenzfreien L?-Vektorfelder auf €.

5.16 Bemerkung. Der Raum H'(Q;R) ist ein Hilbertraum. Dies wird hier nicht
bewiesen.

5.17 Lemma. a) Die Teilriume L2(Q;R™) und Go(Q;R") := {Vq:q € H'(Q;R)}
sind beide abgeschlossen in L?(Q;R™).
b) Fiir u € L2(;R™) gilt divu = 0 in 2'(Q; R").

c) Sei Q ein C’l—Gebie_t und v: 000 — R" das duflere Finheits-Normalenvektorfeld.
Dann gilt fir uw € C'(Q;R™) N L2(;R") die Gleichheit u-v =0 auf ON.

Beweis. a) Die Abbildung T: H*(:R) — L*(:R"), ¢ — Vq ist nach Definition
der Normen eine Isometrie zwischen zwei Hilbertraumen. Daher ist Go(2;R") =
R(T) abgeschlossen. Wegen L2(;R") = (G5(2;R"))* ist auch L2(;R") abge-
schlossen.

b) Wegen 2(Q; R) C 1 (Q) folgt fiir u € L2(Q; R™) insbesondere (u, Vo) =0 (¢ €
D(R)), d.h. divu = 0 in 2'(Q;R?).

c¢) Nach dem Satz von Gauf gilt fiir u € C*(Q;R") N L2(;R™) und ¢ € 2(4;R)
die Gleichheit

| etuviasi@) = [ (ew-vasia)

o0N

= / div(pu)dxr = / pdivu dr + / uVe dr =0,
Q Q

Q

d.h. u-v =0 auf 99. O

Allgemein erfiillen die Funktionen in L2(Q) die Bedingung aus Teil ¢) des vorigen
Lemmas in einem schwachen Sinne. Dies kann rigoros definiert werden, auf was wir
hier allerdings nicht weiter eingehen wollen. Beachte, dass die plausible physikali-
sche Interpretation dieser Bedingung darin besteht, dass in Normalenrichtung keine
Fliissigkeit durch den festen Rand treten kann.

5.18 Definition (Helmholtz-Zerlegung). Die orthogonale Zerlegung
LA(QR™) = L2(;R™) © Go(4R™) (5-1)
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heifit die Helmholtz-Zerlegung von L?(Q;R™). Die zu (5-1) gehdrende orthogona-
le Projektion Po : L*(Q;R™) — L2(Q;R"™) mit N(Py) = Go(Q) heiit Helmholtz-
Projektion.

5.19 Bemerkung. (5-1) ist die aus der Physik bekannte Tatsache, dass gewisse
Vektorfelder f eine eindeutige Zerlegung f = f; + fo besitzen mit div f; = 0 und
rot fo = 0. Beispielsweise gilt (5-1) fiir L($2) fiir 1 < ¢ < oo, wenn €2 beschriankt
der Klasse C" ist, nicht jedoch z.B. in L'(R"), L>°(R"), C*(Q).

Die Anwendung von Py, auf die erste Zeile von (SG) ergibt
0 = Po(0u — Au+ Vp) = dyu — PoAu.
Damit reduziert sich (SG) zum Cauchyproblem

{u’—Au:O in R x €,

Ulj—g = ug in
mit uy € L2() und dem Operator

A=PoA,  D(A)= {u € HHQ) N LA(Q) : PoAu € Lg(Q)}.

5.20 Satz. Der Stokesoperator A = PoA ist der Generator einer Cy-Kontraktions-
halbgruppe auf L2(L).
Beweis. Fiir u € D(A) gilt unter Verwendung der Orthogonalitéit von Py

(Au,u)p2 = (PoAu,u)p2 = (Au, Pou)rz = (Au,u)r2 = —||Vulzz < 0.

Somit ist A ist dissipativ. Um die Voraussetzung des Satzes von Lumer-Phillips
nachzuweisen, wendet man den Satz von Lax-Milgram im Raum Hj(Q2) N L2(Q)
an. Dies erfolgt analog zu den vorherigen Abschnitten und sei deshalb dem Leser
iiberlassen. O
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6. Storungstheorie und Anwendungen

6.1 Worum geht’s? In diesem Abschnitt soll der Grundgedanke der Storungs-
theorie am Beispiel von Generatoren von Cy-Halbgruppen diskutiert werden. Die
Idee einer , kleinen* Storung ist bereits aus der Neumann-Reihe bekannt, welche
verwendet wird, um die Invertierbarkeit einer kleinen Stérung eines invertierbaren
Operators zu zeigen. Storungsresultate gelten fiir dissipative Operatoren, fiir Er-
zeuger von Cy-Halbgruppen und fiir Erzeuger von holomorphen Halbgruppen. Als
Anwendungsbeispiele werden die Wellengleichung und ein Schrédingeroperator dis-
kutiert.

a) Abstrakte Stérungstheorie

Sei A Generator einer Cy-Halbgruppe auf dem Banachraum X und B : D(B) —
X ein linearer Operator. Im folgenden wollen wir uns mit dem Problem befas-
sen, unter welchen Bedingungen an B und A die Summe A + B wieder eine Cy-
Halbgruppe auf X generiert. Hierbei wird unterschieden beziiglich Cp-Halbgruppe,
Co-Kontraktionshalbgruppe und holomorphe Cy-Halbgruppe. Der Kern fiir alle fol-
genden Storungsresultate ist jedoch die folgende Zutat:

6.2 Lemma. Sei X ein Banachraum und A : D(A) — X, B : D(B) — X lineare
Operatoren mit D(A) C D(B), A abgeschlossen. Es gelte:

(i) Es existieren Konstanten ¢ € [0, 7] und M, > 0 mit p(A) D X, und
IMNA = A) e < M, (A€ X,).

Fir ¢ =0 setzen wir X, := (0,00).
(i) PEs existieren o € [0,1) und b > 0 mit

o

Bzl < A b D(A)).

Bz < M¢+1H zl|+ bzl (e D(A))
Sei w > t{]\fz Dann ist fir A € ¥, mit |\| > w der Operator A+ B invertierbar,
und es gilt

_ M 1
AA—(A+B)~ < 2. (A ES,, A > w).
Beweis. Wir schreiben
A—A-B= (1—B()\—A)‘1>(>\—A). (6-1)

obert Den 5. 2. 201¢
Rot Denk 15. 2. 2013



64 6. Storungstheorie und Anwendungen

Der Operator B(A — A)~! ist auf ganz X definiert, und wegen Voraussetzung (ii)
erhalten wir

Ba— A < —2 LA = A +bl[() — A)
1B( ) ||_M¢+1H\(_,_>/H+ Ir )7l
—T+A(A—A)~1
Q bM
< 1+ M £
S e M) T

M
=a+ b’)\r’ (A eX,).

Fiir w > e ynd )\ € Y, mit [A] > w folgt o + bM

T e < 1. Fiir diese A ist also
1 — B(A — A)7! und damit (6-1) invertierbar, und mit der Neumannschen Reihe

folgt

|0 = By || < o= | i(B()\—A)l)kH
<M, L A e, A >w).

|)‘| 1—<a—|—%>

w

]

Als erste Konsequenz erhalten wir folgendes Storungsresultat fiir Generatoren von
Kontraktionshalbgruppen. Die im folgenden Satz auftauchende Bedingung nennt
man (fiir @ < 1) die relative Beschranktheit von B bzgl. A.

6.3 Satz. Sei A: D(A) — X Generator einer Cy-Kontraktionshalbgruppe auf dem
Banachraum X und B : D(B) — X dissipativ mit D(A) C D(B) . Falls a € [0, 3)
und b > 0 existieren mit

|Bz|| < af|Az]| +bljz]| (z € D(A)), (6-2)
so ist A+ B Generator einer Cy-Kontraktionshalbgruppe auf X .
Beweis. Im Beweis des Satzes von Lumer-Phillips haben wir gezeigt, dass Re(Az , y) <

0 fir alle z € X und y € J(z) gilt. Sei nun z € D(A) und j(z) € J(x) mit
Re(Bz, j(x)) < 0. Dann folgt

Re((A+ B)zx,j(z)) = Re(Az,j(x))+ Re(Bz,j(x)) <O0.

Also ist auch (A + B) ein dissipativer Operator.

Wegen [|A(A—A) || < 1ist die Bedingung (i) von Lemma 6.2 mit ¢ = 0 und M, = 1
erfiillt. Setzt man nun « := 2a < 1 in Lemma 6.2, so erhdlt man A € p(A + B) fiir
A > ﬁ Aus dem Satz von Lumer und Phillips folgt die Behauptung. m
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6.4 Korollar. Sei H ein Hilbertraum und A : D(A) — H schief-selbstadjungiert.
Weiterhin sei B : D(B) — H schiefsymmetrisch mit D(A) C D(B), und es gelte
(6-2). Dann ist A+ B schief-selbstadjungiert. Insbesondere erzeugt A+ B nach dem
Satz von Stone eine unitire Cy-Gruppe auf H.

Beweis. Nach dem Satz von Stone erzeugt A eine Cy-Kontraktionshalbgruppe. Nach
Satz 6.3 erzeugt auch A + B eine Cy-Kontraktionshalbgruppe, also ist p(A + B) #
(). Wie im Beweis des Satzes von Stone kann man nun zeigen, dafl A + B schief-
selbstadjungiert ist. O]

6.5 Satz. Sei A Generator einer Cy-Halbgruppe auf dem Banachraum X und B €
L(X). Dann ist A+ B Erzeuger einer Cy-Halbgruppe auf X .

Beweis. Wegen A+ B = (A — w) + (B + w) kann (exp(tA)),. als beschrinks

£>0
vorausgesetzt werden. Auf (X, || - ||) mit [Jz|| := sup,o|lexp(tA)z|| (x € X) erzeugt
A eine Cy-Kontraktionshalbgruppe. Weiter sei € (X, | - ||) und j(x) € J(x). Dann
1st

Re((B = [[Bllecxyl)x , j(x)) = Re(Bx, j(x)) — [ Bl (e, j(x))
< Bllee =l - i@ = 1Bllew) - ll=l* = 0.

Demnach ist B — || B||z(x)/ dissipativ. AuBerdem gilt
1B = I1Bllcco Dzl < 20 Bllex) - Izl (x € D(A)).

Somit ist die Voraussetzung von Satz 6.3 erfiillt mit @ = 0 und b = 2| B||, und
A+ B — | B|lzx)! erzeugt eine Cy-Kontraktionshalbgruppe auf (X, || - ||). Daher
erzeugt A+ B — || B||z(x)I eine beschrénkte Cp-Halbgruppe auf (X, ||-|/), und A+ B
erzeugt eine Cyp-Halbgruppe auf (X, || - ||). O

Fiir Erzeuger von holomorphen Cy-Halbgruppen erhalten wir

6.6 Satz. Sei A Generator einer holomorphen Cy-Halbgruppe auf X vom Winkel
v € (0,7/2] und B : D(B) — X ein linearer Operator mit D(A) C D(B). Es gelte

|Bz| < al|Az| +bl[z]| (z € D(A))
fir ein a € [0,1) und ein b > 0. Dann existiert ein 6 > 0 so, dass A+ B Generator
einer holomorphen Cy-Halbgruppe auf X vom Winkel ¢ ist, falls a < 4.
Beweis. Wir wahlen w; € R so, dass A,, := A — w; eine beschréankte holomorphe
Co-Halbgruppe erzeugt. Fiir & € (0, ¢) folgt

A= Au) 7 < My (A€ Spps).
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L 1 — _ a . . . _
Setze § := e wnd o a/d € 10,1). Wegen a 7,57 sind somit die Vorausset

zungen von Lemma 6.2 erfiillt fiir M3, a, o, b. Damit folgt

1| CM;5
H(A—(Awl+3)) < (€T Nzw)
wobei .
M:\1~ M
c = 1-— g—l—b 2 , Wy > b L
0 Wa 1—%

Wir wihlen nun ein w3 > 0 mit {A —wy : A € Xgyr, [A| > we} D Ygiz. Dann
existiert ein Kz > 0 mit |A| = |pu + ws| > K3|p/ fiir alle 4 € X547/2. Dies ergibt

||(“—(Aw1+B—W3))_1HSW% < e (1 € Sgez).

+ws| T p
Nach Theorem 4.22 erzeugt A + B — w; — ws eine beschridnkte holomorphe Cj-
Halbgruppe vom Winkel ¢ erzeugt, d.h. A+ B erzeugt eine holomorphe Cy-Halbgrup-
pe vom Winkel . O

b) Anwendungen

6.7 Korollar (Wellengleichung). Sei 2 C R™ ein Gebiet. Der Operator A =
2 (1)) mit Definitionsbereich D(A) := D(Ap)x HY(Q) erzeugt eine Cy-Halbgruppe
auf Hy(Q) x L*(Q). Insbesondere ist die Wellengleichung

wy —Aw =0 n R, xQ
w= 0 auf Ry x99,
W= = wo  in
Wili—o = wy  in §

(WG)

wohlgestellt.
Beweis. Mit den Bezeichnungen aus Satz 5.13 gilt A=A+ B mit

B= ( o > e L(HNQ) x I2(Q)).

Damit folgt die Behauptung aus Satz 6.5. O
In vielen Féllen ist das Kriterium aus den obigen Sétzen erfiillt, da der Faktor vor
dem Term ||Az|| beliebig klein gew#hlt werden kann. Der zugehorige Begriff ist der

einer Kato-Stérung.
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6.8 Definition. Sei X ein Banachraum und seien A, B lineare Operatoren in X.
Dann heifit B Kato-Storung von A auf X, falls D(A) C D(B) und fiir alle ¢ > 0 ein
C(e) > 0 existiert mit

[Bull < el Aull + C(e)[lull (v € D(A)).

6.9 Satz. a) Seien k,{ € N mit 0 < ¢ < k, Q C R" ein Gebiet, welches die
Kegelbedingung erfillt, sei 1 < p < oo, und sei A: LP(2) D D(A) — LP(Q) ein
Operator mit

[ AullLr(@) = Callullwso) (u € D(A))

fiir eine Konstante Cy > 0 (z.B. ein elliptischer Operator der Ordnung k). Sei
B: LP(Q2) D D(B) — LP(R2) ein linearer Operator mit D(B) D D(A) und

|Bull ey < Callullwye) (v € D(A))

(z.B. ein Differentialoperator der Ordnung £). Dann ist B eine Kato-Stérung von
A.

b) Definiere den Operator B: L*(R3) D D(B) — L*(R?) durch u — Bu, Bu(x) :=
%, und D(B) := {u € L*(R3) : Bu € L*(R3)}. Dann ist B eine Kato-Storung des

Laplace-Operators in L*(R?).

Beweis. a) Nach Voraussetzung gilt D(B) D D(A), und fiir alle u € D(A) erhalten
wir

[Bullee) < Collullwie) < ellullwp@ + Cle)lullr e

€ C(e)
< v A P P .
< Gl Auline + 2 e

Hier wurde die Interpolationsungleichung Satz A.7 verwendet.

b) Sei A der Laplace-Operator in L?*(R?). Nach der dritten Poincaré-Ungleichung
(Satz A.8) ist D(B) > H(B®) > HX(R®) = D(A) und || Bul|zs) < 2l[ullm ss).
Damit folgt die Behauptung aus Teil a). O]

Teil a) des obigen Satzes besagt, dass die Storungssétze 6.3, 6.5, 6.6 anwendbar sind,
falls A ein Differentialoperator der Ordnung k ist und B ein Differentialoperator
niedrigerer Ordnung ist.

Teil b) findet Anwendung in der Quantenmechanik. So wird das Wasserstoffatom oh-
ne Spin quantenmechanisch beschrieben durch den Hamilton-Operator H: L*(R3) D
D(H) — L*(R3) mit D(H) := H*(R3) und

h? e?

(Hu)(z) := —%(Au)(a:) — mu(m) (u € D(H)).
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Der Term % heifit auch Coulomb-Potential. Die zeitliche Entwicklung des quanten-
mechanischen Systems ist gegeben durch die Schrodingergleichung

ihdwu(t) = Hu(t) (t > 0), u(0) = up.

Dabei ist h eine physikalische Konstante, das reduzierte Plancksche Wirkungsquan-
tum, m die Masse des Elektrons und e die Ladung des Elektrons.

6.10 Satz. a) Der Hamilton-Operator —H erzeugt eine holomorphe Cy-Halbgruppe
auf L*(R?) mit Winkel 5.

b) Der Schridinger-Operator mit Coulomb-Potential —%H erzeugt eine unitdire Cp-
Gruppe auf L*(R?).

Beweis. Nach Beispiel 4.23 a) erzeugt der Laplace-Operator L?(R?) eine holomor-
phe Halbgruppe mit Winkel 7. Satz 6.9 besagt, dass das Coulomb-Potential eine
Kato-Storung von des Laplace-Operators ist, und die Behauptung von Teil a) folgt
aus dem Storungssatz 6.6. Analog entsteht der Schrédinger-Operator mit Potential
durch eine schiefsymmetrische Kato-Storung des Operators iA (siehe Satz 5.11),
und Stérungssatz 6.4 ist anwendbar. O]
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7. LP-Theorie: Parabolische Operatoren im
Ganzraum

7.1 Worum geht’s? Wir kennen bereits dquivalente Kriterien dafiir, dass ein Ope-
rator etwa eine holomorphe Halbgruppe erzeugt. Dieses Kriterium verlangt es, die
Resolvente des zugehorigen Operators genauer zu studieren, insbesondere die Resol-
ventenabschétzung (a priori-Abschétzung) zu beweisen. Hier soll nun gezeigt wer-
den, wie man dies fiir eine grofie Klasse von Differentialoperatoren im R™ nachweisen
kann. Dabei handelt es sich um parameterelliptische oder parabolische Operatoren.

Der ,Konigsweg®, um nichtselbstadjungierte Differentialoperatoren zu untersuchen,
liegt in der Fouriertransformation. Wihrend in L? der Satz von Plancherel verwendet
werden kann, gibt es in LP den Satz von Michlin, der Bedingungen an das Symbol
des Operators stellt.

a) Fouriermultiplikatoren und der Satz von Michlin

Im folgenden sei stets D := —i(0,,,...,0,,). Mit C,C1,Cy bezeichnen wir generi-
sche Konstanten, d.h. Konstanten, welche bei jedem Auftreten einen anderen Wert
besitzen konnen, aber nicht von den in der Gleichung auftretenden Groflien abhéngt.

7.2 Bemerkung. Wir betrachten den Laplace-Operator im LP(R™) mit maximalem
Definitionsbereich D(A) := {u € LP(R™) : Au € L?(R")}. Offensichtlich ist D(A) D
W2 (R™). Wir wollen zeigen, dass tatséchlich Gleichheit gilt. Sei dazu v € D(A) und
fi=u—Au € LP(R"). Sei |a| < 2. Dann gilt
D= F ¢ Fu=9"" & F
R ey

als Gleichheit in .#’(R"). Um D% € LP(R") zu zeigen, muss also .Z ~'m,(£).Z f €
LP(R") gelten, wobei m, (€) := —. Die Frage lautet also: Wird durch

T
f— 9’1ma(£)9f

ein stetiger linearer Operator auf LP(R™) definiert? Die (positive) Antwort liefert
der Satz von Michlin.

7.3 Definition. Sei 1 < p < co. Eine Funktion m € L>°(R") heiit Fouriermultipli-
kator in L?, falls f — Z 'm.Z f einen stetigen linearen Operator M € L(LP(R"))

definiert. Genauer ist m Fouriermultiplikator, wenn fiir die Abbildung M : . (R") —

SR, o F 'mFp gilt R(M) C LP(R") und

Mol r@ny < Cllllr@ny (v € L (RY),
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d.h. wenn M eine eindeutige Fortsetzung M € L(LP(R")) besitzt. Die Funktion
m heiflt in diesem Fall das Symbol des Operators M. Wir schreiben op(m) :=
F'mF = M und symb(M) :=m.

7.4 Bemerkung. Fiir p = 2 gilt nach dem Satz von Plancherel genau dann op(m) €
L(L*(R™)), falls der Multiplikationsoperator g — mg stetig in L?(R") ist. Dies ist
genau dann der Fall, wenn m € L*°(R™) gilt. Denn falls m € L>*(R"™), so folgt
Mgl 2@ny < ||| Loe®n)]|g]|L2(mny- Falls andererseits m ¢ L*°(R™), so existiert eine
Folge messbarer Mengen (Ay)ren und (cx)ren, 0 < ¢ — oo, mit 0 < A(Ag) < o0
und |m| > ¢; auf A,,. Fiir g, := x4, gilt dann g; € L?(R") und

Imgelegeey = [ Im€)gu(OPdE 2 EAAL) = Hlulqany
d.h. op(m) ist kein beschréinkter Operator in L*(R").

Der folgende Satz ist fundamental fiir die LP-Theorie von Differentialoperatoren. Der
Beweis ist fiir diese Vorlesung zu aufwindig. Hier bezeichnet [7] die grofite ganze
Zahl kleiner gleich 7. Wir geben den Satz in zwei Varianten an.

7.5 Satz (Michlin). Seil < p < oo und m: R*\{0} — C eine Funktion. Falls eine
der beiden Bedingungen

(i) m € CEHY R\ {0}) und
€¥DPm ()] < Cur (€ € R*\ {0}, |B] < [5]+ 1),
(ii) m € C™"(R™\ {0}) und
€7 DPm(§)] < Cur (€ € R"\ {0}, B € {0,1}")
mit einer Konstanten Cyy > 0 gilt, so ist m ein LP-Fouriermultiplikator mait
lop(m)[zen) < (n, p)Cr,y
wobei die Konstante c¢(n,p) nur von n und p abhdngt.
7.6 Bemerkung. a) Die Bedingung (i) in obigem Satz wird héufig als die Michlin-

Bedingung (aus dem Jahr 1957) bezeichnet, wahrend Bedingung (ii) auf Lizorkin
(1963) zuriickgeht. Eine iibliche Schreibweise ist auch Mikhlin.

b) Sei die Funktion m: R™\ {0} — C homogen in £ vom Grad d € R, d.h. es gelte
m(ps) = p'm(&) (& €R"\ {0}, p>0).

Falls m € C*(R" \ {0}), so ist D’m(&) homogen in & vom Grad d — |f] fiir alle
B < k.
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Denn z.B. fiir 8 = (1,0,...,0) gilt

m(p€ + hey) —m(pf)
h h—0 p;

(06,m)(p€) = lim

= pd—laflm(g).
Fiir beliebige 3 folgt die Aussage dann iterativ.

¢) Sei m € CEIFY(R™\ {0}) homogen vom Grad 0. Dann erfiillt m die Michlin-
Bedingung. Denn fiir [8] < [2] + 1 ist mg(€) := |¢[P1DPm(€) homogen vom Grad 0
nach Teil b). Damit folgt

T nl=1

mof6)] = | (157)| < maxlma)] < o0 (€ € B {0}).

Als erste Anwendung des Satzes von Michlin wird die Frage aus Bemerkung 7.2
beantwortet.

7.7 Korollar. Seil < p < oco. Dann gilt {u € LP(R") : Au € LP(R")} = WZ(R").

Beweis. Betrachte wie in Bemerkung 7.2 die Funktion m,(§) := % fir |of < 2.

Sei 3 € No. Fiir |¢] < 1 ist DPm,, als stetige Funktion beschriinkt, fiir |£] > 1
konnen wir bei Berechnung von D?m,, den Nenner 1 + [£|? durch |£]? abschitzen
und erhalten eine homogene Funktion vom Grad —|g|, welche auf |{] > 1 ebenfalls
beschrankt ist. Somit erfiillt m, die Michlin-Bedingung. O

b) Parameterelliptische Differentialoperatoren
Im folgenden sei 2 C R™ ein Gebiet.

7.8 Definition (elliptische und parabolische Differentialoperatoren). Sei m € N
und A = A(z, D) = ), <;n @a(z)D® ein linearer Differentialoperator der Ordnung

m mit Koeffizienten a,: Q2 — C.

a) Der Operator Ag(z, D) = 37, _,, @a(x)D" heiit der Hauptteil des Operators
A(z, D).

b) Die Abbildung a: Q@ x R" — C, a(z,§) = ngm ()€ heifit das Symbol von
A(x, D). Wir schreiben a = symb(A) bzw. A = op(a). Das Symbol ag := symb(A)
heifit das Hauptsymbol von A(x, D).

¢) Der Operator A heift elliptisch in €, falls
aO(xvg)%O ($€§7§€Rn\{0})
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Analog definiert man elliptisch in einer Menge M C Q, z.B. elliptisch an der Stelle
z € Q.

d) Sei .Z C C ein geschlossener Sektor in C mit Spitze in 0. Dann heifit der Operator
A(z, D) parameterelliptisch im Sektor .2, falls

ap(z,§) = A#0 (z€Q, (§A) € (R" xZ)\{(0,0)}).

e) Der Operator 0; — A(x, D) heiit parabolisch, falls A(z, D) — X parameterelliptisch
im Sektor X, /o ist.

7.9 Beispiele. a) Der Cauchy-Riemann-Operator A := 0,, + i0,, ist elliptisch in
R2.

b) Der Laplace-Operator A := A ist elliptisch, parameterelliptisch in jedem Sektor,
der den negativen Halbstrahl (—oo,0) nicht enthélt, und insbesondere parabolisch.

¢) Der Operator A(z, D) := 0,, + 0y, + (iz1 — 2)0,, ist nicht elliptisch in R?, denn
ao(r,§) =i — & +i(izy — 12)6 = 0 fiir § = (22, —21,1).

Fiir diesen Operator existieren C'°°-Funktionen f, fiir welche Au = f nicht einmal
in 2'(R3) losbar ist.

7.10 Definition. Sei n > 2 und A(x, D) ein elliptischer Differentialoperator in 2.
Dann heifit A(x, D) eigentlich elliptisch in €, falls das Polynom P := Ay(z,¢’,-)
fiir jedes € Q und jedes & € R"™!\ {0} genauso viele Nullstellen in der oberen
komplexen Halbebene {z € C : Im z > 0} wie in der unteren komplexen Halbebene
{z € C:Imz < 0} besitzt.

7.11 Bemerkung. a) Man beachte in obiger Definition, dass P keine reelle Null-
stelle besitzt, da A(z, D) elliptisch ist.

b) Das Hauptsymbol eines Operators A der Ordnung m ist homogen vom Grad m
in €. Falls A elliptisch ist, enthélt ag(z, &) einen Term der Form a(x)£", denn sonst
wiare ag(z,£) = 0 fir & = (&,...,&-1) = 0 und &, = 1. Somit ist P ein Polynom
vom Grad m, und falls A eigentlich elliptisch ist, ist m eine gerade Zahl.

c) Falls a,, fiir |a| = m reellwertige Koeffizienten sind und A(x, D) elliptisch ist, so ist
A auch eigentlich elliptisch. Denn dann ist P ein Polynom mit reellen Koeffizienten
ohne reelle Nullstelle.

7.12 Satz. Sei A(x, D) elliptisch in Q und n > 3. Dann ist A eigentlich elliptisch.
Insbesondere ist die Ordnung von A eine gerade Zahl.
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Beweis. Sei z € Q und ¢ € R*" '\ {0}. Wegen n > 3 existiert ein stetiger Weg
v:10,1] = R\ {0} mit v(0) = & und (1) = —¢'. Sei n . (t) die Anzahl der Null-
stellen z mit Im z > 0 des Polynoms p; := ag(z, (7(¢),-)). Dann ist n, (¢) unabhéngig
von t. Denn da die Nullstellen eines Polynoms stetig von den Koeffizienten abhéngt,
gibe es sonst ein t € (0, 1), fiir welches p; eine reelle Nullstelle besitzt, was wegen
7(t) # 0 einen Widerspruch zur Elliptizitét darstellt.

Daher gilt ny(0) = ny (1), d.h. die Polynome ag(x,’,-) und ao(z, —&',-) besitzen
dieselbe Anzahl von Nullstellen in C; := {z € C: Imz > 0}. Wegen

ao(z, =€ 2) = (—=1)™ap(z, &', —2)

ist aber n (1) auch die Anzahl der Nullstellen von ay(z,¢’,-) in C_ := —C,, d.h. A
ist eigentlich elliptisch. O]

7.13 Definition. Sei A = A(z, D) ein linearer Differentialoperator der Ordnung m
in 2. Dann heifit A gleichméfig elliptisch in €, falls

lao(2,§)| > ClEI™  ((x,€) € Ax R"),
und gleichmé&Big in Q) parameterelliptisch in einem Sektor .#, falls
lao(2,6) = AL = C(IE"" + 1A (z € Q, (£, A) € (R" x £2)\ {0}).
Der Operator A heiit gleichmiBig stark elliptisch in €, falls

Reao(z,€) > Clg|™  ((z,€) € @ x R").

7.14 Lemma. Sei ) beschrinkt und A = A(z, D) = >, <o, @a(x) DY mit aq €
C(Q). Falls A elliptisch in Q ist, so ist A dort auch gleichmdfig elliptisch.

Beweis. Fiir ¢ € R™\ {0} und x € Q gilt

m 5 m

(e )] = Ie1" oo (. )| = Mgl
wobei M := min{|ag(z, )| : (x,€) € Q x S" 71} > 0. Hier wurde verwendet, dass
ao(z,§) als stetige Funktion auf der kompakten Menge € x S"~! ihr Minimum an-
nimmt. [l

7.15 Definition. Sei A(x, D) ein linearer Differentialoperator der Ordnung 2m und
sei 1 < p < 0.
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a) Sei £ C C ein geschlossener Sektor und s € [0,2m]. Dann definiert man die
parameterabhéngigen Normen || - ||5 . durch

lullspe = lullws@ + A Nl (A €2, uwe WE™Q)).

b) Die LP-Realisierung A, des Differentialoperators A(z, D) ist gegeben durch D(A,) :
W) und Apu = A(z, D)u  (u € D(4,)).

7.16 Satz (Modellproblem fiir parameterelliptische Operatoren). Seien a, € C fir
|af = 2m und A(D) = 37, _s,, @a D parameterelliptisch im %, mit ¢ € [0,7]. Dann
gilt fiir die LP-Realisierung p(A,) D S, und A, ist sektoriell mit Winkel pa, > ¢.
Falls ¢ > %, so erzeugt A, eine beschrinkte holomorphe Halbgruppe mit Winkel
> o — 5. Zu jedem \g > 0 existiert ein C, > 0 mit

l[llzmpn < CxolA = Apllo@ny (A € 2, [A] = o). (7-1)

Beweis. Setze A = ¢*™ mit ¢ € 3,5, und definiere fiir festes a mit || < 2m die
Funktion

qu—|a\£a
a(§) —¢*"
Dann ist m, € C®(R™ x y/2,, \ {0}) homogen in (£, ¢) vom Grad 0 und erfiillt
nach Bemerkung 7.6 die Michlin-Bedingung bzgl. £&. Nach dem Satz von Michlin ist

| op(ma(, @)l Lzr@n)) < Ca.
Sei f € LP(R"), q € Sy jom \ {0} und u := ﬁ_lmyf. Dann gilt

ma(€,q) = ((&,q) € R" X Ty jam \ {0}).

"D oy = b ) vy < Callflvey. (7:2)

Insbesondere ist u € W)™(R") = D(A4,) und (A, — Nu = f, dh. A, — X ist
surjektiv. Falls andererseits (A4, — Nu; = (4, — Nug = f mit w1 o € D(A4,) gilt,
so folgt u; = ﬁ’lA(El)_/\ﬁf = uy als Gleichheit in .’/(R™) und damit u; = us in
LP(R™). Somit ist A, — A auch injektiv, d.h. p(4,) D X, \ {0}. Aus (7-2) folgt mit

a = 0 die Resolventenabschétzung

IMA = Ap) Ml zze@ny < Co - (A € B, \ {0}).

Damit ist A, sektoriell mit Winkel ¢4, > ¢, und fiir ¢ > 7 erzeugt A, eine be-

schréinkte holomorphe Cy-Halbgruppe mit Winkel > ¢ — 7.

Zu zeigen ist noch die Abschitzung (7-1). Sei qo > 0. Dann folgt aus (7-2) fiir
q € Xy/2ms 4] > qo, die Abschétzung

lellzm pr = llullwzn@ny + [Alllull 2o @ny
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S L P ey

la|<2m

< min{l,qo}_2m< Z Ca)”fHLP(R")

|| <2m

< C>\0||f||LP(R")7

wobei \g = ¢2™. O

7.17 Bemerkung. Im vorigen Beweis wurde die Homogenitéit von m(€, q) ver-
wendet, wobei ¢ = A/?™_ In diesem Fall sagt man, m,, ist quasi-homogen von (£, \)
ab. Im allgemeinen heifit eine Funktion m = m(§, A) quasi-homogen mit Gewicht
r € Rin (§,\) vom Grad d, falls

m(p€, p'A) = pm(E, X)) ((§,A) # 0, p > 0).

Die Zahl r heifit das relative Gewicht von A bzgl. £. In obigem Beweis hat A\ das
relative Gewicht 2m. Neben spektraltheoretischen Betrachtungen wie im obigen Be-
weis sind parabolische Gleichungen der Grund fiir das Auftreten quasihomogener
Symbole. So hat bei der Warmeleitungsgleichung 0; — A die Zeitableitung im obigen
Sinn relatives Gewicht 2 bzgl. den Ortsableitungen (man spricht von parabolischer
Skalierung).

7.18 Korollar. Fualls in der Situation von Satz 7.16 der Operator A(D) parabolisch
ist, so erzeugt die LP-Realisierung A, eine beschrdnkte holomorphe Halbgruppe in
LP(R™).

Beweis. Nach Voraussetzung ist A(D) parameterelliptisch in 3, 5, d.h. es gilt a(&) —
A # 0 fiir alle (§,A) € R" x 3.5 \ {0}. Wegen a(p) = p*™a(€) ist der Wertebe-
reich R(a) := {a(§) : £ € R"} ein Kegel, und da {a(§) : |¢| = 1} kompakt ist,
ist dieser Kegel abgeschlossen. Damit ist aber die Menge der Winkel W := {a €
(—m,7]) : € & R(a)} offen. Da A(D) parabolisch ist, gilt [-7/2,7/2] C W, und
somit existiert ein € > 0 mit [—7/2 — e, 7/2+¢] C W. Fiir alle A € C\ {0} mit
arg A\ € [—m/2 —e,m/2 + €] folgt damit A € R(a), d.h. a(§) —=A#0 (£ € R").

Wir haben gezeigt, dass A(D) parameterelliptisch in einem Sektor ¥, /2. ist. Nach
Satz 7.16 ist A, sektoriell mit einem Winkel ¢ > 7/2, und nach Satz 4.22 erzeugt
A, eine holomorphe Halbgruppe. n

7.19 Bemerkung. Wir haben in obigem Beweis gezeigt, dass die Menge aller Win-
kel a € (—m, 7| offen ist, fiir welche A(D) die Bedingung der Parameterelliptizitét
auf dem Halbstrahl {pe'® : p > 0} erfiillt.
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7.20 Lemma. Sei 1 < p < oo und A(x, D) ein linearer Differentialoperator der
Ordnung m mit Koeffizienten a, € L>(2) (la| < m). Dann ist A, € L(W"(Q), LP(£2))
mat

S C' max Haa“Loo(Q).
laj<m

||Ap||L(W;;”(Q),LP(Q))

Beweis. Das folgt sofort aus ||D%l[rr) < |ullwme) fiir o] < m und aus der
Tatsache, dass der Multiplikationsoperator u — aqu in LP(€2) die Norm ||aq ||z (q)
besitzt. O]

7.21 Satz (Hauptsatz iiber parameterelliptische Operatoren). Sei A = A(z, D) =
Z|a|§2m ao(x)D® ein linearer Differentialoperator in R™ mit Koeffizienten

c C(R™), |a| =2m,

“ L>*R"™), |a| < 2m.
Ferner existiere a,(00) 1= lim|g| 00 aa () fiir alle || = 2m. Falls A parameterellip-
tisch in einem Sektor £ C C fir x € R"U{oo} ist, so existiert ein \g > 0 so, dass

fiir die LP-Realisierung von A die Inklusion p(A,) D {\ € L |\ > \o} gilt. Ferner
gilt die a priori-Abschdtzung

Fallampr < Cll(Ap — Nuillinany (A€ 2, 1Al = M.

Falls & = iw so ist A— \g sektoriell mit Winkel o; falls ¢ > 7, so erzeugt A— A
eine beschrinkte holomorphe Halbgruppe auf LP(R™).

Beweis. Der Beweis erfolgt in mehreren Schritten.

(i) Lokalisierung (,Freezing the coefficients®): Wir fixieren die Koeffizienten von A
an einer Stelle zy € R™U {00} und betrachten nur den Hauptteil, also den Operator
Ap(xg, D). Nach Satz 7.16 ist Ag(xg, D) — A invertierbar fiir alle A € £ \ {0}, und
es existiert eine Konstante C; > 0 mit

lullamprn < Cill(Ao(xo, D) = Nullo@ny  (uw € WP™(R™), A€ Z,|A] > 1).

Wie man im Beweis von Satz 7.16 sieht, kann die Konstante C; unabhéngig von z
gewahlt werden.

Sei € > 0. Nach Voraussetzung existiert ein R > 0 mit

laa(z) — an(c0)| < e (Jz| > R, |a| =2m).

Da B(0,R) C R™ kompakt ist und die Koeffizienten a,, fiir |a] = 2m stetig sind,

existieren endlich viele z1,...,zy € B(0, R) und offene Umgebungen U; von z; mit
B(0,R) c UY, U; und
laa(z) — an(z;)| <e (x €U, laj=2m,i=0,...,N) (7-3)
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Setze hierbei Uy := R™ \ B(0, R) und xy := oco. Ohne Einschrinkung seien dabei
die U; so gewihlt, dass eine Konstante Ny € N existiert mit folgender Eigenschaft:
Jedes x € R” ist in hochstens Ny Umgebungen U; enthalten. (Dies erreicht man
etwa, indem man die Punkte x; auf einem Gitter wéhlt und die U; als Kugeln mit
geeignetem Radius.)

(ii) Beweis der a priori-Abschitzung: Wir wihlen e := Q—él in (7-3) und zugehorige

Umgebungen U;. Dann gilt fiir alle u € ng(R”) mit suppu C U; die Abschitzung

lull2mprn < Cill(Ao(zi, D) — ANl @n)
< Ci[(Ao(z, D) — Nul|r@ny + C1||(Ao(z, D) — Ao(z4, D)) | o mn)

1
< C1|[(Ao(z, D) — Nul|zegny + Ci - 2—01|HU|||2m,p,Rn-

Bei der letzten Ungleichung wurde Lemma 7.20 verwendet. Damit erhalten wir
lullomprn < 2C1[|(Ao(z, D) = Au| e @n).

Wiéhle nun eine zu U; gehorige C*°-Partition der Eins, d.h. ¢; € C*°(R™) mit 0 <
0, <1, Zf\io ¢; = 1 und suppp; C U; (¢ = 0,...,N). Dann gilt fir u € W2™(R")
die Abschétzung

N N
lcllompzn < Dpstullomprn < 201 Y [(Ao(z, D) = Npiul| ogen).
i=0 =0

Es ist
(AO(% D) - )\)%‘U = SDi(Ao(957 D) - )\)U + Ru%

wobei R ; ein Differentialoperator mit Ordnung nicht grofler als 2m — 1 ist.

Nach Wahl der Umgebungen U; und wegen 0 < ¢ < 1 gilt fir w € LP(R") die
Abschétzung

N
lpiwloo@ey < lleollznry < 3 loiwllngany < Nollwllzogen,
=0

Damit ist

N
lullom pn < 2C1 ) (Ili( Aoz, D) = Nullzogeny + | Ryt ogen))
i=0

< Co([I(Ao(w, D) = Null o) + | Ruull o))

mit Cy = 2NyC; und R, = Zi]i() Ry ;. Wir schreiben weiter Ry := A(x,D) —
Ap(z, D) und erhalten

lullzm prr < Co(ll(Alz, D) = Nulloee) + | Riullo@e + [ Rottl| o)) -
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Da R;, R, Differentialoperatoren von Ordnung nicht grofler als 2m — 1 sind, gilt
| Riul[ Lorn) < Csllul[yy2m=1(gn) mit einer Konstanten C3 > 0. Wir verwenden nun
die Interpolationsungleichung (Satz A.7) und erhalten

< L C < L
||U|!ng*(mn) = m”uﬂwgm(m + Caflu| oy < 10, lwll2mp e

falls |A| > A\ := 4C2C3C}. Eingesetzt ergibt sich

1
lullzmp i < Coll(A(2, D) = Aulloeny + 5 llullom pzen,

d.h. die a priori-Abschitzung des Satzes gilt mit der Konstante 2C, fiir alle u €
W™ (R") und alle A € .Z mit [A] > A

(iii) Ewistenz der Resolvente: Wir wihlen ¢ := m in (i) und zugehorige Um-
gebungen U;. Definiere dazu die Partition der Eins (¢;);—o,. ~ wie oben und v, €

C>*R™) mit 0 < ¢; < 1, suppy; C U; und ¢; = 1 auf supp ;. Sei A, ; die
LP-Realisierung von Ag(x;, D). Wir definieren

N
RO = 0i(Ap; =N "f (FELPR™), XeZ, |A[ = N).
§=0
Sei f € LP(R™). Dann gilt

N

D (A= Npi(Aps — )15 f

(Ap - )‘)R()‘)f

o

<

N

= (5(Ap = M(Aps = N7 + Tis(Aps = N7 f),
=0

<

wobei T ; ein Differentialoperator der Ordnung < 2m — 1 ist. Wir schreiben weiter

0i(Ap = M (A = N7 f = (Ao, D) = M)(Apy — N) 1 f
+¢;(A(z, D) — Ao(x;, D)) (Apy — N) 05 f
=@;f +Ta,f

mit T,;f = ¢; (A(z, D) — Ao(;, D)) (Apy — A) ¥ f.
Fiir v; := (A,; — A\) "', f gilt nach Teil (i) des Beweises

[oillwzm@ny + A Vi lle@ny < Cull$;fllr@ny.-

Andererseits gilt nach Wahl der Umgebungen U; und unter Verwendung der Inter-
polationsungleichung die Abschétzung

1
[(A(z, D) — Ao(zj, D)vjl|le@n) < <7 vjllwzmgny + Cslvjl o @n)
8C1 Ny

obert Den 5. 2. 201¢
Rot Denk 15. 2. 2013



7. LP-Theorie: Parabolische Operatoren im Ganzraum 79

mit einer Konstanten C5 > 0. Fiir den Operator Ty := Z;.V:O T, ; erhalten wir daher
N
1T f || oo eny < Z 1125 f1l o reny
N
= Z lp; (A(z, D) = Ao(x, D)) vj]l 1o (en)

< Z | (A(z, D) — Ag(z5, D)) vj | Loen)

j=0
AN | Cs - Cy

SZ;(SC 5, Ol floneny + i W e )
1 C5ClN0 1

< (5 =) Wl < g1 lisiee,

falls |A| > A2 := max{\;,8C5C;Ny}. Genauso folgt aus der Interpolationsunglei-
chung

N

_ 1
D T Aps = X)W flle@ny < 5 I1F o),
=0

falls A € .Z, |A| > A3 mit geeignetem A3 > 0 ist. Wir setzen )y := max{\s, A3} und
erhalten insgesamt

(Ap = MRS =F+TNSf (AeZ, Al = o),

wobei T(\) f = Tgf—f—Z;V:O T1 (A, ;— )14, f ein beschriankter Operator in LP(R"™)
ist mit Norm ||T(A) | (zr@ny) < 3. Somit gilt

(Ap = MR +T\) ™ = idpaee),

d.h. A, — X ist surjektiv. Nach der a priori-Abschétzung aus Teil (ii) des Beweises
ist A, — A auch injektiv, d.h. es gilt

p(A,) D{AN e Z A\ > Mo}

Die a priori-Abschétzung des Satzes wurde bereits in Teil (i) bewiesen, die restlichen
Aussagen folgen wie im Modellproblem. m
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8. Energiemethoden fiir nichtautonome
Evolutionsgleichungen

8.1 Worum geht’s? Nichtautonome Evolutionsgleichungen haben die Form dyu(t)—
A(t)u(t) = 0, d.h. jetzt hingt der Operator selbst von der Zeit ab. Hier greift die
Halbgruppentheorie nicht mehr. Mégliche Ansétze zur Behandlung derartiger Glei-
chungen sind etwa die Lokalisierung (bzgl. t), die Theorie der Pseudodifferentialope-
ratoren (in ¢ und x simultan) sowie Energiemethoden, auch variationelle Methoden
genannt. Die Hauptidee ist es, schwache Hilbertraumwertige Losungen zu betrach-
ten. Ein zentraler Begriff ist der des Gelfand-Tripels. Eine dhnliche alternative Me-
thode, derartige Gleichungen zu behandeln, ist die Theorie der CD-Systeme von
Kato, welche hier aber nicht betrachtet wird.

a) Parabolische Gleichungen

8.2 Definition. a) Sei X ein Banachraum und © C R™. Dann wird die Menge
der X-wertigen Distributionen auf 2 definiert als 2/(§2; X) := L(2(R2), X), d.h. als
die Menge aller stetigen linearen Abbildungen u: 2(2) — X, wobei Z(2) mit der
iiblichen lokalkonvexen Topologie versehen wird.
b) Fiir u € 2/(Q; X) und a € N definiert man die Ableitung 0%u € 2'(Q); X) wie
iblich durch

(0°u)(p) = (=1)u(d%0) (v € 2(2)).

Eine Distribution u heifit regulir, falls ein f, € L{ _(92; X) existiert mit

loc

u(p) = / p@)fua)dz € X (¢ € D).

Im Folgenden wird nicht zwischen einer reguléren Distribution und der zugehdrigen
Funktion unterschieden.

¢) Fir 1 <p < oo und k € Ny definiert man die X-wertigen Sobolevraume
k(0. - . pATe .
WH( X) = {u € LP( X) : 0% € LP(Q; X) (Ja| < k)}.
Wieder setzt man H*(Q; X) := WF(Q; X).
8.3 Bemerkung. a) Sei u: Z(2) — X linear. Nach Definition der Topologie in

2(Q) gilt u € 2'(Q; X) genau dann, wenn fiir alle Folgen (¢,)neny € 2(€2) mit
on — 0in 2(Q) folgt u(p,) — 0 in X.

b) Die Einbettung L (Q; X) < 2/(Q; X) ist injektiv, was aus dem Fundamental-

loc
lemma der Variationsrechnung folgt.

obert Den 5. 2. 201¢
Rot Denk 15. 2. 2013



8. Energiemethoden fiir nichtautonome FEvolutionsgleichungen 81

c¢) Sei u € L*((0,T); X). Dann gilt u € H'((0,T); X) genau dann, wenn ein v €
L*((0,T); X) existiert mit

/0 u(t) g (£)dt = — / v(Bp(t)dt (o € 2((0.T))). (8-1)

In diesem Fall heifit v auch die schwache Ableitung von wu, und es gilt v’ = v als
Gleichheit in 2'((0,7); X) und in L?((0,7); X). Aufgrund der Dichtheit gilt (8-1)
auch fiir alle p € HJ((0,7)).

8.4 Definition. Ein Gelfand-Tripel ist von der Form V' C H C V', wobei V und
H Hilbertrdume mit V' C H sind und folgende Bedingungen erfiillt sind:

(i) V ist dicht in H (bzgl. der Topologie in H).
(ii) Die Inklusion i: V' — H ist stetig (bzgl. der Topologien in V' und H).

(iii) Die duale (adjungierte) Einbettung i': H = H" — V" ist stetig und H C V'
ist dicht.! Hierbei wird H' nach dem Satz von Riesz mit seinem Dualraum H’
identifiziert.

(iv) Die duale Paarung zwischen V' und V"’ ist kompatibel mit dem Skalarprodukt
in H, d.h. es gilt

v(u) = (v, uyyrixy = (u,v)y (ueV CHveH=H cCV).

8.5 Beispiel. Das wichtigste Beispiel ist V = Hj(Q2) mit Q C R" Gebiet, H =
L*(Q) und V' = H1(Q2). Man beachte, dass V als Hilbertraum selbst isomorph zu
seinem Dualraum ist, aber bei einem Gelfand-Tripel die duale Paarung bzgl. des

Skalarprodukts in H und nicht in V' betrachtet wird. Statt als Dualraum kann man
H~1(Q) auch als Vervollstindigung von L?(2) bzgl. der Norm

V]l -1 (0 = sup {‘ / u(m)v(m)dm‘ cu e HYQ), ullgme) = 1}
Q
definieren (da L?*(€2) dicht in H~1(Q) ist).

Im Folgenden seien T > 0 und V C H C V' ein Gelfand-Tripel mit separablen

reellen Hilbertrdumen V' und H. Wie oben sei wieder C' eine generische Konstante.

8.6 Satz (Ein Interpolationssatz). Falls u € L*((0,T); V) N H*((0,T); V"), so gilt

(nach eventueller Anderung auf einer Nullmenge) v € C([0,T], H). Die Einbettung
L*((0,7); V)N HY((0,T); V') € C([0,T], H)

15t stetig.

Dies folgt tatsichlich bereits aus (i) und (ii).
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Beweis. Wir setzen Z := L*((0,T); V)N H'((0,T); V') mit Norm

1/2
|ullz == (HUH%Q((O,T);V) + Humﬂ((o,T);v')) :

Sei zunéchst w € Z N CY([0,T], H). Wegen 2 |lu(t)||3; = 2(u(t), dyu(t))y folgt aus
dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung fiir alle ¢, ¢, € [0, 7]

lu(®)1Z = ulto) |3 +2 / (u(s), Dyu(s)) ds.

to

Nach dem Zwischenwertsatz existiert ein tg mit

1 (T
Juttolf =7 [ o)y
0
Mit diesem to und der Abschéatzung
[(u(s), Osu(s))u| = [(u(s), Osuls))vxv| < [|Osuls)|lv[luls)]y  fiir fast alle s € [0, T

erhdlt man fiir alle t € [0, 7]
1 T t
s < 7 [ Talads +2 [ 10au(s) (o) s
1 T T
<7 [ M) +2 [ o)l luts)lvas

< T”u”%?((O,T);H) + 2||U||H1((0,T);v’)||U||L2((0,T);V)-

Wegen ||ull 201 < Cllullzzo.r)v) gilt also fir alle w € Z N CY([0,T], H) die
Abschétzung

1/2
lulloqory.m < Cllullzz0.m)0) + lullar o el 2qoryvy) ™ < Cllullz. (8-2)

Sei nun u € Z allgemein. Da Z N C([0,T]; H) dicht in Z ist, existiert eine Folge
(tn)neny C ZNCH([0,T); H) mit ||u, —ullz — 0. Nach (8-2) gilt ||wn — | c(o,11,5) —
0, d.h. (uy), ist eine Cauchyfolge in C([0,7], H) und damit konvergent gegen ein
Element uw € C([0,T], H). Da u,, — u in Z, folgt u = w fast iiberall. Die Stetigkeit
der Einbettung Z C C([0,T], H) folgt aus (8-2). O

Wir betrachten nun die abstrakte Evolutionsgleichung

Opu(t) — A(tyu(t) = f(t) (t € (0,7)),

u(0) = up. (8-3)

Dabei ist A: [0,7] — L(V,V’) eine zeitabhéngige Familie von Operatoren, und
f:00,7] — V' und ug € H gegeben.
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8.7 Definition. Die zur Operatorfamilie (A(t)):cjo,7] gehorige parametrisierte Bili-
nearform (quadratische Form) a: (0,7) x V' x V' — K ist definiert durch

a(t,u,v) = —(A(t)u, v)vixy = —(At)u)v (¢ € (0,T), u,v € V).

Die Form (und die Operatorfamilie) heifit koerzitiv, falls positive Konstanten «,
existieren mit

a(t,u,u) > al|ullf — Bllullz;, (¢t €1[0,T),ueV). (8-4)
Die Form und die Operatorfamilie heiflen streng koerzitiv oder V-elliptisch, falls die

Gleichung (8-4) mit g = 0 gilt.

8.8 Satz (A priori-Abschitzung). Sei A € C([0,T], L(V, V")) koerzitiv. Dann exi-
stiert eine Konstante Cy > 0 so, dass fiir allew € Z := L*((0,T); V)NH((0,T); V")
die Abschdtzung

[ull 20,19, < Callluollm + 1fllz2o.r)0m) (8-5)
gilt, wobei f(t) := Owu(t) — A(t)u(t) und ug := u(0) gesetzt wurde. Insbesondere ist

die Losung von (8-3) eindeutig und hingt stetig von den Daten ab.

Beweis. O.E. sei A streng koerzitiv, sonst betrachte v(t) := e Ptu(t), welches das
Cauchyproblem

D (t) — A(t)u(t) + Bo(t) = e f(t),
v(0) = ug

erfiillt, mit zugehoriger Bilinearform a(t, u,u) + B|u||%-

Man beachte, dass uy € H nach Satz 8.6 wohldefiniert ist und f € L*((0,7),V")
wegen u € Z gilt. Fiir u € Z N CY([0,T)], H) folgt fiir alle t € [0, 7]

0 2 B
el = 200u(t), u(t)) n = 2(0pu(t), ult))vxv

= 2(A)u(t) + f(t), u(t))vrxv = =2a(t, u(t), w(t)) + 2(f (), u(t))vxv.

Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung folgt

Ju(T) [ +2 / aft, u(t), u(t))dt = [luol +2 / (F(E), () vt

Wir niitzen die Koerzitivitdt aus, schitzen den rechten Integranden ab und erhalten

T T
la(T) % + 20 / la(®) 2t < [luo]% + 2 / LFE) vl vt
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Auf der linken Seite lassen wir den ersten Term weg, auf der rechten Seite verwenden
wir die Cauchy-Schwarz-Ungleichung und die Youngsche Ungleichung ab < ca® +
C.b* (mit frei wihlbarem e > 0). Es ergibt sich

2al|ull7z 0y < luolls + 2ellullZ2 0.0y + 287200y v

Wihlt man e klein genug (etwa e = §), so erhélt man (8-5) fiir alle u € Z N

C([0,T], H). Fiir allgemeine u € Z folgt (8-5) wieder mit einem Dichtheitsargu-
ment.

Da die Gleichung linear ist, folgt aus (8-5) die Eindeutigkeit der Losung, da die
Differenz zweier Losungen die Gleichung mit f = 0 und ug = 0 erfiillt. O]

8.9 Satz. Sei A € C([0,T], L(V, V")) koerzitiv. Dann existiert zu jedem ug € H und
f € L*(0,7); V') genau eine Lisung u € L*((0,T); V)N H*((0,T); V') von (8-3).

Der Beweis verwendet das sogenannte Faedo-Galerkin-Verfahren, welches eine Pro-
jektion auf endlich-dimensionale Unterrdume verwendet.

Beweis. (i) Eindeutige Losbarkeit der endlich-dimensionalen Systeme:

Sei (v )nen C V eine Orthonormalbasis von V' (bzgl. der Topologie von V). Man defi-
niert V,, := span{vy, ..., v, } und betrachtet die orthogonalen Projektionen P, : H —
V,, (orthogonal in H).

Die Funktion u, = Y | ¢in(t)v; sei definiert als die Losung von

(Orun(t), vi)vrixv = (A@)un(t), v)vicv = (f{), v)vev (G =1,...,m),

un(0) = PLug. (8-6)

Fiir die Koeffizienten (c;,,(t))i=1,.» erhélt man ein System gewohnlicher Differenti-
algleichungen. Setzt man die obige Entwicklung von u,, ein, erhélt man das System

MOien(t) = A(t)en(t) + F(t)  (t € (0,7)),

n(0) = Cp. (&1)

Dabei wurden folgende Bezeichnungen verwendet:

ey

77777

.....
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Es gilt A € C([0,T],R™") und F € L*((0,T);R™) C L'((0,T); R™), und die Matrix
M ist invertierbar. Fiir das homogene System ist daher der Satz von Picard-Lindelof
in der globalen Version anwendbar, fiir das inhomogene System die Variation der
Konstanten. Daher existiert eine eindeutige Losung ¢, € C([0,T],R™) mit Oy, €
L%((0,T); R™) von (8-7), und somit eine eindeutige Losung

u, € C([0,T],V) mit du, € L*((0,T); V)
von (8-6).
(ii) GleichméBige Abschitzung fiir die Losungen und Konvergenz einer Teilfolge:

Da u,, die Losung von (8-6) ist und du, € L*((0,7T);V) sowie u,(t) € V, gilt,
erhalten wir

(Orun (), un(t)) i = (A@)un(t), un () vrscv = (F(1), un())vrxv-

Nur diese schwache Formulierung der Differentialgleichung wurde im Beweis von
Satz 8.8 bendtigt. Es gilt also (mit derselben Konstante wie in Satz 8.8, welche
somit nicht von n abhéngt)

||Un||L2((0,T);V) < CA(||f||L2((O,T),V’) + ||Uo||H),
wobel || Pyuo|lg < ||uo|lg verwendet wurde.

Somit ist die Folge (un)nen C L2((0,T);V) beschrinkt und besitzt daher eine
schwach konvergente Teilfolge, welche wieder mit (u,)n,en bezeichnet sei. Es sei

u, —u e L*(0,7);V).
(iii) Der schwache Grenzwert 16st die urspriingliche Gleichung:

Zu zeigen ist, dass u eine Losung von (8-3) ist. Dazu sei ¢ € 2((0,7)) und v € Vy.
Da u,, eine Losung von (8-6) ist, folgt fiir n > N und fiir fast alle ¢ € [0, 7]

p(0)(Orun(t), v) i = @) (At un(t), V)vrcv + @) (f (1), v)vrcy.

Integration bzgl. ¢ und partielle Integration liefert

- / (1) (1 (), ) st = / S OAD (1), 0) v + / SO (1), v)vrevt.

Dau, — uin L*((0,T); V) und damit auch u,, — u in L*((0,T), H) sowie Au,, — Au
in L2((0,T),V") gilt, kénnen wir den Grenzwert n — oo betrachten und erhalten

_ / () {ut), v) st = / S0 (A(t)u(t), vyt + / SO (E), ) yrevt.

Dies gilt fiir alle v € Viy mit beliebigem N € N. Da (v,)nen eine Orthonormalbasis
von V ist, ist |Jyey Vv dicht in V', und somit gilt

- [ eouwi= [ ewawuoi [ ensoa
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fir alle ¢ € D((0,T)) als Gleichheit in V. Also gilt fiir die distributionelle Ableitung
Oyu die Gleichheit dyu = Au+ f € L*((0,7T);V’). Insbesondere ist

u€ H((0,T); VYN L*((0,T); V) c C([0,T], H).

Zu zeigen ist noch u(0) = ug. Sei dazu ¢ € C([0,7]) mit ¢(T) = 0 und v € Vy.
Dann gilt wieder fiir n > N mit partieller Integration

- / & (1) (un(t), o)t + 9(0) (un(0), )1 = / SO (A@unlt) + F(),0)yrevdt.

(8-8)
Fir n > N gilt wegen v € Vy und da P, eine orthogonale Projektion und damit
selbstadjungiert ist,

(un(0),v) g = (Pnug, vy g = (ug, P,v)g = (ug,v)g.

Fiir n — oo erhalten wir daher aus (8-8)

- /O ' (1) (u(t), v) gdt + 9(0) (ug, v) g = /0 PO (A@)u(t) + (1), v)yrxvdt. (8-9)

Andererseits gilt dyu = Au+ f € L*((0,T),V’). Multiplikation mit ¢ und Anwen-
dung auf v, Integration tiber (0,7") und partielle Integration liefert

—/0 @l(t)<u(t)vU>Hdt+@(O)<u(0)vU>H:/0 p()(A@)u(t) + f(t), v)vivdt.

Der Vergleich mit (8-9) liefert ¢(0)(uy — u(0),v)y = 0. Fiir ¢(0) # 0 folgt (up —
u(0),v)y = 0 fiir alle v € Vy. Da |Jyey Vv dicht in V' und damit auch in H ist,
folgt u(0) = up € H. O

8.10 Bemerkung. Unter den Voraussetzungen des obigen Satzes ist somit die Ab-
bildung

LA(0,T); V)N H'((0,T); V') = L*((0,T); V') x H, u > (Oyu — Au,u(0))

ein Isomorphismus von Hilbertraumen ist, insbesondere ist die Umkehrabbildung,
d.h. die Losung der Gleichung, ebenfalls stetig. Diese Stetigkeit kénnte auch mit
dem Satz vom stetigen Inversen bewiesen werden, allerdings wird in obigem Beweis
die a priori-Abschétzung sowohl fiir die Eindeutigkeit der Losung als auch fiir die
Existenz des schwachen Grenzwerts beim Galerkin-Ansatz benotigt.

Der Isomorphismus zeigt auch, dass die Losung so glatt ist, wie es aufgrund der
Gleichung erwartet werden kann; man verliert also keine Regularitéit. Dies ist typisch
fiir parabolische Gleichung und wird auch als maximale Regularitdt oder optimale
Regularitéit bezeichnet.
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8.11 Beispiel. Sei 2 C R" ein beliebiges Gebiet, und sei A = A(z,t) ein Differen-
tialoperator der Form

Az, t)u = Z O, (aij(, £)0p,u) + Z bi(z,t)0z,u + c(z, t)u.
i=1

ij=1

Dabei seien die Koeffizienten reellwertig und stetig in = und ¢, und die Matrix (a;;);
sei strikt positiv definit, d.h. es gelte

n

Z aij(xat)fiéj 2 Q‘QQ (5 € Rna VS Qa le [O7T])

1,j=1

Dann sind die Bedingungen von Satz 8.9 erfiillt, wobei V := H}(Q), H := L*(Q2)
und damit V' = H~ () gewiihlt wird. Somit besitzt das Anfangs-Randwertproblem

8tu(x,t) - A(x,t)u(a?,t) - f(l‘,t) (I € Q? te [O’T])v
u(z,t) = (x €0, te|0,T]),
u(z,0) =ug(x) (xre€Q)

fiir jedes ug € L*(Q) und f € L*((0,T), H *(2)) eine eindeutige Losung
u € L*((0,T); Hy(Q)) VH((0,T); HH()).
Man spricht hier auch von einer schwachen Losung.

Wir werden im Folgenden eine Aussage fiir hohere Regularitit der Losung zeigen.
Dafiir betrachtet man den Operator A(t) als unbeschriankten Operator in H:

8.12 Definition. Sei A € L(V,V’). Dann ist die H-Realisierung Ay als unbe-
schrinkter Operator in H definiert durch D(Ay) :={u €V : Au € H} C H und
Apu:= Au (u € D(Apg)). Falls A: [0,T] — L(V, V") eine Operatorfamilie ist, erhélt
man die Familie (A (t)):co,r] unbeschrénkter Operatoren.

8.13 Satz (Hohere Regularitit). Sei A € C'([0,T], L(V, V")) koerzitiv, und seien
up € D(Ag(0)) und

feZ:=L*0,T);V)nHY(0,T);V").

Dann gilt fir die (nach Satz 8.9 existierende und eindeutige) Losung u von (8-3)
die héhere Regularitit

we HY((0,T);V)n H*((0,T); V') c ¢'([0,T], H),
Au € L*((0,7); V)N H((0,T); V") c C([0,T], H).
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Beweis. Wieder sei 0.E. A koerzitiv mit Konstante § = 0 in (8-4). Formales Diffe-
renzieren der Gleichung (8-3) liefert

Ofu(t) — A(t)Opu(t) — (BeA)()u(t) = B f(t) (t € (0,T)),
9ru(0) = A(0)uo + f(0).
Nach Satz 8.6 ist f € C([0,T], H) und damit f(0) € H, nach Voraussetzung gilt ug €
D(Ag(0)) und damit A(0)ug € H sowie t — (0;A(t))u(t) + 0, f(t) € L*((0,T); V").

(Man beachte, dass u € L*((0,7);V) und ;A € C([0,T],L(V,V")) gilt.) Somit
existiert nach Satz 8.9 eine eindeutige Losung v € Z von

Opo(t) — A(t)v(t) = (QA))u(t) + (0.F)(E) (€ (0,T)),
v(0) = A(0)uo + f(0).

Wir zeigen nun dyu = v. Dazu sei

(8-10)

z(t) = g +/0 v(s)ds (t€0,T7).

Dann gilt z € H'((0,T); V) mit d;z = v und fiir alle ¢ € [0, T| als Gleichheit in V’
A(t)z(t) = A(t)uo —|—/0 A(t)v(s)ds
= A(t)ug —I—/O A(s)v(s)ds —I—/O (A(t) — A(s))v(s)ds.

Da v (8-10) lost, gilt fiir fast alle s € [0,7] die Gleichheit A(s)v(s) = Osv(s) —
(0sA(s))u(s) — 0sf(s) und damit

A=) = Al + v(0) = o0) = 10+ F0) — [ @A) uls)as
+/0 (A(t) — A(s))v(s)ds.

Mit v(s) = 8,2(s) und partieller Integration erhéilt man
A(t)z(t) = A(t)ug + 0pz(t) — v(0) — f(t) + f(0) — /Ot(asA)(s)u(s)ds
v (0.A(3))=(s)ds — (A(1) — A0))=(0)
=0l = 1O+ [ @A) (2(5) — u(s))ds,

wobei v(0) = A(0)ug + f(0) verwendet wurde. Fiir die Differenz w := 2z —u € Z
erhélt man also die Gleichung

dw — Altyw = — / (@.A)(s)w(s)ds (t € (0,T)),
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w(0) =0

als Gleichheit in V" fiir fast alle t. Wendet man dies auf w(t) € V' an, so erhdlt man
fiir fast alle ¢

30u100)1) — (A0, 0y = [(O.AE() whevds

Integriert man iiber ¢ € [0, 7] mit 7 € [0, 7], so ergibt sich

Sl == [ et + [ [ (@A) 00hds . 511

Fiir Cl = maxte[oyﬂ H@tA(t)HL(V’V/) gllt

‘/OT /0t<(asA)(S)w<S)7w<t>>V’><Vdet‘ < /OT /Ot l[w(s)||v|[w(t)||vds dt.

Unter Verwendung der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt

t T
t/W@M$=/Mm@m@mﬁéﬁwwmmﬁﬂﬂWmmm
0 0

und damit

T t T
bﬁéummmm@mwwsmmmwmlHMMWﬂw
< ol (| )" = Tl
w . = —||W .
= LQ((O,’T),V) 0 \/§ LQ((O,’T),V)

Da A koerzitiv mit 5 = 0 ist, gilt andererseits

/a@wwmﬁWﬁZMM@@@m~
0

In (8-11) eingesetzt erhilt man fiir alle 7 € [0, 7]

1 Cit
Il < (Ts = o) lwlixony

Fiir 7 € [0, 79] mit 79 := \fa ist die rechte Seite nichtpositiv, und es folgt w(7) = 0.
Eine Wiederholung dieses Arguments in den Intervallen [y, 27|, [270, 370], . . . liefert
schliefllich w = 0 und damit 0 = d,w = 0,2 — Oyu = v — Oyu, d.h. es gilt Btu = .

Wegen v € Z folgt damit d;u € Z und wegen Au = O;u — f auch Au € Z. Nach
dem Einbettungssatz gilt Z C C([0,T], H) und damit u € C*([0,T], H) sowie Au €
C([0,T], H). O
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b) Hyperbolische Gleichungen

Nun wollen wir hyperbolische Gleichungen betrachten. Hier ist die Losbarkeit mit
der Selbstadjungiertheit der Operatoren Ag(t) verkniipft. Wieder sei V-.C H C V'
ein Gelfand-Tripel mit reellen separablen Hilbertrdumen V, H, V' und T' € (0, c0).

8.14 Lemma. Sei A € L(V, V") streng koerzitiv. Dann ist A: V — V' ein Isomor-
phismus, und die H-Realisierung Ag: H O D(Any) — H ist ein dicht definierter
und abgeschlossener Operator mit 0 € p(Ag).

Beweis. Fiir die zugehérige Bilinearform a(u,v) := —(Au, v)y/«y gilt nach Voraus-
setzung die Abschitzung a(u,u) > al|ul? (v € V) mit a > 0. Wegen A € L(V, V")
ist |a(u,v)| < [JA||[||ullv]|v|lv, d.h. a: V x V — R ist eine streng koerzitive und
stetige Bilinearform. Nach dem Satz von Lax-Milgram existiert zu jedem f € V'
genau ein v € V' mit

(Au, V)vixv = (f,v)vxy (v EV).

Also ist A: V' — V’ bijektiv und stetig, und nach dem Satz vom stetigen Inversen
ist auch A~! stetig, d.h. A ist ein Isomorphismus.

Nach Definition gilt D(Ag) = A7'(H). Da A ein Isomorphismus ist, gilt

) =AY (V) =V E O,

also ist D(Ap) cven , und damit ist Ay dicht definiert.

Sei (up)nen € D(Ap) mit u, — w in H und Agu, — v in H. Dann gilt auch
Apu, — vin V', und mit der Stetigkeit von A~! erhalten wir fiir ug := A=t

U, = A7 (Auy,) — A7 =g in V.

Damit gilt auch wu,, — ug in H und somit u = ug € D(Ay) und Agu = Au = Auy =
v. Also ist Ay abgeschlossen.

Da A: V — V' ein Isomorphismus ist, existiert zu jedem f € H genau ein u € V
mit Au = f. Nach Definition von Agy gilt u € D(Ay). Also ist Ay: D(Ay) — H
bijektiv, und da Ay abgeschlossen ist, gilt A € L(H) und damit 0 € p(Ay). O

8.15 Lemma. Sei A: [0,T] — L(V, V') eine koerzitive Operatorfamilie, und a: [0,T]x
V xV = R, a(t,u,v) = (A(t)u,v)ywy die zugehirige Bilinearform. Fir jedes
t €[0,T) sind dquivalent:

(i) Die Bilinearform a(t,-,-) ist symmetrisch, d.h. es gilt

a(t,u,v) = a(t,v,u) (u,ve€V).
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(i1) Der Operator Ap(t): H D D(Au(t)) — H ist selbstadjungiert.

Falls dies fiir alle t € [0,T) gilt, so heifst die Bilinearform a (und die Familie A)
symmetrisch.

Beweis. Seit € [0,T] fest. O.E. sei A streng koerzitiv, sonst betrachte A(t) — 5 mit
zugehoriger Bilinearform a(t, u,v) + S{u,v)y. Nach Lemma 8.14 ist A(¢): V — V'
ein Isomorphismus, und Ag(t) ist ein abgeschlossener, dicht definierter Operator
mit 0 € p(Agn(t)).

(i)=(ii): Sei a(t, -, ) symmetrisch. Fiir u,v € D(Ag(t)) gilt dann
(A(t)u,v)g = (A(t)u, v)vixy = —a(t,u,v) = —a(t,v,u) = (A(t)v,u) = (u, A(t)v).

Damit ist Ag(t) ein symmetrischer Operator mit p(Ag(t)) N R # () und damit
selbstadjungiert.

(il)=(i): Falls Ay(t) selbstadjungiert ist, gilt fiir alle u,v € D(Ag(t)) die Gleichheit
a(t,u,v) = a(t,v,u). Da D(Ag(t)) = A(t)"'(H) C V dicht ist und die Bilinearform
stetig ist, gilt diese Gleichheit fiir alle u,v € V', d.h. a(t, -, ) ist symmetrisch. O]

Die zu (A(t)):c(0,r] gehorige hyperbolische Gleichung ist gegeben durch

Ofult) — Atyu(t) = f(t) (t€(0,T)),
u(0) = u, (8-12)

Dabei ist die erste Zeile als Gleichheit in V" fiir fast alle ¢t € (0,T") zu verstehen. Als
Losungsraum werden wir

E:={uc L*((0,T);V)|0u € L*((0,T); H), 0?u € L*((0,T);V')}

betrachten.

8.16 Bemerkung. Es gilt
E = L*((0,7); V)N H'((0,T); H) N H*((0,T); V'),

wie sich sofort aus der stetigen Einbettung V' C H und damit L*((0,7);V) C
L*((0,T); H) ergibt. Nach dem Sobolevschen Einbettungssatz gilt damit auch

E c C([0,T], H)nC'([0,T],V").

Wir betrachten zunéchst die Eindeutigkeit der Losung. Im Beweis werden wir das
Lemma von Gronwall verwenden, das in einfachster Form besagt: Aus der Abschétzung
y(t) < b+ cfoty(s)ds mit b € R und ¢ > 0 folgt y(t) < be.
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8.17 Satz. Sei A € CY([0,T], L(V, V")) koerzitiv und symmetrisch. Falls u € E eine
Losung von (8-12) mit f =0, ug = uy = 0 ist, so gilt u(t) =0 fir alle t € [0,T].

Beweis. Sei s € (0,T) fest. Definiere

:/ Ndr (te [0, s).
0
0

Dann gilt v € H'((0,s); V) C C([0, s], V) mit ;v = w und v(s) = 0. Nach Voraus-
setzung gilt d?u(t) — A(t)u(t) = V' fiir fast alle t € [0, s], und mit partieller
Integration folgt

::AV@w@y—A@m@»wwnwvﬁ
— /OS<8tu(t),u(t)>v/Xv + /08 a(t,u(t),v(t))dt

(man beachte, dass dyu € C([0, 7], V’) mit Ou(0) =0 € V' und v € C([0,T],V) mit
v(s) = 0 gilt). Setze

ai(t,u,v) = —((A)u,v)yixy  (u,v € V).

Dann gilt unter Verwendung der Symmetrie von a

%(a(t,v(t),v(t))) = a(t,v(t),v(t)) + 2a(t, Ow(t),v(t))
= a(t,v(t),v(t)) + 2a(t, u(t),v(t)).

Damit erhalten wir

/0 s jt[ (t, (), v(t) — [lu(®) ] dt - /O anlt,o(t), o(t))dt
=2 [ futt.0(0).0(0) = @), u)urev )it =0

Wegen v(s) = 0 und damit a(s,v(s),v(s)) =0 und u(0) = 0 erhalten wir

lu(s)l[z + a(0,v(0),v(0)) = — /O ar(t, v(t), v(t))dt. (8-13)

‘/@tv M<C/Hv“ﬂt

Aus der Koerzivitdt von a erhdlt man aus (8-13)

Da a; stetig ist, gilt

()l + alloO)7 < Bllv(0)I[F + C/Os [ (®)[I7dt.
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Setze w(t) := v(t) —v(0). Dann gilt w(s) = —v(0) und v(t) = w(t) —w(s). Eingesetzt
erhélt man

Il + o(s) 1 < € (o)l + [ () — w(s) [2at)
< Cullw(s)|% + 20 sw(s) |2 + 20, / ).

Mit Cauchy-Schwarz gilt
ol = 101 = || [ wwr]) <5 [ uolRa
und damit
)l + (1= 2008)u(s) I < Co [ () -+ o) 7).

Betrachtet man nun s mit 2C}s < %, so folgt aus dem Lemma von Gronwall u(s) =

0, w(s) =0 (s €0, ﬁ]) Dieselbe Argumentation liefert nun v = 0 in [ﬁ, %] etc.

Also gilt u = 0. [

8.18 Satz (Losbarkeitssatz fiir hyperbolische Gleichungen). Sei A € C'([0,T], L(V, V"))
koerzitiv und symmetrisch. Dann existiert zu jedem f € L*((0,T); H), ug € V und
uy € H genau eine Lisung u € E von (8-12). Die Abbildung

(f,uo,u1) = (u, ),
L2((0,T); H) x V x H — L*((0,T): V) x L*((0,T): H)

15t stetig.

8.19 Bemerkung. a) Fiir eine Losung u € E folgt f = 0?u — Au € L*((0,T); V).
Im Satz wird aber die héhere Regularitit f € L*((0,7T); H) verlangt. Insbesondere
besagt der Satz nicht, dass die Abbildung u — (f, ug,u1), E — L*((0,T); H)xV x H
ein Isomorphismus von Hilbertrdumen ist. Hier liegt also keine maximale Regularitét
vor.

Beweis von Satz 8.18. Die Eindeutigkeit der Losung wurde schon in Satz 8.17 ge-
zeigt. Fiir die Existenz verwendet man dasselbe Schema wir im parabolischen Fall:

(i) Galerkin-Approximation:

Sei (vp)neny C V' eine Orthonormalbasis von V, sei V,, := span{vy,...,v,}, und
seien P,: H — V,, die orthogonale Projektion in H auf V,, und P,: V — V,, die
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orthogonale Projektion in V' auf V,,. Wir definieren w, = Y | ¢;,(t)v; als Losung
der gewohnlichen Differentialgleichung

<5’t2un(t), Uj>V’><V — (A(t)un(t), Uj>V’><V = <f<t>, Uj)V’XV (] = 1, e ,n),
un(0) = P(uo), (8-14)
Oy (0) = Py (uq).
Man erhélt eine gewohnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung fiir die Koeffizi-

enten ¢;, mit eindeutiger Losung ¢, (t) = (¢in(t))iz1,.. n. Fiir die zugehorigen eindeu-
tigen Losungen u, von (8-14) gilt u,, € C1([0,T],V) N H?((0,T); V).

(ii) Energieabschitzung fiir die Losungen der endlich-dimensionalen Systeme:

Wegen u, € C'([0,T],V) mit dyu,(t) € V, kénnen wir in (8-14) v; durch dyu,(t)
ersetzen und erhalten

(OFun(t), Orun () ir — (A()un(t), Opun(t))vixy = (f(t), un(t))visv.  (8-15)
Mit 04| Ostun ()]|3 = 2(0%un(t), Opuun (1)) g und
Bt un (£), un(t)) = ay(t, un(t), un(t)) + 2a(t, un(t), Ot (t))
erhéilt man aus (8-15)
18un ()17 = 100 ()77 + alt, wn(t), un(t)) — a(0, un(0), un(0))

— /Ot (2(852un(8), Ostin(8)) 1 + as(8, Un(8), un(s)) + 2a(s, un(s), 0sun(s))>ds

t
— [ (0 ta().a(5)) + 207(6). Dt () s
0
Aus der Koerzivitdt von a und der Stetigkeit von a und a; folgt
10y ()77 + exllun (15 < 1185 (0) 7 + Bllun ()17 + Cillun(0)[f5-

+01/0 ||un(8)||2v6l=9+2/0 1f () |11 Osun(s) || sl

Wegen

a1 <l (01 + / oun(s)luds)” < € (lua )1} + / ouun(s)yds)

folgt
vl + N (01 < Ca 10, O + a0 + [ 11
[ (10 + ()1 )]
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Wir wenden das Gronwall-Lemma an und erhalten

t
w0+ Nan(I < € (10O + O + [ 1)),
Mit |0y, (0) || < ||usllzr, |un(0)||v < |luolly und f € L2((0,T); H) erhilt man

tn || 22¢0,1):v) + [|0¢tin || 20,11y < C(HUOHV + ||| g + ||f||L2((0,T);H)>~

(iii) Schwache Konvergenz der approximativen Losungen:

Nach (ii) sind die Folgen (u,), C L*((0,7);V) und (dyun), C L*((0,T); H) be-
schriankt. Somit existiert eine Teilfolge (0.E. wieder mit (u,,), bezeichnet) mit

u, — win L*((0,T); V) (und damit in L*((0,7); H)),
O, — zin L*((0,T); H).

Fiir ¢ € 2((0,T)) und v € Vi gilt

/0 @' (t)(u(t), v) gdt = (u, &' (-)v) L2((0,1);10)

= nh_{{.lowm ©'()0) 2(0,r)s0) = — nli_g)lowtum ©()v)L2((0,1): 1)

T
= (e Chiacomn = — | PO, vhudr
0
Also ist yu = z und damit u € L*((0,7);V) N HY((0,T); H) sowie u,, — u in
HY((0,7); H).
(iv) Der schwache Grenzwert ist eine Losung der Gleichung:

Die Abbildung ~vo: H'((0,T); H) — H, u + u(0) ist stetig und damit nach Be-
merkung 8.19 b) schwach stetig. Also gilt u,(0) — «(0) in H. Andererseits gilt
1, (0) = Poug — ug in V und damit u, (0) = uo in H und insbesondere u,,(0) — g in
H. Mit der Eindeutigkeit des schwachen Grenzwerts (Lemma B.4 b)) folgt w(0) = uy.
Die Gleichheit 0,u(0) = u; zeigt man wie im parabolischen Fall.

Wiederum fiir ¢ € 2((0,7)) und v € Vy folgt aus (8-14) mit partieller Integration

_/0 (¢'(t)(0tun(t),v>H—|—gp(t)(A(t)un(t),wvfxv)dt:/O o) {(f(t),v)ydt.

Aus u, — v in L*((0,7);V) und A € C([0,T], L(V,V")) folgt nach Lemma B.7
Au, — Au in L*((0,T); V). Damit erhalten wir fiir n — oo

_ /0 (@ (O@ut), V) + PO (A u(t), v)yrer ) dt = /0 S F(E), V) .
Damit gilt 02u = Au+ f € L*((0,T); V'), d.h. u ist eine Lésung von (8-12). O
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8.20 Satz (Hohere Regularitit). Fir j € Ny sei g; iterativ definiert durch

go ‘= Uo,
g1 = U1,
s = (@) g0 + (21)(0) (5 € No).

Sei A € C'([0,T7], L(V, V’)) koerzitiv und symmetrisch. Fir ein k € Ny gelte f €
H*((0,T):H), #A € C([0,T), L(V,H)) fir j =1,...,k+ 1 sowie die Kompatibi-
litatsbedingungen

90s 9159k €V, grt1 € H.

Dann gilt fir die (nach Satz 8.18 existierende und eindeutige) Lisung u von (8-12)
die héhere Regularitit

uw€ H*((0,7); V)N H*((0,T); H) " H*2((0,T); V).

Beweis. Fiir k = 0 ist dies genau die Aussage von Satz 8.18. Fiir £ > 0 kann man
den Satz mit Induktion iiber k beweisen, wobei wir hier nur den Schritt von k£ = 0
auf £ = 1 ausfithren, der allgemeine Schritt geht analog.

Seien also f € H'((0,T); H), uop,u; € V, go = A(0)ug + f(0) € H sowie ;A €
C([0,T], L(V, H)). Formales Differenzieren der Gleichung (8-12) liefert
0ju(t) — A(t)Opu(t) = (0, A)()ult) + 8 f(t) (t € (0,T)),
8tu(0) = Uy,
O2u(0) = A(0)ug + £(0).

Wegen u € L*((0,7);V), 0;A € C([0,T),L(V,H)), uy € V sowie A(0)ug + f(0) €
H sind die rechten Seiten dieses Anfangswertproblems so glatt wie in Satz 8.18
vorausgesetzt. Damit besitzt das Problem

Ofv(t) — At)u(t) = (0. A)(u(t) + 0 f(t)  (t € (0,T)),
v(0) =u
9rv(0) = A(0)uo + £(0)

eine eindeutige Losung v € E. Um zu zeigen, dass 0,u = v gilt, definieren wir

z(t) == g +/0 v(s)ds (t€0,T7).

Dann gilt 8,2 = v sowie z € H3((0,7);V’) c C*0,T],V’), und wegen dyv €
H'((0,T); V') erhalten wir

022(t) = Ow(t) = 9,v(0) + /Ot(afv)(s)ds
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= A(0)up + f(0) + /0 (A(s)v(s) + (0, A)(s)u(s) + (Dsf)(s))ds
= A(0)up + f(t) + /0 (A(s)v(s) + (0sA)(s)u(s))ds

als Gleichheit in V" fiir fast alle t € [0, T']. Partielle Integration liefert wegen 0s(A(s)z(s)) =
(0sA)(s)z(s) + A(s)v(s) die Gleichheit

t
0;=(t) = A(t)=(t) + f(t) +/ (0sA)(u(s) — 2(s))ds  (t € (0,T)).
0
Somit erfiillt die Funktion w := z — u € E die Gleichung

OPw(t) — A(Hw(t) = —/0 (0sA)(s)w(s)ds (t € (0,71)),

w(0) =0,
Jyw(0) = 0.

Wir betrachten diese Gleichung im Intervall ¢ € (0,7) mit festem 7 € (0,7]. Die
rechte Seite ist in L2((0,7); H), und die Stetigkeitsaussage von Satz 8.18 liefert

t 2 T
/O(GSA)(s)w(s)dSHHdtSC/O HwH%2((0,t);H)dt-

leolaomr < C /

Hier wurden Cauchy-Schwarz in L?((0,t); H) sowie dsa € L*((0,7); L(V, H)) be-
nutzt. Fiir die Funktion F(7) := ||w||i2((07T);H) gilt also die Abschéitzung

Fr) < C/TF(t)dt (r € (0,T)),

und mit dem Lemma von Gronwall folgt £ = 0, d.h. w(t) =0 (¢ € [0,77]). Also gilt
z = u und damit dyu = v € E, was die hohere Regularitéit von u beweist. O

8.21 Bemerkung. a) Aus der angegebenen Regularitéit von u folgen unter Ver-
wendung der Gleichung weitere Regularitéiten. Z.B. erhélt man fiir £ = 1 wegen
uw e H*((0,T); H) die Aussage Au = 9?u — f € L*((0,T); H). Falls etwa A(t) = Ay
unabhiingig von ¢ ist, heiBt dies u € L?((0,T); Dy (Ay)).

b) Die Bedingung &/A € C([0,T], L(V, H)) ist sehr stark und durch die fehlende
maximale Regularitdt bedingt. Falls A unabhéngig von ¢ ist, ist diese Bedingung
trivialerweise erfiillt. Im Beweis sieht man, dass die folgende Bedingung ausreicht:
Fiir alle £ € 0,...,k — 1 ist (07 A)(9fu) € L*((0,T); H). Da u auch eine hohere
Regularitdt im Sinne von a) besitzt, ist auch eine Abschwéchung der Bedingungen
A e C([0,T), L(V, H)) moglich (z.B. falls Dy (A(t)) unabhingig von t ist).
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c¢) Es ist kaum moglich, eine explizite Formel fiir ¢g; anzugeben. Fiir die Losung u
gilt nach dem Satz

u € H*((0,T); V)n H*((0,T7); H) c C**([0,T],V) nC*([0,T], H).

Unter Verwendung der Gleichung sieht man, dass g; = (9/u)(0) gilt, und die Kom-
patibilitatsbedingungen besagen, dass die (aufgrund der Glattheit existierenden)
Grenzwerte von v und von den rechten Seiten gleich sind, d.h.

9= @))€V (j=0,....k—1), g = (Ofu)(0) € H.
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c) Nichtlineare Gleichungen

Im Folgenden sei X ein reflexiver Banachraum und X’ sein topologischer Dualraum.
Unter einem Operator A: X — X' ist ab sofort nicht notwendigerweise eine lineare
Abbildung gemeint. Man schreibt {iblicherweise auch fiir nichtlineare Operatoren
Au = A(u).
8.22 Definition. Sei A: X — X', u — Au ein Operator.
a) A heifit monoton, falls

(Au— Av,u —v)xxx >0 (u,v € X).

Falls sogar ,,>* gilt, so heifit A strikt monoton. Der Operator A heifit stark monoton,
falls ein ¢ > 0 existiert mit

(Au— Av,u — v)xinx > cllu—v||%  (u,v € X).

b) A heifit koerzitiv, falls

) (AU, U)X’XX
hm _ =
fullx o0 [Jul|x

¢) A heiBt beschrinkt, falls beschrinkte Mengen in X auf beschrinkte Mengen in
X' abgebildet werden.

d) A heit hemistetig, falls fiir alle u,v,w € X die Abbildung
s (A(u+ sv),w)xi«x, R >R

stetig ist.

8.23 Satz. Sei A: X — X' ein Operator.

a) Falls A stark monoton ist, so ist A koerzitiv.

b) Sei A monoton und hemistetig. Dann gilt:

(i) A ist maximal monoton, d.h. falls fir w € X und b € X' die Ungleichung
(b—Av,u —v)xxx >0 (veX) gilt, so folgt Au=b.

(i1) Sei (un), C X eine Folge mit v, — u in X und Au, — b in X' sowie
lim sup,,_, o (A, un) xrxx < (b,u)x/xx. Dann gilt Au=b.
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Beweis. a) Es gilt (Au,u)xxx = (Au — A(0),u)xrxx + (A(0), u)xrxx > c|lul)% —
|A(0) ]| x||u||x und damit

<AU, u)X’XX

> dlulx = [AQO)]x = oo ([lullx = o0).
[[ullx

b) Sei A monoton und hemistetig, und seien u, b wie in (i) gegeben. Fiir festes w € X
setzt man v :=u — sw (s > 0) und erhélt

0<(b—Av,u—v)xxx = b— A(u — sw),w) xr«x-

Fiir s N\ 0 folgt unter Verwendung der Hemistetigkeit (b — Au,w)x/«xx > 0. Ersetzt
man w durch —w, erhélt man analog (b — Au, w)x/xx < 0. Somit gilt Au=bin X',
d.h. A ist maximal monoton.

Sei nun (u,), C X eine Folge wie in (ii). Dann gilt fiir alle v € X
(Atp, un) xix — (Av, Up) xrxx — (Auy — Av,0) xrwx = (Aup — Av,up — 0) xrxx > 0.
Man nimmt von dieser Gleichung den lim sup,,_,., und erhilt

(byuyxrwx — (Av,u) xixx — (b — Av,v) xixx >0

und damit (b — Av,u —v)x/xx > 0 (v € X). Nach (i) gilt Au = b. O
Im Folgenden sei wieder V- C H C V' ein Gelfand-Tripel mit reellen separablen
Hilbertraumen V, H. Gegeben sei jetzt eine Familie (A(Z, -))sejo,r] von nicht notwen-

digerweise linearen Abbildungen A(t,-): V' — V’. Wir betrachten die parabolische
nichtlineare Gleichung

Opu(t) — A(t,u(t)) = f(t) (€ (0,T)),

u(0) = uo. (8-16)

Wieder werden wir die erste Gleichung dabei als Gleichheit in V"’ fiir fast alle ¢ €
(0,7T) auffassen.

Zur Operatorfamilie (A(t,-)).ejo,r] betrachtet man den Operator

A: L*((0,7); V) — L*((0,T); V'), u s A(-,u(-)).

8.24 Satz. Gegeben sei eine Familie nichtlinearer Operatoren (A(L,-))icjo.r)- Fol-
gende Voraussetzungen seien erfillt:
(1) Beschrinktheit: Es existiert ein v € L*((0,T)) mit
[A( 0)lv: < Cly(8) + llvflv) (£ € (0,T), veV).

obert Den 5. 2. 201¢
Rot Denk 15. 2. 2013



8. Energiemethoden fiir nichtautonome Evolutionsgleichungen 101

(11) Hemistetigkeit: Die Abbildung [0,T] x R — R, (¢,s) — (A(t,u + sv),w)vrxy
ist stetig fiir alle u,v,w € V.

(i1i) Koerzitivitit: Es gibt a, 8 > 0 so, dass fir alle t € [0,T] und alle w € V
—(A(t, w), wpvrxv = allullf, — BllullF gilt.

(iv) Monotonie: Fir alle t € [0,T] ist der Operator —A(t,-): V.— V' monoton.

Dann existiert zu jedem f € LQ((O, T); V') und zu jedem uy € H genau eine Lisung
we L*((0,T); V)N HY((0,T); V') von (8-16).

Beweis. (i) Wir zeigen zunéchst, dass der Operator —A: L*((0,7); V) — L*((0,T); V")
beschrinkt, hemistetig und monoton ist. Fiir u,v € L*((0,7); V) gilt

/O<A(t7U(t)),v(t)>wvdtSO/O (v(#) + @[V [[o@)[lvdt

< C(IVlle2co,my) + Null 2oy vl 2oy

also ist A beschrankt. Die Hemistetigkeit ergibt sich analog mit majorisierter Kon-
vergenz aus der Hemistetigkeit von A(t, -). Die Positivitdt von —A folgt sofort aus

—/0 (A(t,u(t)) — At,v(t)), u(t) — v(t))vrxydt >0 (u,v € L*((0,T); V).

(ii) Galerkin-Approximation:

Sei {vy, fneny C V eine Orthonormalbasis von V| V,, := span{vy,...,v,} und P,,: H —
V,, die orthogonale Projektion in H auf V. Sei ferner (f,)nen C C([0,7],V’) eine
Folge mit f,, — f in L?((0,T);V"'). Wir betrachten die Differentialgleichung in V,,

(Otn, vi)visy — (At un(t)), vi)vixy = (fult), vi)vixy (€ (0,T)),

un(0) = Pyuo. (8-17)

Fiur u,(t) = Yo, cn(t)vi, cu(t) = (cm(t))i:1 . erhélt man folgendes System
gewohnlicher Differentialgleichungen:

Myen(t) = G(t, ca(t)) = Fu(t) (€ (0,T)),

Cn(()) o (8-18)
mit
M = (<Uivvj>H)z‘j:1 ..... n’
Gt cn(t)) = (A S0y Cin(D0), 0)vrv), Ly
Fu(t) o= ((fal®)vi)vrev) oy,

.....
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Nach Voraussetzung ist G: [0,7] x R" — R" stetig, ebenso F,: [0,7] — R™. Die
Matrix M € R™ "™ ist symmetrisch und positiv definit. Nach dem Satz von Peano
(Satz C.2) existiert eine maximale Losung ¢, € C'([0,t,), R") mit ¢, > 0. Fiir die
zugehorige Funktion w, gilt u, € C1([0,t,),V,) € C1([0,t,), V).

(iii) Energieabschitzung und schwache Konvergenz:

Setzt man in (8-17) punktweise u,(t) € V,, statt v; ein, erhdlt man

Sl (1) — (A wa(0)), (D = (D) unDrcy (1 € (0,8)). (19)

Unter Verwendung der Koerzivitéit erhédlt man

%&:Ilun(t)llfq +allun () < Blun®l + (fat), un®)viy (¢ € (0,t)).

Wie im Beweis von Satz 8.8 folgt daraus fiir alle 7 € (0, ¢,,)

JanE + [ lun(® e < C(lually + 1alsgamn)- (520
0
Die rechte Seite héngt nicht von 7 ab. Da M positiv definit ist, gilt
(TP < Cen(r) Men(r) = C Y cinlT)ejn(7) (s v3) 1 = Cllun(T)IFr-
ij=1

Also ist |¢,(7)| durch eine von 7 unabhéngige Grofie beschriankt. Nach Satz C.3 folgt
t, > T und damit u, € C'([0,T],V).

Wegen (8-20) sind (ty, )neny € L2((0,T); V) und (,,(T))neny C H beschriinkt. Da nach
Voraussetzung A ein beschréinkter Operator ist, ist auch (Auy)nen C L2((0,T); V")
beschriankt. Nach Ubergang zu einer Teilfolge gilt also

u, — uin L*((0,T); V),
un(T) = uy in H,
Au,, — win L*((0,T); V).

(iv) Der schwache Grenzwert ist eine Losung der Gleichung:

Analog zum Beweis von Satz 8.9, Teil (iii), betrachtet man ¢ € D((0, 7)) und v € Viy
und erhalt fir n > N

- / (1) tn(£), 0) eyt — / SOA(E, un(t)), )yt = / (a0, )yt

Fiir n — oo erhdlt man aufgrund der obigen schwachen Konvergenzen und der
Konvergenz f, — f in L?((0,7); V")

- /0 & () ult), vy dt — /0 S0 (w(t), V)t = /0 F(1), o)t
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Dies zeigt dyu = w + f € L*((0,T); V") sowie u,, — u in H'((0,7); V') und damit
un(T) — u(T) in H. Genauso wie im Beweis von Satz 8.9 sieht man u(0) = uy.

Zu zeigen ist noch w = Au. Integriert man (8-19) tiber (0,7), so erhélt man

— [ At ). )it = SO e [ 00t

Es gilt u,(0) — u(0) in H, u,(T) = «(T") in H und damit liminf, . ||u,(T)] >
|u(T)|| (siehe Lemma B.4 ¢)). Mit Lemma B.4 d) folgt

Aamm%wwwﬁﬁlammmmmm (n — o).

Damit erhalt man

n—o0

lim sup ( . /0 T(A(t, un(t)), un(mwvdt)

<

DN | —

IOl = 5T+ [ (O, )

:—/O (w(t), u(t))y«vdt.

Dabei gilt die letzte Gleichheit wegen w = Oyu — f. Der Operator —A ist nach
(1) monoton und hemistetig, und die Folge (uy,)nen erfiillt die Voraussetzungen von
Satz 8.23 b) (i). Nach diesem Satz gilt Au = w, d.h. u ist eine Losung der Gleichung.

(v) Eindeutigkeit: Seien uy, us Losungen von (8-16). Dann folgt
Orllus (t) — w2 (Bl = (At ua(t)) = At uz(t), ur () — wa(t))viv <0 (¢ € (0,7))

sowie u1(0) = u9(0) und damit u; = us. O
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A. Elemente der Sobolevraumtheorie

A.1 Worum geht’s? In diesem Anhang sollen einige Ergebnisse aus der Theorie
der Sobolevrdume zitiert werden. Dabei wird nicht in jedem Fall Wert darauf gelegt,
die Differenzierbarkeitsbedingungen an das Gebiet minimal zu wahlen.

Im folgenden sei D := —i(0y,, ..., 0, ), und 2 C R™ ein Gebiet. Zum € Nist C" ()
definiert als die Menge aller stetigen Funktionen f: {2 — C, welche eine Fortsetzung
f € C™(U) mit einer offenen Teilmenge U D Q besitzen. Die Konstanten C, C, Cy
in den folgenden Aussagen sind wieder generische Konstanten.

Zunéchst zitieren wir noch eine Variante der Hélderschen Ungleichung.

A.2 Satz (Holder-Ungleichung). Seien 1 < p,q,r < oo mit %—i—% = % Dann ist fiir
f e LP(Q) und g € L) das Produkt fg € L"(2) und

1£gllr@) < I fllzr@llgllzoce)

A.3 Definition. Sei 1 < p < oo und m € N. Dann ist der Sobolevraum W;"(€)
definiert als die Menge aller u € 2'(2) mit D € LP(2) (|a] < m). Die Norm auf
W (€2) ist gegeben durch

1/p
[l = Tl = (30 1D%ul30)
|| <mn.
Man definiert auch noch die Seminorm

1/p
[t = llwpe = (30 1Dulg) "

|a|=m
Im Fall p = oo modifiziert man wie iiblich.

Man beachte, dass || - [lopo = || - [|r(@)-

A.4 Satz. a) Der Sobolevraum W () ist ein Banachraum.

b) Sei H'(Q) die Vervollstindigung von {u € C™(Q) : ||[ul|mpo < oo}. Dann gilt
HM(SY) = W (Q).

c¢) Falls 05) die Segmentbedingung erfillt, so ist die Menge {ulq : u € Z(R")} dicht
in Wi(§2).

A.5 Satz (Sobolevscher Einbettungssatz). a) Falls Q0 der Kegelbedingung geniigt,
so gilt firm € N und p € [1,00) mit mp > n und j € Ny die Einbettung

Wy(Q) < C(Q),
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d.h. jedes u € WZ’)”H(Q) ist nach Anderung auf einer Nullmenge eine Funktion in

CJ(Q), und die Abbildung u — u, W(Q) — CJ(Q) ist stetig.

b) Falls Q die starke lokale Lipschitzbedingung erfillt, so kann in a) CJ(Q) durch
C7(Q) ersetzt werden, und es gilt sogar Wit™(Q) < C°7(Q) fir alle X € (0,1) mit
A<m-—=2

- p

A.6 Satz (Gagliardo-Nirenberg-Ungleichung). Sei € ein Lipschitz-Gebiet, und sei-
enm € N und p,p; € (1,00) gegeben mit

n /1 1
0<7‘::—<———><1.
m\p N

Dann gilt W () < Ly, (2) und

lullopue < Cllullh, palluloye  (u€ W Q).

A.7 Satz (Interpolations-Ungleichung). Sei 1 < p < oo, sei §2 ein Gebiet, welches
die Kegelbedingung erfillt, und seien m,k € N mit 0 < k < m. Dann gilt mit 7 := %
die Abschdtzung

[ulep < Cllull},pollulloyl  (we W (Q).
Fiir jedes € > 0 existiert eine Konstante C(e) > 0 mit

[ulkpo < elulmpa + CE)|[uflope;

[ullkpo < ellullmpa +CE)l[uflopo
Beweis. Siehe z.B. [1], Theorem 5.2. O

A.8 Satz (Dritte Poincaré-Ungleichung). Fiir u € HY(R?) gilt (z — “2)) € L2(R?)

||

und ()
u(x
= <2||V 2(R3)-
H<x |z] )‘ L2(R8) — IVellzee)
Beweis. Siehe z.B. [6], Lemma 3.16. O
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B. Anmerkungen zur schwachen Konvergenz

B.1 Worum geht’s? In diesem Abschnitt werden einige Aussagen iiber schwache
Konvergenz in Banachrdumen wiederholt und zusammengefasst.

Im Folgenden sei (X, || - ||) ein Banachraum. Fiir x € X und ¢ € X’ schreibt man
(0, 1) xrex = ().

B.2 Definition. a) Eine Folge (z,,),en C X heifit schwach konvergent gegen = € X,
falls (o, Zn)xxx = (p, ) x'xx (¢ € X') gilt. Man schreibt z,, — .

b) Eine Folge (¢ )neny € X' heifit schwach-*-konvergent gegen ¢ € X', falls fiir alle
r € X gilt: (o, ) xxx — (0, 2) x7xx. Man schreibt ¢, — .

B.3 Bemerkung. Aus Normkonvergenz folgt schwache Konvergenz in X, aus schwa-
cher Konvergenz folgt schwach-*-Konvergenz in X’. In endlich-dimensionalen Raum-
en stimmen die Normtopologie und die schwache Topologie iiberein, und eine Folge
konvergiert genau dann in der Norm, wenn sie schwach konvergiert.

B.4 Lemma. a) Falls x, — x in X, so ist (x,)neny C X beschrinkt.

b) Falls z,, = x in X und xz, — y in X, so gilt x = y.

c¢) Falls x, — x in X, so gilt ||z|| <liminf, . ||z,]-

d) Falls x,, = x in X und @, — ¢ in X', so gilt (on, Tn)x'xx — (£, ) x1xx-

e) Falls z,, — x in X und @, = ¢ in X', 50 gilt (On, Tn)xrxx — (0,2 x1xx-

Beweis. Siehe z.B. [3], Abschnitt 15.2. O

B.5 Satz. Sei X reflexiv. Dann ist die Menge B(0,1) :== {z € X : ||z| < 1}
schwach folgenkompakt. Falls (x,,)nen C X eine beschrinkte Folge ist , dann existiert
eine Teilfolge (xp, )ken und ein x € X mit x,, — x (k — 00).

Beweis. Siehe [3], Satz 15.26. O

B.6 Lemma. Sei X reflexiv und (x,)neny C X beschrankt. Falls alle schwach kon-
vergenten Teilfolgen von (z,), schwach gegen denselben Grenzwert x konvergieren,
so konvergiert die gesamte Folge (x,), schwach gegen x.
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Beweis. Falls x,, nicht schwach gegen x konvergiert, dann existiert ein ¢ € X', ein
e > 0 und eine Teilfolge (z,, )reny mit (@, ,, — ) xxx| > € (k € N). Nach Satz B.5
besitzt aber (z,, ), wieder eine schwach konvergente Teilfolge, welche nach Voraus-
setzung schwach gegen x konvergiert, im Widerspruch zur obigen Ungleichung. [

B.7 Lemma. Seien X und Y Banachriume und F € L(X,Y). Dann ist F auch
schwach stetig, d.h. aus x, — x in X folgt auch Fx, — Fx inY.

Beweis. Dies folgt sofort aus der Stetigkeit des adjungierten Operators F' € L(X',Y”),
da damit fiir alle ¢ € Y’ wegen F'yp € X' gilt:

<S0,F£En - F$>Y'xY = <S0 ol x, — x)X/xX = <F/f7 Tn — -’E>X/xX — 0 (n — OO)~

O
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C. Satze aus der Theorie gewo6hnlicher
Differentialgleichungen

C.1 Worum geht’s? Hier wird der in der Vorlesung verwendete Satz von Peano
formuliert sowie eine Aussage iiber das maximale Existenzintervall formuliert.

Der Beweis der folgenden beiden Sétze findet sich z.B. in [14].

C.2 Satz (Existenzsatz von Peano). Sei G C R offen, f: G — R" stetig und
(to, o) € G. Dann existiert ein § > 0 und eine Funktion v € C'(J5) mit Js := [to —
J,to+4]) so, dass (t,x(t)) € G fir allet € Js gilt und x in Js die Differentialgleichung

Owx(t) = f(t,z(t)), z(0) = o (3-1)
lost.

Dies ist eine Aussage iiber die lokale Losbarkeit. Jede Losung lédsst sich zu einer ma-
ximalen Losung fortsetzen. Dabei heifit eine Losung z: J, — R™ von (3-1) maximal,
falls fiir jede Losung z: Jz — R”™ von (3-1) mit J, C Jz und z|;, = = bereits folgt
Jz = Jy.

C.3 Satz. In der Situation von Satz C.2 sei x: J, — R™ eine maximale Losung
von (3-1). Dann ist J, = (t_,t;) ein Intervall, wobei fir t, eine der folgenden
Alternativen gilt:

(i) t. = o0, d.h. x ist eine globale Lisung nach rechts,
(ii) t4 < oo und liminf,,, dist((¢,z(t)),0G) =0,

(iii) t, < oo, liminfy, ., dist((¢,z(t)),0G) > 0, limy_¢, |2(t)] = oo.

Der letzte Satz besagt insbesondere fiir den Fall G = (o, 00) x R", dass jede lokale
Losung entweder global existiert oder in endlicher Zeit einen blow-up besitzt, d.h.
es gilt |z(t)] — oo fiir t — ..
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