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1. Grundlagen: Zahlen, Funktionen, Gruppen

Worum geht’s? In diesem ersten Kapitel werden einige grundlegende Begriffe wie
Mengen und Abbildungen vorgestellt, daneben werden die wichtigsten Zahlkoérper und
ihre Eigenschaften diskutiert. Neben den rationalen Zahlen und den reellen Zahlen tau-
chen hier auch die komplexen Zahlen auf, welche als Erweiterung der reellen Zahlen
gesehen werden konnen. Alle diese Zahlkorper besitzen dhnliche Rechenregeln; forma-
lisiert wird dies durch den Begriff der Gruppe und des Korpers. Mit den natiirlichen
Zahlen verbunden ist ein wichtiges Beweisprinzip, das der vollsténdigen Induktion.

a) Mengen und Abbildungen

Zentrale Grundlagen der Mathematik sind die Begriffe “Menge” und “Abbildung”,
wobei wir uns auf die sogenannte naive Mengenlehre beschranken. Eine Menge ist
danach eine “Zusammenfassung von (endlich oder unendlich vielen) Objekten (Ele-
menten) zu einem Ganzen”. Schreibweisen fiir Mengen sind etwa M = {1,5} oder
M = {x|z ist eine gerade natiirliche Zahl}. Wir werden die folgenden Mengen von
Zahlen verwenden:

N:={1,2,3,...} (natiirliche Zahlen),
Ny :=NU{0} ={0,1,2,...},
Z:={x|r e Nyoder —x € Ny} (ganze Zahlen),

Q:={z|z= ™ fiir ein m € Z und einn € N} (rationale Zahlen),
n

R : reelle Zahlen.

Fiir die leere Menge schreibt man () oder {}. Wir verwenden folgende Schreibweisen
fiir die Beziehung zwischen Mengen:

x € M : z ist Element von M,

x & M : x ist nicht Element von M,
M C N : M ist eine Teilmenge von N,
M C N : M ist echte Teilmenge von NV,

MUN :={z|x € M oder x € N} (Vereinigung),
MNN:={z|zeMundz € N} (Durchschnitt),

M\N :={z|ze Mundz ¢ N} (Komplement von N bzgl. M)

Bei gegebenen zwei Mengen X und Y werde jedem z € X genau ein Element in Y
zugeordnet, welches f(x) genannt wird. Dann heifit diese Zuordnung eine Abbildung
oder Funktion von X nach Y. Man schreibt f: X — Y, 2 — f(z). Dabei heiit X
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2 1. Grundlagen: Zahlen, Funktionen, Gruppen

der Definitionsbereich oder die Definitionsmenge von f, und R(f) := f(X) :={y €
Y | Es gibt ein z € X mit y = f(x)} heifit der Wertebereich von f.

Ein Beispiel einer Funktion ist f: [-1,1] — R, z — /1 — 22. Hier sind der Defi-
nitionsbereich [—1, 1] und der Wertebereich [0, 1]. Die Formulierung “die Funktion
V1 — 22”7 ist aus Sicht der Mathematik nicht prézise genug, so fehlt die Angabe
des Definitionsbereiches. Préziser wiirde man schreiben “die Funktion [—1,1] —
R, z +— /1 — 22”. Oft wird auch nicht unterschieden zwischen der Funktion f und
dem Funktionswert f(z), d.h. statt “die Funktion f(z)” sollte es besser heiflen “die
Funktion z +— f(z)” oder “die Funktion f”.

1.1 Definition. (i) Fiir zwei Funktionen f: A — B und ¢g: C' — D mit f(A) C
C heift h:=gof:A— D,z g(f(z)) die Verkettung oder Verkniipfung
oder Komposition von f und g.

(i) Fur f: X = Y heiBt G(f) := {(z, f(z)) |z € X} C X x Y der Graph von f,
wobei X XY :={(z,y) |z € X, y € Y} das kartesische Produkt von X und Y
ist.

(iii) Eine Funktion f: X — Y heifit injektiv, falls aus f(x;) = f(x2) folgt: x; = xs.
Die Funktion f heiit surjektiv, falls f(X) = Y gilt, und bijektiv, falls sie
injektiv und surjektiv ist. Fiir eine bijektive Funktion ist die Umkehrfunktion
f~1:Y — X definiert.

Die obigen Funktion f: [—1,1] = R, x — /1 — 22 ist weder injektiv noch surjektiv.
Hingegen ist g: [0,1] — R,z — /1 — 22 injektiv und h: [0,1] — [0, 1],z +— /1 — 22
sogar bijektiv. In diesem Fall ist die Umkehrfunktion A~! definiert (und wieder durch

y — /1 —y? gegeben).

Manchmal werden in der Mathematik Abkiirzungen fiir logische Schliisse und Quan-
toren verwendet. Fiir Aussagen A und B, welche die Wahrheitswerte “wahr” oder
“falsch” annehmen konnen, schreiben wir —A fiir die logische Negation von A, AA B
fiir “sowohl A als auch B”, AV B fiir “entweder A oder B (oder beide)” und A = B
fiir “aus A folgt B”. Es werden manchmal auch die Quantoren V (fiir alle) und 3 (es
existiert) benutzt, z.B. in den beiden wahren logischen Aussagen

VieR:(z+1) =2 +2r+1

oder
GreR:22=2

(z.B. © = v/2). Die erste Formel schreiben wir in diesem Skript auch in der Form

(z+1)?2=2"+2r+1 (z€R).
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1. Grundlagen: Zahlen, Funktionen, Gruppen 3

b) Reelle Zahlen, Gruppen und Kérper

Eine wichtige Beweismethode (welche mit der Axiomatik der natiirlichen Zahlen
verkniipft ist) ist die vollstindige Induktion. Dabei sei A, fiir jede natiirliche Zahl n
eine Aussage. Um die Wahrheit aller Aussagen Aj, As, As, ... zu beweisen, geniigen
die folgenden beiden Schritte:

(i) Induktionsanfang: Die Aussage A; ist wahr.

(ii) Induktionsschritt: Falls die Aussagen A,, wahr ist, so ist auch die Aussage 4,11
wahr.

Dazu ein Beispiel.

1.2 Lemma. FdrallenENgilt1+2+---+n=@~

n(nJrl) 9

Beweis. Sei fir n € N die Aussage A, gegeben durch “1 +2+ .- +n = =5

Wir beweisen die Giiltigkeit aller A,, durch vollstandige Induktion.
1(141) .

(i) Induktionsanfang n = 1: A; ist wahr, da 1 = =5 gilt.

(ii) Induktionsschritt n +— n + 1: Wir diirfen A,, als wahr annehmen und miissen
A1 zeigen. Es gilt

1424+ n+1)=[14+24-+n|+(n+1)

n(n+1) (n+1)(n+2)
=T+(n+1): 5 :

also ist auch A, wahr.

]

Fiir die Aussage in obigem Lemma kann man folgende abkiirzende Schreibweise
verwenden:

1.3 Definition. Fiir m,n € Z mit m < n und Zahlen a; fir k =m,m+1,...,n
schreibt man

Z ax = Ay + a1 + -+ a, (Summe),

k=m

H . = Ay * Qg1 - - - .- @y, (Produkt).
k=m

Falls m > n, so setzt man  ;_ a; := 0 und [[,_,  ar =1 (leere Summe bzw. leeres
Produkt).
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4 1. Grundlagen: Zahlen, Funktionen, Gruppen

n(n+1)

Die Aussage von Lemma 1.2 lautet damit > ) k = &5

Die vollstandige Induktion kann statt bei n = 1 bei einem anderen Startwert be-
ginnen, man zeigt mit dieser Beweismethode dann die Giiltigkeit der Aussage ab
diesem Startwert.

1.4 Lemma (Bernoullische Ungleichung). Fiir alle x € R mit x # 0 und x > —1
und allen € N mit n > 2 qilt

(14+2)" > 1+ nx.

Beweis. Vollstdndige Induktion nach n:

(i) Induktionsanfang n = 2: Es gilt (1 +z)? =1+ 2z + 22 > 1 + 2x.

(ii) Induktionsschritt n — n 4 1: Wir diirfen jetzt die Giiltigkeit der Aussage fiir
n bereits voraussetzen. Fiir n + 1 erhalten wir

(1+2)""' =0 +z)"(1+2z) > (1+n2)(1+2z)
=1l+nr+az+nr®>1+n+1)z,

also gilt die Aussage fiir n + 1.

]

Wir fassen bekannte Eigenschaften der reellen Zahlen zusammen. Fiir alle a, b, ¢, d €
R gelten folgende Regeln:

(i) Rechenregeln der Addition:

(1) (a+b)+c=a+ (b+ c) (Assoziativitat der Addition),
(2) 04+a =a+0=a (0 ist neutrales Element der Addition),

(3) Fiir alle a € R existiert ein b € R mit a + b = 0 (Existenz eines inversen
Elements bzgl. Addition),

(4) a+ b= b+ a (Kommutativitit der Addition),
(ii) Rechenregeln der Multiplikation:

(1) (a-b)-c=a-(b-c) (Assoziativitit der Multiplikation),
(2) 1-a=a-1=a (1 ist neutrales Element der Multiplikation),

(3) Fir alle a € R mit a # 0 existiert ein b € R mit a - b = 1 (Existenz eines
inversen Elements bzgl. Multiplikation),
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1. Grundlagen: Zahlen, Funktionen, Gruppen )

(4) a-b=>b-a (Kommutativitidt der Multiplikation),
(iii) Distributivgesetz: Es gilt (a +b)-c=a-c+b-c

Man erkennt sofort die Ahnlichkeit zwischen (i) und (ii). Dies ist der Anlass fiir
folgende Definition:

1.5 Definition. (i) Eine Gruppe (G, o) ist eine Menge G mit einer Abbildung
o: G X G — G,(x,y) — x oy mit folgenden Eigenschaften:

(1) Assoziativitéit: (roy)oz=zo0(yoz2) (z,y,z € G),

(2) Existenz eines neutralen Elements: Es gibt genau ein e € G so, dass fiir
alle v € G gilt: eox =x0e =1,

(3) Existenz des inversen Elements: Fiir alle z € G existiert ein y € G mit
roy=yox=e.

(ii) Eine Gruppe (G, o) heifit abelsch, falls die Verkniipfung o kommutativ ist, d.h.
falls gilt aob=boa (a,b € G).

(iii) Eine Menge G mit zwei Verkniipfungen &: G x G —- G und ©: G x G —» G
heifit ein Korper, falls gilt

(1) (G, ®) ist eine abelsche Gruppe,

(2) (G \ {0}, ®) ist eine abelsche Gruppe, wobei 0 hier das neutrale Element
von (G, ®) bezeichne,

(3) es gilt das Distributivgesetz: z® (y @ 2) = (x O y) ® (z © 2) (z,y,z € G).

Damit sieht man aus den obigen Rechenregeln: (R, +) und (R \ {0}, -) sind jeweils
abelsche Gruppen, und (R, +, ) ist ein Korper. Es gilt:

e (Q,+,-) ist ein Korper,

e (Z,+,-) ist kein Korper, (Z,+) ist eine abelsche Gruppe, aber (Z \ {0}, ) ist
keine abelsche Gruppe.

o (N, +,) ist kein Korper, und (N, +) ist keine abelsche Gruppe.

Neben den Korpereigenschaften kennen wir in R noch eine Anordnung, d.h. eine
Ordnungsrelation “<” mit folgenden Eigenschaften:

(i) Reflexivitit: a < a (a € R),
(ii) Antisymmetrie: Wenn a < b und b < a gilt, so folgt a = b,

(iii) Transitivitdt: Wenn a < b und b < ¢ gilt, so folgt a < c.
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6 1. Grundlagen: Zahlen, Funktionen, Gruppen

Die Ordnungsstruktur ist mit der Korperstruktur vertréiglich in folgendem Sinn:

(i) Wenn a < cund b < d, so folgt a +b < c+d,

(il) wenn a < b und 0 < ¢, so folgt ac < be.

Man sagt, R (ebenso wie Q) bildet einen vollstédndig geordneten Kérper.

Wir verwenden die iiblichen Schreibweisen a < b :< a < b und a # b etc. sowie fiir
reelle Intervalle die Schreibweisen, z.B.

(a,b) :={xr € R|a <z <b},
[a,b] :={x € R|a <z < b},
(a,b] :={z € R|a <z < b},
(a,00) :={zx e R|z > a}.

Der Betrag einer reellen Zahl ist definiert durch

7 x, falls x > 0,
x| =
—z, fallsz <0.

Es gelten die folgenden Rechenregeln fiir den Betrag, welche uns spéter noch ofter
begegnen werden (es handelt sich um die definierenden Eigenschaften einer Norm).

1.6 Lemma. Fir alle z,y € R qilt

(i) |z| =0,
(ii) || =0 < z =0,
(i) |zyl = |=[ lyl,
() |x+y| <l|z|+ |y| (Dreiecksungleichung).

c) Die komplexen Zahlen

Im Korper der reellen Zahlen sind nicht alle algebraischen Gleichungen l6sbar, so
besitzt etwa die Gleichung 22 + 2 = 0 keine reelle Losung. Dies ist einer der Griinde
fiir die Einfithrung der komplexen Zahlen.

Wir definieren die komplexen Zahlen als C := R? := R x R, d.h. eine komplexe
Zahl ist ein Tupel z = (z1,x2) und erkldren die Rechenoperationen +,- auf C fiir
= (21,22), y = (y1,42) € C durch

r+y:=(r1+ Y1, T2+ Yo),
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1. Grundlagen: Zahlen, Funktionen, Gruppen 7

x -y = (T1Y1 — TaYa, T1Y2 + Tay1).

Damit wird (C, +, -) zu einem Kérper. Das neutrale Element der Addition ist (0, 0),
das neutrale Element der Multiplikation ist (1,0). Zu x € C\ {0} ist das inverse
Element gegeben durch

1 ( T —372) 1 ( )
— = = T1,—T
v o J22) e

wobei der Absolutbetrag definiert ist durch

2| := /23 + 22

Diese Eigenschaften rechnet man sofort direkt nach, ebenso wie folgende Identitéten:

(ZEl,O) + (yho) = (xl +y170)7 (ZEl,O) ’ (yl’o) = (xlylv())‘

Man sieht hier, dass komplexe Zahlen der Form (x4, 0) sich verhalten wie reelle Zah-
len. In diesem Sinne sind die reellen Zahlen eine Teilmenge der komplexen Zahlen.
Man setzt auflerdem

i:=(0,1).

Die Zahl ¢ heiffit imaginédre Einheit und wird teilweise auch mit j bezeichnet, ins-
besondere in der Elektrotechnik. Direktes Nachrechnen zeigt i* = (—1,0), d.h. mit
der obigen Identifizierung gilt i> = —1. Mit dieser Bezeichnung und der Identifizie-
rung (x1,0) = x; erhalten wir eine wesentlich einfachere Darstellung der komplexen
Zahlen:

r = (21,72) = (21,0) + (0,29) = 21 + 12 - (0,1) = 1 + iTo.
Die Multiplikation erhélt mit dieser Darstellung die Form

vy = (z1 +ix2) (1 + y2) = (2192 — T2y2) + i(T1Y2 + T2y1).

Somit kann man mit komplexen Zahlen in der Form x; + ixy wie gewohnt rechnen,
wenn man die Zusatzregel i> = —1 mit beriicksichtigt.

Fiir x = (21, 29) = 21 + iz definiert man
e den Realteil Rex := xq,
e den Imaginérteil Im x := xo,
e die komplex konjugierte Zahl T := (21, —x9) = 21 — ixs.
1.7 Lemma. Fir xz € C gilt
(i) |z = 7] und |2 =z -7,
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8 1. Grundlagen: Zahlen, Funktionen, Gruppen

Fiir den Absolutbetrag in C gelten die Eigenschaften von Lemma 1.6, d.h. der Ab-
solutbetrag ist eine Norm.

Beweis. All dies rechnet man sofort nach, man beachte, dass die zweite Aussage in

(iii) in der Form %(z — T) = (0, z2) geschrieben werden kann. O

1.8 Bemerkung. a) Die Eigenschaft der komplexen Zahlen sind also denen der
reellen Zahlen sehr dhnlich. Es gibt jedoch neben der Tatsache, dass in C die Glei-
chung 2% + 2 = 0 eine Losung besitzt (ndmlich = i1/2) noch einen wesentlichen
Unterschied: Die Ordnungsrelation ist nicht von R auf C iibertragbar! Eine Unglei-
chung der Form z < y ist fiir x,y € C nicht allgemein definiert, lediglich falls x,y
beides reelle Zahlen sind.

b) Nach Definition sind komplexe Zahlen Elemente von R?, d.h. der zweidimensio-
nalen reellen Ebene. Somit kann ein eine komplexe Zahl als ein Vektor in der Ebene
gedeutet werden, man spricht auch von der komplexen Ebene. In dieser Darstel-
lung ist der Absolutbetrag |z| = /2% + 23 die Linge des Vektors, und die Addition
entspricht der Addition zweier Vektoren in der Ebene. Eine Beschreibung der Mul-
tiplikation wird spéter folgen.
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2. Vektorriaume

Worum geht’s? Neben den skalaren Kérpern bilden die Vektorrdume eine zentrale
Struktur in vielen Bereichen von Mathematik und Physik. Die einfachsten Beispiele von
Vektorrdumen sind der zwei- und dreidimensionale Raum, aber Vektorrdume kénnen
auch unendlich-dimensional sein. So ist der grundlegende Raum in der Quantenme-
chanik ein unendlich-dimensionaler Vektorraum mit Skalarprodukt (ein Hilbertraum).
Wichtige Begriffe in der Theorie der Vektorrdume sind unter anderem Dimension, Basis
und Skalarprodukt.

a) Vektoren in der Ebene und im Raum

Physikalische Groflen konnen skalar sein (wie etwa Temperatur, Zeit, Masse) oder
vektoriell (etwa Kraft, Geschwindigkeit). Wahrend skalare Groflen durch (reelle)
Zahlen beschrieben werden, werden vektorielle Groflen durch einen Pfeil veranschau-
licht, dessen Lénge den Betrag der jeweiligen Grofle angibt. Bereits ohne Einfithrung
eines Koordinatensystems konnen folgende Operationen von Vektoren geometrisch
definiert werden:

e Zwei Vektoren konnen durch “Aneinanderhingen” addiert werden (Paralle-
logrammkonstruktion), so addieren sich etwa zwei Krifte, welche an einem
Punkt angreifen, zu einer resultierenden Gesamtkraft.

e Ein Vektor kann mit einer positiven reellen Zahl multipliziert werden, wobei
sich nur die Lange entsprechend &ndert. Bei einer negativen Zahl dreht sich
die Richtung des Pfeils um.

Typischerweise beschreibt man Vektoren in einer Ebene oder im dreidimensionalen
Raum unter Verwendung eines Koordinatensystems. Ein Koordinatensystem in der
Ebene besteht aus zwei Koordinatenachsen, welche sich im Ursprung schneiden,
und je einem Vektor (Basisvektor) pro Achse. Dabei wihlt man {iblicherweise die
Basisvektoren e; und e so, dass e; “nach rechts” und es; “nach oben” zeigt, aber
man kann auch andere Koordinatensysteme wéhlen, sogar welche, bei denen die
Achsen sich nicht rechtwinklig schneiden. Bei einem kartesischen Koordinatensystem
schneiden sich die Achsen rechtwinklig, und die Basisvektoren haben jeweils Léinge
1.

Ein Ortsvektor ist ein Vektor O? , der am Ursprung beginnt. Falls man Basisvektoren
e1, eo gewahlt hat, kann jeder Ortsvektor O? eindeutig in der Form Oﬁ = T161+x26
mit reellen Zahlen 1, x5 geschrieben werden. Wir erhalten eine eindeutige Zuord-
nung von Ortsvektoren nach R%. Das Tupel z = (i;) heifit auch der Koordinatenvek-
tor des zugehorigen Ortsvektors. Offensichtlich sind die Koordinatenvektoren von e;
bzw. ey gegeben durch ((1]) bzw. ((1))
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10 2. Vektorrdume

Man beachte, dass die Koordinaten eines Vektors von der Wahl der Basisvektoren
abhéngen! Die obigen geometrischen Operationen werden in Koordinatendarstellung
(bzgl. einer fest gewéhlten Basis) beschrieben durch

L] Addlllon ZWeier Vekloren lm R :
<x1> (yl) (xl y1)7
1'2 y2 1‘2 y2

e Multiplikation eines Vektors mit einer reellen Zahl:
T )\1’1
A = )
(932> (/\$2>

Mit diesen Operationen wird R? zu einem sogenannten Vektorraum.

Im Folgenden sei ein kartesisches Koordinatensystem fest gewéhlt. Dann identi-
fiziert man iiblicherweise Ortsvektoren und die zugehorigen Koordinatenvektoren.
Die Linge eines Vektors z ist gegeben durch |z| = \/x? + 3. Falls ¢ den Win-
kel zwischen dem Vektor = und der e;-Achse bezeichnet, so gilt x; = |z| cos ¢ und
xo = |x| sin . Analog sei ¢ der Winkel zwischen einem zweiten Vektor y und der e;-
Achse. Fiir den Winkel oo = <(, y) zwischen x und y erhélt man dann a = ¢ — ¢,
und aus dem Additionstheorem fiir den Kosinus (welches spéter noch behandelt
wird) erhélt man

T1 U1 T2 Y2

cos a = cos(1) — ) = cos @ cos + sin psiny = mm mw—l

Auf der rechten Seite taucht das Skalarprodukt

(T, y) = 2191 + T2y (I = <:p1> eER’ y= (y1> € Rz)
L2 Y2

auf. Manchmal schreibt man auch x - y := (x,y). Damit erhalten wir

ey
cos(<(a.9) = T (o y € B2 (0)).
[ [y
Insbesondere stehen x und y genau dann senkrecht aufeinander, falls (z,y) = 0 gilt.
In diesem Fall heiflen x und y orthogonal zueinander.

Betrachtet man Vektoren im dreidimensionalen Raum, so gelten dieselben Uberle-
gungen analog. Jetzt bendtigen wir drei Basisvektoren, welche in einem kartesischen
Koordinatensystem wieder Lange 1 besitzen und aufeinander senkrecht stehen. Nach
fester Wahl einer derartigen Basis kann die Menge aller Vektoren mit dem R? iden-
tifiziert werden, wobei die Koordinatenvektoren

x1
r = To
T3
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2. Vektorrdume 11

jetzt drei Komponenten besitzen.

Um Platz zu sparen, verwendet man manchmal folgende Schreibweise fiir Tupel mit
n Komponenten:
T
(z1,...,2,)" =

xn
Sprechweise: “(zy,...,x,) transponiert”.

Wir erhalten folgende Verkniipfungen bzw. Definitionen fiir Vektoren z,y € R3:

(i) Addition zweier Vektoren:

1 Y1 T1+
To |+ y2] = |22+y2],
T3 Y3 T3+ Y3

(ii) Multiplikation eines Vektors mit einer reellen Zahl A:

T )\.1’1
A i) = )\1'2 s
xT3 )\Ig

(iii) Skalarprodukt zweier Vektoren:
(T,y) = T1y1 + Taya + T3y,

(iv) Lénge eines Vektors:
o] = /3 + 23+ a3 = /(w20

Im dreidimensionalen Raum (und nur dort) kann noch ein weiteres Produkt zwischen
zwei Vektoren definiert werden. Wieder sei ein kartesisches Koordinatensystem mit
den Basisvektoren eq, es, e3 fest gewahlt.

2.1 Definition. Zu zwei Vektoren z,y € R? ist das Vektorprodukt oder Kreuzpro-
dukt definiert durch

T2y — T3Y2
Xy = | x5y — 193 | € R
T1Y2 — T2l
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12 2. Vektorrdume

2.2 Satz. Fiir alle x,y,z,w € R3 und o € R gilt:
a) Das Vektorprodukt ist bilinear, d.h.

(ax) x y = a(z x y),
(r+y)xz=(rx2)+(yxz),
z x (oy) = oz X y),
rx (y+z2)=(rxy)+ (xx2).
b) Das Vektorprodukt ist antikommutativ, d.h.

TXY=—Y X<

c) Das Vektorprodukt ist nicht assoziativ, aber es gilt
rx(yxz)+yx(zxz)+zx(zxy)=0¢cR3
d) Entwicklungssatz:
X (yxz)={(x,2)y—(x,y)z.
e) Identitit von Lagrange:
(z Xy, 2z xw) = (z,2) (y,w) — (z,w) (y,2).
f) x x y steht senkrecht auf x und y:

(z,2 xy) = (y,x xy) =0.
g) Sei v := <(z,y) der Winkel zwischen x und y. Dann gilt

|z x y|? = |z2y|* — (z,9)? = |z[*|y|* sin®(p).

Beweis. Das zeigt man alles durch direktes (und manchmal miithsames) Einsetzen
in die Definition. ]

2.3 Bemerkung. a) Das Kreuzprodukt zweier Vektoren ist nach Definition wieder
ein Vektor. Die obigen Aussagen zeigen, dass der entstehende Vektor x x y senkrecht
sowohl zu z als auch zu y ist und seine Lénge proportional zu |z|, zu |y| und zu
|sin(p)] ist. Genauer ist nach g) die Lénge |z x y| gleich der Flidche des Parallelo-
gramms, das von z und y aufgespannt wird. Damit sieht man auch, dass x x y =0
genau dann gilt, falls einer der beiden Vektoren x, y der Nullvektor ist oder falls die
beiden Vektoren parallel oder antiparallel sind. Speziell gilt etwa  x x = 0.
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Falls die Basisvektoren ey, eq, e3 ein Rechtssystem bilden, d.h. in dieser Reihenfolge
im Raum liegen wie Daumen, Zeigefinger, Mittelfinger der rechten Hand, so bilden
auch =, y und x X y ein Rechtssystem.

b) Speziell fiir die Basisvektoren gilt

€1 X €g = €3 = _(62 X 61)7
€y X €3 = €1 = —(63 X 62),
€3 X €] = €9 = —(61 X 63)

(zyklisches Vertauschen!) sowie e; X e; = e3 X €5 = e3 X e3 = 0.

Die oben angegebenen Verkniipfungen x+y, Az sowie das Skalarprodukt (z, y) lassen
sich in offenkundiger Weise auf Vektoren z,y € R"™ mit n Komponenten (n € N)
iibertragen. So ist etwa (z,y) := Z?Zl x;y; das Skalarprodukt im R™.

b) Vektorriume, Basen, Dimension

Die oben diskutierte Struktur des zwei- und dreidimensionalen Raums tritt haufig
in der Mathematik auf, daher wird ein zugehoriger Begriff definiert, der des Vektor-
raums. Wir werden spéter noch einige andere Beispiele fiir Vektorrdume kennenler-
nen.

Im Folgenden sei stets K =R oder K = C.

2.4 Definition. Eine Menge V mit zwei Abbildungen +: V xV — V und -: K x
V' — V heift ein K-Vektorraum (oder ein Vektorraum tiber K), falls gilt:

(i) (V,+) ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 0 € V,

(i) Fiir alle a, 8 € K und alle v,w € V gilt (o + 5)v = av + fv und a(v + w) =
av + aw (Distributivgesetze),

(iii) Fir alle o, 8 € K und alle v € V gilt (af)v = a(fv) (Assoziativgesetz),

(iv) Esgilt 1-v = fur alle v € V.
In Teil (i) der obigen Definition ist die 0 nicht die Null des Korpers, sondern die Null
des Vektorraums. Daher schreibt man manchmal auch 0 oder 0. Wir werden aber

meistens einfach 0 sowohl fiir die Null in K als auch fiir die Null in V verwenden.
Die Abbildung -: K x V' — V heifit Skalarmultiplikation.

2.5 Beispiele. Beispiele fiir R-Vektorriume sind R? und R3. Der Korper C ist
sowohl ein R-Vektorraum als auch ein C-Vektorraum. Ein anderes Beispiel fiir einen
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14 2. Vektorrdume

R-Vektorraum ist die Menge R[X] aller reellen Polynome, d.h. aller Funktionen
p: R — R der Form p(z) = a,2" + ap_12" ' + - -+ + a1x + ag mit n € Ny und mit
den Koeffizienten a,, a,_1,...,ay € R. Analog ist C[X] (die Menge aller komplexen
Polynome) ein Vektorraum sowohl iiber R als auch iiber C.

Alleine aus den Axiomen eines Vektorraums kann man erste Folgerungen ziehen,
wobei wir hier zur Klarstellung nochmal die Schreibweise 0 € V' verwenden:

2.6 Lemma. Seit V' ein K-Vektorraum. Dann gilt fiir alle v,w € V und alle o € K:

(i) 0-v =0,
(i) a-0 =0,
(i1i) (—1)-v=—v.

—

Beweis. (i) Firalleve Vgiltv+0-v=1-v+0-v=(14+0)-v=1-v=v=v+0.
Addiert man auf beiden Seiten —wv, so erhélt man 0-v = 0.

(i) Genauso wie in (i) folgt a-v+0=a-v=a-(v+0) = a-v + a -0 und damit
0=a-0.

(iti) Man verwendet u+(—1)-u = L-u+(=1)-u = (14+(=1))-u = 0-u = 0 = u+(—u).

Nach Subtraktion von u auf beiden Seiten erhélt man (—1) - u

Wir hatten vorher gesehen, dass jeder Vektor x = (2) € R? sich eindeutig darstellen
lasst in der Form x = aje; + ases, wobei e; und e, die beiden Einheitsvektoren im
R? seien. In diesem Fall ist die Darstellung trivial:

()=o) == (1)

Ersetzt man die Einheitsvektoren durch andere Vektoren, ist die Darstellbarkeit
nicht so klar: Es gilt z.B.

(2) = (21 — 22) ((1)) + 5 G),

aber nicht jeder Vektor lisst sich durch die Vektoren ((1)) und ((2)) darstellen.

Im Folgenden sei V' stets ein K-Vektorraum.

2.7 Definition. a) Ein Vektor v der Form v = ajv; + -+ + apv, = Z?:1 a;v;

mit aq,...,a, € Kund vy,...,v, € V heifit eine Linearkombination der Vektoren
v1,...,V,. Man definiert
span{vy,...,v,} := {v|v ist eine Linearkombination von vy, ...,v,}
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(Span der Vektoren vy, ..., u,, lineare Hiille der v;, der von v; aufgespannte Unter-
raum). Wir setzen noch span () := {0}.

b) Sei U C V eine Menge von Vektoren aus V. Dann definiert man span U als die
Menge aller Linearkombinationen von endlich vielen Vektoren aus U. Die Menge U
heilt auch ein Erzeugendensystem von span U.

b) V heifit endlich erzeugt, falls es endlich viele Vektoren vy, ..., v, gibt mit V =
span{vy, ..., v, }.

In obigem Beispiel gilt etwa

amn {(O)- ()} = {()- ()} =5 svn{ (1), (2)} 40

2.8 Definition. Eine Menge U C V heifit Unterraum oder Untervektorraum von
V, falls 0 € U und falls (U, +,-) selbst ein K-Vektorraum ist. (Dabei wird von der
Addition + und von der Multiplikation - jeweils die Einschriankung auf U x U bzw.
auf K x U betrachtet).

2.9 Satz. Sei U CV mit 0 € U abgeschlossen bzgl. Addition und Skalarmultiplika-
tion, d.h. es gelte v+ w € U und av € U fiir alle v,w € U und alle « € K. Dann
ist (U,+,-) ein Untervektorraum von V.

Beweis. Nach Voraussetzung ist die Summe zweier Vektoren aus U wieder in U,
d.h. die Addition in U ist wohldefiniert als Abbildung +: U x U — U. Analog ist
-: K x U — U wohldefiniert. Die Gesetze (ii)-(iv) aus Definition 2.4 gelten sogar in
ganz V', also insbesondere auch in U. Zu zeigen ist noch (i) in Definition 2.4. Die
Existenz des neutralen Elements (beziiglich +) ist klar wegen 0eU,und zuu €U
ist —u = (—1)u € U das Inverse (beziiglich +). Also ist (U, +) eine abelsche Gruppe,
und U ist Untervektorraum von V. O

2.10 Lemma. Seien vy,...,v, € V. Dann ist span{vy,...,v,} ein Untervektor-
raum von V.

Beweis. Man rechnet die Voraussetzungen von Satz 2.9 nach. O]

2.11 Beispiel. Die Menge P, aller reellen Polynome vom Grad nicht grofier als 2 ist
ein Untervektorraum von R[X]. Denn das Nullpolynom liegt in Py, und die Summe
zweier Polynome sowie das Vielfache eines Polynoms vom Grad < 2 ist wieder ein
Polynom vom Grad < 2.
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16 2. Vektorrdume

Offensichtlich gilt

() (=) 0)-C)

aber hinsichtlich der Darstellbarkeit von Vektoren gibt es einen wesentlichen Un-
terschied: Jedes x € R? liisst sich eindeutig als Linearkombination von e; und e,
darstellen, aber die Darstellung als Linearkombination von ey, es und (i) ist nicht
eindeutig:

T\ 1 0 y 1 0 1
()=o) ) o) =) +o(3) (1)
Wir werden sehen, dass der zentrale Begriff die lineare Unabhéngigkeit ist.

2.12 Definition. a) Eine endliche Menge {vy,...,v,} C V, n > 1, heifit linear
abhangig, falls oy, ..., «, existieren, welche nicht alle gleich 0 sind, so dass ajv; +
-+« + a,u, = 0 gilt. Sonst heifit {vy,...,v,} linear unabhéngig.

b) Sei U C V eine Teilmenge. Dann heifit U linear unabhéngig, falls jede endliche
Familie linear unabhéngig ist. Sonst heifit U linear abhéngig.

c¢) Eine (endliche oder unendliche) Teilmenge U C V heifit eine Basis von V, falls U
linear unabhéngig ist und ein Erzeugendensystem von V' ist (d.h. es gilt span U = V).

2.13 Bemerkung. a) Nach Definition 2.12 b) ist eine Menge U C V genau dann
linear abhéangig, falls endlich viele uq,...,u, € U, n > 1, und a4, ...,a, € K, nicht
alle a; = 0, existieren mit » 7, aju; = 0.
Eine Menge U C V ist genau dann linear unabhéngig, falls fiir alle endlichen Teil-
mengen {uy,...,u,} C U mit n > 1 gilt:

a1u1+...+anun:6 e a1:~~':an:0_

b) Die Menge {0} C V ist linear abhingig, die leere Menge ) C V ist linear un-
abhingig. Es gilt span () = {0}.

¢) Falls einer der Vektoren {vy, ..., v,} gleich O ist, soist {vy, .. .,v,} linear abhiingig.

2.14 Beispiele. a) Die Menge {((1)), ((1))} ist eine Basis von R?, die Menge {((1]), ((1)), (})}
ist ein Erzeugendensystem, aber keine Basis von R2.

b) Es gibt auch unendliche unabhéngige Mengen: So ist z.B. {1,z,2?,...,} C R[X]
linear unabhéngig und tatséchlich eine Basis von R[X].

c¢) Die Menge {1,:} C C ist eine Basis des R-Vektorraums C, aber die Menge {1}
ist eine Basis des C-Vektorraums C.
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2.15 Satz. Eine Menge {vq,...,v,} C V ist genau dann eine Basis von V, falls
jedes Element v € V eindeutig als Linearkombination von {vy,...,v,} dargestellt
werden kann.

Beweis. (i) Sei {vy,...,v,} eine Basis von V. Wegen span{vy,...,v,} = V ldsst sich
jeder Vektor v € V' als Linearkombination v = Z?:1 a;v; darstellen.

Sei v = 2?21 a,;v; eine weitere Darstellung von v. Dann gilt

n

n n
g (a; — a)v; = E Qa;vj — g avj=c—xz=0.
i=1 i=1

J=1

Da {vy,...,v,} linear unabhéngig sind, folgt a; — &; = 0 fiir alle j, d.h. die Dar-
stellung von v als Linearkombination ist eindeutig.

(ii) Jeder Vektor v € V sei eindeutig als Linearkombination der v; darstellbar. Dann
gilt offensichtlich V' = span{vy,...,v,}. Sei 0= > 7| ajv;. Wegen

0o+ 40-v,=0=ay-v, 4+ ay-v,

und der Eindeutigkeit der Darstellung als Linearkombination folgt ay = -+ = a,, =
0. Also existiert keine nichttriviale Linearkombination von 0, und {vy,...,v,} ist
linear unabhéngig. O

2.16 Bemerkung. Der obige Beweis zeigt, dass die Aussage auch fiir unendliche
Basen gilt: Eine Menge U C V ist genau dann eine Basis von V/, falls jedes Element
v € V eindeutig als (endliche!) Linearkombination von Elementen aus U dargestellt
werden kann.

2.17 Lemma. Sei{vy,...,v,} CV linear unabhdngig, und seiu & spanf{vy,...,v,}.
Dann ist auch {vy, ..., v,,u} linear unabhingig.

Beweis. Sei vy + - - - + apv, + fu = 0. Wir haben zu zeigen, dass a1 = --- = a, =
B =0 gilt.

Falls 8 # 0, kénnen wir durch 3 teilen und erhalten

(03] (67
U=——V] — - — — Uy
5 B
im Widerspruch zu u ¢ span{vy,...,v,}. Also gilt § = 0 und damit cyvq + -+ +
anv, = 0. Da {vy,...,v,} linear unabhéngig ist, folgt oy =--- = a,, = 0. O
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18 2. Vektorrdume

2.18 Satz (Basisergénzungssatz). Sei V' = span{vy,...,v,} (insbesondere V' end-
lich erzeugt), und sei {u, ..., Uy} CV linear unabhingig. Dann kann {uy, ..., uy}
durch Vektoren aus {vy,...,v,} zu einer Basis von V erginzt werden.

Beweis. Falls U := {uy,...,u,} bereits V erzeugt, so ist U bereits eine Basis und
muss nicht ergénzt werden. Ansonsten existiert ein j € {1,...,n} mit v; ¢ spanU.
Denn sonst wére {vy,...,v,} C spanU, und da nach Lemma 2.10 span U ein Un-
tervektorraum von V' ist, wére jede Linearkombination der v; ebenfalls in span U,
Widerspruch zu V' # spanU.

Wir wéhlen ein (z.B. mlnlmales) J mit v; € spanU und ergénzen U damit zu
U:=UuU {v;}. Dann ist U nach Lemma 2.17 immer noch linear unabhéngig. Mit
dieser neuen Familie beginnen wir wieder von vorne. Nach spétestens n Schritten
ist jeder Vektor v; in die Familie U eingefiigt worden, und nach obiger Uberlegung
ist das ergénzte System sowohl linear unabhéngig als auch ein Erzeugendensystem
von V', also eine Basis von V. O

Der folgende Satz ist zentral fiir die Theorie der Vektorrdaume.

2.19 Satz (Basissatz). Jeder Vektorraum besitzt eine Basis.

Beweis. Fiir endlich erzeugte Vektorraume V' # {0} folgt dies aus dem Basisergéinzungs-
satz: Sei V endlich erzeugt, d.h. es gelte V = span{vy,...,v,}, wobei 0.E. vy # 0
gelte. Wir wihlen U := {v;}. Dann ist U linear unabhanglg, und nach dem Basi-
serganzungssatz kann U zu einer Basis von V' ergénzt werden.

Fiir nicht endlich erzeugte Vektorrdume gilt dieser Satz ebenfalls, der Beweis ist
aber wesentlich schwerer und kann hier nicht ausgefiihrt werden. O]

Im letzten Beweis haben wir fiir nichttriviale endlich erzeugte Vektorrdume folgendes
gezeigt:

2.20 Satz (Basisauswahlsatz). Sei V' = span{vi,...,v,}, n € N. Dann ldsst sich
aus den Vektoren vy, ..., v, eine Basis von V auswdhlen.

Der folgende Satz ist zentral fiir den Begriff der Dimension.

2.21 Satz. Sei V # {0} endlich erzeugt. Dann haben je zwei Basen von V' dieselbe
Lénge.

Der Beweis dieses Satzes folgt aus folgendem Lemma.

2.22 Lemma. Seienn € N, U = {uy,...,up,} CV und W = {wy,...,w,} mit
w; € spanU fiir alle j =1,...,m und m > n. Dann ist W linear abhingig.
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Beweis. Vollstdandige Induktion nach n € N:

Induktionsbeginn n = 1: Es ist U = {u1}. Wegen w; € spanU gilt w; = ajuy
fir alle j mit o; € K. Falls w; = 0 fiir ein J gilt, so ist W linear abhéngig (siehe
Bemerkung 2.13 c¢)), o.E. sei daher «; # 0 fiir alle j. Dann ist W linear abhéngig
wegen oWy — W = G U; — A1 QUy = 6 und (05187} 7é 0.

Induktionsschritt n — n+1 (es sei jetzt alsom > n+1): DaW € span{uy, ..., Upi1},
existieren aj, € K mit

n+1
w; = Zajkuk (j=1,...,m).
k=1
O.E. sei w,, # 0. Dann sind nicht alle a,,;, = 0. Durch Umnummerierung der uy

kann man annehmen, dass a,, ,+1 7# 0 gilt. Wir definieren

n+1

~ Qjn+1 O Omn4+1 — X n410mk )
wj::wj—me:E it Iy, (j=1,...,m—1).
A n41 1 A on+1
:&]k
Dann gilt &;,4+1 = 0 und damit w; € span{uy,...,u,} fir alle j = 1,...,m — L.
Nach Induktionsvoraussetzung ist {wy, ..., w,,_1} linear abhéngig, d.h. es existieren

By, Bm_1, nicht alle gleich 0, mit

m—1 m—1 a m
— ~ ) ) 7,n+1 .
0= By = 3 Bi(wy — 2w, ) = By,
j=1 7=1 j=1

am,n+1

wobei f3,, == ——1 Z;”:_ll Bjcjnt1 gesetzt wurde. Da nicht alle 3; gleich O sind,

Qm n+1

ist {w1, ..., wy,} linear abhingig. O

Beweis von Satz 2.21. Seien U und W zwei Basen der Lange n bzw. m von V. Wir
nehmen an, dass m > n gilt. Dann gilt W C spanU =V, und aus Lemma 2.22 folgt
die lineare Abhéngigkeit von W im Widerspruch zur Basiseigenschaft. O

2.23 Definition. Die Dimension des K-Vektorraums V' wird definiert durch

0, falls V = {0},
dimV := ¢n, falls V eine Basis aus n Elementen besitzt },

oo, falls V nicht endlich erzeugt ist.

Falls dim V' € Ny, so heifit V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum.
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2.24 Lemma. Sei V ein n-dimensionaler Vektorraum mitn € N und U C V ein
Untervektorraum. Dann ist dim U < n, und jede Basis {u1, ..., uy} von U kann zu
einer Basis {uy, ..., Um, Umi1, ..., Uy} von V erginzt werden.

Beweis. Sei {vq,...,v,} eine Basis von V. Die Vektoren {u,...,u,} C V sind
als Basis von U linear unabhéngig, also gilt nach Lemma 2.22 m < n. Nach dem
Basiserginzungssatz 2.18 kann {u, . . ., u,, } durch Vektoren aus {vy, ..., v,} zu einer
Basis von V' ergédnzt werden. Nach Satz 2.21 hat diese Basis wieder die Lénge n. [

2.25 Lemma. Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum und U ein Untervektorraum
von V. mit dimU = dim V. Dann ¢ilt U = V.

Beweis. Sei {uy,...,u,} eine Basis von U. Falls ein z € V' \ U existiert, gilt = ¢
span{uy, ..., u,}, und {uy, ..., u,, } ist linear unabhéngig nach Lemma 2.17. Damit
folgt dim V' > n + 1 im Gegensatz zur Voraussetzung. O

2.26 Definition. Seien U,V C W Untervektorrdaume eines Vektorraums W. Dann

definiert man den Durchschnitt von U und V als U NV und die Summe von U und
V als
U+V ={w=u+vjuelUveV}

(jeweils mit der Einschrankung der Addition und Skalarmultiplikation auf U NV
bzw. U 4+ V). Falls fiir alle w € U +V die Darstellung w = v + v mit v € U und
v € V eindeutig ist, so heifit U + V' die direkte Summe von U und V'; Schreibweise
UaV.

Analog werden fiir Unterrdume Uy, ..., Uy eines Vektorraums W der Durchschnitt
ﬂ?zl Uj, die Summe U; + - - - + U, und die direkte Summe @?:1 U; definiert.

Man sieht leicht, dass U NV und U + V wieder Untervektorrdume sind.

2.27 Satz (Dimensionsformel). Seien U,V Untervektorriume eines endlich-dimen-
sionalen Vektorraums W. Dann gilt

dimU +dimV =dim(U NV) +dim(U + V).

Beweis. Sei dimU =k, dimV = /¢, dim(UNV') = r. Zu zeigen ist also dim(U+V) =

k+0—r.Sei {wy,...,w,} eine Basis von UNV. Dann kénnen wir nach Lemma 2.24
diese Basis ergéinzen zu einer Basis {wy, ..., w,, Uy41,...,u;} von U sowie zu einer
Basis {wy, ..., W, Vpi1, ..., v} von V. Die Menge

B :={w,...,Wp Upi1, .., Uy U1y .., U}
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ist ein Erzeugendensystem von U + V. Wir zeigen, dass B auch linear unabhéingig
ist.

Sei dazu

T k 4
Z Oéjw]' + Z ﬂjuj —+ Z ")/j’l)j = 6 (2—1)
j=1

j:fr+1 ]:’r‘+1

Fiir v := Z;?ZTH Bju; gilt dann u € U, aber wegen

r 4
u=—Y auw;— Y (2-2)
j=1

j=r+1

auch v € V. Somit ist u € U NV, und daher existieren p; € K mit
u= Zujwj. (2-3)
j=1

Durch die Gleichungen (2-2) und (2-3) sind zwei Darstellungen von w bzgl. der
Basis {w1, ..., Wy, Vpi1,. .., von V gegeben. Nach Satz 2.15 ist diese Darstellung
eindeutig, es folgt also v,.1 =--- =9 =0.

Damit verschwindet in (2-1) die letzte Summe. {wy, ..., W, Up11,...,ux} eine Basis
von U und damit linear unabhéngig ist, folgt aus (2-1), dass alle Koeffizienten gleich
0 sind, d.h. es gilt oy = -+ = . = 0 sowie B, =--- = B = 0.

Damit ist B ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem, also eine Basis, von U+ V.
Da B genau k + ¢ — r Elemente besitzt, folgt dim(U + V) =k + ¢ — r. O

c) Vektorrdume mit Skalarprodukt

Im Beispiel von R? und R3 hatten wir ein Skalarprodukt betrachtet. Dieser Begriff
wird folgendermaflen definiert. Wie bisher sei K = R oder K = C.

2.28 Definition. Sei V ein K-Vektorraum. Eine Abbildung (-,-): V' x V' — K heifit
ein Skalarprodukt, falls gilt:

(i) (u,v) = (v,u) (u,v € V) (symmetrisch fiir K = R bzw. hermitesch fiir K = C),
(i) u > (u,v) ist fiir jedes feste v € V' linear, d.h. es gilt
(uy+ug, v) = (uy,v) +(ug,v) und (au,v) = alu,v) (u,u,us,v €V, a € K).

(iii) (u,u) >0 (we V) und (u,u) =0 < w =0 (positiv definit).
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22 2. Vektorrdume

In diesem Fall heifit V' ein Vektorraum mit Skalarprodukt.

2.29 Bemerkung. a) Aus (i) und (ii) folgt (u,v; + ve) = (u,v1) + (u, vs) sowie
(u, vy = a(u,v), d.h. v — (u,v) ist konjugiert linear.

b) Fir K = C folgt aus (i), dass (u,u) € R fiir alle u € V gilt. Daher ist die
Bedingung (u,u) > 0 als Ungleichung in R sinnvoll.

¢) In der physikalischen Literatur wird das Skalarprodukt oft als linear in der zwei-
ten Komponente und konjugiert linear in der ersten Komponente definiert. Das ist
Geschmackssache.

2.30 Beispiele. a) In R" := {z = (z1,...,2,)" | 71,..., 7, € R} ist das Standard-
Skalarprodukt gegeben durch

(x,y) == ijyj (x,y € R™).
j=1

b) Analog ist in C" := {x = (z1,...,2,)" | 21,..., 7, € C} das Standard-Skalarprodukt
gegeben durch

(x,y) = Za:jy_j (x,y € C").
j=1

c) Sei C([0, 1]) die Menge aller reellwertigen stetigen Funktionen auf [0, 1]. Dann ist
durch

(f.g) = / f@)g@)dz (f,9 € C([0,1]))

ein Skalarprodukt definiert. Dasselbe Skalarprodukt ist auch fiir den Vektorraum
R[X] aller reellwertigen Polynome definiert. Wir werden dieses Beispiel und die
dafiir bendtigten Begriffe spéater behandeln.

Aus dem Skalarprodukt im R", n = 2, 3, hatten wir die Lénge eines Vektors durch
|z| = \/(z, z) bestimmt. Dafiir gilt eine wichtige Ungleichung.

2.31 Satz (Ungleichung von Cauchy-Schwarz). Sei V' ein K-Vektorraum mit Ska-
larprodukt und sei ||z|| := \/{x,x). Dann gilt

[l <=l vl (z,y € V).

Beweis. O.E. sei y # 0. Fiir o := ||y[|* > 0 und 8 := — (=, y) gilt dann

0 < {ax + By, ax + By)
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= aa(z, z) + af(z,y) +ab(y, ) + BBy, y)
= la|lz|” = 2a/(z, ) ]> + |8 |lyl)?

= lyI*(ylll=l® = 2Kz, ) * + [z, )7
=y (Il I*lll* = Kz, 9)[*).-

Somit folgt [l [|yl|* — [{z, y)|* < 0. =

2.32 Definition. Sei V' ein K-Vektorraum. Eine Abbildung |- ||: V' — R heifit eine
Norm auf V, falls gilt:

(i) JJul| >0 (we V), und |jul]| =0 & u=0.
(i) [loul} = laf - [Jul| (o« € K, w € U).

(iil) ||u+ o] < |lul| + ||v|| (u,v € V') (Dreiecksungleichung).
In diesem Fall heifit (V.| - ||) ein normierter K-Vektorraum.

2.33 Beispiele. a) Der Betrag auf R oder auf C ist eine Norm.

b) Beispiele fiir eine Norm auf R” und auf C" sind

2] := |z]s == \/|z1|2 + - + |za|?  (euklidische Norm oder ¢*-Norm),
|zl = |1+ +]za|  (¢-Norm),

|Z]oo := max{|z1|,...,|z,|} (Maximumsnorm oder ¢*°*~-Norm).

2.34 Bemerkung. Falls (V, ||-]|) ein normierter Vektorraum ist, gilt die umgekehrte
Dreiecksungleichung

le =yl = [zl = NIyl | (z,y€V).

Dies sieht man durch Anwenden der Dreiecksungleichung auf ||z|| = ||(z — y) + v
bzw. |yl = Iy — ) + =[|.

Das obige Beispiel der euklidischen Norm ist kein Zufall:
2.35 Satz. Sei (V,(-,-)) ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt. Dann ist die Ab-

bildung V- — R, z — ||z|| := /(x,z) eine Norm auf V (die vom Skalarprodukt
induzierte Norm,).
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Beweis. Wegen (u,u) > 0 ist auch die Wurzel definiert und > 0. Es gilt ||z]| =0 <
(x,x) =0 < x = 0 nach der Definition des Skalarprodukts. Dies zeigt Bedingung
(i) in Definition 2.32.

Bedingung (ii) folgt aus |aul]? = (au, au) = aa(u,u) = |af?||ul*.
Bedingung (iii) schliefilich (die Dreiecksungleichung) folgt unter Verwendung von
Rez < |z| (z € C) sowie der Ungleichung von Cauchy-Schwarz:
lz +ylI* = (@ +y, 2 +y) = 2* + (z.y) + {y,2) + ||yl

= [l=lI* + (z,9) + (z,9) + Iyl

= [lz[I* +2Re ((z,9)) + [ly]I*

< Nlzll* + 2/, )| + [lylf?

< el + 2l Iyl + Nyl

= (=]l + Iyl

2.36 Lemma. Sei V' ein Vektorraum mit Skalarprodukt (-,-) und sei || - || die indu-
zierte Norm. Dann gilt fir alle x,y € V:

(i) Satz von Pythagoras:

(@y) =0 & llz+yl* = ll=]* + llyl*

(ii) Parallelogrammgleichung:

lz + 11 + lle = ylI* = 2(ll=1* + llyll*).

(iii) Polarisationsformel: Fir K =R gilt

1
(w.5) = 5 (e + 91 = e = yIP),
fir K= C gilt
1 2 2, TR 2
(L@ZZN$+M\—W—yH+Mx+wH—NM—wH)
Beweis. Direktes Nachrechnen. O
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2.37 Definition. Sei V' ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt.

a) Zwei Vektoren u,v € V heiflen orthogonal oder aufeinander senkrecht, falls
(u,v) = 0 gilt; Schreibweise u L v.

b) Eine (endliche oder unendliche) Menge {u; : 7 € J} heiit ein Orthogonalsystem,
falls (u;,u;) = 0 fiir ¢ # j gilt. Sie heifit ein Orthonormalsystem, falls gilt:

1, i=j
0, i#j

Das Symbol d;; heifit Kroneckersches Delta-Symbol.

(Ui, uj) = 0y = {

¢) Ein Orthonormalsystem, welches zugleich eine Basis von V' ist, heifit eine Ortho-
normalbasis von V.

d) Sei U C V ein Untervektorraum. Dann heifit
Ut :={veV|{uv) =0 fir alle u € U}

das orthogonale Komplement von U.

2.38 Beispiel. Sei e; der j-te Einheitsvektor im R", d.h. die i-te Komponente von
e; ist d;;. Dann ist {e,...,e,} eine Orthonormalbasis von R™.

Bei Orthonormalbasen lassen sich die Koeffizienten eines Vektors leicht berechnen:

2.39 Satz. Sei V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum mit Skalarprodukt, und sei
{uy,...,u,} eine Orthonormalbasis von V. Dann ist jeder Vektor u € V eindeutig

darstellbar in der Form

u= Z(u,uj>uj.

J=1

Fiir die induzierte Norm gilt die Parsevalsche Gleichung (manchmal auch Besselsche
Gleichung genannt)

n
lual® = [, ) 2.
j=1

Beweis. Da {uq,...,u,} eine Basis ist, existiert eine eindeutige Darstellung der
Form w =37 | cju; mit ¢; € K. Wir nehmen auf beiden Seiten das Skalarprodukt
mit u, fiir ein festes ¢ und erhalten mit der Linearitéit des Skalarprodukts

n n n
(u,up) = <chuj,ug> = ZCj<Uj,U@> = Zcﬁﬂ = ¢y.
j=1 =1 =1
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Analog gilt

n n n n n
Jul| = (u,u) = <ZCiui>ZCjUj> = Z CiCj(ui, uj) = Z CiCj0ij = Z el
i=1 =1 i=1

ij=1 ij=1

]

2.40 Bemerkung. Die Aussagen von Satz 2.39 gelten auch fiir unendliche Ortho-
normalsysteme {u; : j € J}. Allerdings muss man dazu zunéchst die Bedeutung von
z.B. > s(u, uj)u; erkliren und verstehen.

2.41 Satz (Orthormalisierungsverfahren nach Gram-Schmidt). Sei V' ein Vektor-
raum mit Skalarprodukt und {vy,vs, ...} eine (endliche oder unendliche) linear un-
abhingige Menge von Vektoren. Definiere rekursiv

; e 1
(Z) w1 (= V1, Uy ‘= mwl,

.. L n - 1
(1) Wpiq = Vg1 — Zj:1<vn+1,uj>uj, Un1 3= [T Wnets 7 > 1.
Dann sind alle u,, n € N, wohldefiniert, {uy,us,...} ist ein Orthonormalsystem,

und fir alle n € N ist span{uy,...,u,} = span{vy,...,v,}.

Beweis. Induktion nach n, wobei der Induktionsanfang klar ist wegen v, # 0 (sonst
wére {v1,vs, ...} linear abhéngig).

Wiire wy, 1 = 5, SO wére v,11 € span{uy,...,u,} = span{vy,...,v,} (mit Indukti-
onsvoraussetzung). Dies ist aber ein Widerspruch zur linearen Unabhéngigkeit der
v;. Es gilt fiir alle £ € {1,...,n}

n

(Wnt1, ug) = (U1, we) — Z(Unﬂa u;) (u;, ug)
j=1
n

= (Un41, Ug) — Z(UnJrla Uj> 0j

Jj=1

= <Un+17u€> - <Un+17 u€> = 07

wobei wieder die Induktionsvoraussetzung verwendet wurde. Also ist w,,; orthogo-
nal zu jedem wuy, und wegen ||u,41|| = 1 bildet {us,...,u,41} ein Orthonormalsy-
stem. 0

2.42 Korollar. Jeder endlich-dimensionaler Vektorraum mit Skalarprodukt besitzt
eine Orthonormalbasis.
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Beweis. Man wéhlt eine (endliche) Basis und wendet auf diese das Gram-Schmidt-
Orthonormalsisierungsverfahren an. O]

2.43 Satz. Sei V' ein Vektorraum mit Skalarprodukt und U C V' ein endlich-
dimensionaler Unterraum. Dann gilt V. = U ® U+, d.h. zu jedem v € V existiert
eine eindeutige Darstellung der Form v =u+w mit u € U und w € U™+,

Beweisskizze. Sei {uy,...,u,} eine Orthonormalbasis von U. Dann betrachtet man
zu gegebenem v € V' den Vektor u := Z?Zl cju; € U und zeigt w:i=v—u e U+ &
c; = (v, uy). O
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3. Lineare Abbildungen und Matrizen

Worum geht’s? Viele Abbildungen zwischen Vektorrdumen sind linear, wie etwa die
Ableitung als Abbildung zwischen Funktionenriumen. Speziell fiir endlich-dimensionale
Vektorrdume bietet es sich an, lineare Abbildungen in Form von Matrizen darzustellen.
Damit tritt die urspriingliche Struktur des Vektorraums in den Hintergrund, und man
rechnet nur noch im K”. Gleichungen in den urspriinglich gegebenen Vektorrdumen
werden damit zu linearen Gleichungssystemen, welche mit Standardmethoden gelost
werden konnen. Hier wird das Gauf3-Jordan-Verfahren etwas néher diskutiert.

a) Homomorphismen
Im Folgenden sei wieder K € {R, C}, und es seien U,V zwei K-Vektorraume.

3.1 Definition. a) Eine Abbildung f: U — V heifit linear, falls gilt:

(1) flx+y)=f(z)+ fly) (x,y € U),

(i) fOAz) = Af(2) (x € U\ € K).

Eine lineare Abbildung wird auch Homomorphismus oder linearer Operator genannt.
Die Menge aller Homomorphismen von U nach V' wird mit Hom(U, V') oder L(U, V)
bezeichnet. Im Falle U = V spricht man auch von einem Endomorphismus, Schreib-
weise L(U) := L(U,U). Im Falle V.= K heifit ein Element von Hom(U, K) auch
ein lineares Funktional. Fir T € L(U,V) ist auch die Schreibweise Tz := T'(z)
gebrauchlich.

b) Sei f € Hom(U, V). Dann heifit f ein Isomorphismus, falls f bijektiv ist. Die Vek-
torrdume U und V heiflen isomorph, falls ein Isomorphismus von U nach V' existiert.
Die Menge aller Isomorphismen von U nach V' wird mit Isom(U, V') bezeichnet.

3.2 Beispiele. a) Die Abbildung U — V, z — 0y ist ein Homomorphismus. Die
Abbildung idy: U — U, x — z ist ein Endomorphismus von U und wird Identitét
auf U genannt. Offensichtlich ist idy ein Isomorphismus von U nach U.

b) Sei U = C([0, 1];R) die Menge aller stetigen Abbildungen von [0, 1] nach R. Dann
ist die Abbildung U + R, f + [ f(z)dz ein lineares Funktional.

c) Sei U = C(R;R) die Menge aller stetigen Abbildungen von R nach R. Dann
ist do: U — R, f — f(0) ein lineares Funktional. Die Abbildung &y heifit auch
Delta-Distribution und wird z.B. fiir die Beschreibung von Punktmassen verwendet.
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3.3 Bemerkung. a) Fiir fi, fo € Hom(U, V) und A € K kann man in kanonischer
Weise die Summe und die Skalarmultiplikation definieren:

(fr + f2)(2) := fi(2) + folz)  (z €U),
(Af1)(z) == Afilz) (z€U).

Man sieht sofort, dass damit Hom(U, V') selbst zu einem K-Vektorraum wird.

b) Fiir K-Vektorrdume U, V, W kann man die Komposition oder Hintereinander-
ausfiihrung linearer Abbildungen in natiirlicher Weise definieren. Fiir S € Hom(U, V)
und 7" € Hom(V,W) ist T o S gegeben durch (7o S)(z) := T(S(z)). Es gilt
T oS € Hom(U,W). Man schreibt auch 'S :=T o S.

3.4 Definition. Sei f € Hom(U, V). Dann heifit
ker f:={ueU|f(u)=0}CU

der Kern von f und
R(f) ={f(u)|ueU} CV

das Bild von f (vgl. Abschnitt 1 a)). Andere Bezeichnungen sind N(f) := ker f
sowie Im f := Bild f := img f := R(f).

3.5 Lemma. a) Sei f € Hom(U, V). Dann sind ker f C U und R(f) C V' Unter-

vektorraume von U bzw. V.

b) Eine lineare Abbildung f € Hom(U, V') ist genau dann injektiv, wenn ker f = {0}
gilt.

Beweis. a) Wir verwenden Satz 2.9. Wegen f(0) = 0 ist 0 € ker f. Seien z,y € ker f
und A € K. Dann gilt unter Verwendung der Linearitit f(x +vy) = f(z) + f(y) =
0+0=0und f(Ax) = Af(x) = X-0 =0 und damit x + y € ker f sowie A\x € ker f.
Also ist ker f ein Untervektorraum von U.

Wieder wegen f(0) = 0 gilt 0 € R(f). Fiur z,y € R(f) und A € K erhalten wir
f@)+ f(y) = f(x +y) € R(f) und Af(z) = f(A\x) € R(f), und daher ist R(f) ein

Untervektorraum von V.

b) Falls f injektiv ist, so existiert nur ein zq € U mit f(zg) = 0. Wegen f(0) =0
folgt xo = 0. Also gilt ker f = {0}.

Sei andererseits f € Hom(U, V) mit ker f = {0} gegeben, und seien x1,xo € U mit
f(x1) = f(xg). Dann gilt f(z7 — x2) = f(x1) — f(x2) = 0 und damit x; — x5 €
ker f = {0}. Also ist x; = x5, und f ist injektiv. H
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3.6 Definition. Sei f € Hom(U, V). Dann heit dimker f der Defekt von f und
rang [ := dim R(f) der Rang von f.

3.7 Satz (Dimensionsformel). Sei f € Hom(U, V'), und sei U endlich-dimensional
mit dimU = n € Ny. Dann gilt

dim ker f 4+ rang f = n.

Beweis. Fallsn = 0,so0gilt U = {0} und damit R(f) = {0}, also dim ker f+rang f =
0.

Sei nun n € N, und sei m := dimker f € Ny. Wegen ker f C U gilt m < n. Wir
wéhlen eine Basis {b1, ..., b, } von U und ergénzen sie nach dem Basiserginzungs-
satz 2.18 zu einer Basis {b1,...,bm, bmy1,-..,0,} von U. Wir zeigen, dass B :=

{f(byps1),.-., f(b,)} eine Basis von R(f) ist.
Fir x € U gilt w = 37, 2;0; (Satz 2.15). Damit folgt

n

f(z) = f(Z ;b = Zl’jf(bj) = > xif(by),

j=m+1

wobei f(b;) =0 fir j = 1,...,m verwendet wurde. Also ist B ein Erzeugendensy-
stem von R(f).

Sei andererseits > ANif(b;) = 0. Fir x := Y7 A;jb; gilt damit f(z) = 0,

j=m+1 j=m+1
d.h. x € ker f. Da {by,...,b,} eine Basis von ker f ist, existiert eine Darstellung

r = Z Ajbj,  aber auch x = Z Ajb;.
j=1 j=m+1

Da {b1,...,b,} eine Basis von U ist und die Darstellung beziiglich einer Basis ein-
deutig ist (Satz 2.15), folgt A; = 0 fiir alle j. Also ist B linear unabhéngig.

Somit ist B eine Basis von R(f), und da B genau n — m Elemente hat und ker f
genau m Elemente hat, folgt die Behauptung. O]

3.8 Korollar. Sei f € Hom(U, V) injektiv, und sei {by,...,b,} eine Basis von U.
Dann ist {f(b1),..., f(bn)} eine Basis von R(f).

Beweis. Das wurde im Beweis von Satz 3.7 mit bewiesen (wobei jetzt m = 0ist). [
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3.9 Korollar. Seien U,V endlich-dimensional.
a) Falls f € Hom(U, V) ingektiv ist, so gilt dimU < dim V. Falls f surjektiv ist, gilt
dimU > dim V.

b) Falls U und V beide die gleiche Dimension n € Ny haben, so sind fir f €
Hom(U, V') dquivalent:

(i) f ist injektiv,
(i1) f ist surjektiv,

(1ii) f ist bijektiv.

Beweis. a) Falls f injektiv ist, gilt dimker f = 0 und nach der Dimensionsformel
gilt dimU =n =rang f < dim V.

Falls f surjektiv ist, gilt dimV =rang f <n =dimU.

b) Falls f injektiv ist, so gilt nach der Dimensionsformel rang f = n = dim V' und
damit R(f) = V nach Lemma 2.25. Falls andererseits f surjektiv ist, gilt rang f =
dim V' und damit nach der Dimensionsformel dimker f = 0, d.h. f ist injektiv.
Wir haben damit gezeigt, dass f genau dann injektiv ist, wenn f surjektiv ist. In
diesem Fall ist f nach Definition bijektiv, d.h. die drei Eigenschaften in b) sind
aquivalent. O

b) Lineare Abbildungen und Matrizen

Lineare Abbildungen sind schon durch die Werte einer Basis bestimmt, wie der
folgende Satz zeigt.

3.10 Satz. Sei {by,...,b,} eine Basis von U, und seien vy,...,v, Vektoren in V.
Dann existiert genau eine lineare Abbildung f € Hom(U, V) mit f(b;) = v; (j =
1,...,n). Diese ist gegeben durch die Formel

f()\1b1 + -+ )\nbn) = )\11)1 + -+ )\n’l)n. (3—1)

Beweis. Jedes x € U lasst sich eindeutig darstellen in der Form x = Z?:1 Ajb;
(Satz 2.15). Damit gilt fiir jedes f € Hom(U, V') die Gleichheit f(z) =7, A; f(b;).
Somit ist f durch die Werte f(b;) bereits eindeutig festgelegt. Andererseits kann
(3-1) als Definition von f verwendet werden, und man sieht leicht, dass f wieder
linear ist. O
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Durch den obigen Satz kann man lineare Abbildungen nach Wahl von geeigneten
Basen in Form von Matrizen darstellen: Seien A := {uy,...,u,} eine Basis von U
und B := {vy,...,v,} eine Basis von V, und sei f € Hom(U, V). Dann ist f nach
Satz 3.10 durch die Werte f(u1), ..., f(u,) eindeutig festgelegt. Wir entwickeln f(u;)

beziiglich der Basis {vy,...,v,} und erhalten
flug) = av;
i=1
mit Koeffizienten a,;, ¢ = 1,...,m, 7 = 1,...,n. Ublicherweise schreibt man die

Koeffizienten in folgender Form:

a1 a1 ... Qip
921 a29 ... QA9
A= (aij)z—1 ..... m =
Jj=1,...,n
Am1 Am2 ... Qmp

Dieses Schema heifit die Matrix von f beziiglich der Basen A und B. Man schreibt
A =: MB(f). Die Matrix A heifit eine m x n-Matrix (d.h. sie hat m Zeilen und n
Spalten). Die Zahlen a;; € K heilen Eintréige oder Komponenten oder Koeffizienten
der Matrix. Man beachte, dass der erste Index ¢ die Zeilen nummeriert und der
zweite Index j die Spalte. Die j-te Spalte von A, gegeben durch

besteht aus den Koeffizienten von f(u;), dargestellt bzgl. der Basis B (Koordinaten-
darstellung, vergleiche Abschnitt 2 a)).

Im Falle U = V mit dimU = n hat die Identitédt idy: U — U, x — x beziiglich
jeder Basis B die Darstellung

10 ...00
1 ... 00

Mg (idy) = I, == : :
00 10
00 1

Die Matrix I,, heifit n-dimensionale Einheitsmatrix. Zur Nullabbildung U — V, z —
0 gehort die Nullmatrix
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Die Menge aller m x n-Matrizen iiber dem Kérper K wird mit Mat(m x n,K) oder
K™*" bezeichnet. Man definiert auch Mat(m, K) := Mat(m x m, K).

Eine m x 1-Matrix ist ein Spaltenvektor, eine 1 x m-Matrix ist ein Zeilenvektor.

3.11 Definition. a) Fiir A, B € K™*" und A € K definiert man die Summe A + B
und die Skalarmultiplikation AA durch

(A+B)ij::aij+b,~j (izl,...,m,jzl,...,n),
(/\A)ij::)\aij (z:l,,m,jzl,,n)

b) Fiir zwei Matrizen A € K™ und B € K™ definiert man das Produkt AB €
K™*¢ durch

n

(AB)ik::Zaijbjk (Zzl,,m,kzl,,ﬂ)

J=1

Speziell ist das Produkt einer Matrix A € K™*™ mit einem Spaltenvektor z € K"
definiert durch

app Qa2 ... Qip T a11°01 + A12T2 + - - - + A1y
a1 Gz ... Q2 T2 2121 + Q22T + - - - + A2pTh

Ax = ] ] ] ) = ) e K™,
aAm1 Am2 ... Qmp Ty Am1T1 + Am2T2 + -+ AmnTn

3.12 Beispiel. Es gilt

)

¢
G666
ca)-n e (o o= 9

3.13 Bemerkung. a) Mit der oben angegebenen Addition und Skalarmultiplikation
wird K™*" ein K-Vektorraum.

b) Sei A € K™, Dann ist die induzierte Abbildung f4: K" — K™, =z — Az,
linear, d.h. f4 € Hom(K",K™). Sei a; die j-te Spalte von A, j = 1,...,n. Dann
gilt a; = Aej, wobei e; der j-te Einheitsvektor im R™ ist. Somit sind die Spalten

=W N =

© Robert Denk 11. 2. 2013



34 3. Lineare Abbildungen und Matrizen

von A die Bilder der Einheitsvektoren unter der Abbildung f4. Fiir einen beliebigen
Vektor z = (z1,...,7,) € K" ist das Bild gegeben durch

fa(z) = Az = A(ijej> = ijAej = ijaj,
j=1 j=1 Jj=1

d.h. Ax ist eine Linearkombination der Spalten von A, wobei die Koeffizienten der
Linearkombination gerade die Koeffizienten von x sind.

c¢) Wahlt man in b) die kanonische Basis A = {ey,...,e,} von K" und B =
{e1,...,en} in K™, so gilt mit b)

fale) = a; =Y aye; und damit M5(fa) = A.

i=1
Insbesondere gilt fiir zwei Matrizen A, A e Kmxn:

A=A fa=fx

d) Nach Definition des Matrizenprodukts ist in Definition 3.11 b) die k-te Spalte
von AB gegeben durch das Produkt von A mit der k-ten Spalte by = (b, ..., bux) "
von B. Mit Teil b) folgt daher (AB)ey, = Ab, = A(Beg) (k=1,...,0).

3.14 Lemma. SeiU ein n-dimensionaler K- Vektorraum und V' ein m-dimensionaler
K-Vektorraum, und sei f € Hom(U, V') gegeben. Wir wdihlen eine feste Basis A von
U und eine feste Basis B von V. Firu € U sei x := (z1,...,7,) € K" der Ko-
effizientenvektor von x beziiglich der Basis A, und y = (y1,...,Ym) € K™ der
Koeffizientenvektor von f(u) beziglich der Basis B. Dann gilt

y= Az mit der Matriz A = Mi(f).

Beweis. Sei A = {uy,...,u,} und B = {vy,...,0n}. Fiir u = 377 | zu; gilt nach
Definition der Matrix M&(f):

flu) = ixjf(uj) = i@(ialjvi) = Zm: (iaij.rj>vi = iyivi,
j=1 j=1 i=1 1 =1 i=1

= 1=

und es gilt nach Definition des Produkts Ax die Gleichheit y = Ax. O

3.15 Satz. Seien U, V, W K-Vektorriume, und seien f € Hom(U,V) und g €
Hom(V, W) lineare Abbildungen. Beziiglich fester Basen A von U, B von V und C
von W gilt dann fir die Verkniipfung g o f € Hom(U, W) die Gleichheit

Mg(g o f) = Mg(g9) MZ(f),

d.h. der Verkniipfung wird durch das Produkt der Matrizen dargestellt, wobei die
Reihenfolge wichtig ist.
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Beweis. Seien A = {uy,...,u,}, B={vy,...,v,} und C = {wy, ..., we}, und seien
Mi(f) = (aij)i;11 ,,,,, my Mg(g) = (bkz) ]lel ..... 5 Mﬁ(f og)= (ij) i?:11 ..... ‘.
7=1,..., n i=1,..., m j=1,..., n

Dann gilt nach Definition der Matrizen

m l
fluy) = Z%‘%’? g(vi) = mewk, (g0 f)(w) = chjwk-
=1 k=1

Andererseits gilt auch

(90 1)) = 9(F () = 9( D o) = D aug(v)

m

S (Chn) =3 (3 )

i=1 k=1 k=1

Aus der Eindeutigkeit der Koeffizienten folgt c;; = Z:L briai;j, was zu zeigen war.
O

3.16 Korollar. Seien A ¢ K™*" B c K™, O ¢ KF*¢,

a) Fir die induzierten linearen Abbildungen (vgl. Bemerkung 3.13 b)) gilt fpa =
feofa
b) Es gilt (CB)A = C(BA), d.h. die Matrizenmultiplikation ist assoziativ.

Beweis. a) ist gerade Satz 3.15 fiir den Spezialfall U = K*, V = K™, W = K¢,
=" aund g=gs.
b) Nach a) erhalten wir (mit der Assoziativitdt der Komposition von Abbildungen)

fierya = fepo fa= (fco fe)ofa= foco(fsofa)=fco fea= foma-

Nach Bemerkung 3.13 ¢) folgt aus der Gleichheit der Abbildungen die Gleichheit
der Matrizen, d.h. (CB)A = C(BA). O

3.17 Definition. a) Zu A € K™ " definiert man die transponierte Matrix A" durch

aypy a1 ... Ami a1 a2 ... Qpn

a1 A922 ... Qm2 a921 Aoo ... QA9pn
AT = ) _ e K™ falls A= ) ) _ ,

Qip Q2pn ... Qmp m1 Am2 .. Gmp
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36 3. Lineare Abbildungen und Matrizen

d.h. die Zeilen von A bilden die Spalten von A". In Kurzschreibweise:

.....

i=1,....m Jj=1,..,n

Al = (aji)jzl ..... n, falls A= (aij)i.:l e

~~~~~~
1=1,..., m j=1,..,n

Im Falle K = R gilt A* = AT. Gebriuchlich ist auch die Schreibweise A7 := A*.

3.18 Bemerkung. Fiir v = (z1,...,2,) € R"und y = (y1,...,y.)" € R" gilt

Y1
y n
fFTy = (1’1 Lo ... In) :2 = Z%‘yi = (z,y) = yT%
: i=1
Yn

man erhélt also das Skalarprodukt im R™ aus Abschnitt 2 a).
Analog gilt fiir x,y € C" die Gleichheit

Ty =Y a7 = (r,y) = y'x.
=1

3.19 Lemma. Fiir A € K™ B € K™ gilt

(AB)" = B"A" und (AB)* = B*A*.

Beweis. Direktes Nachrechnen. O

c) Invertierbare Matrizen, Losen von linearen
Gleichungssystemen

3.20 Definition. Sei A € K™*" und sei f4: K* — K™, x — Ax die induzierte Ab-
bildung. Dann definiert man R(A) := R(f4) C K™, rang A := rang fa(= dim R(f4))
und ker A :=ker f4 = {x € K" : Az = 0}.

Die Matrix A heifit invertierbar oder regulér, falls f4 bijektiv ist. Wir definieren

GL(n,K) := {A € K"™"| A ist invertierbar}.
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3.21 Beispiele. Es gilt

-1 2 1 0)_, 00 10)_,
gl 1 10 1)7% ™%8{g 00 1) 72

da hier jeweils R(A) = R? ist. Hingegen ist

ran 01—1
lo o)~

wegen R(A) = span{(1,0)"}.

3.22 Satz. a) Fir A € K™*" gilt die Dimensionsformel dimker A + rang A = n.

b) Die Maximalzahl linear unabhingiger Spalten von A € K™*™ ist gleich dem Rang
von A.

c) Falls A € K"™*™" invertierbar ist, so gilt m = n. Fir A € K™ sind dquivalent:

(i) A ist invertierbar,
(i1) ker A = {0},
(i1i) rang A = n,
(iv) die Spalten von A sind eine Basis von K",

(v) es existiert ein B € K"™™ mit AB = BA = 1I,,.

In diesem Fall ist die Matriz B in (v) eindeutig bestimmt und heifst inverse Matriz
2u A, Schreibweise A7L.

d) Seien A, B € K"*" mit AB = I,,. Dann sind A und B beide invertierbar, und es
gilt B=A""und A= B!,

e) Fir A, B € GL(n,K) gilt AB € GL(n,K) und (AB)™' = B~ 'A~%.

f) Fiir A € GL(n,K) gilt A* € GL(n,K) mit (A*)™! = (A™1)* sowie A" € GL(n,K)
mit (A7) = (A71)T.

Beweis. a) Satz 3.7 angewendet auf f4.

b) Nach Bemerkung 3.13 b) bilden die Spalten a; := Ae;, j =1,...,n von A ein Er-
zeugendensystem von R(f4), d.h. es gilt rang f4 = dim R(f4) = dimspan{ay,...,a,}.
Nach dem Basisauswahlsatz ist rang f4 die Maximalzahl linear unabhéngiger Vek-
toren in {as,...,a,}.
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c) Die Aquivalenz (i)« (i)« (iii) ist Korollar 3.9 b), angewendet auf f4. Mit b) folgt
die Aquivalenz von (iii) und (iv), da n Vektoren im K" genau dann linear unabhéngig
sind, wenn sie eine Basis bilden.

(i)=(v): Sei B die zu (fa)~! gehorige Matrix (bzgl. der Einheitsbasis im K"). Dann
gilt nach Korollar 3.16 fga = fgofa = (fa) tofa = idgs = f1,. Mit Bemerkung 3.13
c) folgt BA = I,,. Analog folgt AB = I,,.

(v)=(ii): Sei z € K" mit Az = 0. Dann folgt x = I,# = BAz = B0 = 0. Somit ist
ker A = {0}.

Es ist noch zu zeigen, dass B eindeutig bestimmt ist. Sei B eine weitere Matrix mit
AB = BA = 1I,. Dann gilt B = BI,, = B(AB) = (BA)B=1,B = B.

d) Aus AB = I, folgt wie oben ker B = {0}. Nach ¢) ist B invertierbar, und es
gilt B~ = I,B™! = ABB™! = AI, = A. Als Umkehrabbildung einer bijektiven
Abbildung ist auch f4 selbst bijektiv, und es gilt B = A'AB = A%

e) Dies folgt sofort aus ABB™'A™t = AI,LA7' = AA~' = I,, und Teil d).

f) Dies folgt sofort aus A*(A™')* = (A7'A)* = I* = I, und Teil d), analog fiir
AT O

Im Folgenden werden wir lineare Gleichungen betrachten, d.h. Gleichungen der Form
f(z) = b, wobei f € Hom(U, V) und b € V' gegeben sind und = € U gesucht ist.

3.23 Lemma. Seien U,V zwei K-Vektorrdaume, und b € V' gegeben. Dann gilt: Falls
x1 und xo beide Lisungen der inhomogenen Gleichung f(x) = b sind, so ist x1 — xo
eine Losung der homogenen Gleichung f(x) = 0. Somit gilt: Ist x, eine spezielle
(partikuldre) Losung der inhomogenen Gleichung, so ist die allgemeine Lisung der
inhomogenen Gleichung von der Form x = x, + x5, wobei z;, die allgemeine Losung
der homogenen Gleichung ist.

Beweis. Dies sieht man sofort durch Einsetzen. OJ

3.24 Beispiel. Sei A = (1, —1) € R™2 und b = 1. Dann hat die homogene
Gleichung Ax = 0 die allgemeine Losung x;, = (:), wobei 7 € R beliebig wéhlbar ist.
Eine spezielle Losung der homogenen Gleichung Az = b ist gegeben durch z, = (1)

0
Somit ist die allgemeine Losung von Ax = b von der Form x = ((1)) + (:) mit einem
frei wihlbaren Parameter r.

Hier ist dimker A = 1, denn ker A = {(”)|r € R} = span{(})}. Es gilt weiter
rang A = 1, wie man sofort direkt oder aus der Dimensionsformel sieht. Die Matrix
A (genauer: die induzierte Abbildung f4) ist somit surjektiv, aber nicht injektiv.

© Robert Denk 11. 2. 2013



3. Lineare Abbildungen und Matrizen 39

3.25 Satz. Seien U und V' zwei endlich-dimensionale Vektorrdume, und sei f €
Hom(U, V). Dann gilt

a) Die Gleichung f(x) = b hat genau dann fir jedes b € V. mindestens eine Ldsung,
wenn rang f = dim V.

b) Die Gleichung f(x) = b hat genau dann fir jedes b € V' hichstens eine Lisung,
wenn rang f = dim U.

c) Die Gleichung f(x) = b ist genau dann fir jedes b € V eindeutig losbar, wenn
rang f = dimU = dim V.

Beweis. a) Die Bedingung ist eine Umformulierung der Surjektivitdat von f, d.h.
dquivalent zur Bedingung R(f) = V. Dies ist aber dquivalent zu rang f = dim V/
nach Lemma 2.25.

b) Die Bedingung ist eine Umformulierung der Injektivitdt von f, d.h. dquivalent
zu ker f = {0} und damit zu 0 = dimker f = dim U — rang f nach der Dimensions-
formel.

c) folgt direkt aus a) und b). O

Wir formulieren den obigen Satz noch einmal fiir lineare Gleichungssysteme.

3.26 Satz. Sei A € K™ ™.

a) Seiy € K™ gegeben. Dann ist das lineare Gleichungssystem Ax =y genau dann
losbar, wenn rang A = rang(Aly) gilt, wobei (Aly) € K™*"*V die Matriz sei, welche
durch Nebeneinanderstellen von A und y entsteht.

b) Es sind dquivalent:
(i) Az =y besitzt fir jedes y € K™ mindestens eine Losung x € K",
(ii) rang A = m,
(111) die Spalten von A erzeugen K™.
¢) Es sind dquivalent:
(i) Az =y besitzt fir jedes y € K™ maximal eine Lisung,
(ii) rang A = n,

(111) die Spalten von A sind lineare unabhingig.

d) Es sind dquivalent:
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(1) Az =y besitzt fir jedes y € K™ genau eine Ldsung,
(ii) rang A = n =m,

(111) A ist invertierbar.

Beweis. a) Seien ay,...,a, die Spalten von A. Dann gilt Ax = y losbar < y €
span{ay, ..., a,} < span{ay, ..., a,} = spanf{ay,. .., a,,y} < rang(A) = rang(Aly).

b)-d) sind Umformulierungen von Satz 3.25. O

Um die Losung des linearen Gleichungssystems Ax = b zu berechnen, kann man
das Gauflsche Eliminationsverfahren (Gauf-Jordan-Verfahren) verwenden. Dazu be-
schreiben wir elementare Umformungen durch Multiplikation mit speziellen Matri-
zen.

3.27 Definition. a) Die Permutationsmatrix P/ € K"*" ist fiir 4,5 € {1,...,n}
definiert durch

P(7'7.7) =

b) Die Matrix S®()\) mit 4 € {1,...,n} und A € K ist definiert durch

1

SO(N) = A —i
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¢) Die Eliminationsmatrix L&) (\) mit i,j € {1,...,n} und A € K hat die Form

1

L(i’j)(/\) =

1

Die Matrizen P%7), SO (X) und L% (\) heifien auch Elementarmatrizen.

3.28 Bemerkung. a) Die Multiplikation von A mit P9 von links (d.h. Berechnung
von PA) vertauscht die Zeilen i und j von A, die Multiplikation mit P von rechts
(d.h. AP) vertauscht die Spalten i und j von A. Es gilt (P%9)? = I, und damit
P € GL(n,K) mit (P®))~1 = pJ),

b) Bei Multiplikation mit S® () von links wird die Zeile 7 mit dem Faktor A multipli-
ziert, bei Multiplikation von rechts die Spalte 4. Falls A # 0, so ist S®()\) € GL(n,K)
mit (SO(NX)! = SO(5).

Bei Multiplikation mit L7 (\) von links wird das A-fache der i-ten Zeile zur j-ten
Zeile addiert, bei Multiplikation von rechts wird das A-fache der j-ten Spalte zur
i-ten Spalte addiert. Es gilt L0 ()\) € GL(n,K) mit (LGD(N)~t = LED(=)),

Mit den oben angegebenen Elementarmatrizen lassen sich folgende Zeilenumformun-
gen einer (nicht notwendigerweise quadratischen) Matrix betrachten:

e Vertauschen zweier Zeilen (Multiplikation von links mit einer Permutations-
matrix),

e Multiplikation einer Zeile mit einem Faktor # 0 (Multiplikation von links mit

SOMN),

e Addition des Vielfachen einer Zeile zu einer anderen Zeile (Multiplikation von
links mit L®7)(\)).

Damit kann jede Matrix auf Zeilenstufenform gebracht werden, d.h. auf folgende
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Form:
0 1 * % * * %x
0 0 1 % % % % x
0 00 0 1 % % =
000 0 O0O0 1 =
000 O0O0O0O0OO© 0

Dabei steht * fiir einen beliebigen Eintrag. Zeilenstufenform heifit:

e Unterhalb und links von den Stufen stehen nur Nullen,
e jede Stufe ist genau eine Zeile hoch und eine oder mehr als eine Spalte breit,

e im Stufenknick steht eine 1.
Das Gauf-Jordan-Verfahren lautet nun folgendermafen:

(1) Wihle die erste Spalte jo von links, in welcher mindestens ein Eintrag verschie-
den von Null ist.

(2) Wahle in dieser Spalte ein von Null verschiedenes Element und vertauscht die
zugehorige Zeile ig mit der ersten Zeile (Pivotsuche). In der entstehenden Matrix
ist dann a,;, # 0.

(3) Dividiere die erste Ziele durch ay;,. Damit ist der neue Koeffizient a;;, = 1.

(4) Alle von Null verschiedenen Eintréige in Spalte j, werden nun durch Addition
geeigneter Vielfacher der ersten Zeile annulliert. In der jo-ten Spalte steht nun
der Vektor (1,0,...,0)".

(5) Wende nun iterativ das Verfahren (i)-(iv) auf die Restmatrix an, welche aus der
urspriinglichen Matrix durch Streichen der ersten Zeile und der ersten j, Spalten
entsteht. Die erste Zeile und die ersten j, Spalten bleiben dabei unveréndert.

Um das Gleichungssystem Ax = b zu l6sen, erweitert man die Matrix A um die rechte
Seite, bildet also (A|b) und wendet das GauB-Jordan-Verfahren auf die erweiterte
Matrix an.

3.29 Beispiel. Gesucht die allgemeine Losung des linearen Gleichungssystems

45[’2 +4fL’3 +3J]4 —21’5 :16,

—3r; —3x9 +3x3 H4x4 —225 = —2,
2.1'2 —|—2.T3 +33§'4 —41‘5 = 14,
4271 —X2 —9.’173 —21'4 —T5 = —5.
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Wir schreiben dies in der Form Az = b mit

0 4 4 3 =2 16

-3 -3 3 1 =2 -2

A= 0o 2 2 3 -4\’ bi= 14
4 -1 -9 -2 -1 )

Das Gauf-Eliminationsverfahren (sieche Abbildung 1 auf Seite 44) liefert folgende
Zeilenstufenform der erweiterten Matrix:

1 2|2
L'l =1 =35 5|3

3 1
01 1 3 —1l4
00 0 1 -24
00 0 0 00

Dies entspricht wiederum dem linearen Gleichungssystem

1 2 2

I +.732 —T3 —51’4 +§.7}5 =3
3 1 =4

T2 +IL’3 +Zl’4 —51‘5 = 4,

ry —2x5 =4.

Man sieht, dass etwa x5 und z3 frei wahlbar sind und die anderen Komponenten
von z eindeutig (und einfach) aus dem obigen Gleichungssystem bestimmt werden
konnen.

3.30 Bemerkung. a) Durch Zeilenumformungen &ndert sich die Losungsmenge
nicht, daher wird mit dem Gauf}-Jordan-Verfahren die Losung des urspriinglichen Sy-
stems berechnet. Man darf aber keine Spaltenumformungen vornehmen (z.B. wiirde
ein Vertauschen der Spalten eine Umnummerierung der z; bedeuten).

b) Aus numerischer Sicht ist es sinnvoll, als Pivotelement das betragsgrofite Element
der jeweiligen Spalte zu nehmen.

c) Wie oben beschrieben, entspricht jeder Umformung der Multiplikation der Matrix
A von links mit einer Elementarmatrix. Falls keine Permutationen notwendig sind, so
erhélt man das Produkt von Elementarmatrizen. Man kann leicht sehen, dass dieses
Produkt eine untere Dreiecksmatrix L ist, d.h. alle Elemente iiber der Diagonalen
sind Null. Die resultierende Matrix ist analog eine obere Dreiecksmatrix R. Wir
erhalten also eine Darstellung LA = R oder A = LR mit L := L', wobei L wieder
eine untere Dreiecksmatrix ist. In der Numerik spricht man von einer LR-Zerlegung
von A. Mit Permutationen erhélt man eine Darstellung PA = LR.

3.31 Beispiel (Berechnung der inversen Matrix). Um die inverse Matrix zu be-
rechnen, kann man das GauB-Jordan-Verfahren gleichzeitig mit den rechten Seiten
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Erweitertes System:

Pivotsuche (2. Zeile):

Normierung des
Pivotelements auf 1:

Elimination 4. Zeile:

Pivot: 2. Zeile,
Normierung des
Pivotelements auf 1:

Elimination 3. und 4. Zeile:

Pivot: 3. Zeile,
Normierung des
Pivotelements auf 1:

Elimination 4. Zeile:

Abbildung 1: Beispiel eines Gauf3-Jordan-Verfahrens

0 4 4 3 -2| 16
3 -3 3 1 -2| -2
0 2 2 3 —4| U4
4 -1 -9 -2 —1| =5
-3 -3 3 1 -2| -2
0 4 4 3 -2| 16
0 2 2 3 —4| 14
4 -1 -9 -2 —1| =5
U1 f 3|
0 4 4 3 -2| 16
0 2 2 3 —4| U4
4 -1 -9 -2 —1| =5
1 2 2
L1 =1 =5 5] 3
0 4 4 3 -2| 16
0 2 2 3 —4| U4
2 11 23
0 =5 =5 -3 —3|-%
1 2 2
1 1 -1 -
0 1 1 3 -1 4
0 2 2 3 —4| 14
2 11 23
0 =5 =5 -5 =5 |—-%
1 2 2
0 1 1 3 -1 4
0 0 0 3 -3 6
7 7
o 0 o0 32 3 &
R
3 1
0 1 1 & -1l 4
0o 0 0 1 -2| 4
REEE I,
1 2 2
1 1 -1 -
0 1 1 3 -1 4
0 0 0 1 -2| 4
0O 0 0 0 0] 0
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€1, ..., e, durchfithren, d.h. man betrachtet die erweiterte Matrix (A|l,). Sei etwa
0 1 -1
A=[1 3 2],
2 -1 12

so liefert das Gauf}-Jordan-Verfahren, angewendet auf

0 1 —-1/1 00
13 2010
2 -1 1210 0 1

die Zeilenstufenform

10 5|-3 10
01 -1 1 00
00 1} 7 =21

Durch Riickwértselimination (in diesem Fall Addition der dritten Zeile zur zweiten
und Addition des fiinffachen der dritten Zeile zur ersten) kénnen noch die Elemen-
te oberhalb der Diagonalen annulliert werden. Insgesamt erhédlt man dann durch
elementare Zeilenumformungen eine Matrix der Form

100/-38 11 -5
LY]=[0 1 0] 8 —2 1
001 7 -2 1

Dann ist Y = A™!, denn die j-te Spalte der Matrix Y ist eine Losung von Az = e;,
und damit gilt AY = I,,.

3.32 Bemerkung. Die Reduktion auf Zeilenstufenform (Vorwértselimination) kann
ergdnzt durch Elimination der Elemente oberhalb der Pivotelemente ergénzt werden
(Riickwértselimination). Bei invertierbaren Matrizen erhilt man die Einheitsmatrix,
bei allgemeinen Matrizen erhélt man nach Vertauschen der Spalten (d.h. Umnum-
merieren der Komponenten von ) eine Matrix der Form

100
I | 010
0)2001

0

0 0

*

* % ¥

*
* ok
* ok

000

Dabei ist r der Rang der Matrix. Verwendet man jetzt elementare Spaltenumformun-
gen, also Multiplikation mit Elementarmatrizen von rechts, so kénnen die x-Elemente
auch noch annulliert werden, und man erhélt eine Matrix der Form

100000
Loy 0100
(0 )_0010
0000
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3.33 Satz. Zu jeder Matrix A € K™ existieren invertierbare Matrizen T €
GL(m,K) und S € GL(n,K) mit

[7“ O mxn

Beweis. Wir haben oben gesehen, dass sich A durch elementare Zeilenumformungen
und Spaltenumformungen auf die angegebene Form bringen lidsst. Da Elementar-
matrizen invertierbar sind und Produkte invertierbarer Matrizen invertierbar sind,
erhalten wir eine Darstellung der Form (3-2). O

d) Basiswechsel und Koordinatentransformation

Im Folgenden seien U und V' zwei endlich-dimensionale K-Vektorrdume, und seien
A:=A{uy,...,u,} und A := {u), ..., u,} zwei Basen von U. Zu u € U bezeichnen
wir den Koordinatenvektor von u beziiglich A mit z := uy € K", d.h es gilt

n
-
u:g rjuj, = (T1,...,T,) =ua.
i=1

Analog sei 2’ := u g € K" der Koordinatenvektor von u beziiglich der Basis A’.

3.34 Satz. Sei S := M7 (idy) € K™, d.h. es gelte

n

uj :Zszjui (7=1,...,n)

i=1

(die j-te Spalte von S ist der Koordinatenvektor (u})a von uj beziglich der Basis
A). Dann gilt S € GL(n,K) mit S™' = M4 (idy), und fir u € U und die Koordi-
natenvektoren x := u 4 beziiglich A und x’ := u beziiglich A’ gilt

Beweis. Fiir die Abbildung f = idy und die Basen A und A’ gilt nach Definition
der Matrix M7 (f) und nach Lemma 3.14 die Gleichheit

v =uy = (idyu) 4 = M7 (idy)uy = Sz’
Nach Satz 3.15 gilt
I, = M4 (idy) = M4 (idy oidy) = M4 (idy) M4 (idy) = SMY (idy).

Also ist S invertierbar mit S~ = M4 (idp). O
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3.35 Beispiel. In vielen Fillen ist A = {ey,...,e,} die Standardbasis. Sei A" =
{b1,...,b,} eine weitere Basis des K". Dann wird die Transformationsmatrix S
definiert durch S = (b1]be] ... |b,), d.h. die j-te Spalte von S sind die Koordinaten
von b;. Fiir einen Vektor x € K" wird der Koordinatenvektor bzgl. der neuen Basis
berechnet durch 2/ = S~1z.

3.36 Satz. a) Seien U und V' zwei endlich-dimensionale Vektorrdume mit dimU =
n und dim'V = m, und seien A, A" zwei Basen von U und B, B’ zwei Basen von
V. Seien S := M4 (idy) € GL(n,K) und T := M (idy) € GL(m,K) die Transfor-
mationsmatrizen. Sei f € Hom(U, V') mit zugehirigen Matrizen A := ME(f) und
A= ME(f). Dann gilt
A =T71AS.

b) Im Spezialfall U = V = K" seien A und A" zwei Basen von K" mit Transfor-
mationsmatriz S == M4 (idy). Zu f € Hom(U, V) sei A := M4(f) die Matriz bzgl.
der Basis A und A" := M, (f) die Matriz bzgl. der Basis A'. Dann gilt

A = S1AS.

Beweis. a) Sei u € U. Fiir x := ug und y := (f(u))g gilt y = Az, analog folgt
y' = A'z’. Nach Satz 3.34 gilt z = Sz’ und 3y’ = T~ 'y und damit

Ag' =y =T 'y=T"Az=T"'AS2’ (' €U).
Da die Transformationsmatrix durch die Abbildung eindeutig festgelegt ist, gilt A" =
T-1AS.
b) Dies folgt aus a) mit S =17 O

3.37 Korollar. a) Sei A € K™ mit induzierter Abbildung fa, und seien S €
GL(n,K) und T € GL(m,K). Wahlt man die Spalten von S als Basis von K" und
die Spalten von T als Basis von K™, so ist A' := T~1AS die Darstellung von fa
beziiglich dieser Basen. Insbesondere gilt rang A’ = rang A.

b) Zu jedem f € Hom(K", K™) existieren Basen A von K" und B von K™, so dass
f beziiglich dieser Basen die Matrixdarstellung

ME(f) = %%)

c) Fiir jede Matriz A € K™ gilt rang AT = rang A, d.h. der Zeilenrang (definiert
als Mazimalzahl linear unabhingiger Zeilen) stimmt mit dem Spaltenrang iberein.

mit v = rang(f) besitzt.
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Beweis. a) folgt aus Satz 3.36 a), wenn man U = K", A = {ey,...,e,} und fiir A’
die Spalten von S (analog fiir V) wihlt. Da rang A = dim R(f4) unabhéngig von
der Basiswahl ist, bleibt der Rang bei der Transformation A + T~1AS erhalten.

b) Nach Satz 3.33 existieren invertierbare Matrizen S, T mit

TAS =B := %%) :
Wahlt man T := f‘l, so folgt die Behauptung aus a).
c) Offensichtlich gilt rang B" = rang B. Damit und mit a) erhalten wir
rang A = rang(TAS) = rang(TAS)" = rang(STATT") = rang A"
O

3.38 Definition. Zwei Matrizen A, B € K" heiflen dhnlich, falls eine Matrix
S € GL(n,K) existiert mit B = S~'AS.
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4. Folgen und Reihen

Worum geht’s? In diesem Abschnitt, der der Analysis zuzuordnen ist, beschéftigen
wir uns mit den zentralen Begriffen Grenzwert und Konvergenz. Die wichtigsten Rdume
der Analysis sind Banachrdume, d.h. normierte Vektorrdume, welche zusétzlich noch
vollsténdig sind. Beispiele sind R und C, nicht aber Q. Behandelt werden Konvergenz
von Folgen und Reihen in Banachrdumen, aber auch speziell im Reellen.

a) Folgen und Reihen in normierten Riumen,
Vollstandigkeit

Im Folgenden sei U ein normierter K-Vektorraum mit Norm || - || = || - ||y (zur Defi-
nition einer Norm siehe Definition 2.32). Die wichtigsten Beispiele fiir das Folgende
sind U = R", U = C", aber auch unendlich-dimensionale Rdume wie U = C(]0, 1]),
die Menge der stetigen Funktionen auf [0,1], versehen mit der Supremumsnorm

[ Flloo := Sup,epo,y [ (2)]-

4.1 Definition. Sei M eine Menge. Dann heifit eine Abbildung N — M, n — a,
eine Folge in M. Man schreibt (a,),en € M oder auch (a,)pey € MY. Im Falle
M =R oder M = C spricht man von Zahlenfolgen bzw. reellen/komplexen Folgen.

Ein zentraler Begriff bei Folgen ist der der Konvergenz. So konvergiert etwa die reelle
Folge (an)neny mit a,, := % offensichtlich gegen Null. Allgemein definiert man:

4.2 Definition. Sei (a,)nen C U eine Folge.
a) (an)nen heiBt konvergent gegen a € U, falls
Ve>03dno e NVn>ng: |a, —al <e.

In diesem Fall schreibt man a, — a (n — o0) oder a = lim,,_, a,, und a heifit
Grenzwert oder Limes der Folge. Eine gegen Null konvergente Folge heifit auch
Nullfolge. Falls die Folge (a,,)nen nicht konvergent ist, heifit sie divergent.

b) (an)nen heifit eine Cauchyfolge in U, falls

Ve>0dng e NNVn,m>ng: ||a, — anl <e.

c¢) Die Definitionen in a) und b) iibertragen sich in natiirlicher Weise auf den Fall,
dass U eine Teilmenge eines normierten Raums ist.

In den meisten Fiéllen wird hier U als der ganze normierte Raum gewihlt, allerdings
ist manchmal auch die Konvergenz einer Folge in einer Teilmenge von Bedeutung.
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Man beachte, dass in diesen Definitionen ny von € abhéngt. Bei einer konvergenten
Folge wird also der Abstand der Folgenglieder zu einem festen Grenzwert ab einem
bestimmten Index beliebig klein, bei einer Cauchyfolge der Abstand der Folgenglie-
der untereinander.

4.3 Beispiel. a) Die konstante Folge (a,)neny € U mit a, := a (n € N) fir ein
gegebenes a € U ist sowohl konvergent als auch Cauchyfolge.

Die Folge (an)neny € R mit a,, := (—1)" ist weder konvergent noch Cauchyfolge.

Die Folge (ay), mit a, := % konvergiert gegen Null, man wé&hlt ny > % in der
Definition.
b) Sei U = (0,1) als Teilmenge von R mit Standardnorm ||a|| := |a| und a, :=

L (neN). Zu e > 0 wihle ng > 5-. Fiir n,m > nq gilt dann

n

an = am| = 5 = 2 S G+ 15 < 35 <2

also ist (an)neny C (0, 1] eine Cauchyfolge. Andererseits besitzt (a,), keinen Grenz-
wert in U, da lim,ena, =0 ¢ U.

¢) Auch in Vektorrdumen U konnen Cauchyfolgen ohne Grenzwert existieren. Sei
etwa U = Q, und

(a1,as,...):=(3,3.1,3.14,3.141, 3.1415, . . .)
die Folge der abgebrochenen Dezimalbriiche von 7. Dann ist diese Folge eine Cauchy-

folge, aber es existiert in Q kein Grenzwert wegen 7 ¢ Q.

4.4 Beispiele. a) Sei p € C und a, := p" (n € N). Dann gilt a,, — 0 (n — 0),
falls [p| < 1. Falls |p| > 1, ist (a,), nicht konvergent.

Denn falls [p| < 1, schreiben wir |g| = 35 mit & := - — 1 > 0. Nach der Bernoulli-
schen Ungleichung (Lemma 1.4) gilt dann
1 1

—=—=(14+h)">1+nh>nh
lg*| g

und damit |¢"| < ;= — 0 (n — 00). Die Divergenz im Fall |g| > 1 sieht man analog.
b) Fir p > 0 gilt a,, := p — 1 (n — o00). Fiir p > 1 betrachtet man &hnlich
zu a) {/p = 1+ h, mit h, > 0 und erhélt p = (1 + h,)" > 1+ nh, und damit

0 < h, < 7%1 — 0. Fiir p € (0,1) geht der Beweis analog, fiir p = 1 ist die
Behauptung klar.

4.5 Definition. a) Der normierte Vektorraum U heifit vollstdndig, falls jede Cauchy-
folge in U konvergiert. Ein vollstdndiger normierter Vektorraum heifit auch Banach-
raum.
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b) Ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt heifit Hilbertraum, falls er mit der durch
das Skalarprodukt induzierten Norm (siehe Satz 2.35) vollstédndig, d.h. ein Banach-
raum ist.

Die folgende Aussage wird hier als Axiom behandelt, d.h. als eine Aussage, die nicht
bewiesen werden kann bzw. muss, sondern als wahr angenommen wird. Je nach
Definition der reellen Zahlen (welche wir hier nicht formal definiert haben) wird
dieses Axiom zu einem beweisbaren Satz.

4.6 Axiom. Die reellen Zahlen (R, |- |) sind vollstindig.

4.7 Korollar. Die Riume R, C, R™, C" sind (jeweils mit dem kanonischen Ska-
larprodukt) Hilbertrdume.

Beweis. Nach Definition des Skalarprodukts und der zugehorigen Norm konvergiert
ein Vektor in R" genau dann, wenn jede Komponente konvergiert, wir konnen also
den Grenzwert jeder Komponente betrachten, der nach Satz 4.6 existiert. Uber die
Identifizierung C = R? erhilt man den komplexen Fall. O]

4.8 Satz. a) Sei (ay)nen C U konvergent. Dann ist (a,)nen eine Cauchyfolge.

b) Sei (an)neny C U eine Cauchyfolge. Dann ist (ay)nen beschrinkt, d.h. es existiert
ein C' > 0 mit
|lan|| < C  (n€N).

Beweis. a) Sei a, — a (n — o0), d.h. zu jedem € > 0 existiert ein ng(¢) mit
lan — al| <& (n > ne(e)). Setzt man ny(e) := ne(5), so folgt

lan—an|l = [[(an—=a)=(am=a)|| < [lan—all+llam—all < 5+ 5 =2 (n,m =n(e)).
Also ist (ay,), eine Cauchyfolge.

b) Wéhlt man z.B. ¢ = 1 und das zugehorige ng aus der Definition der Cauchyfolge,
so erhélt man ||a,|| = ||an — any + anyll < Co := 1 + ||ay,]| fir alle n > ng. Mit
C := max{Cy, ||la1]], ..., ||an,—1]|} folgt die Behauptung. O

4.9 Lemma. Sei (ay)neny C U eine Folge und (ay, )ren eine Teilfolge, d.h. ny, na, . ..
sind eine Folge natiirlicher Zahlen mit ny < ng < ....

a) Falls (an)nen konvergent mit Grenzwert a ist, so ist auch (an, )ren konvergent mit
demselben Grenzwert.

b) Falls (ay)nen Cauchyfolge ist, so auch (an, )ren-
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Beweis. Leichtes Nachrechnen. O

4.10 Lemma. a) Falls (ay)neny C U und (by)neny C U zwei konvergente Folgen und
a, B € K sind, so ist auch (ca, + Bby)nen C U konvergent, und es gilt

lim (aa, + Bb,) = o lim a, + § lim b,.
n—00 n—00 n—00
b) Falls (ayn)nen C U konvergent mit Grenzwert a ist, gilt ||a,| — ||la|| (n — o00).

Beweis. a) Das folgt aus
[(evan + Bbn) — (aa+ Bb)|| < |l [|an — all + 5] [[bn — 0]
b) Mit der umgekehrten Dreiecksungleichung erhéilt man

[ Nanll = llall| < lan —al| = 0 (n — o).

Es folgen einige Begriffe aus der Topologie.

4.11 Definition. a) Zu z € U und r > 0 heiit B(z,r) == {y € U| ||z —y|| < r}
die (offene) Kugel um x mit Radius r. Eine Menge M C U heifit beschréankt, falls
ein 7 > 0 und ein x € U existieren mit M C B(z,r).

b) Sei M C U. Dann heiit x € M ein innerer Punkt von A, falls ein r > 0
existiert mit B(z,r) C M. Die Menge M heifit offen, falls jeder Punkt von M ein
innerer Punkt ist. Die Menge aller offenen Punkte von M heifit das Innere von M,

Schreibweise M.

¢) Sei M C U. Dann heiit M€ := U \ M das Komplement von M in U. Ein Punkt
r € M heiit ein Randpunkt von M, falls fiir alle » > 0 gilt B(z,7) N M # () und
B(x,r) N M€ # (). Die Menge aller Randpunkte von M heifit der Rand von M und
wird mit OM bezeichnet.

d) Seien M C U und z € U. Dann heifit = ein Haufungspunkt von M, falls fiir
jedes r > 0 ein y € M existiert mit y # z und ||y — z|| < r. Die Menge M

heifit abgeschlossen, falls jeder Hédufungspunkt von M in M liegt. Die Vereinigung
M := M U{z € U |z ist Haufungspunkt von M} heifit der Abschluss von M.

e) Seien M C U und x € M. Dann heifit x ein isolierter Punkt von M, falls ein
r > 0 existiert mit M N B(z,r) = {x}.

f) Wieder iibertragen sich die obigen Definitionen in natiirlicher Weise auf den Fall,
dass U eine Teilmenge eines normierten Raumes ist.
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4.12 Beispiele. a) In jedem normierten Raum U sind die Mengen U und () jeweils
sowohl offen als auch abgeschlossen.

b) Das Intervall M := [0,1) C R ist weder offen noch abgeschlossen. Es gilt OM =
{0,1}, M = (0,1), M = [0, 1].

c) Die Kugeln B(z,r) sind offen, es gilt 0B(z,r) = {y € U|||Jxr — y|| = r} und
Bz, r) ={y e Ulllz =yl <r}.

4.13 Satz. a) Sei M C U. Dann ist M genau dann offen, wenn das Komplement
Me¢:=U\ M abgeschlossen ist.

b) Eine Menge M C U ist genau dann abgeschlossen, wenn OM C M. Eine Menge
M C U st genau dann offen, wenn M = M.

Beweis. Das folgt direkt durch Einsetzen in die Definitionen. O

b) Reihen in normierten Riumen
Im Folgenden sei wieder (U, || - ||) ein normierter K-Vektorraum.

4.14 Definition. a) Sei (a,)neny C U eine Folge. Dann heiBt >~ | a,, die (unendli-

che) Reihe mit Summanden (ay)nen, alternative Schreibweise ) _a,. Fir N € N

ist die N-te Partialsumme sy definiert durch sy := ZN

n=1 n-

b) Man sagt, dass die Reihe Y > | a, konvergiert, falls die Folge (sy)nyen konver-
giert. In diesem Fall heifit s := limy_ o sy der Wert der Reihe, und man schreibt
>  a, := s. Die Reihe heifit divergent, falls sie nicht konvergent ist.

n=1

4.15 Satz. Fulls die Reihe Y " | a, konvergiert, so gilt a, — 0 (n — c0).

Beweis. Nach Satz 4.8 ist (sy)nen eine Cauchyfolge. Zu e > 0 existiert also Ny € N
mit [[sy — sy|| < e (N, M > Ny). Speziell fur N := M + 1 erhdlt man

N N—-1
lsn = snall = || D an = > an| = llawl <=
n=1 n=1

4.16 Bemerkung. Die Umkehrung dieses Satzes gilt im Allgemeinen nicht, z.B.

divergiert die harmonische Reihe } 7 | <.
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4.17 Satz. Die geometrische Reihe Y - q", q € C, konvergiert fir |q| < 1 und
divergiert fir |q| > 1. Fiir |q| < 1 gilt

S

Beweis. Mit Induktion zeigt man leicht, dass fiir alle ¢ € C\ {1} gilt
N
1— N+1

n=0 1_(]

Fiir |g| < 1 gilt ¢! — 0 nach Beispiel 4.4 und damit sy — 1—iq. Falls |g| > 1, ist
(1¢¥]) ven keine Nullfolge, also ist nach Satz 4.15 die Reihe divergent. O

4.18 Definition. Sei (ap)neny C U. Dann heifit die Reihe Y7, a,, absolut konver-
gent, falls die Reihe Y 7, ||a,|| reeller Zahlen konvergiert.

4.19 Satz. Sei U ein Banachraum und sei die Reihe Y | a, absolut konvergent.
Dann st die Rethe auch konvergent.

Beweis. Die Konvergenz von (||ay,||)nen impliziert fiir die Partialsummen von ) an

N N
HSN—SMH:H S oalls 3 fad o0 (V.M - o).

n=M+1 n=M+1

Also ist (sy)nyeny C U eine Cauchyfolge, und da U nach Voraussetzung vollstéindig
ist, auch konvergent. O]

Die Konvergenz von Reihen kann meist durch einen Vergleich mit einer Majorante
gezeigt werden:

4.20 Satz (Majorantenkriterium). SeiU ein Banachraum, und fiir die Rethe Y - | a,
existiere eine konvergente Majorante, d.h. ¢, > 0 mit ||a,|| < ¢, (n > ny), fiir welche

Y ¢n < 00 konvergiert. Dann konvergiert Y ", a, absolut.

Beweis. Da sich das Konvergenzverhalten einer Reihe durch Anderung endlich vieler
Terme nicht dndert, konnen wir o.E. nyg = 1 annehmen. Fiir die Partialsummen
sy = S0 ||an|| erhalten wir (0.E. M > N)

M M
sy —sul= Y llaall < Y =0 (N, M — o0).
n=N+1 n=N-+1
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Also ist (sy)n eine Cauchyfolge in R, und aus der Vollstandigkeit von R folgt die
Konvergenz von (sy)y, also die Konvergenz von 3" ||a,|| und damit die absolute
Konvergenz von ) | ay. O

Aus dem Majorantenkriterium ergeben sich die zwei wichtigsten Kriterien fiir die
Konvergenz einer Reihe.

4.21 Satz (Quotientenkriterium). Sei U Banachraum, und sei (ap)nen C U\ {0}.
Fualls

Jq¢e (0,1)Ik eNVn > k: H|C|Ln+|1|” <q,
an

so konvergiert ), an absolut.

Beweis. Fiir m € Nist [|agm| < ¢™[lakl|. Somit hat 377 [lax,|| die konvergente
Majorante [|ax|| Y272, ¢ O

4.22 Satz (Wurzelkriterium). Sei U Banachraum, und sei (a,)neny C U. Falls

g€ (0,1)Ik e NVn >k : /| an] <gq,

so konvergiert Y _ a, absolut.

neN

Beweis. Aus {/|a,|| < g folgt ||la,|| < g™, d.h. >0 ¢" eine konvergente Majorante
fiir 322 llan|| O

4.23 Beispiel. Zu n € Ny definiert man n! :=1-2-....n (Fakultdt von n). Dann
konvergiert fiir jedes feste z € C die Reihe

oo Zn
exp(z) :== Z o
n=0
absolut. Denn es gilt
‘Z|"+1
(G I I S

@ Cn+1 72

fiir n > 2|z], und damit ist das Quotientenkriterium (mit ¢ = 3) anwendbar. Die

Reihe exp(z) heifit Exponentialreihe. Man definiert e := exp(1) (Eulersche Zahl).
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c) Folgen und Reihen reeller Zahlen

Bei reellen Zahlen gibt es noch weitere Kriterien fiir die Konvergenz von Folgen
und Reihen, welche mit der Ordnung auf R zusammenhéngen. Wir definieren zuerst
einige Begriffe.

4.24 Definition. Sei M C R.

a) Eine Zahl s € R heifit eine obere Schranke von M, falls x < s (x € M) gilt. In
diesem Fall heifit M nach oben beschrinkt. Analog wird untere Schranke und nach
unten beschrankt definiert.

b) Eine Zahl s € R heifit kleinste obere Schranke oder Supremum von M, falls gilt:

(i) s ist eine obere Schranke von M,

(i) fiir alle oberen Schranken a von M gilt s < a.

Analog wird grofite untere Schranke (Infimum) von M definiert. Man schreibt s =
sup M bzw. s = inf M.

c) Falls s = sup M sowie zusétzlich s € M gilt, heifit s das Maximum von M (analog
Minimum). Schreibweise s = max M bzw. s = min M (oder s = max e ).

4.25 Bemerkung. a) Die Menge (0,00) C R besitzt kein Supremum und damit
kein Maximum, es gilt 0 = inf M, aber M besitzt kein Minimum. Fiir die Menge
M := (0,1] gilt sup M = max M =1 und inf M = 0, und M besitzt kein Minimum.

b) Die Definition 4.24 lasst sich auf vollsténdig geordneten Mengen verallgemeinern.
Fiir die Menge M := {z € Q|z > 0, 2? < 2} als Teilmenge von Q gilt: 0 = inf M =
min M, aber M besitzt weder ein Maximum noch ein Supremum.

c¢) Direkt aus der Definition von Supremum folgt, dass dieses eindeutig ist, analog
fiir das Infimum.

4.26 Satz. Sei (a,)nen C R monoton wachsend, d.h. es gilt a, < a,+1 (n € N), und
nach oben beschrinkt. Dann ist (a,), konvergent, und es gilt a,, — sup{ay, | k € N}.
(Analog fiir monoton fallende und nach unten beschrdnkte Folgen.)

Beweis. Wir zeigen, dass (a,), eine Cauchyfolge ist, d.h. dass gilt
Ve>03IN eNVn,m>N:|a, —an| <e.

Wir nehmen an, dass dies nicht der Fall ist. Dann gilt die logische Negation dieser
Aussage, d.h. es gilt

deg >0V N € NIn,m > N : |a, — an| > co.
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Damit existiert eine Folge von Indizes ny < np < ... mit n; — oo (j — oo) und
|ak2 - ak1| Z €0, |ak4 - ak3| Z o ete.

Wegen der Monotonie erhalten wir

Ay 2> Gk, + €o,
g, = Qg + €0 > Ak, + €0 2> Qg + 2€0,
(kg = Qks + €0 > Ak, + €0 2> Qg + 3€0
etc. Damit folgt ay; — oo fiir j — oo, was einen Widerspruch zur Beschrénktheit

nach oben darstellt. Somit ist (a,), eine Cauchyfolge, und aus der Vollsténdigkeit
von R folgt die Konvergenz.

Sei s := lim,,_,s a,. Wegen der Monotonie ist s eine obere Schranke von der Menge
M :={ay | k € N}. Fiir jede Zahl s’ < s gilt (wegen Konvergenz von a,, gegen s) fiir
hinreichend grofie n die Ungleichung a,, > s’, d.h. s ist die kleinste obere Schranke
von M. O

4.27 Satz (Satz von Bolzano-Weierstra8). Jede unendliche beschrinkte Menge M C
R besitzt mindestens einen Haufungspunkt.

Beweis. Seien x1,x9,... paarweise verschiedene Punkte in M. Man definiert ¢, :=
inf{x,, p+1,...}. Dann ist (¢;)neny € R eine monoton wachsende und beschrénkte
Folge in R und nach Satz 4.26 konvergent gegen ¢ := sup{c,|n € N}. Es gilt
fiir hochstens einen Index k die Gleichheit x;, = ¢, dieses x; wird aus der Folge
gestrichen. Wir zeigen, dass ¢ ein Haufungspunkt von M ist.

Sei € > 0. Da ¢, — ¢, existiert ein ng € N mit

Vk>mng:ler —c < 5.

Nach Definition von ¢, existiert ein zy, k > ng, mit |z, — ¢,,| < 5. Insgesamt folgt

|zr — ¢ <|zp — Cng| + |y — ] <5+ 5.

Der obige Beweis schreibt sich leichter mit folgender Definition:

4.28 Definition. Sei (a,), C R eine reelle Folge, welche nach oben beschriankt ist.
Dann heif3t

limsupa, := lim a, := lim supa
n—00 n— 00 n—=00 p>p

der Limes Superior der Folge (ay,),.

Analog definiert man den Limes Inferior liminf, .. a, = lim a,, fir nach unten

N—r 00
beschriankte Folgen.
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4.29 Bemerkung. Fiir eine beschriankte Folge (a,), ist limsup,,_, . a, der grofite
Héufungspunkt der Menge {a, : n € N} und liminf, ., a, der kleinste Hiufungs-
punkt. Eine beschrénkte Folge (a,,), konvergiert genau dann, wenn limsup,,_, . a, =
liminf,, . a, =: a gilt (und in diesem Fall gegen a).

4.30 Korollar. Sei M C R beschrinkt. Dann besitzt jede Folge (z,)neny C M eine
konvergente Teilfolge mit Grenzwert in R. Dies gilt analog fiir beschrinkte Mengen
McC, McR", McC".

Beweis. Falls unendlich viele Folgenglieder gleich sind, bilden diese eine konstante
und damit konvergente Teilfolge. Ansonsten ist die Menge der Folgenglieder be-
schrankt und unendlich, und die Behauptung folgt aus dem Beweis des Satzes von
Bolzano-Weierstrafi. Fiir C, R™, C" folgen die Aussagen, da eine Folge in R™ genau
dann konvergiert, wenn jede Komponente konvergiert: Man wéhlt eine Teilfolge, fiir
welche die erste Komponente konvergiert, und davon wiederum eine Teilfolge, fiir
welche auch die zweite Komponente konvergiert etc. O

4.31 Satz (Prinzip der Intervallschachtelung). Seien [a,,b,] C R eine Folge ab-
geschlossener, beschrinkter Intervalle mit a, < ani1, by > by (n € N) und
bp — an — 0 (n — 00). Dann existiert ein xo € R mit (), cylan, bp) = {xo}. Fiir jede
Folge () nen mit x,, € [an, by] gilt x,, — xo (n — 00).

Beweis. Wéhle x,, € [a,, b,], wobei 0.E. z,, # x,, fiir n # m sei. Dann ist (x,,),en €i-
ne beschriankte Folge und besitzt nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafl (Satz 4.27)
eine konvergente Teilfolge (2, )ren. Wir definieren zq := limy_,00 2, -

Falls ein n € N existiert mit x¢ & [an, b,], so folgt wegen [a,11, byi1] C [an, by] sogar
xo & |ax, by] fiir alle k& € N. Fiir € := max{|xg — a,|, |xo — b,|} gilt |xg — 2| > € fiir
alle z € [ag, bg], k > n. Dies ist aber ein Widerspruch zur Konvergenz x,, — .
Somit gilt zg € (,cx[@n, bnl-

Seien xg, () € [),enl@n; bn], wobei 0.E. zy < x gelte. Dann gilt a,, <z < 2( < by,
fir alle n € N, und wegen b, — a, — 0 (n — o0) erhalten wir o = zf, d.h.
es gilt ,enl@n: bn] = {xo}. Dieselbe Uberlegung zeigt, dass jede Folge (), mit
a, < x, < b, gegen xy konvergiert. O

4.32 Definition. Sei U ein normierter Raum. Dann heifit eine Menge K C U
kompakt, falls jede Folge eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert in K besitzt.

4.33 Bemerkung. a) Sei U Banachraum und K C U kompakt. Dann ist K abge-
schlossen und beschrankt, wie man direkt aus der Definition sieht.
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b) Fiir U = R” gilt auch die Umkehrung von a): Jede beschrénkte und abgeschlossene
Teilmenge K C R”™ ist kompakt. Denn nach Korollar 4.30 besitzt jede Folge eine
konvergente Teilfolge, und da K abgeschlossen ist, liegt der Grenzwert wieder in K.

Wir betrachten noch einige niitzliche Konvergenzkriterien in R.

4.34 Satz (Sandwichprinzip). Seien (an)nen, (bn)nen, (¢n)nen reelle Folgen mit a,, <
b, < ¢, (n €N). Falls a,, » A und ¢,, — A, so gilt auch b, — A.

Speziell gilt fiir eine konvergente Folge (by,)nen mit b, < c fiir ein festes ¢ € R auch
lim,, o by, < c.

Beweis. Sei € > 0. Nach Voraussetzung gilt existieren ny,ny € N mit
la, — Al <e(n>mny) und |¢, — A| < e (n > ny).
Dann gilt fiir ng := max{ny, no}
A—e<a, <b,<c,<A+e (n>ng3).

]

Man beachte, dass die obige Aussage mit ,,<“ statt ,<“ nicht gilt: Zum Beispiel
folgt aus b, > 0 zwar lim,,_,o b, > 0 nach obigem Satz, aber nicht lim,, .o, b, > 0,
wie das Gegenbeispiel b, = + zeigt.

4.35 Satz (Leibniz-Kriterium). Sei )~ | a, eine alternierende Reihe, d.h. ein Rei-
he mit reellen Summanden mit wechselndem Vorzeichen. Falls |a,| monoton gegen
0 konvergiert, so konvergiert die Reihe.

Beweis. O.E. sei ag, > 0 und as,_ 1 < 0. Dann gelten fiir die Partialsummen sy :=
ij:l a, die Ungleichungen son = s1 + (az + a3) + (a4 + as) + -+ > s; (da alle
Klammern nichtnegativ sind) sowie soni2 = San + (Goni1 + aoni2) < Son (da die
Klammer negativ ist). Also ist (san ) yeny monoton fallend und nach unten beschrankt
und damit konvergent. Analog ist die Folge (san+1)nven monoton steigend und nach
oben beschrénkt und damit ebenfalls konvergent. Wegen |saon 11— San| = |aons1] = 0
gilt limpy oo Sony = limy o Son11, und damit konvergiert die Reihe. ]

4.36 Beispiel. Die harmonische Reihe "> | % ist divergent, aber die alternierende
harmonische Reihe Y7, (—1)"% ist nach dem Leibniz-Kriterium konvergent. Es gilt

Zfil(—l)"% = —In2 ~ —0.6931, aber das kénnen wir erst spéter beweisen.
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d) Potenzreihen

4.37 Definition. Eine Potenzreihe ist eine Reihe der Form

(oo}
Z an(z — zo)"
n=0

mit a,, z, 2o € C. Dabei sind a,, und zy (= Entwicklungspunkt) fest und z variabel.

4.38 Beispiele. a) Die geometrische Reihe >~ /2" ist eine Potenzreihe mit a,, = 1
und zp = 0. Sie konvergiert in {z € C: |z| < 1} und divergiert fiir [z] > 1.

b) Die Exponentialreihe exp(z) = Y7 27 ist eine Potenzreihe, welche fiir alle z € C
konvergiert.

4.39 Definition. Die Potenzreihe Y~ a,(z — 29)™ heifit gleichméflig auf einer
Menge M C C konvergent gegen eine Funktion f(z), falls gilt:

Ve>0dno e NVn>noVze M: ’Zak(z—zo)k—f(z) <e.

k=0

Man beachte, dass in obiger Definition die Zahl ny zwar von e, nicht aber von z
abhéngt.

4.40 Definition. Der Konvergenzradius der Potenzreihe Y > ja,(z — 2o)" ist defi-
niert als
0, falls limsup,,_,., {/|a,| nicht existiert,
ri=q%  falls a:=limsup,_ . {/|a,| existiert mit a # 0,
oo, falls a :=limsup,_,. {/|a,| existiert mit a = 0.

4.41 Satz. Seir der Konvergenzradius der Reihe Y, an(z — 29)™. Dann gilt kon-
vergiert die Reihe absolut fiir |z — 29| < r und divergiert fir |z — 29| > r. Auf dem
Rand {|z — 29| = r} des Konvergenzkreises ist Konvergenz oder Divergenz maglich.

Fiir ro < r konvergiert die Reihe auf der Menge {z € C: |z — zo| < ro} absolut und
gleichmdfsig.

Beweis. Wir zeigen nur die Konvergenz im Fall a # 0. Fiir |z — 29| < r wihlen wir
ro, 71 Mit |2 — 29| < rg <1y < 1. Daa= % der groffite Haufungspunkt der Folge

{/an] ist, gilt mit 1 < %
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fiir hinreichend grofies ny € N. Wir erhalten die Abschétzung
T
Van(z — 20)"] = |2 — 20| /] an] < 70 <1 (n>ny).
1

Nach dem Wurzelkriterium konvergiert die Reihe absolut.

Die obige Abschétzung zeigt, dass die Konvergenz auf der Menge {z € C: |z — 2| <
ro} gleichméBig ist. O

4.42 Beispiele. a) Fiir die geometrische Reihe Y~ /2" gilt a = limsup,,_, V1=
1. Die Reihe konvergiert an keiner Stelle des Randes des Konvergenzkreises, d.h. fiir
kein z mit |z| = 1.

b) Wir wissen bereits, dass die Exponentialreihe exp(z) = Yo7 2 fiir alle z € C
konvergiert. Aus Satz 4.27 folgt nun r = oco.

n=0 n
Konvergenzkreises, d.h. fiir |z|] = 1, tritt sowohl Konvergenz (z = —1) als auch
Divergenz (z = 1) auf.

¢) Fiir die Potenzreihe Y"°° 2= gilt a = limsup,, ,., % = 1. Auf dem Rand des

d) Die Potenzreihe s(z) := Y > (—1)"2*" konvergiert fiir |z| < 1. Es gilt fiir |z] < 1
die Gleichheit

- 1 1
pum— ) 2 n pummy pum .
s(z) = Z(zz ) Ty o e
7=0
Man erkennt, dass der Konvergenzradius » = 1 im Reellen nur schwer zu verstehen
ist, aber im Komplexen hat die Funktion s(z) = T122 die Pole z = =+i.
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5. Funktionen einer reellen Variablen

Worum geht’s? In diesem Abschnitt werden wir Funktionen betrachten, welche von
einer Variablen abhéngen. Zentrale Begriffe sind hier die Stetigkeit und die Differen-
zierbarkeit. Die Stetigkeit ist ein topologischer Begriff, welche in viel allgemeineren
Situationen definiert werden kann, wihrend die Differenzierbarkeit zumindest an eine
Vektorraumstruktur gebunden ist.

a) Stetige Funktionen

Wir werden im Folgenden reell- oder komplexwertige Funktionen f: R — R bzw.
f: R — C betrachten. Bei reellwertigen Funktionen kann man von Monotonie spre-
chen:

5.1 Definition. Sei D C R und f: D — R eine Funktion. Dann heifit f monoton
steigend, falls gilt:

Vo, 20 € D:xy <x9 = f(11) < flag),
und monoton fallend, falls gilt:
Vi, 20 €D :xy <x9 = f(11) > flg).

Gilt in obigen Formeln sogar f(z;) < f(za) bzw. f(x1) > f(z2), heifit f streng
monoton steigend bzw. fallend.

5.2 Satz. Seien S, T C R und f: S — R eine streng monotone Funktion. Dann
existiert die Umkehrfunktion f~': R(f) — R und ist wieder streng monoton.

Beweis. Seien x1,x9 € S mit f(x1) = f(xa). Falls 27 < x5 folgt aus der strengen
Monotonie sofort f(x1) # f(z3), analog fiir 1 > z5. Daher ist f injektiv und als
Abbildung f: S — R(f) bijektiv. Fiir die Umkehrabbildung f~': R(f) — S,y
f~Hy) gilt (0.E. sei f streng monoton steigend) y; < yo < [~ (y1) < [Tl (y). O

5.3 Beispiele. a) Die Funktion f: R — [0,00), z + z? ist streng monoton fallend
in (—o0, 0] und streng monoton steigend in [0, co).

b) Die Funktion

x, fir x € QN 0, 1],

f:[O,l]—)R,xi—)f(x)::{l_x fiir 2 € [0,1]\ Q

ist bijektiv, aber nicht monoton. Die strenge Montonie ist also nicht notwendig fiir
die Bijektivitét.
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5.4 Definition und Satz. a) Seien U,V normierte Riume und S C U. Dann wird
die Menge F(S,V) :={f|f: S — V Abbildung} mit den Verkniipfungen

(f +9)(x) = f(x) + g(x) (z€R)
(af)(z) :=af(z) (z€R)
fir f,g € F(S,V) und o € R ein Vektorraum.

b) Eine Funktion f € F(S,V) heifit beschrinkt, falls eine Konstante C' > 0 (welche
von f abhdngen darf) existiert mit

If(@)lly <C (z€5).
Die Menge B(S,V) :={f € F(S,V)| f beschrinkt} aller beschrinkten Funktionen

ist ein Untervektorraum von F(S,V).

5.5 Definition. a) Sei S C R und f: S — R eine Funktion. Dann heifit f stetig
an der Stelle xy € S, falls gilt:

Ve>030>0Ve €S mit |z —a9| <d:|f(x) = fxg)] <e.

Falls f an jeder Stelle zy € S stetig ist, heifit f stetig in S; Schreibweise f € C'(S,R).

b) Analog definiert man fiir normierte Rdume U,V und S C U, f: S — V: Die
Funktion f heifit stetig an der Stelle xy € S, falls gilt:

Ve>030>0Vz e Smit |x— x|y <0:|f(x)— fzo)|lv <e.

5.6 Beispiele. a) Die Funktion f: R — R, x — |z| ist stetig in allen zy € R, da

|f(z) = f(zo)| = ||| = |ao]| < |z — ol
Man wahlt in der Definition ¢ := €.
b) Die Heaviside-Funktion

1 firx >0,

HR—->R z—
0 firz<O

ist unstetig an der Stelle xy = 0, denn fiir jedes x < 0 ist |f(z) — f(zo)| = 1,
d.h. beispielsweise fiir ¢ = % existiert kein § > 0, fiir welches die Bedingung aus

Definition 5.5 erfiillt ist.

c) Sei xy kein Haufungspunkt von S, d.h. ein isolierter Punkt. Dann existiert ein
r > 0 mit SN B(zg,r) = {xo}. Wihlt man in Definition 5.5 § < r, so gilt |f(z) —
f(zo)] < € fiir alle e > 0, d.h. f ist stetig an der Stelle xy. Damit sind z.B. Folgen
f:N—= R, n+ a,, an jeder Stelle n € N stetig.
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5.7 Definition. a) Sei S C R, zy ein Haufungspunkt von S und f: S — R oder
f: S\{xo} — R eine Funktion. Dann heifit yy € R der Grenzwert von f an der Stelle
o, falls fiir alle Folgen (z,,)neny € S\ {20} mit z, — xo (n — o0) gilt: f(x,) — yo.
Man schreibt yo = lim, ., f(x).

b) In der Situation von a) schreibt man lim,_,,, f(z) = oo oder f(z) — oo (z — xy),
falls fiir alle Folgen (), mit z, — x¢ und fiir alle K > 0 ein ny € N existiert mit
f(x) > K (n > ng). Analog wird f(x) - —oo (x — x) definiert.

c¢) Falls in a) oder b) nur Folgen (z,)neny mit x, > xy betrachtet werden, so spricht
man von einem rechtsseitigen Limes und schreibt lim,~ ,, f(x) oder lim,_,, ¢ f(2);
analog wird der linksseitige Limes lim, »,, f(x) definiert.

Man beachte, dass in der obigen Definition nicht gefordert ist, dass f an der Stelle
xo definiert ist, und selbst in diesem Fall muss nicht unbedingt f(z¢) = yo gelten.
Tatséchlich gilt die letzte Gleichheit gerade bei stetigen Funktionen:

5.8 Satz. Set S C R und f: S — R eine Funktion, und sei xy ein Hdaufungspunkt
von S. Dann ist f an der Stelle vo € S genau dann stetig, wenn gilt: lim, ., f(z) =

f(zo) gilt.

Beweis. (1) Sei f stetig in zg, und sei (,)nen C S eine Folge mit z,, — xg. Zu
e > 0 existiert ein 6 > 0 mit |f(x,) — f(zo)| < ¢, falls |z, — zo| < 0. Da z,, — o,
existiert zu diesem J ein ng € N mit |z, — x| < ¢ fiir alle n > ngy. Insgesamt folgt
|f(z,) — f(xo)| < e fur alle n > ng, d.h. es gilt f(x,) = f(zo).

(ii) Es gelte lim,_,,, f(x) = f(x). Wir nehmen an, dass f nicht stetig in x, ist, d.h.
de >0V >03x € B(x,9) \ {xo} : |f(z) — f(z0)| > €.

Wiihlt man ¢ := I, so erhilt man eine Folge (z,)pen C S\ {20} mit z, — z¢ und
|f(z,) — f(x0)|] > &, im Widerspruch zur Voraussetzung. O

5.9 Korollar. Seien f: S — R und g: T — R Funktionen mit f(S) C T. Falls f
stetig in xo € S und g stetig in f(xg) € T sind, so ist go f stetig an der Stelle xg.

Beweis. Nach Satz 5.8 gilt v, = f(z,) — yo := f(xo) fiir jede Folge x,, — xg
wegen der Stetigkeit von f. Da g stetig an der Stelle v, ist, folgt g(y,) — g(yo), d.h.
(90 f)(zn) = (g0 f)(@o). O

5.10 Bemerkung. Die obigen Aussagen iibertragen sich wortlich auf den Fall, dass
die Funktion f: S — V Werte in einem Banachraum V annimmt. Man muss lediglich
den Betrag |f(z) — f(xq)| durch die Norm || f(x) — f(xo)||y ersetzen.
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Wir werden im Folgenden insbesondere komplexwertige Funktionen f: S — C be-
trachten (wobei immer noch S C R gilt). Insbesondere sei C(S) := C(5,C) der
C-Vektorraum der stetigen Funktionen f: S — C.

5.11 Satz. Seien f,g: S — C stetig an der Stelle xq € S. Dann sind auch die
Funktionen af + 5g mit o, B € C, f-g und — falls g(x¢) # 0 — die Funktion § stetig
an der Stelle x.

Beweis. Man rechnet leicht nach, dass fiir komplexe Folgen (a,)nen, (bn)neny mit
a, — a und b, — b fir n — oo gilt aa, + pb, — aa + pb, a,b, — ab sowie im Fall
b # 0 gilt 3= — § (Lemma 4.10 bzw. Ubungsaufgabe). Die Behauptung folgt nun
aus Satz 5.8, da die Stetigkeit durch die Konvergenz von Folgen beschrieben werden
kann. O

5.12 Beispiele. a) Konstante Funktionen, d.h. Funktionen der Form f: R —
C, f(z) = ¢ sind trivialerweise stetig.

b) Lineare Funktionen, d.h. Funktionen der Form f: R — C, f(z) = cz, sind stetig
(fiir ¢ # 0 kann man in der Definition ¢ := ¢/|c| wéhlen).

c¢) Nach Satz 5.11 folgt aus a) und b), dass Polynomfunktionen, d.h. Funktionen der
Form f: R — C, f(z) = apx™ + ap_12" '+ - - + a1 + ag mit ay, ..., a, € C, stetig
sind. Gebrochen rationale Funktionen, d.h. der Quotient zweier Polynomfunktionen,
sind an allen Stellen stetig, an denen der Nenner verschieden von Null ist.

Die Kompaktheit iibertrigt sich bei stetigen Funktionen, wie der folgende Satz zeigt:

5.13 Satz. Seien U,V Banachriume, K C U eine kompakte Teilmenge von U und
f: K =V eine stetige Funktion. Dann ist der Wertebereich R(f) C V' kompakt.

Beweis. Sei (yYn)nen C R(f) eine Folge. Wegen y,, € R(f) existiert ein z, € S mit
yn = f(x,). Da K kompakt ist, existiert eine konvergente Teilfolge (x,, )ren. Fir
zo = limy_ x,, gilt wegen der Stetigkeit von f die Konvergenz f(x,,) — f(zo).
Setzt man yo := f(z0), so gilt yo € R(f) und y,, — yo (k — 00). Damit haben wir
eine konvergente Teilfolge von (v, )nen gefunden, und R(f) ist kompakt. O

5.14 Definition. Sei S C R und f: S — R eine Funktion. Dann definiert man

inf,es f(x) = inf R(f), sup,cg f(z) = sup R(f), max,es f(x) := max R(f) und
minges f(x) := min R(f), falls existent.
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5.15 Korollar. In der Situation von Satz 5.13 ist f beschrdinkt, und der Wertebe-
reich R(f) ist abgeschlossen. Sei insbesondere K C R kompakt und f € C(K,R).
Dann ist f beschrdankt, und min,ex f(x) und max,cx f(z) ezistieren.

Beweis. Dies folgt sofort aus Satz 5.13 und der Tatsache, dass kompakte Mengen in
Banachrdumen abgeschlossen und beschriankt sind (Bemerkung 4.33). O

Nach Korollar 5.15 nimmt eine stetige Funktion auf einem kompakten Intervall [a, 0]
ihr Minimum und Maximum an. Tatséchlich zeigt der néchste Satz, dass auch jeder
Wert dazwischen angenommen wird:

5.16 Satz (Zwischenwertsatz). Seien a,b € R, a < b, und f € C([a,b],R) mit
fla) < f(b). Dann wird jeder Wert zwischen f(a) und f(b) angenommen, d.h. zu
jedem z € (f(a), f(b)) existiert ein xq € (a,b) mit f(xq) = 2.

Beweis. O.E. sei z = 0 (sonst betrachtet man die stetige Funktion g(z) := f(z) — 2.
Nach Voraussetzung ist f(a) < 0 < f(b). Wir setzen ag := a, by := b und verwenden
das Bisektionsverfahren: Sei ¢y := %(ao + by) das arithmetische Mittel zwischen ag
und bg. Wir setzen iterativ
[an, cy], falls f(c,) >0, Upi1+ bpit
Apg1s bnyt] = Cptl = —————— (n €N).

Dann gilt [ani1,bnt1] C [an, b, bp — an — 0 (n — o0) und f(a,) < 0 < f(by)-
Damit ist [ay,, b, eine Intervallschachtelung, und nach Satz 4.31 gilt lim,, . a, =

lim,, o b, =: zo. Da f stetig ist, gilt mit Satz 4.34 f(xy) = lim, .« f(a,) < 0 und
f(zo) = lim, o f(b,) > 0 und damit f(z() = 0. O

Wir diskutieren noch den Begriff der Supremumsnorm und der gleichméfiigen Kon-
vergenz von Funktionen. Bei Funktionen gibt es verschiedene Konvergenzbegriffe,
welche sorgfiltig unterschieden werden miissen.

Im Folgenden seien D C R und (fy)nen € F(D,C) eine Folge komplexwertiger
Funktionen.

5.17 Definition. a) Fiir eine Funktion f € F(D,C) heift

[ flloo := sup [ f ()|
z€D

die Supremumsnorm von f, falls das Supremum existiert. Falls D kompakt ist und
f stetig ist, so existiert das Supremum und es gilt || f||oc = max,ep |f(x)]. In diesem
Fall spricht man auch von der Maximumsnorm.
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b) Die Folge (f)nen heiit punktweise konvergent gegen f € F(D,C), falls gilt
fulz) = f(x) (n — o0) fiir alle z € D.
Die Folge (f,)nen heifit gleichméfig konvergent gegen f € F(D,C), falls gilt
[fn = flloe = 0 (n — o0).

Die Folge (f,.)n heifit eine gleichméfiige Cauchyfolge, falls sie beziiglich || - || eine
Cauchyfolge ist.

5.18 Beispiele. a) Sei D = [0, 1] und f,,(z) := 2™ (n € N,2 € D). Dann konvergiert
(fn)n punktweise gegen die Grenzfunktion

_J0, x€l0,1),
f(x)_{L z=1.

Wegen des Zwischenwertsatzes nimmt jedes f,, auch den Wert 1 an, daher gilt || f,, —
flloo > % fiir alle n € N. Die Konvergenz ist also nicht gleichméfBig.
b) Sei D = R und

1, fallsz e [n,n+1],
0, sonst.

fu() = X[n,n+1]($) = {

Dann konvergiert (f,,), punktweise gegen 0, aber nicht gleichméfig. Die Folge (g, ),
mit g, = % fn konvergiert punktweise und gleichméfig gegen 0.

5.19 Satz. Sei (f,)nen C C(D,C) eine gleichmdfig gegen f € F(D,C) konvergente
Funktionenfolge. Dann ist f € C(D,C).

Beweis. Seien € > 0 und xg € D gegeben. Da (f,,),, gleichméBig konvergiert, existiert
ein n € N mit sup,cp |fu(z) — f(2)| < §. Da f, an der Stelle x stetig ist, existiert
ein § > 0 mit |f,(x) — fu(wo)| < § falls |2 — x| < 0. Fiir [z — 20| < § erhalten wir

|f (@) = fzo)l < |f(2) = fu(@)| + | ful(®) = falzo)| + [ fulwo) = f(20)| < §+ 5+ 5=¢
Also ist f stetig an der Stelle g, und da xg € D beliebig war, folgt f € C'(D,C). O

Wir erinnern an die Definition der Stetigkeit: Eine Funktion f: D — C heifit stetig,
falls

Vag € DVe>030 >0Vx € Dmit |z — x| <0 :|f(x) — f(zo)] < e.

Man beachte, dass hier § im Allgemeinen sowohl von ¢ als auch von xy abhéngt. Falls
man die Wahl von ¢ unabhéngig von x treffen kann, spricht man von gleichméafiger
Stetigkeit:
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5.20 Definition. Eine Funktion f: D — C heifit gleichmaBig stetig, falls gilt
Ve>030>0Vxy € DVax € Dmit |z —xo| <d:|f(x)— fxg)] < e.

5.21 Beispiele. a) Die Funktion f: (0,1) — C, x — 2?2, ist gleichméBig stetig,
denn es gilt

f(x) = f(zo)| = |2* — @5] = |z — @o| |2 + 20| < 2f2 — 20| <,

falls |2 — zo| < §:= .

b) Die Funktion f: (0,1) — C, 2 + 1, ist stetig, aber nicht gleichmiBig stetig.
Denn fiir alle § > 0 existieren z, zg € (0,1) mit |z — x| < 9, aber |f(z) — f(zo)| > 1.
Um dies zu sehen, wihlt man n € N mit n > % und setzt zg 1= % und z = % Dann

ist |z — xo| = |1 — ot = 5= <6 und | f(z) — f(wo)| = n.

5.22 Satz. Sei(f,)nen €ine Folge gleichmdfig stetiger Funktionen, welche gleichmdfsig
gegen [ € F(D,C) konvergiert. Dann ist auch f gleichmdflig stetig.

Beweis. Das zeigt man genauso wie im Beweis von Satz 5.19. O

5.23 Korollar. a) Falls K C R kompakt ist, so ist C(K,C), versehen mit der
Supremumsnorm || - ||, ein Banachraum.

b) Die folgenden Riume sind jeweils mit der Supremumsnorm ein Banachraum:

e Der Raum B(D,C) aller beschrinkten Funktionen f: D — C,

e der Raum BC(D,C) = Cy(D) aller beschrinkten und stetigen Funktionen
f:D—C,

e der Raum BUC(D,C) aller beschrinkten und gleichmdfig stetigen Funktionen
f:D—C.

Beweis. Man rechnet leicht nach, dass ||-||« auf dem Raum aller beschriankten Funk-
tionen (endlich und) eine Norm ist, ebenso die Vollstédndigkeit des Raums der be-
schrankten Funktionen. Die beiden anderen Aussagen in b) folgen dann aus Satz 5.19
bzw. Satz 5.22. Die Aussage in a) folgt daraus, da jede stetige Funktion auf einer
kompakten Menge beschriankt ist. O]

Wie in Abschnitt 4 b) und 4 d) iibertragen sich diese Begriffe wieder auf die Kon-
vergenz von Funktionenreihen ) f, mit f, € F(D,C). Man beachte, dass die
Definition der gleichméfligen Konvergenz aus Definition 4.39 im Wesentlichen {iber-
einstimmt mit Definition 5.17; der Unterschied besteht nur darin, dass wir uns jetzt
auf reelle z beschrénken.
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b) Elementare Funktionen

Wir werden im Folgenden einige elementare Funktionen wie die exp-Funktion, den
Logarithmus und die trigonometrischen Funktionen diskutieren. Wir beginnen mit
der binomischen Formel.

5.24 Definition. Die Fakultat einer Zahl n € N wird definiert alsn! :=1-2-...-n.
Man setzt 0! := 1. Fiir n, k € Ny heifit

n\ i n—j+1 nn-1)n-2)...(n—k+1)
(k) -l 1-2-...-k

Jj=1

der zugehorige Binomialkoeffizient, gesprochen ,n iiber £ oder .,k aus n®. Fir k €
Ny und a € R wird analog der allgemeine Binomialkoeffizient (Z‘) = H§:1 %ﬂ
definiert.

5.25 Lemma. a) Firn,k € N gilt

(&) == ()

b) Firn,ke Nmit 1 <k <n gilt
ny\ n—1 n n—1
k) \k—1 k)

Beweis. a) folgt direkt aus der Definition, fiir b) setzt man die Definition auf der
rechten Seite und fasst die beiden Briiche zusammen. ]

5.26 Satz (Binomische Formel). Fir z,y € R und n € N gilt

(z+y)" = Zn: (Z) aFyn

k=0

Beweis. Dies kann man unter Verwendung von Lemma 5.26 mit Induktion iiber n
zeigen. O

Der folgende Satz behandelt das Produkt zweier Reihen und ist technisch etwas
aufwéndiger zu beweisen; auf den Beweis wird hier verzichtet.

@© Robert Denk 11. 2. 2013



70 5. Funktionen einer reellen Variablen

5.27 Satz (Cauchyprodukt von Reihen). Seien Y > a, und > ;- by zwei absolut
konvergente Reihen. Fiir m € Ny definiert man

Cm ‘— Z anbk == Z anbmfn - a/Obm + albmfl + ... ambO'

n+k=m n=0

Dann ist die Reihe Y °_ ¢ (Cauchyprodukt der beiden Reihen) absolut konvergent,

und es gilt N N N
Zcm: <;an><;bk>.

Fiir die Exponentialfunktion

e’ = exp(z) := Z % (z € C)

erhélt man damit folgende Aussage:
5.28 Satz (Additionstheorem der exp-Funktion, Funktionalgleichung der exp-Funktion).

Fiir alle z,w € C gilt
exp(z + w) = exp(z) exp(w).

Beweis. Wir schreiben exp(z) = Y. an, exp(w) = Yo b, mit a, := Z; und
b, = wT? Das Cauchyprodukt der beiden Reihen ist ) ° ¢, mit

_Zakbnk W—H,Z()k” ;,(Hw)

wobei wir die binomische Formel verwendet haben. Damit gilt

exp(z) exp(w) = (ian> <§:bn> = icn =exp(z + w).

]

5.29 Korollar. a) Es gilt exp(z) # 0, exp(—z) = —E fur alle z € C sowie
exp(0) = 1 und exp(z) > 0 fir alle x € R.

b) Die Funktion exp: C — C ist stetig.

c) Die reelle Exponentialfunktion exp: R — R ist streng monoton wachsend. Es gilt
lim, , exp(z) = 0 und lim,_,. exp(x) = oo, und der Wertebereich der reellen
Exponentialfunktion ist (0, 00).
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Beweis. a) Nach Definition der Reihe gilt exp(0) = 1. Aus der Funktionalgleichung
folgt exp(z) exp(—z) = exp(0) = 1 und damit exp(z) # 0 sowie exp(—z) = —~

exp(z)”
Fir z € R, 2> 0 ist exp(x) = (exp(5))* > 0 und damit auch exp(—z) = 575 > 0.

b) Nach Beispiel 4.42 b) ist der Konvergenzradius der exp-Reihe gleich oo. Nach
Satz 4.41 konvergiert die Reihe in jeder beschrénkten Teilmenge von C absolut und
gleichméBig. Man sieht leicht, dass Polynome als Abbildungen von C nach C stetig
sind, d.h. die Partialsummen sind stetig. Nach Satz 5.19 (wieder in der komplexen
Version) ist der gleichméflige Limes stetiger Funktionen stetig.

¢) Firz > 0 gilt exp(z) = > 02 (L = 1+a+) oo, L > 1+z. Firz € Rund h > 0
gilt damit exp(z + h) = exp(x)exp(h) > exp(z), d.h. die exp-Funktion ist streng
monoton steigend. Wegen exp(z) > 1+ x fiir z > 0 folgt exp(z) — oo fiir £ — oo
und damit exp(z) = Wl—x) — 0 fiir x = —o0. Die Aussage iiber den Wertebereich
folgt aus dem Zwischenwertsatz. m

5.30 Definition (Logarithmus und allgemeine Potenzen). Der natiirliche Loga-
rithmus In: (0,00) = R, y +— Iny wird definiert als die Umkehrfunktion der reellen
Exponentialfunktion exp: R — (0, 00). Fiir b > 0, b # 1, definiert man

Iny
logya: (0,00) = R, y — log,y := A

den Logarithmus zur Basis b.
Fiir a > 0 und = € R definiert man

a® :=exp(zrlna).

Speziell fiir = L setzt man {/a := a'/" sowie /a := a'/*.

Direkt aus dem Additionstheorem der exp-Funktion erhalten wir entsprechende Re-
chenregeln fiir den Logarithmus und die Potenzfunktionen:

5.31 Lemma. a) Die Logarithmusfunktion In: (0,00) — R ist streng monoton stei-

gend und bijektiv, und es gilt In(zy) = Inx + Iny, ln(g) =Ilnz —Iny firz,y > 0.
b) Fiir a,b> 0 und z,y € R gilt

In(a®) = zlna,

(ab)® = a®b",
a” v = a®aY,
1
at=—,
ax

(a®)¥ = a™.
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5.32 Definition. Fiir x € R heifit cosz := Re(e™®) der Cosinus von z und sinz :=
Im(e'®) der Sinus von .

5.33 Bemerkung. a) Direkt nach Definition gilt damit die Eulersche Formel

e = cosz +isinz (z € R).

b) Fiir z € R gilt [¢”|> = ¢®eir = ¢~ = &Y = 1, d.h. die komplexe Zahl ¢*
liegt auf dem Einheitskreis. Damit ist « ein Maf fiir den Winkel oder die Bogenmafl
der komplexen Zahl €. Spiter werden wir sehen, dass der Winkel von 360° der
Bogenlédnge von 27 entspricht.

c¢) Direkt aus der Definition folgt

1 ix —ix
cosx = 5(6 +e ),
1 y (5-1)
sinx = 5 — (" —e™)
und damit
cos(—x) = cosz, sin(—x) = —sinz, sin?z + cos’x = 1.

5.34 Satz (Additionstheoreme). Fir alle z,y € R gilt

cos(x + y) = cosx cosy — sinx siny,
sin(z + y) = sinz cosy + cos x sin y,
sinz — siny = 2 cos(43Y) sin(%Y),

x+y)

cosx — cosy = —2sin( cos(%).

Beweis. Aus ¢'@t¥) = ¢ erhilt man
cos(z +y) + isin(z 4+ y) = (cosz +isinz)(cosy + isiny).

Ausmultiplizieren und Vergleich von Real- und Imaginérteil liefert die ersten beiden
Gleichungen.

Setzt man u := “T;y, v = ¥ so folgt u+v = z und u — v = y und damit
sinz —siny = sin(u+v) —sin(u—v). Jetzt wendet man die zweite Zeile auf sin(u=+v)
an und fasst die Terme auf der rechten Seite zusammen und erhilt die dritte Zeile

des Satzes. Analog fiir den Cosinus. O
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5.35 Definition und Satz. Fir alle z € R gilt

> . ~2n 2 4
cos2 =) (g =gt
n=0
' [e'e) . Z2n+1 23 25
=) () G AT s

Beide Reihen haben Konvergenzradius oo, konvergieren daher fiir alle z € C absolut
und sind stetige Funktionen von z € C. Man definiert daher die komplexe Cosinus-
und Sinusfunktion cos: C — C und sin: C — C durch die obigen Rethen. Die
FEulersche Formel sowie die Identititen (5-1) gelten auch fir kompleze x.

Beweis. Wegen
1, falls n = 4m mit m € Ny,

7, falls n = 4m + 1 mit m € Ny,
falls n = 4m + 2 mit m € Ny,
—i, fallsn=4m+ 3 mit m € Ny

erhalt man fir z € R

. g > k 22k = k 22
iz _ 1 > ( 1 —)
cosz+isinz =e ng_o " (I;:O( ) (25)! + kzzo( ) 2k +1)! 1

Die absolute Konvergenz folgt sofort mit dem Quotientenkriterium, die Stetigkeit
aus Satz 4.41 und Satz 5.19. Die obige Gleichheit gilt auch fiir z € C, und man
erhélt die Eulersche Formel sowie (5-1). O

5.36 Definition und Satz. Die Funktion cos: R — R hat im Intervall [0,2] genau
eine Nullstelle. Diese wird als % bezeichnet.

Beweis. Es gilt cos0 =1 > 0 sowie cos2 < 0 wegen

5 (1 22 N 24> (26 28> 1 (26 28> _ 1
cos 2 = - - ) - - - — ) - = —— [ — = ) = ... —_ .
2 4! 6! 8! 3 6! 8! 3
Analog folgt sinz > 0 fiir alle z € (0, 2] aus
2 5 2

e 2)+ 2= )+
sine =x(1— = —(1 - —
3! 5! 6-7
Damit ist cos streng monoton fallend im Intervall [0, 2], da fiir 0 <z <y < 2 gilt

cosy — cosz = —2sin(H¥)sin(452) < 0.

Als stetige Funktion besitzt cos nach dem Zwischenwertsatz mindestens eine Null-
stelle im Intervall [0, 2], und aufgrund der strengen Monotonie existiert genau eine
Nullstelle. ]
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5.37 Bemerkung. Numerisch kann man 7 und damit 7 berechnen. Es gilt m =
3,14159265 . . ..

5.38 Satz. a) Es gilt folgende Wertetabelle:

i 3
x 0 5 T 3m 2w
sinz |0 1 0 -1 0
cosz |1 0 -1 0 1
et 1 ¢ -1 — 1
Insbesondere gilt
147 = 0.
b) Fir alle v € R gilt
sin(z + 27) = sinz,
cos(x + 27m) = cos z,
sin(z + ) = —sinz,
cos(x + m) = —cosz,

cosx = sin(§ — x),

sinz = cos(§ — )

sowie sin(}) = cos(§) = \%

c¢) Fir alle z € C gilt

sinz=0 << dkeZ:z=km,
cosz=0 <& dke€Z:z=kr+ 7,
=1 < dkeZ:z=2km.

Beweis. a) Es gilt sin(5)? = 1 —cos(5)* = 1, und wegen sinz > 0 im Intervall [0, 2]
folgt sin Z = 1. Also gilt €™/? = i und damit e"*/> = ¢ fiir alle k € N. Dies liefert
die letzte Zeile der Tabelle, und der Vergleich von Real- und Imaginérteil die ersten
beiden Zeilen.

b) folgt aus a) und den Additionstheoremen.
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¢) Fiir reelle z folgen die Aquivalenzen in c) aus der Tatsache, dass cosz > 0 fiir
z € (=%, %) gilt, und den Identitéten in b). Falls z = x + iy komplex ist, so schreibt
man etwa

exp(iz) + exp(—iz)) = 1 (ee ™V 4 e~ @e¥
(exp(i2) (—iz)) = 3

= 1(cosz(e™V + €¥) +isinz(e™¥ — ev)).

COS 2 =

N—= D=

Wegen eV 4+ e7Y > 0 fiir alle y € R folgt aus cos z = 0 und damit Re cos z = 0 bereits
cosz = 0 und damit x = k7 + § mit einem k € Z. Fiir diese z gilt aber sinz # 0,
und aus Im cos z = 0 folgt e = ¢¥ und damit y = 0. Analog folgt die Aussage iiber
den Sinus.

Falls e* = ¢t = 1 mit x,y € R, so erhélt man e”(cosy + isiny) = 1 und damit
e’cosy = 1 und e*siny = 0. Aus siny = 0 folgt y = k7w mit £ € Z, und wegen
cosy = e ¥ > 0 kommen nur gerade Vielfache von 7 in Frage, d.h. es gilt sogar
y = 2k7 fiir ein k € Z. Fiir diese y ist cosy = 1 und damit e* = 1, also x = 0. Also
ist z = 2kmi. O

Wir haben oben bereits die strenge Monotonie der Cosinus- und Sinus-Funktion
betrachtet. Auf entsprechenden Intervallen sind diese daher bijektiv, und man kann
die Umkehrfunktionen definieren:

5.39 Definition. a) Fiir z € R\ {km + % : k € Z} heifit tanz := 22Z die Tangens-
Funktion von z, und fiir z € R\ {k7 : k € Z} heifit cotz := =2 die Cotangens-
Funktion von z.

b) Die Funktion cos: [0,7] — [—1,1] ist streng monoton fallend und bijektiv. Die
Umkehrfunktion arccos: [—1,1] — [0, 7] heiit Arcus-Cosinus.
| = [-1

Die Funktion sin: [—g,g [—1,1] ist streng monoton steigend und bijektiv. Die
Umkehrfunktion arcsin: [—1,1] — [~F, 7] heifit Arcus-Sinus.

Die Funktion tan: (-7, %) — R ist streng monoton steigend und bijektiv. Die Um-
kehrfunktion arctan: R — (=7, %) heiit Arcus-Tangens.

c¢) Die hyperbolischen Funktionen sind definiert durch

cosh: C — C, coshz := (e + e77),
sinh: C — C, sinhz := 1(e” — ¢7?),
tanh: C\ {(km+ Z)i: k € Z} — C, tanh z := 52hz,

cosh z

5.40 Bemerkung. Sei z € C\ {0}. Setzt man r := |2| und Z := 2, so gilt |2 =
% = 1. Fiir 2 = x4y folgt daher 22 +y* = 1 und |z| < 1. Fiir o := arccos z € [0, 7]
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folgt sin?a = 1 — cos?a = 1 — 22 = y?, d.h. sin = 4y. Man definiert

] a, falls y = sina > 0,
7 2r —a, fallsy = —sina <0.

Dann gilt in allen Fillen ¢ € [0,27) und singp = y, d.h. € = cosp + ising =
x + 1y = z und damit A
z =re'’.

Man spricht von der Darstellung von z in Polarkoordinaten. Fiir z = 0 setzt man
r = 0. Falls z # 0, so ist der Winkel ¢ bis auf Vielfache von 27 eindeutig bestimmt,
denn falls z = re’? = re' gilt, so folgt €*~%) = 1 und damit ¢ —v = 2k mit einem
k € Z. Meistens wéhlt man wie oben ¢ € [0,27) und schreibt argz := ¢ € [0, 2)
(Argument/Winkel von z).

Fiir zwei komplexe Zahlen z; = e und 2z, = 79e? léisst sich die komplexe
Multiplikation einfach beschreiben: Es ist z1z0 = (r1r2)ei(¢1+9"2), d.h. die Betrage
der Zahlen multiplizieren sich und die Winkel addieren sich.
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6. Differentiation

Worum geht’s? In diesem Abschnitt werden differenzierbare Funktionen und wichtige
Eigenschaften der Ableitung behandelt. Die Ableitung einer Funktion kann als lineare
Approximation der Funktion gesehen werden, welche lokal (falls die Funktion differen-
zierbar ist) eine gute Nidherung darstellt. Geometrisch ist der Begriff der Ableitung mit
der Steigung verbunden, die zweite Ableitung mit der Kriimmung. Einer der wichtig-
sten Sétze ist der Satz von Taylor, welcher entsprechend oft differenzierbare Funktionen
durch Polynome approximiert.

a) Der Begriff der Ableitung

6.1 Definition. Seien I C R offen, x € [ und f: I — C eine Funktion. Dann heifit
f differenzierbar an der Stelle x, falls

po @) = fl@) _
h—0 h

existiert. Andere Schreibweisen sind 4 (x = dm( x) =L f(z). Falls f = f(t), wobei ¢
die Bedeutung der Zeit hat, schreibt man auch f(t) := f'(t).

Falls f an jeder Stelle x € I differenzierbar ist, so heifit f differenzierbar in I, und
f" heiit die Ableitung von f.

6.2 Bemerkung. a) Der Differenzenquotient Hath) =) pe5chreibt die Steigung der

Geraden, auf der die Punkte (z, f(z)) und (x + h, f(z + h)) liegen. Der Grenzwert
f'(x) ist also die Steigung der Tangente an die Funktion an der Stelle z.

b) Falls  ein Haufungspunkt von I ist (z.B. der linke Randpunkt eines Intervalls),
so definiert man analog links- bzw. rechtsseitige Differenzierbarkeit.

6.3 Beispiele. a) Sein € Nund f: R —» R, z +— 2™ Dann gilt fiir r € R

n

—(‘” ) = Z ( )hkx"_k = <Z> N ()]

k=1
Also ist f in ganz R differenzierbar mit f'(x) = na™ .
b) Sei f: R = R, f(z) = e*. Dann gilt fiir z € R
ex—‘rh — e . eh -1 . 3 n—1 .
— ¢ :e; e (h — 0).

Also ist f in ganz R differenzierbar mit f'(z) = e* = f(z).
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c) Sei f: R— R, f(z) =|z|. Fir x =0 und h # 0 gilt

fO+h)—f(0) |p[ _J1, fallsh>0,
-1, fallsh<O.

h h

Daher existiert der Grenzwert fiir h — 0 nicht, und f ist an der Stelle 0 nicht
differenzierbar. An der Stelle 0 ist f rechtsseitig differenzierbar mit rechtsseitiger
Ableitung +1 sowie linksseitig differenzierbar mit linksseitiger Ableitung -1.

6.4 Satz. Sei f: I — C differenzierbar an der Stelle x € I. Dann ist f an der
Stelle x stetig.

Beweis. Fiir h — 0 gilt f(z + h) — f(x) = w-h% f'(x)-0=0. O

6.5 Bemerkung. Sei f: I — C eine Funktion und x € [. Dann gilt fiir jedes
g(x) € C die Gleichheit

Flot ) = f(a) + glopn+ (LEEZIED gy

Somit ist f genau dann an der Stelle x differenzierbar, falls

flx+h) - f(z)
h

und in diesem Fall gilt g(z) = f'(x). Damit sieht man, dass folgende Aussagen
dquivalent sind:

r(z, h) = —g(x) =0 (h—0),

(i) f ist differenzierbar an der Stelle x.

(ii) Es existiert ein g(x) € Cmit f(x+h) = f(x)+g(z)h+r(z, h)h und r(z,h) — 0
fiir h — 0.

(iii) Es gilt f(z + h) = f(x) + fi(z, h)h, wobei h — fi(x,h) an der Stelle h = 0
stetig ist.

In diesem Fall gilt g(z) = f'(x) bzw. limy,_,o fi(x,h) = f'(x). Dies liefert eine alter-
native Definition der Differenzierbarkeit, welche auch in allgemeineren Situationen
verwendet werden kann, wie die folgende Definition zeigt.

6.6 Definition. Seien U,V normierte Rdume und D C U offen. Eine Funktion
f: D — V heifit an der Stelle x € D differenzierbar, falls eine lineare stetige Abbil-
dung g(x): U — V existiert mit

flx+h)=f(x)+g(x)h+r(z,h) und lim lIrlz, B)llv =0.

h=0  ||hlly
In diesem Fall heifit g(z): U — V die Ableitung von f an der Stelle z.
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6.7 Definition. Falls f: I — C in [ differenzierbar ist und f': I — C stetig
ist, so heilt f stetig differenzierbar in I. Der Raum der stetig differenzierbaren
Funktionen wird mit C'(I) = C'(I,C) bezeichnet. Falls f" differenzierbar ist, so
heiBt f zweimal differenzierbar etc. Fiir k € N sei C*(I) die Menge aller k-fach
stetig differenzierbaren Funktionen. Wir setzen C*°(I) := (), .y C*(I), die Menge der
unendlich oft differenzierbaren Funktionen. Bei reellwertigen Funktionen schreibt
man auch C*(I,R) mit k € NU {co}.

6.8 Satz. Seien f,g: I — C an der Stelle x € I differenzierbare Funktionen, o, 8 €
C. Dann gilt

a) (af + Bg)'(z) = af'(x) + B¢ (x), d.h. die Ableitung ist linear.
b) Produbtregel: (fg)(x) = f'(#)g(x) + F(2)g'(z).
c¢) Quotientenregel: Falls g(x) # 0, gilt

(@)’ _ ['(@)g(x) — fx)g'(2)
g(x) (9(x)) '

Beweis. a) folgt sofort aus der Linearitét des Grenzwerts.

Fiir b) kann man Bemerkung 6.5 verwenden: Sei f(z + h) = fi(z,h)h, g(x + h) =
g(x) + g1(x, h)h mit fi(x, h) = f'(z), g1(x,h) = ¢'(z) fiir h — 0. Dann gilt

fla+h)g(z+h) = f(x)g(x) + [f(z, h)g(x) + f(x)g1(z, h)|h

mit f1(z, h)g(z) + f(@)g1(z, h) = f'(x)g(x) + f(x)g () fiir b — 0.
Fiir ¢) sei zundchst f = 1. Dann gilt

1 1

z+h)  g@) - h '
geh) g _ 9@) —glzt+h) 9(:6)2 (h = 0)
h hg(w)g(x + h) (9(x))
und damit (5—1])’ (x) = — (;’éggg. Die allgemeine Quotientenregel folgt nun mit Teil b)
wegen 5 =f- %. O

6.9 Satz (Kettenregel). Seien S, T C R offen, f: S = R, g: T — C Abbildungen
mit f(S) C T. Falls f an der Stelle x € S differenzierbar ist und g an der Stelle
y = f(z) € T differenzierbar ist, so ist go f an der Stelle x differenzierbar, und es
gilt

(9o f)(z) = (g'(f(2)) - f'(x).
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Beweis. Sei f(z+h) = f(z)+ fi(z, h)h und g(y+1) = g(y) + g1 (y, 1), wobei fi(z, ")
und ¢;(y, -) jeweils an der Stelle 0 stetig seien. Dann gilt (man setzt ¢t = fi(x, h)h

9(f(z +h)) =gy + fi(z,h)h) = g(y) + g1(y, fi(z, h)h) fr(z, h)h.
Somit folgt die Behauptung aus

o1y, filz, h)h) fi(@ h) = g'(y) f'(z) = g (f(2)) [ (x)  (h—0).
O

Das Vorzeichen der Ableitung sagt etwas iiber die Monotonie einer Funktion aus.
Die folgende Aussage werden wir spéter beweisen.

6.10 Lemma. Sei I C R ein offenes Intervall und f: I — R differenzierbar mit
f'(x) >0 fiir alle x € I. Dann ist f streng monoton wachsend.

Eine weitere wichtige Aussage behandelt die Differenzierbarkeit der Umkehrfunkti-
on. Man beachte, dass auch die (lokale) Existenz der Umkehrfunktion gezeigt wird.
In der Formulierung des folgenden Satzes ist eine offene Umgebung von z( eine of-
fene Teilmenge, welche z( enthélt, also z.B. ein Intervall der Form (zg — €, x¢ + €)
mit kleinem ¢ > 0.

6.11 Satz (Satz von der lokalen Umkehrbarkeit). Sei f: I — R eine Funktion,
xog € I, und f in einer offene Umgebung U(xo) C I wvon xq stetig differenzierbar.
Falls f'(xg) # 0, so existiert eine Umgebung V(yo) von yo := f(xo), in der die
Umkehrabbildung g := =1 existiert und stetig differenzierbar ist. Es gilt dann

1

9 (yo) = o))

(6-1)
Beweis. Seio.E. f'(xg) > 0. Da f” in einer Umgebung von xg stetig ist, gilt f'(z) > 0
fir x € Iy fiir ein offenes Intervall Iy C U(xg) mit o € Ip. Nach Lemma 6.10 ist
f: Iy — R streng monoton wachsend und damit bijektiv. Wir setzen V' (yo) := f(Ip).
Fir die Umkehrfunktion g: V(yo) — R gilt dann f(g9(y)) = v (v € V(yo)). Wir
schreiben

(yo+h)—yo  flg(yo+n)) — f(g(v0))

1 = —
h h
_ flg(yo + 1)) — fl9(yo)) 9(yo +h) — g(yo)
9(yo +h) — g(yo) h '

Schreibt man f(g(yo + h)) = f(9(yo) + h) mit h := g(yo + h) — g(yo), so sicht man
mit der Stetigkeit von g, dass h— 0 fir h — 0 gilt. Also konnen wir den Limes
h — 0 nehmen und erhalten die Differenzierbarkeit von g sowie 1 = f"(g(v0))g'(yo)-
Da f'(g(yo)) # 0, folgt (6-1). Da f" und g beide stetig sind, erhalten wir aus (6-1)

die Stetigkeit von ¢'. ]
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6.12 Satz (Ableitung elementarer Funktionen). a) Fir exp: R — R gilt exp(z)’ =
exp(z). Fira> 0 und x € R ist (a®)' = (Ina)a®.

b) Firln: (0,00) = R gilt (Inz)' = 1. Fira € R und x> 0 gilt (2*) = az*~".

c¢) Fiir die reellen trigonometrischen Funktionen gilt

(sinz) = cosz, (cosw) = —sinz, (tanz) =1+ tan®z.

d) Fir die Arcusfunktionen gilt

RV re(—
(arcsinz) = i (z € (-1,1)),
(arccosz) = —\/%1:2 (x € (—1,1)),
(arctan z)" = : —1—1x2 (x € R).

Beweis. a) (e*) = e* war Beispiel 6.3 b), und mit der Kettenregel erhdlt man
(ax)/ — (exlna)/ — emlnalna = a*lna.

b) Nach Satz 6.11 ist (Inx)’ = —7 '— = L. Damit ist (z*)' = (exp(alnz)) =

exp/(Inz) - exp(lnz) —

exp(alnz)? = 2% = az* .

c) folgt durch Vergleich von Real- und Imaginirteil aus (e™)" = ie’” und (fiir den
Tangens) aus der Quotientenregel.

d) Wieder aus Satz 6.11 erhélt man unter Beachtung von cos z > 0 fiir z € (-5, §)

1 1 1 1
1 ! = pu— pu— pu— .
(aresinz)" = sin(arcsinxz)  cos(arcsin x) V/1—sin?(arcsinz) V1 —a?
Analog erhélt man anderen beiden Ableitungen. O

b) Der Mittelwertsatz und seine Folgerungen

6.13 Satz. Sei f: I — R in einer Umgebung U(xy) von xg € I differenzierbar, und
f besitze ein lokales Minimum an der Stelle xq, d.h. es gelte f(xg+ h) > f(xq) fir
|h| < hg mit einem hy > 0. Dann gilt f'(z¢) = 0. Die analoge Aussage gilt fiir ein
lokales Mazimum und damit fiir ein lokales Extremum.

Beweis. Fiir h > 0 ist w > 0, und fiir A N\ 0 erhélt man f’(z) > 0. Fiir
h <0 ist w < 0 und es folgt f'(z¢) < 0. Somit ist f'(zg) = 0. O
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6.14 Bemerkung. Dieser Satz sagt, dass die Bedingung f'(zo) = 0 notwendig ist
fiir ein lokales Extremum. Diese Bedingung ist jedoch nicht hinreichend, wie das
Beispiel f(z) = 2 in R zeigt.

6.15 Satz (Satz von Rolle). Sei f € C([a,b],R) differenzierbar in (a,b), und es
gelte f(a) = f(b). Dann existiert ein xo € (a,b) mit f'(xy) = 0.

Beweis. O.E. sei f(a) = f(b) = 0 (sonst betrachte g(x) := f(x) — f(a)). Nach
Korollar 5.15 existiert M := max,e[qp) f(x). Falls M > 0 ist, so existiert nach
Definition des Maximums ein zy € (a,b) mit f(zo) = M. Damit ist z( ein lokales
Maximum, und nach Satz 6.13 ist f'(zq) = 0. Falls M = 0, betrachte analog m :=
mingep, 5 f(2). Im Falle m < 0 existiert analog ein lokales Minimum xo mit f(xo) =
0, und im Falle M =m = 0 ist f(z) = 0 fiir alle z € [a,b] und damit f'(x) = 0 fur
alle x. O]

6.16 Satz (Mittelwertsatz der Differentialrechnung). Sei f € C([a,b],R) differen-
zierbar in (a,b). Dann gibt es ein xo € (a,b) mit

f(b) = f(a)

b—a S (o).

Somit besitzt die Tangente an der Stelle xy dieselbe Steigung wie die Strecke durch
die Punkte (a, f(a)) und (b, f(b)).

Beweis. Sei F(x) := f(x)—f
und es gilt F(a) = F(b) = 0.
F'(z9) = 0 und damit f'(zg) =

)—(x— )% Dann ist F'in (a, b) differenzierbar,
N ch dem Satz von Rolle existiert ein xy € (a,b) mit
f(b)—f(a)
b—a

(a

O

6.17 Korollar. Se: I C R ein Intervall und f: I — R differenzierbar.

a) Es gilt f'(x) =0 (z € I) genau dann, wenn f eine Konstante ist (d.h. wenn es
ein c € R gibt mit f(x) = ¢ (x € I); Schreibweise f = const).

b) Die Funktion f ist genau dann monoton wachsend, falls gilt f'(z) > 0 (x € I).

Beweis. a) Aus f = ¢ folgt f' = 0. Sei also f' = 0. Fiir z,y € I gilt dann f(z) —
fly) = (x —y)f'(xo) = 0 und damit f(z) = f(y). Also ist f konstant.

b) Falls f monoton wachsend ist, folgt w >0 (h > 0) und damit f'(z) >
0 (x € I). Falls andererseits f > 0, so gilt fiir z,y € I mit © < y die Ungleichung
fly) = f(x) = (y —x)f(x9) > 0 fiir ein z¢ € (x,y) und damit f(x) < f(y). Also ist
f monoton wachsend. m

© Robert Denk 11. 2. 2013



6. Differentiation 83

6.18 Satz (Taylorreihe bis zum linearen Term). Sei f € C'([a,b];R) in (a,b) zwei-
mal differenzierbar. Dann ezistiert zu x € [a,b] und h > 0 mit [z,xz + h] C [a,b] ein
0 € (0,1) mit

flx+h)=f(x)+hf'(h)+ h;f”(x + 60h).

Beweis. Ahnlich wie im Beweis des Mittelwertsatzes betrachtet man die Hilfsfunk-

tion
(h = 2)?

F(z):=f(x+h)— fla+2)—(h=2)f(x+2)—m 5

Dann gilt
h2
F(0) = f(z +h) = f(z) = hf'(z) =m—
und F(h) = 0. Man wéhlt m € R so, dass auch F(0) = 0 gilt und wendet den Satz
von Rolle an. Somit existiert ein zy € (0, h) mit F'(zy) = 0, d.h.
0="F'(20) = —f'(x + 20) + f'(x + 20) = (h = 20) f"(x + 20) + m(h — )
= (h— 20)(—f"(x + z9) + m).
(=

Also gilt m = f"(z) und wegen F(0) = 0 folgt

Fla4 ) = @)+ hf@) + o+ )

Wir schreiben nun zp = 6h mit 6 € (0,1) und erhalten die Behauptung. ]

6.19 Korollar (Hinreichende Bedingung fiir Extremum). Sei f € C%(I,R). Falls
fiir ein xg € I gilt f'(xg) =0 und f"(xo) > 0, so hat f an der Stelle zq ein isoliertes
lokales Minimum (analog fir f"(xo) <0 und Mazimum).

Beweis. Mit der Taylorreihe aus Satz 6.18 und f’(x¢) = 0 folgt fiir xg + h € I

2
Flao 1) = (o) + o (o + 61,

Da f"(xg) > 0 und f” stetig ist, gilt auch f”(x) > 0 fiir alle z in einer Umgebung
von xy. Fiir o + h mit hinreichend kleinem |h| folgt daher f(zo+ h) > f(xy). O

6.20 Beispiel. Gesucht ist das Rechteck, welches unter allen Rechtecken mit ge-
gebenem festen Umfang U den gréfiten Fliacheninhalt besitzt. Seien a,b die Sei-
tenlangen dann ist der Umfang U = 2a + 2b und die Fliche F = ab = a(¥ —a) =
@ — @ Fiir die Funktion F': (0,00) = R, F(a) = % — a? gilt F'(a) = ¥ — 2a und
damit F'(a) = 0 fiir a = ap :== ¥ und F"(a) = —2 < 0. Daher hat F' ein lokales
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Maximum an der Stelle a = %. Fiir diesen Wert von a gilt a = b, d.h. es handelt sich
um das Quadrat. Da an keiner anderen Stelle die notwendige Bedingung F’(a) = 0
erfiillt ist und an den Randpunkten ¢ = 0 und a = % der Flacheninhalt 0 ist, handelt
es sich um ein globales Maximum.

Die folgenden beiden Aussagen sind leicht zu beweisen und fiir manche Rechnungen
niitzlich. Der Beweis des erweiterten Mittelwertsatzes ist dabei ahnlich zum Beweis
des Mittelwertsatzes selbst.

6.21 Lemma. a) (Erweiterter Mittelwertsatz) Seien f,g € C([a,b],R) in (a,b)
differenzierbar und g(a) # g(b). Dann existiert ein xo € (a,b) mit

f(b) = f(a)

P = 50— gta)

g (o).

b) (Regel von L’Hospital) Seien f,g: I — R differenzierbar und xo € I mit f(xy) =

g(xo) = 0. Dann gilt
/
f@) )
g(x) @m0 g'(0)
falls der Limes auf der rechten Seite existiert. Analoge Aussagen gelten auch im Fall
xo = too und im Fall f(xy) = g(xg) = 00.

(x — o),

6.22 Beispiel. a) Es gilt mit der Regel von L’Hospital

1
Inz = T
limzInr = lim —— = lim - = lim — = 0.
x—0 r—0 = x—0 —= z—0 1
xT X

b) Genauso erhalten wir lim, o 5% = lim, o0 eix =0.
1
1+tw

In(14+x) __
T - 1

= 1 erhalt man

c¢) Aus lim,_, lim,_,q

In(1+ z)

lim(1 + )"/ = li_>n%exp ( .

z—0

) =exp(l) =e.

c) Folgen und Reihen von Funktionen und die Taylorreihe

Wir wissen bereits, dass der gleichméflige Grenzwert stetiger Funktionen wieder
stetig ist. Eine dhnliche Aussage gilt auch fiir die Differenzierbarkeit. Hier ist die
gleichméflige Konvergenz der Ableitung wichtig. Wir formuliere die folgenden Aus-
sagen fiir reellwertige Funktionen, sie gelten aber genauso fiir komplexwertige Funk-
tionen.
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6.23 Satz. Sei (f,)neny C C'([a,b];R) eine Folge von stetig differenzierbaren Funk-
tionen, und sei f: [a,b] — R eine Funktion mit f,, — [ punktweise. Falls (f)nen C
C([a,b]; R) gleichmafig konvergent ist, so ist f stetig differenzierbar, und es gilt
fl— f" gleichmafig. In diesem Fall gilt also (lim, e fr) = lim, 0o (f))-

Dieser Satz wird hier nicht bewiesen. Man beachte, dass es fiir die gleichméflige Kon-
vergenz der Ableitungen schon ausreicht, dass (f))nen C C([a,b];R) eine Cauchy-
folge ist, da der Raum (C'([a, b]; R), || - ||«) ein Banachraum ist.

Als Anwendung erhalten wir eine Aussage iiber Potenzreihen:

6.24 Korollar. Sei f(x) = 0" a,(x — x¢)" mit a,, € R, x9 € R. Sei r € (0, 00]
der Konvergenzradius der Reihe. Dann konvergiert die Reihe fiir alle v € I :=
(xg — ryxo + 1) mit allen Ableitungen absolut, und es gilt f € C*(I;R). Fir die
Ableitungen gilt

Zn (n—1)...-(n—k+ Day(zr — x0)" "
n=k

Beweis. Sei x € I und ry mit |z — 29| < rg < r. Dann gilt nach Definition des
Konvergenzradius fiir n > ng mit geeignetem ny die Abschitzung |a,| < % und

damit [a,(z — )" < ¢" mit ¢ := ;- < 1. Sei sy(z) := SN o an(r — 20)" die N-te
Partialsumme. Dann gilt sy (z) = 32 na,(z — 20)" . Fir z € I, x # o, folgt

Also ist die konvergente Reihe ) > o |z . |q eine Majorante fiir die Reihe der
Ableitungen > "7 | na,(x — xo)" . O

6.25 Satz (Identititssatz fir Potenzreihen). Seien f(z) = > 07 an,(x — x0)" und
g(x) =307 s bu(x — x0)"™ zwei Potenzreihen mit positivem Konvergenzradius. Falls
f und g in einer Umgebung von xy dieselben Werte haben, so gilt a, = b, fir alle
n e No.

Beweis. Die Funktionen f und g sind in einer Umgebung von xy unendlich oft
differenzierbar und es gilt f*(zy) = g (z,) fiir alle k& € Ny. Nach Korollar 6.24 gilt
f (z0) = klag, analog fiir g. Also erhalten wir bereits aj, = by fur alle £ € N. O

Der folgende Satz ist einer der wichtigsten Sétze der Vorlesung und beschreibt die
Approximation einer Funktion mit Hilfe der sogenannten Taylorpolynome.
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6.26 Satz (Satz von Taylor). Sei f: [a,b] — R im Intervall (n + 1)-mal differen-
zierbar im Intervall (a,b), und seien x,xy € (a,b). Dann existiert ein  zwischen x
und xq mit

"L (2 ) ,
flz) = Z / j(! ) (z — x0) + JEHTS,) (2 — xo)"+L.

Beweis. O.E. sei x > xy. Wir betrachten die Funktion g¢: [zo, 2] = R, t — ¢(¢) mit

A0 (@t

o (x —t)" — m—(n N

Dabei wird m € R so gewéhlt, dass g(xg) = 0 gilt. Da auch g(x) = 0 gilt und nach
Voraussetzung die Funktion ¢ in (z¢, ) differenzierbar ist, kénnen wir den Satz von
Rolle anwenden. Damit existiert ein £ € (z, ) mit

FD(E)

n!

(=g

n!

0=4'(€) =~ (2 =&)"+m
(Man beachte beim Berechnen von ¢, dass sich durch die Anwendung der Produktre-
gel fast alle Terme wegheben.) Wir erhalten somit m = "+ (¢), und aus g(zy) = 0
folgt

(n) (n+1) o ynl
0= f(x) = flzo) = f'(wo)(w — o) = ... = ! n(!mo) (z — 20)" — ! gfl)!%) .
L]
6.27 Bemerkung. a) Das Polynom
nrG) |
Tuf)@) = S (o - oy

J=0

heifit Taylorpolynom der Ordnung n von f an der Stelle xy. Der Satz von Taylor
kann damit geschrieben werden in der Form f(z) = (T,,f)(z) + R,.(xo,x,&), wobei

R, (xg,2,§) = ! ((2111))(,5) (r — x9)"™! das Restglied ist. Eine andere typische Schreib-

weise ist mit x = xo+h und £ = o+ 60h mit 0 € (0, 1) und z statt zo die Darstellung

flz+h) = zn: oIV R (x,h)

= !
mit dem Restglied
Rl ) 1= L OB)
A (n+1)! ‘
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Die hier angegebenen Formen des Restglieds heiflen auch Lagrange-Form des Rest-
glieds.

b) Eine andere Darstellung des Restglieds ergibt sich als Integral (welches spéter
behandelt wird) in Form von

n!

R, (z,h) = E /Hh(x +h—t)"fOH ()at.

6.28 Korollar. Die Funktion f sei im Intervall (a,b) (n + 1)-mal stetig differen-
zierbar. An einer Stelle vo € (a,b) gelte f'(zo) = f"(z0) = --- = f™(z0) = 0 und
fOHD(z0) # 0. Dann gilt:

(i) Falls n ungerade ist und f™+Y (xo) > 0 ist, so hat f an der Stelle zq ein lokales
Minimum.

(ii) Falls n ungerade ist und f™*Y (o) < 0 ist, so hat f an der Stelle xq ein lokales
Mazimum.

(i1i) Falls n gerade ist, so hat f an der Stelle xo kein lokales Extremum, aber einen
Wendepunkt, d.h. f' besitzt ein lokales Extremum in xg.

Beweis. Nach dem Satz von Taylor gilt f(zo+ h) = f(x) + Wh"“ fiir ein
6 € (0,1). Das Vorzeichen von f"*V(z + 6h) ist wegen der Stetigkeit von f* fiir
kleine h dasselbe wie an der Stelle xy. Damit ergeben sich die Aussagen (i) und (ii).

Fiir (iii) verwendet man dieselben Uberlegungen fiir f. O

6.29 Definition. Sei f € C*°((a,b)) und z( € (a,b). Dann heiit die Reihe

) (1, |
> L) oy

=

die Taylorreihe von f an der Stelle zg. Eine Funktion f € C*((a,b)), fiir welche
an jeder Stelle zy € (a,b) die Taylorreihe konvergiert mit Wert f(z), heifit reell
analytisch in (a,b).

6.30 Bemerkung. a) Selbst wenn die Taylorreihe an der Stelle x4 konvergiert, muss
ihr Wert nicht notwendigerweise gleich f(z) sein. Dies zeigt folgendes Beispiel: Sei
f: R — R definiert durch

1
exp(—=3), fallsx #0,
flz) = (=z2)
0, falls x = 0.
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Dann gilt f € C=(R) und f9(0) = 0 fiir alle j € Ny, d.h. die Taylorreihe hat
Konvergenzradius oo und fiir alle x € R den Wert 0, stimmt also fiir kein z # 0 mit
f(z) tiberein.

Die Taylorreihe konvergiert genau dann gegen die Funktion f, wenn das Restglied
R, (x,h) fiir n — oo gegen 0 konvergiert.

b) Falls fiir die Funktion f in einer Umgebung des Punktes zy die Darstellung
flx) =377 an(z — x)" gilt (wobei die Reihe in dieser Umgebung konvergiert), so
ist f in dieser Umgebung unendlich oft differenzierbar nach Korollar 6.24, und es
gilt a,, = f™@0) - Also st diese Reihe die Taylorreihe von f.

n!

6.31 Lemma. Sei f € C*((a,b)) und xy € (a,b). Falls ein ¢ > 0 und ein 6 > 0
ezistieren mit

|f ()] < (3 € [z — 6,20 + 8], n € No),

80 Gilt SUDg yeluo—6.20+0] | Fn(To, T, 8)| — 0 fir n — oo, und die Taylorreihe konver-
giert in (xg — 9, x0 + 6) und ist dort gleich f.

Beweis. Die Lagrange-Form des Restglieds liefert | R, (xg, z,£)| < % —0(n—

00). O

6.32 Beispiele. Die Reihen

cosx = Z(—l)”(;n)!

n=0

sind alles Taylorreihen um den Entwicklungspunkt 0, welche fiir alle x € R gegen
die Funktion konvergieren. Genauso ist

1 =
=2 = E 2 (Jz| < 1)
n=0

die Taylorreihe der Funktion = ﬁ Man beachte, dass sich an der Taylorreihe
direkt die Ableitungen f™(x4) ablesen lassen.
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6.33 Satz (Logarithmus-Reihe). Fiir alle x € (—1,1) gilt

[e.e]

(1 +2) = Z(—l)"“%n.

n=1

Beweis. Die Reihe > | £= hat Konvergenzradius 1, ist in (—1,1) also unendlich oft
differenzierbar mit Ableitung >0 2"t = 3" 2" = . Wegen (In(1 — x))’ =
—1— und In(1 — #)[,—o = In1 = 0 haben die Funktlonen — ln(l —z)und )7

also dieselbe Ableitung und denselben Wert an der Stelle 0 und sind damit gleich.
Es gilt also

o0

xn
In(l—2)=-— — <1).
1= = =3 (el <)
Ersetzt man x durch —z, so erhédlt man die Behauptung. O

6.34 Bemerkung. Die Logarithmus-Reihe konvergiert nach dem Leibniz-Kriterium
auch noch an der Stelle x = 1. Der Abelsche Grenzwertsatz, der hier nicht behandelt
wird, besagt, dass die Reihe an der Stelle 1 linksseitig stetig ist. Da In(1+-) ebenfalls
stetig an der Stelle 1 ist, gilt

1 1 0 n+1

ln2—1—§+——— —Z

6.35 Satz (Arctan-Reihe). Fir alle x € [—1,1] gilt

0 2n+1 3 5 7

x x> x0T
t — —1 n = _—— —_
arctan x nz%( ) ol " 3+5 -
Speziell folgt
T 1+1 1+
4 3 5 7

Beweis. Wie im Beweis von Satz 6.33 betrachtet man die Ableitung der Funktion
f(z) := arctan z. Es gilt

f(z) = 1+$2 Z D"z (x| < 1).
=0
d fen
+

Damit gilt f@*+9(0) = (=1)"(2n)! un
kung 6.30, und die Reihe )7 (—=1)"%
Stelle 0. Es gilt also

)(0) = 0 fiir alle n € Ny nach Bemer-
ist die Taylorreihe von arctan an der

+1

N-1 2t
t = —1)" Ry (0
arctan x ;( ) 2n—|—1+ ~(0,2,8)
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mit N
22N+

Ry (0,2,6) = fV(e) L
Man kann zeigen, dass fiir alle & € [—1, 1] die Abschitzung |f@N+1(€)| < (2N)! gilt.
Damit erhélt man fur alle |x| < 1 die Abschitzung
22N+ 1

2N+1 7 2N +1

Dies zeigt sowohl die Konvergenz der Taylorreihe fiir || < 1 als auch die Gleichheit
mit f(x). Fiir 2 = 1 erhilt man wegen arctan 1 = 7§ die zweite Aussage. O

6.36 Satz (Binomialreihe). Fir a € R und n € N definiert man den (verallgemei-
nerten) Binomialkoeffizienten durch

(1) = sl tifomnen (0

Dann gilt fir alle « € R und alle v € (—1,1)

(1+2)* = i (g) ",

Beueis. Sei f(a) i= (1+)". Dannist (0) = a(a=1)-.. +(a=n+1)(1+2)" "]
und damit £~ ( £20) - ( ) d.h. die obige Reihe ist die Taylorreihe von f an der Stelle
0.

Fiir o € Ny bricht die Reihe nach endlich vielen Schritten ab und die obige Formel

gilt nach der binomischen Formel. Sei also o € Ny. Fiir die Glieder a,, := (3) " der
Reihe gilt fiir z € (—1,1)

Ap+1

— |r| <1 —
= |52 lel 2 lal <1 (0 o0),

und nach dem Quotientenkriterium konvergiert die Reihe absolut. Damit ist der
Konvergenzradius der Reihe (mindestens) gleich 1.

Fir £ € [0,1) gilt (1+&)*™" < (1+&)* < C mit C := maxecp)(1 + 2)*. Damit
[FTE] = Jala—1) - (@ =n)(1+&* " < Clafa —1) - (a=n)| (g <1).

Mit der Lagrange-Restgliedformel gilt
(n+1
Ra0.0,9] = [ <] (7)
n
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wobei verwendet wurde, dass (a,)nen, eine Nullfolge ist, da die Reihe konvergiert.

Also konvergiert das Restglied fiir alle z,& € [0,1) gegen 0, und die Taylorreihe
konvergiert und ist gleich f. Eine dhnliche Rechnung zeigt, dass dies auch fiir alle
z, & € (—1,0) gilt. O
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7. Iterationsverfahren und der Banachsche
Fixpunktsatz

Worum geht’s? In diesem kurzen Abschnitt wird der Banachsche Fixpunktsatz be-
sprochen, welcher besagt, dass eine kontrahierende Abbildung stets genau einen Fix-
punkt besitzt. Diese Aussage ist wichtig sowohl fiir die Theorie (z.B. fiir den Satz
von Picard-Lindel6f in der Theorie gewohnlicher Differentialgleichungen) als auch in
der Numerik, in welcher Fixpunktiterationen hiufig eingesetzt werden. Ein Standard-
Verfahren als Fixpunktiteration ist das Newton-Verfahren zur Berechnung von Null-
stellen.

7.1 Satz (Banachscher Fixpunktsatz). Sei U ein Banachraum mit Norm ||-||, X C
U abgeschlossen und T: X — X eine kontrahierende Abbildung, d.h. es existiere ein
k€ [0,1) mit

IT(z) =TI < kllz =yl (z,y € X).

Dann existiert genau ein & € X mit T(z) = & (Fizpunkt von T ). Fir ein beliebiges
xg € X konvergiert die Folge (x,)nen mit x, := T(x,—1) (n € N) gegen xo. Es gilt
Iz — 2| < {55 [l21 — o]l

Beweis. Sei xy € X beliebig und (x,),, wie oben definiert. Dann gilt fiir n, m € Ny

||$n+m - an < ||xn+m - $n+m—1|| +oo+ Hxn-&-l - an
S (k)neril + ...+ k‘n)H.Tl — l’oH
n+m—1

%)
= kn Z k}jHJIl — I‘o” S kn l{?jHI1 — l’()”
7=0 7=0

k:n
= 1_ka1—J;0H —0 (n— o0).

Also ist (2, )nen eine Cauchyfolge in X, und da U vollsténdig und X abgeschlossen
ist, existiert der Grenzwert z := lim,, ., x,. Es gilt

12 = T@) < 12 — 2ol + [T(Z) — za
= [ =zl + [T(@) = T(za-1)
<& = zall + k& — 20| =0 (0 — 00).

Also gilt ||z — T'(z)|| = 0, d.h. T'(z) = z.
Der Fixpunkt ist eindeutig: Sei y ein weiterer Fixpunkt von 7". Dann gilt
12 =yl = 1T(2) = T()ll < kll& = yl],

und wegen k < 1 folgt ||z — y|| = 0. O
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7.2 Beispiel. Zur Berechnung von /2 betrachte man X := [1,2] und

2_ 2
Ty :=z+ <

(x € X).

Dann gilt [T'(z) — T(y)| = |z — y|[1 — =<| < 3]z — y|, und die Iteration zq = 1,
z, = T(x,-1) (n € N) konvergiert gegen einen Fixpunkt von 7" und damit gegen
V2. Die Iteration ergibt folgende Tabelle:

|

E2 |
1.000000000000000
1.333333333333333
1.407407407407407
1.413808870598994
1.414190363070860
1.414212235403363
1.414213486481837
1.414213558032800
1.414213562124870
1.414213562358899

© 00~ U W~ O3

7.3 Satz (Newton-Verfahren). Sei D C R offen, f € C*(D,R), und sei & € D eine
Nullstelle von f mit f'(z) # 0. Fir xg € D definiert man folgende Iteration:

f(mn—l)
n=T(x,_1) =xp_1— ——% e N).
x (Tn—1) = Ty Flin) (n )
Dann ezistiert ein 6 > 0 so, dass die Abbildung T eine Kontraktion in X := [z —

0, & + 0] ist und somit fiir alle xy € X gegen & konvergiert.

Beweis. Wegen f'(2) = 0 und der Stetigkeit von f’ existiert ein § > 0 so, dass
f'(x) # 0 (|Jx— 7| <0) gilt. Fiir die Funktion T': [z —§,24 6] — R, T(x) := . — J{C,(("’;))

gilt T(z) =z, T'(z) = f((;)(ﬁ;gi) und damit 7"(2) = 0. Wir verkleinern 0 so, dass

IT"(z)| < & fiir v € X := [T — 6,2 + 6] gilt. Nach dem Mittelwertsatz gilt

R R 1 R
T(2) = 2] = |z — 2| [T'(©)] < gle — 4,

also gilt T'(X) C X. Dieselbe Rechnung zeigt, dass T" eine Kontraktion ist, und die
Behauptung folgt aus dem Banachschen Fixpunktsatz. O
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7.4 Beispiel. Wir berechnen wieder v/2, diesmal mit dem Newton-Verfahren. Sei
also f(r) = 2% — 2. Dann lautet das Newton-Verfahren

Fiir z¢ := 1 erhélt man folgende Werte:

|

E2

1.000000000000000
1.500000000000000
1.416666666666667
1.414215686274510
1.414213562374690
1.414213562373095
1.414213562373095
1.414213562373095

O U W~ O

Man sieht, dass das Newton-Verfahren viel schneller konvergiert als die Iteration
aus Beispiel 7.2. Tatsdchlich kann man leicht zeigen, dass die Konvergenz lokal qua-
dratisch ist, d.h. in der Nihe des Fixpunktes gilt |z, — 2| < Clz,_1 — 2|*. In der
Anwendung problematisch ist die Tatsache, dass der Startwert nahe bei der Null-
stelle liegen muss; daher existieren Varianten des Newton-Verfahrens, welche dies
beriicksichtigen.
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A. Anmerkungen zu gewdohnlichen
Differentialgleichungen

Hier werden ohne Beweis und ohne mathematische Exaktheit einige Begriffe und
Konzepte aus der Theorie gewohnlicher Differentialgleichungen vorgestellt, welche
im Teil I1I der Vorlesung vertieft werden.

Eine gewohnliche Differentialgleichung der Ordnung k ist eine Gleichung der Form

F(ty(t),y'(t),....y" (@) =0 (tel), (1-1)

wobei F' eine gegebene Funktion ist und die Funktion y: I — C gesucht ist. Die
Menge I ist dabei ein (endliches oder unendliches) Intervall in R, und ¢/, ..., y®
bezeichnen die Ableitungen von y. Ein einfaches Beispiel ist die Differentialgleichung

y(t) = () (teR) (1-2)

mit einem Parameter A € C, welche von y(t) = e gelost wird. Die Differentialglei-
chung (1-1) heift linear, falls die Funktion F linear von %,%/, ..., y*) abhiingt. So ist
z.B. die Gleichung (1-2) linear, aber auch die Gleichung y"(t) 4+ 2(cost)y(t) = 0. Aus
dem zentralen Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard-Lindelsf folgt, dass (un-
ter geeigneten Voraussetzungen) die Menge . aller Losungen einer skalaren Diffe-
rentialgleichung der Ordnung k einen k-dimensionalen Untervektorraum des Raums
aller stetigen Funktionen darstellt. Genauer ist fiir jedes feste t, € I die Abbildung

L —C" oy (y(to),y (ko) -y V(o) T

ein Isomorphismus von Vektorrdaumen. Damit sieht man, dass die Menge aller Losun-
gen von (1-2) gegeben ist durch . = span{t — eM} = {t s ce* | c € C}.

Um eine lineare Differentialgleichung der Ordnung k zu losen, geniigt es also, eine
Basis des Losungsvektorraums anzugeben. Dafiir reicht es wiederum k linear un-
abhéngige Losungen zu finden. Die Differentialgleichung

y'(t) +y(t) =0 (t€R)

besitzt die beiden linear unabhingigen Losungen (t) = €* und y(t) = e . Die
Menge aller Losungen ist also gegeben durch y(t) = cie + coe™ mit Konstanten
c1,co € C. Will man reelle Losungen haben, kann man auch Ree® = cost und
Im e = sint als linear unabhiingige Losungen wihlen.

Allgemein findet man Losungen der linearen Differentialgleichung
y () + ap_1y® () + -+ ary/ () + aoy(t) = 0

durch den Ansatz y(t) = e™ mit einem noch zu bestimmenden Parameter 7 € C.
Einsetzen ergibt
™ +ag " 4+ a4 a9 = 0.
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Die Exponenten sind also durch die Nullstellen des entsprechenden Polynoms gege-
ben. Falls keine doppelten Nullstellen auftreten, erhdlt man £ linear unabhéngige
Losungen und damit eine Basis des Losungsraums.

Nichtlineare Gleichungen sind im Allgemeinen viel schwerer zu 16sen. Es gibt jedoch
einige einfache Tricks, um zumindest zu einer Losung zu kommen: So wird z.B. bei
der Separation der Variablen die Differentialgleichung

y(t) = (sint)y(t)?

formal in die Form

=sint

gebracht. Man sieht, dass die Funktion H(y(t)) := —ﬁ die Ableitung (H(y(t)) =

%;g besitzt. Integriert man daher beide Seiten der obigen Differentialgleichung, so

erhalt man

1
——— = —cost+C
y(t)

mit einer Integrationskonstanten C' und damit die Losung y(t) =
Methode funktioniert bei allen Gleichungen der Form

y'(t) = g(H)h(y(t)).

Falls G eine Stammfunktion von g und H eine Stammfunktion von % ist, so gilt fiir
die Losung die Gleichung

1

osi—C" Diese

Hyt) =Gt +C (tel).

dy

Symbolisch kann man die Trennung der Variablen mit der Schreibweise y' = %

folgendermafen formulieren: y/(t) = g(t)h(y(t)) entspricht
1

1
——dy = g(t)dt und damit /
" ()

) dy = /g(t)dt—l—C.
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B. Koordinatentransformationen

Wir wollen hier anhand zweier Beispiele die Idee einer Koordinatentransformation
vorstellen. Wir beginnen mit dem linearen Fall, den wir als Basiswechsel kennen.

Sei f: R? — R bzgl. der Standardbasis {(;), (])} des R? beschrieben durch f(z) =
1 + 2x5. In Matrixschreibweise erhélt man

T
Wir betrachten nun eine neue Basis B := {(_,), (;)}. Die Koordinaten bzgl. der
neuen Basis sollen 2’ heiflen. Dann gilt ' = Sx mit der Matrix

s (1))

Beim Wechsel von x zu 2’ spricht man von einer Koordinatentransformation. Wir
definieren die zugehorige Abbildung ®: R? — R? durch ®(2') := S2/(= z). Man
beachte, dass ® eine Bijektion ist. Die Funktion f ist bzgl. der urspriinglichen Ko-
ordinaten gegeben durch f(x) = x1 + 2z, bzgl. der neuen Koordinaten durch

f) = sy =0 pst =0 2 (L 1) () =1 oa(2),

) 2
d.h. durch f(a') = —a + 3%}, und die entsprechende Matrix A’ = (-1, 3). Es gilt
A= AS.

Nun betrachten wir einen nichtlinearen Fall. Jetzt sei die Funktion f: R? — R bzgl.
der Standardkoordinaten beschrieben durch f(x) = x3+x3. Der Koordinatenwechsel
wird jetzt wieder durch eine Funktion ® beschrieben, die jetzt z.B. durch

r 7 COS P
®: (0 0,2m) — R*\ {0 — @ =
(0.00) x 0.2 > B\ (0}, (7)1 2(rp) = (1507
gegeben sei (dies sind die Polarkoordinaten in R?). Wieder ist ® eine Bijektion. Fiir
die neuen Koordinaten z’ := (;) gilt wieder x = ®(2’). In Polarkoordinaten ist die
obige Abbildung beschrieben durch die Funktion

f(:c’) = f(®(2")) = (rcos p)® + (rsin)? = r?(cos® p +sin® p) = r?.

Die Idee der Ableitung ist es, eine Funktion durch eine lineare Funktion zu appro-
ximieren. In unserem Fall sind die Ableitungen der Funktion f und der Funktion f
gegeben durch

af(l“l,i@) 5f($1,x2)
le 8x2

Df(x) = ( > = (221, 219),
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Die Funktion ® ist eine Abbildung von R? nach R?, damit ist die Ableitung (also
die Linearisierung) eine 2 x 2-Matrix und gegeben durch

01 (re)  0P1(rp) COSO —7sin
Dd(z') = a%a(rr,cp) 8<I>f€i,<p) - (sin ; 7 COS (‘0) .
or Op 7 4

So wie vorher A" = AS galt, gilt jetzt fiir die Ableitungen
Df(x') = Df(®(«)) - DB(2),
eingesetzt

o : coS@ —rsing
(2r, 0) = (2rcosp, 2rsiny) (Singo rcos o ) .
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