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2 1. Die Fourier-Transformation in . (R") und in LP(R")

1. Die Fourier-Transformation in .#(R") und in
LP(R™)

1.1 Worum geht’s? Die Fourier-Transformation beschreibt mathema-
tisch die Zerlegung einer Funktion oder eines akustischen oder elektro-
magnetischen Signals in Grundschwingungen. Innerhalb der Mathematik
tritt die Fourier-Transformation insbesondere im Rahmen der partiellen
Differentialgleichungen auf. Dies liegt daran, dass die Ableitung in der
Fourier-Transformierten zur Multiplikation mit der Koordinatenfunktion
wird. Die Fourier-Transformierte wird zunichst fiir L2-Funktionen und
dann fiir temperierte Distributionen betrachtet.

a) Die Fourier-Transformation im Schwartz-Raum

Wir betrachten zunéchst die Fourier-Transformation als klassisches Integral, d.h. fiir
integrierbare Funktionen f: R" — C.

1.2 Definition. Fiir f € L'(R") heifit

(FDE) = () = em™ | (o)

n

die Fourier-Transformierte von f.

In der obigen Definition und im Folgenden wird x - £ := Z?:1 x;&; gesetzt. Die
Normierungskonstante (27)~™/2 ist in der Literatur nicht einheitlich. Haufig wird
diese Konstante auch bei der Definition von .% f weggelassen. In der Physik wird oft
k oder k oder w statt & verwendet. Im folgenden Satz steht Cyp(R™) fiir den Raum
aller stetigen Funktionen g: R® — C mit |g(§)| — 0 (|¢] — o0), versechen mit der
Supremumsnorm || - ||o. Fiir zwei metrische Rdume (oder allgemeiner topologische
Vektorraume) X und Y steht im Folgenden die Bezeichnung L(X,Y") fiir die Menge
aller stetigen linearen Abbildungen von X nach Y. Wie iiblich, setzen wir L(X) :=
L(X, X).

1.3 Satz. FEs gilt # € L(L*(R"™), Co(R™)).

Im Folgenden sei Z(R") := {f € C>°(R") : supp f kompakt} der Raum der Test-
funktionen. Dabei ist supp f := {x € R*: f(x) # 0} der Tréger der Funktion f.
Wir verwenden ohne Beweis, dass Z(R") dicht in LP(R") fur alle p € [1, 00) ist ([5],
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1. Die Fourier-Transformation in . (R") und in LP(R") 3

Satz 6.21).

Beweis von Satz 1.5. (i) Offensichtlich existiert fiir jedes £ € R™ das Integral, und
es gilt |7 f(§)] < (2m) 72| fl| 12 (gr)-

Wir zeigen, dass .7 f stetig ist. Sei dazu (£®)ey C R™ mit €*) — €. Dann gilt
e~ 5 emitt (7 € R") und

FHE) = Z1© < @0 | (1@ e e 0

<2

mit majorisierter Konvergenz.

Als stetige Funktion ist .% f messbar. Damit folgt .# € L(L'(R™), L>°(R™)) mit
Norm nicht gréfer als (27) /2.

(i) Wir zeigen .7 f (&) — 0 fiir |£] — oo. Sei zunéchst f € Z(R"), R > 0 und § € R”
mit [{| > R. Wahle j mit |¢;] > \%. Dann gilt mit partieller Integration

Z1©O1 = m) | [ e s

= (2m) ™2 / L e "0, f(x) dx‘
R" —Zgj
n
S (27T)_n/2||8xijL1(Rn) . £ —0 (R — OO)

R

Da 2(R") dicht ist in L'(R"™), existiert eine Folge (fy)neny € Z(R™) mit f, — f
in LY(R"). Mit % € L(L'(R"), L>°(R™)) erhalten wir ||.Z f,, — Z f|lco — 0 und (da
Co(R™) ein Banachraum beziiglich || - || ist) Z f € Co(R™). O

1.4 Bemerkung. Die Aussage (Z f)(§) — 0 (|¢] — oo) fiir f € L'(R™) ist bekannt
unter dem Namen Riemann—Lebesgue-Lemma.

Um die Umkehrabbildung der Fourier-Transformation zu bestimmen, ist es niitzlich,
zunéichst einen wesentlich kleineren Raum als L'(R™) zu betrachten. Im Folgenden

verwenden wir die iiblichen Multi-Index-Schreibweisen |af := oy + ... + ay,, 0% =
(8%1)“1 . (%)“" sowie % ;= (" - ... 2% fir € N} und z € R" .

1.5 Definition. Der Schwartz-Raum (Raum der schnell fallenden Funktio-
nen) . (R") ist definiert als die Menge aller ¢ € C*°(R™) mit

Pam(p) = suﬂg)(l + |z|™)|0% ()| < oo (a € Nj, m € Np).
TER™

Eine Folge (pr)ken C Z(R™) heifit konvergent gegen ¢, € . (R"), falls

© Robert Denk 04.04.2024



4 1. Die Fourier-Transformation in . (R") und in LP(R")

Pam(pr — @o) = 0 (kK — oo) fiir alle @ € Ny und m € Ny gilt. In diesem
Fall schreibt man oy, EX o (k — 00).

1.6 Bemerkung. Aquivalente Bedingungen fiir die Definition des Schwartz-Raums
sind pym (@) < 0o (N,m € Ny) oder py(p) < co (N € N), wobei

pN,m(QO) = Ia|2§pa,m(§0) (N,m c N0)7

pr(p) = max pan(p) (N €N).

|al<

Diese Familien von Seminormen kénnen auch fiir die Konvergenz einer Folge ver-
wendet werden.

1.7 Satz. a) Durch

_N=o.n_Pnlp—1) .

wird eine Metrik auf .7 (R™) definiert. Die Konvergenz in . (R™) stimmt mit
der Konvergenz beziiglich der Metrik d.o tiberein.

b) Der metrische Raum (. (R"),d) ist vollstindig, d.h. jede Cauchyfolge ist
konvergent.

¢) Es gilt #(R™) C LP(R™) fiir alle p € [1, 00].

d) Seien a € N§, P: R" — C ein Polynom und f € .#(R™). Dann ist jede der
Abbildungen ¢ — 0%p, ¢ — P-@ und @ — f - eine stetige lineare Abbildung
von . (R") nach & (R™).

Beweis. a) Die Eigenschaften einer Metrik folgen durch direktes Nachrechnen. Aus
der Definition von dy folgt sofort: Es gilt d(yk, ¢o) — 0 (kK — o0) genau dann,
wenn py(ox — o) — 0 (kK — oo) fir alle N € N gilt. Dies ist dquivalent zu

on 2 0o (k — o0).
b) Sei (¢r)ren C L (R™) eine Cauchyfolge, d.h. es gilt d(pk, @) — 0 (k,{ — 0).
Dann folgt pn(¢x—¢e) — 0 (k, ¢ — 00), insbesondere ist (0% )ren eine Cauchyfolge

bzgl. der Supremumsnorm fiir alle & € Nf. Damit konvergiert 0%y gleichméBig
gegen eine Funktion f,, und es gilt f, = 0% fy. Es folgt fo € C*(R").

Da auch ((1+ |- |™)¢x)ken fiir jedes m € Ny eine Cauchyfolge beziiglich der Supre-
mumsnorm ist, folgt

Pam(fo) = sup (1 + [x[™)|0 fo(x) m sup (1+ |- [")|0%0(x)] < oo

| =1l
TERN k=00 zeRrn
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1. Die Fourier-Transformation in . (R") und in LP(R") 5

Dies zeigt fo € Z(R™). Mit der gleichen Rechnung sicht man p, (e — fo) —
0 (k — oo) fiir alle @ € N§j und k € Ny. Damit folgt vr, — fo in .7(R").

¢) Fiir p = oo ist die Behauptung klar. Fiir p € [1, 00) verwenden wir

1

[ e@Pir <o) [ Grmmir <o (e S®Y),

falls mp > n.
d) Dass 0%p, Py und fp wieder in . (R") liegen, folgt aus der Leibniz-Formel

()= 3 () @ @)

B<a p

Als lineare Abbildung ist 0%: ¢ — 0%p, . (R") — .#(R") genau dann stetig, wenn
sie stetig bei 0 ist. Somit ist zu zeigen: Falls (¢g)ken C -7 (R™) mit py (o) —
0 (k — oo) fur alle N,m € Ny gilt, so folgt auch py ,,,(0%pr) — 0 (K — oo) fiir alle
N, m e No.

Dies sieht man sofort wegen py,m(0°¢) < Pnyjalm (), es gilt also
p = 0% € L(Z(R")).
Unter Verwendung der Leibniz-Formel erhédlt man

|0°P(x)]
pnm(Po) < cn |Ig‘12]>\<[ ISEUIRg T [o]des? PN mtdeg P(),

m < 86 o0 m b
PN, (fw)_chgllg%H Flloo PN.m ()

wobei ¢y von ¢ und P bzw. f unabhéngige Konstanten sind. Damit folgt

@ = Pp e L(Z(R")),
@ fo € L(Z(R")).

1.8 Bemerkung. a) Wir haben im obigen Beweis folgende niitzliche Stetigkeits-
aussage verwendet, die sofort aus der Definition der Metrik d o folgt:

e Sei F': ./(R") — C eine lineare Abbildung, und es existieren C' > 0 und
M e N mit |Fp| < Cpulp) (¢ € Z(R™)). Dann ist F stetig.

e Sei F': S (R") — #(R") eine lineare Abbildung, und zu jedem N € N exi-
stieren C' > 0 und M € N mit py(Fp) < Cpum(p) (¢ € L (R™)). Dann ist F
stetig.

© Robert Denk 04.04.2024



6 1. Die Fourier-Transformation in . (R") und in LP(R")

b) Die Schwartz-Funktionen kénnen als eine neue (grofiere) Klasse von Testfunktio-
nen aufgefasst werden. Offensichtlich gilt Z(R") C .#(R"), man kann leicht zeigen,
dass Z(R") sogar dicht in .(R") liegt.

Die folgenden Schreibweisen sind im Rahmen der Fouriertransformation niitzlich

und tiblich.

1.9 Definition. a) Fiir o € Nj definiert man

D™ = (=)o = (=)l (8%)” . (8%)&”.

b) Man setzt dz := (2r)~"/2dx, d.h.

[ f@yir= @0 | fa)ds

Im Folgenden verwenden wir die (nicht ganz korrekte) Kurzbezeichnung z f fiir die
Funktion z +— z® f(z), analog £*.% f.

1.10 Satz. a) Fir f € S (R") und o € Nj gilt:
(i) Zf € C*(R") und D*(F f) = (=1)l*1.7 (2°f).
(i) F(D*f)=E2Ff, dh F(0°f) =il F f.
b) Es gilt # € L(S(R™)).

Beweis. a) (i) Unter Verwendung von z*f € L'(R") und der majorisierten Konver-
genz folgt

DU f)(€) = (=) Rnf( )aga e "t dx

= (=% [ fla)ate " dx = (=1)1(F (2" 1)) (€).
Rn
(ii) Mit partieller Integration erhalten wir

FOP© = [ (D la)e s
= ()" | f@)Dyem e = & F £(6).

© Robert Denk 04.04.2024



1. Die Fourier-Transformation in . (R") und in LP(R") 7

b) Nach (i) gilt .Zf € C*(R™). Wir betrachten das System von Halbnormen
Pam(f) = SuD,epn (1 4 [2[™)|0 f (2)] auf 7 (R"). Fir f € 7 (R") gilt

I(ﬂf)@)!gpo,nﬂ(f)/ (1+ =)™z (€ e RY).

n
J/

-~

=:Cp <0

Fiir gerades m ist Q(§) := (1 + [¢]™) ein Polynom in x vom Grad m, und mit a)
folgt

Pan(F f) = sup |Q(€)D*(F f)(€)] = sup [Z(Q(D)z*)](8)]

S CnpO,nle(Q(D)xaf) S Cnca,m Z pﬁ,\a|+n+1(f)'

|BI<m

Insbesondere ist .Z f € . (R™), und nach Bemerkung 1.8 a) ist # € L(<(R")). O

Die folgenden elementaren Eigenschaften der Fouriertransformation kénnen leicht
unter Verwendung des Transformationssatzes fiir das Lebesgue-Integral bewiesen
werden.

1.11 Lemma (Eigenschaften der Fouriertransformation). Seien f € (R"),
5s>0,a€c€R" und o € Nj.

(i) Fir g(x) = e f(x) gilt (Fg)(§) = (F[)(§ —a)
(i) Fir g(z) = f(z—a) gilt (Fg)(&) = (F[)(&)e "
(iii) Fir g(z) := f($) gilt (Fg)(€) = s"(F [)(sE).
(iv) Fiir g(x) == f(~x) gilt (Fg)(€) = (F [)(€)

1.12 Lemma. Fir y(x) := exp(—%) (x € R™) gilt v € L (R™) und F~y = 7.

Beweis. Aufgrund der Eigenschaften der Exponentialfunktion gilt offensichtlich v €
< (R™). Die Aussage .#~ = v wird in zwei Schritten gezeigt.

(i) Sei n = 1. Die Funktion ~ ist die eindeutige Losung des Anfangswertproblems
v +2y=0, y(0)=1. (1-1)

Damit gilt
0=F( +ay) =i(Fy) +i(Fy)"

© Robert Denk 04.04.2024



8 1. Die Fourier-Transformation in . (R") und in LP(R")

Wegen

(F7)(0 \/%/ =1

16st .7~ ebenfalls das Anfangswertproblem (5-1). Also gilt v = %#~.

(ii) Fiir n > 1 schreiben wir

n n

e - [ (He*?” e )aa

i=1

“T1(= _$?/2e_”j§jda:-> = [[e” =7
: Y

1.13 Lemma. Fir f € /(R") gilt F*f(z) = f(—z) (z €R").

Beweis. Sei v,(x) := y(az) fir a > 0 und v wie in Lemma 1.12. Dann gilt nach
Lemma 1.11

(F3)(&) = () (8).

Sei g(z) 1= e @oy(ax) fiir & € R” fest und a > 0 fest. Dann ist g € .(R"), und
mit Lemma 1.11 folgt

(F9)(©) = / ey (az)e i = (F) (€ + &) = o (515,

a

Die Funktion (z,¢&) = f(£)g(z)e ¢ ist in L'(R*"), also kénnen wir den Satz von
Fubini anwenden. Wir erhalten

[ @nwais = [ @
- f(x)a"v(%éb)dw = . flau — &)y(u)du. (1-2)

Bei der letzten Gleichheit haben wir die Substitution v = %fo verwendet.

Wir nehmen den Grenzwert a — 0. Es gilt dann vy(au) — 1 punktweise und
g(z) — e~ punktweise. Wegen .Z f € L'(R™) kénnen wir majorisierte Konvergenz
anwenden und erhalten

| Fn@stads > (#1i&),

Um den Grenzwert fiir die rechte Seite von (5-2) zu berechnen, verwenden wir f(au—
&) — f(—&o) punktweise. Da || f||o - 7 eine integrierbare Majorante ist, erhalten wir

- flau —&)y(u)du — f(—&o).
Also gilt (F2f)(&) = f(—£o). 0

© Robert Denk 04.04.2024



1. Die Fourier-Transformation in . (R") und in LP(R") 9

1.14 Satz. Die Fourier-Transformation % : Z(R™) — (R™) ist ein Iso-
morphismus lokalkonvezer Riume (d.h. linear, stetig und bijektiv mit stetiger
Inverser). Es gilt F* = idygn) und

(F9)@) = [ glo)etas =@ [ g@ed (g€ SR, 2R,

Beweis. Nach Lemma 1.13 gilt #2f = f(—-), d.h. #* = id g gn). Damit gilt

(F19)(2) = (F9)(x) = (Fg)(—1) = / g(€)e"Ede.

n

b) Die Fourier-Transformation in LP(R")

Wir wissen bereits, dass #: L'(R") — L°°(R") ein stetiger linearer Operator ist.
Der folgende Satz zeigt, dass auch .#: L*(R") — L*(R") wohldefiniert, stetig und
linear (und sogar bijektiv) ist.

1.15 Satz (Satz von Plancherel). Es gilt

(f,9 ey =(Ff, 79y (f,g€LR")).

Somit ist F |y wny eine Isometrie bzgl. || - || L2@ny und damit eindeutig zu einem
isometrischen Isomorphismus Fo : L*(R™) — L*(R") fortsetzbar, der ebenfalls
Fourier-Transformation genannt wird.

Beweis. Im Bewels von Lemma 1.13 sahen wir
(Z [, ewn = ([, JTQ)L?(RTL)-

Setze nun h := Zg, d.h.

g=F 'h= / h(z)e¢dx = Fh.

Da . (R™) C L*(R") dicht ist, ist %, : L*(R™) — L*(R") wohldefiniert, isometrisch.
Damit ist der Wertebereich R(%#;) abgeschlossen. Wegen R(%5) D . (R™) ist .%;
surjektiv, also ein isometrischer Isomorphismus. O

© Robert Denk 04.04.2024



10 1. Die Fourier-Transformation in . (R") und in LP(R")

Die obige Aussage besagt, dass %, € L(L*(R")) unitiir ist, d.h. der adjungierte
Operator ist der inverse Operator. Aus der Operatortheorie ist bekannt, dass das
Spektrum unitédrer Operatoren auf der Kreislinie {\ € C: |A\| = 1} liegt.

Im Folgenden wollen wir die Fourier-Transformation auch fiir Funktionen in LP(R")
mit p € (1,2) betrachten. Die Grundidee dafiir ist es, durch Interpolation von Ba-
nachrdumen vom Fall p = 1 und p = 2 auf alle p € [1,2] schliefien zu kénnen. Zur
Betrachtung von , Zwischenrdumen* seien 1 < py < p; < oo und ¢ € (0,1). Man
definiert pg durch die Bedingung

1 1-86 0
— = +—. (1-3)
Do Do y4!

Man beachte, dass pie gerade die Konvex-Kombination von pio und pil ist, wobei

natiirlich = = 0 gesetzt wird. Zwischen den Réumen LP¢(R™) und LP°(R™) besteht
keine Teilmengen-Beziehung, denn es gilt LP(R™) ¢ LI(R") fiir alle p,q € [1, 0],
p # q, aber das folgende Lemma erldutert den Begriff eines Zwischenraums. Dabei
wird die Summe von Banachrdumen verwendet: Seien X und Y Banachridume, und
sei Z ein Vektorraum mit X,Y C Z. Dann definiert man den Banachraum X + Y
durch X +Y :={f+g:f€X, g€ Y} mit Norm

[ullx iy = mf{|[fllx + llglly : fe X, g €Y, f+g=u}

1.16 Lemma. Seien 1 < py < p; < oo und 0 € (0,1), und sei pg wie in (1-3)
definiert.
a) Es gilt LP°(R™) N LP*(R™) C LP¢(R™). Genauer gilt die Lyapunovsche Un-
gleichung

1 llzrony < I oo o 1 £l 2 ey (f € LP(R™) N LPH(R™)).
b) Es gilt LP?(R™) C LP°(R™) + LP*(R™). Genauer gilt

| £1l ro (gr )y Lo1 (gry < 2|1 f || 276 () -

Beweis. Wir schreiben im Beweis kurz || - ||, :== || - || zorn). Falls pg € {1, 00}, folgt
Po = p1 = py, und es ist nichts zu zeigen. Es gelte also 1 < py < pp < p1 < 0.

a) Sei f € LP(R™) N LP*(R™). Wir verwenden die Holdersche Ungleichung mit p :=
;#0—0) und p’ = 1% (man beachte, dass %+Z% = po(lp;oe + p%) = 1 gilt). Es folgt
(mit Modifikation in der Schreibweise fiir p; = c0)

1 = [ @Pde = [ 1@l @ps

© Robert Denk 04.04.2024



1. Die Fourier-Transformation in . (R") und in LP(R") 11

/

1/p

/p /
< ([ tr@pri=nan) ([ i@pea)
T e

b) Sei f € LP¢(R"), und sei g(x) := ”J;(f (x € R™). Dann gilt ||g||,, = 1. Wir zerlegen

g =go+ g1 mit go := gljg>1 und g; := g — go = gljg<1. Dann gilt wegen py < py

ool = | so)de < | 9(@)Pde < gl = 1.
{zeRm:|g(z)|>1} {weRn:|g(2)] 21}

Analog folgt || g1 ||, < 1 (auch fiir p; = 00). Damitist f = fo+f1 := || fllps 90+ fllpe 01
eine Zerlegung von f mit || follp, + || f1llps < 2|/ f|lp,» woraus nach Definition der Norm

in LP(R") + LP*(R") die Behauptung folgt. O

Der Beweis des Interpolationssatzes verwendet ein Ergebnis aus der Funktionentheo-
rie. Dazu definieren wir den vertikalen Streifen

S:={2€C:Reze(0,1)}.

1.17 Satz (Dreiliniensatz). Sei F: S — C stetig und beschrinkt und F: S —
C holomorph. Dann gilt fir alle 0 € [0,1] und alle t € R

|F(0 +it)] < My~" My,

wobei M; := sup,eg |F(j +1it)|, j=0,1.

Beweis. Fiir ¢ € {0, 1} ist die Aussage trivial, sei also ¢ € (0,1). Seien e > 0, A € R.
Wir definieren F. ) (z) := exp(ez? + A\z)F(z) fiir z € S. Dann gilt

|Fop(it)| < My, |Fep(1+it)| < e My (t € R).
Setze M := sup,.g|F:a|. Da F' beschrankt ist, gilt F., — 0 fir [Imz| — oo.
Daher existiert ein K > 0 mit |F.\(z)] < & fiir [Imz| > K, und |F.,| nimmt das
globale Maximum in [0, 1] X [~ K, K| an. Nach dem Maximumprinzip fiir holomorphe

Funktionen wird das Maximum auf dem Rand und nach Wahl von K sogar auf
{0,1} x [-K, K| angenommen. Also gilt

|Foa(2)] < max{My, e M} (z € 9).
Nach Definition von F; ) folgt

|F(0 +it)| < e ) max{e My, =DM} (t € R).

© Robert Denk 04.04.2024



12 1. Die Fourier-Transformation in . (R") und in LP(R")

Fiir € N\ 0 erhélt man fiir alle A € R
|F (0 + it)] < max{e M, e~ My} (t € R).

Falls My = 0 oder M; = 0 gilt, erh&lt man mit A\ — —oo bzw. A — oo die gewiinschte
Aussage F(0 + it) = 0. Seien also My, M; > 0. Da A\ — e M, streng monoton

fallend und A — e"=9*M; streng monoton steigend ist, wird die rechte Seite als
Funktion von A minimal, falls e M, = e~ ), d.h. e* = %‘f Mit dieser Wahl

folgt e A My = (%)6 My und damit

|F(0+it)| < My~ ’M?  (t € R). -

1.18 Bemerkung. Sei F' # 0 wie im Satz 1.17, und sei Mp(r) := sup,cg | F(r +it)|
fir r € [0, 1]. Dann besagt der Satz, dass

My () < (Mp(0))' =" (Mp(1))".

Durch Anwendung des Dreiliniensatzes auf die Funktion F(z) := F(ro 4 2(r1 — o))
fiir 0 < rg < r; <1 erhélt man folgende Verallgemeinerung:

Mp((1 = 0)ro + 0r1) < (Mp(ro))' " (Mp(r1))”.

Also ist die Funktion r — Mg(r), [0,1] — (0, 00) logarithmisch konvex, d.h. r —
log Mp(r) ist konvex. Die logarithmische Konvexitét ist eine sehr starke Eigenschaft
(beachte, dass der Logarithmus selbst konkav ist); eine andere logarithmisch konvexe
Funktion ist die Gammafunktion.

Damit konnen wir den Hauptsatz {iber die Interpolation von LP-R&umen formulieren.

1.19 Satz (Satz von Riesz-Thorin). Seien pg,p1,q0, 1 € [1,00]. Ferner sei
T: LPo(R™) + LPY(R™) — L®(R") + L9 (R") ein linearer Operator mit

T € L(L™(R™), L%(R™) N L(LP (R"), L (R™)).
Definiert man fir 0 € (0,1) die Parameter pg und qg durch
1 1-0 6 1 1-6 0
pr— + pr—

Do Po D1 Qo o q’

so gilt
T € L(LP(R™), L?(R"™))
sowie

T[] Lo ry, oo (rry) < ||T||ngo(nzan),qu(Rn))||T||%(Lm(Rn),Lq1(Rn))-

© Robert Denk 04.04.2024



1. Die Fourier-Transformation in . (R") und in LP(R") 13

Man beachte, dass der Operator T wegen LF¢(R™) C LP°(R") 4+ LP*(R") (Lem-
ma 1.16) auf LP?(R™) definiert ist. Im Beweis des Satzes verwenden wir folgende
Aussagen iiber die LP-Raume:

e Die Menge L (R™) aller Stufenfunktionen ist dicht in LP(R"™) fiir alle p €
[1,00). Dabei heifit eine Funktion f: R™ — C eine Stufenfunktion, falls f =
Zj.vzl cjily, mit N € N, ¢; € Cund A; € Z(R") mit A\(4;) < oo gilt, wobei
A B(R") — [0, 00] das n-dimensionale Lebesguemafl bezeichet.

e Fir p € [1,00) ist der Dualraum von LP(R™) gegeben durch (LP(R"))
LY (R") mit § + & = 1. Fiir f € LP(R") mit p € [1, 00] gilt

|y = sup {| [ f@)g(@)dz] : g € I (RY), gl gy < 1}
Rn

Dabei kann man L (R™) durch eine dichte Teilmenge ersetzen (z.B. durch
Ls(R™), falls p’ < 00).

Beweis von Satz 1.19. Wir setzen M; = ||T'|| (1) mny, 1% ®ny) fiir j = 0, 1. Zu zeigen
ist, dass fir alle f € LP?(R") die Abschatzung

1T fllay < Mo~ M| £l (1-4)

gilt, wobei wieder || - ||, := || - ||zp(rn). Dabei reicht es, diese Abschétzung fiir eine
dichte Teilmenge in LP¢(R™) zu zeigen.

(1) Wir zeigen zunéchst fiir py € [1,00) und gy € (1, 0], dass
’/ (TF)(x)g(x)dz| < MI~0M? (1-5)

fiir alle Stufenfunktionen f,g € Ly mit || f||,, = 1 und [|g[ly; <1 gilt.

(la) Dazu sei f = Z;VZI cjla, € Ly, || fllp, = 1, mit ¢; € C\ {0} und A; € B(R")
disjunkt. Fiir z € C definieren wir

N

=3 e T T 1, (2) (€ RY).
j=1

Nach Definition von py gilt fy = f. Fiir Rez = 0 gilt

— | f(w) |

1) et = |f (@)l

und damit

[FAES ()t [

dr = / F@)Pde = | f[P =1 (Rez=0).
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14 1. Die Fourier-Transformation in . (R") und in LP(R")

Analog folgt fiir Re z = 1 wegen Re(pg(lp;oz +Z2)) = 2 die Gleichheit

yat

105 = Ifll =1 (Rez=1).

(1b) Analog definiert man zu g = >0 dilp, € Ly mit lgllg <1 die Funktion

n(E+ 51 n =
g:(z) = |g(x)["" % "1 g(z) (z€R",z€D)

und erhélt gs = g sowie

I9:llgs = llgllgy <1 (Rez =0) und [|g.[l¢ = [lgllgy <1 (Rez=1).
(1c) Wir definieren F': S — C fiir f und g wie in (1a) und (1b) durch
F:) = [ (TR0
1=z / /) 1
- |cj|p9( 70 Trpr |dk| dk/ (T]lAj)(x)]lBk(x)da:.

Dabei gilt T1,4, € L®(R") und damit (714,)|p, € L%®(By). Wegen A\(By) < oo
folgt L®(By) C L'(By), und das Integral auf der rechten Seite existiert. Da die
Funktion z — a* = exp(zIna) fiir ¢ > 0 in ganz C holomorph ist, ist auch F
holomorph in ganz C und damit auch stetig in S. Nach (1a) und (1b) gilt fiir
Mp(j) == sup,eg |F(j +it)], 7 =0, 1, die Abschétzung

M) =sup| [ () @)gsula)da] < sup [Tyl el

teR
< M; SUPHfJHthJHgJMtH < M.

Wir wenden den Dreiliniensatz auf F' an und erhalten
| [ @n@gterds| = PO < (040) 7 (0r(1))" < 2001,

was (1-5) zeigt.
(2) Seien wieder py € [1,00) und gy € (1, 00]. Dann gilt fiur alle f € L, mit || f||,, =1
wegen (1)

ITfllgg = sup
9€Ls; llgllgy <t

[ @) @gtds] < ag-art

wobei die Dichtheit von L in L%(R") verwendet wurde (beachte g, < o). Damit
folgt

||T||L(Lp9(Rn),Lqe(Rn)) = sup |]Tf||q9 = sup ||Tf||q9 < M&_(’Mf,
feLro(R™), || fllpg=1 fELs, | fllpy=1
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1. Die Fourier-Transformation in . (R") und in LP(R") 15

Dabei wurde wieder die Dichtheit von Ly in LP?(R™) verwendet. Dies zeigt die Be-
hauptung des Satzes fiir py € [1,00), go € (1, 00].

(3) Seien nun py € [1,00) und gy = 1. Dann folgt ¢o = ¢ = 1 (und damit ¢, =
¢, = 00), d.h. L, liegt nicht mehr dicht in L%(R"). Daher muss der obige Beweis
modifiziert werden. Man definiert zu f € L, und g € L*°(R") die Funktion

P = [ @Ry (€3,
wobei f, wie in (1a) definiert sei. Dann gilt

()] < (T F)gller@ny < ITL:Allgllee < MLl lglle (Rez =5, 5 € {0,1}).

Wegen
ITflly =T ol = sup |F'(0)]

geL>(R™), [[glloo<1
kann man dann genauso wie in (1)—(2) argumentieren.

(4) Es fehlt nur noch der Fall py = co. In diesem Fall ist py = p; = oo, und wir
erhalten mit der Lyapunovschen Ungleichung (Lemma 1.16 a))

1T fllag < NTF g 1T FIlg, < Mo~ IS MYIFIN = Mo~ MY £l

q —

und damit die Behauptung. O]

Mit dem Satz von Riesz-Thorin kénnen wir nun eine wichtige Aussage iiber die
Fourier-Transformation beweisen.

1.20 Satz (Hausdorff-Young). Sei p € [1,2] und p' der zu p konjugierte Ex-
ponent, d.h. % + z% = 1. Dann gilt

F € L(LP(R"), LF (R")) und ||ﬁ||L(LP(R"),Lp'(R")) = (QW)_n(l/p_l/Q)-

Beweis. Die Fourier-Transformation ist stetig von L'(R") nach L>°(R"™) mit Norm
nicht grofer als (2)~"/2 und eine Isometrie in L?(R"). Daher kénnen wir im Satz
von Riesz-Thorin py = ¢o = 2 und p; = 1, ¢; = oo wihlen. Fiir 0 € (0,1) erhilt
man pg = ﬁ und ¢y = ﬁ = pj. Wenn 0 die Menge (0, 1) durchlauft, erhdlt man
die Werte py € (1,2). Die Normabschitzung folgt ebenfalls direkt aus dem Satz von
Riesz-Thorin. O

1.21 Bemerkung. a) Eine der interessanten Folgerungen aus dem Satz von Haus-
dorff-Young ist schon die Tatsache, dass die Fourier-Transformierte einer LP-Funktion
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16 1. Die Fourier-Transformation in . (R") und in LP(R")

fiir p € [1,2] selbst wieder eine Funktion ist. Da L'(R™) N L*(R") dicht in LP(R")
liegt, kann man den Satz auch so lesen, dass die Fourier-Transformation eine ein-
deutige stetige Fortsetzung von diesem Schnitt nach LP(R™) besitzt.

b) Der Beweis des Satzes von Riesz-Thorin kann auch etwas abstrakter betrachtet
werden. Wir haben im Wesentlichen die holomorphe (Banachraum-wertige) Funkti-
on z — f,, S — LP(R™)+4 LP'(R™) betrachtet. Dieses Konzept kann auf allgemeinen
Banachrdumen eingefithrt werden und fithrt zum Begriff des komplexen Interpo-
lationsfunktors, der Interpolationsrdume fiir allgemeine Paare von Banachrdumen
liefert.
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2. Die Fourier-Transformation im Raum der
temperierten Distributionen

2.1 Worum geht’s? Lokalkonvexe R&ume sind topologische Vek-
torrdume, deren Topologie nicht (wie bei normierten Réumen) von einer
Norm erzeugt wird, sondern von einer Familie von (Semi-)Normen. Damit
lassen sich wichtige Konvergenzbegriffe — etwa die punktweise Konvergenz
oder die gleichmafige Konvergenz auf Kompakta — in Form einer Topologie
schreiben. Fiir die Fouriertransformation ist vor allem der Schwartzraum
der schnell fallenden Funktionen und sein Dualraum (der Raum der tempe-
rierten Distributionen) von Bedeutung. Nach einem allgemeinen Abschnitt
iiber lokalkonvexe Raume betrachten wir die Fourier-Transformation im
Raum der temperierten Distributionen.

a) Eine kleine Einfiihrung in die Theorie lokalkonvexer
Réaume

Wir hatten gesehen, dass der Schwartzraum definiert wird iiber die Familie pq
(siehe Definition 1.5). Nach Satz 1.7 kann die Konvergenz in . (R"™) durch eine Me-
trik beschrieben werden. Das Konzept einer Familie von Seminormen (Halbnormen),
welches die Topologie bestimmt, ist aber allgemeiner und soll hier kurz vorgestellt
werden.

Im Folgenden seien K = R oder K = C und X ein K-Vektorraum. Statt von einer fe-
sten Norm wird bei einer lokalkonvexen Topologie von einer Familie von Seminormen
ausgegangen.

2.2 Definition. Sei & = {p, : A € A} eine Familie von Seminormen auf X.
Man definiert BM(z,7) := {y € X : pA(x—y) < r} fiir € X und r > 0. Dann
heifit die von % = {BM(z,7) : A € A,z € X, r > 0} erzeugte Topologie
Ty = T7(%) die von & erzeugte lokalkonvexe Topologie auf X.

Sei 7 eine Topologie auf X. Dann heifit (X, 7) ein lokalkonvexer Raum, falls
eine Familie & von Seminormen auf X existiert, so dass 7 mit der oben
beschriebenen Topologie 74 {ibereinstimmt.

2.3 Bemerkung. a) Nach Definition ist % eine Subbasis der lokalkonvexen Topo-
logie 7. Man kann 74 explizit angeben: Fiir . C & und r > 0 definiere

Uz, ={xeX|Vpe.F plx)<r}= ﬂ BM(0,7).

AprEF
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18 2. Die Fourier-Transformation im Raum der temperierten Distributionen

Sei 19 :={Ugz, : F C & endlich,r > 0}. Dann ist 7y eine offene Umgebungsbasis
von 0, und es gilt

Tp={UCX:VeeUIUyen: 2 +U,CU} =1

Dabei folgt “O” aus der Definition von 75 und der Gleichheit x + BM(0,r) =
BM™(z,7), und “C” aus der Tatsache, dass 7/ bereits eine Topologie ist. Dies sieht
man folgendermafien:

Offensichtlich sind 0, X € 7'. Seien U;,Uy, € 7 und € U := U; N U,. Dann
existieren Ujg, Uy € 79 mit 2 + U;p C U;. Sei Uyy = Ug, ,,. Dann gilt fiir Uy := Uz,
mit . = .7, U.%, und r := min{ry, ro} die Inklusion z + Uy C U, d.h. U € 7.

Sei I eine Menge, U; € 7' (i € I), und x € |J,.; U;. Dann existiert ein iy € I und
Uy € 10 mit{L‘—f-U()CUiOCUiEIUi, th UZ‘ET/.

i€l
b) Sei & eine Familie von Seminormen auf X. Dann kann man zeigen, dass (X, 7%)

ein topologischer Vektorraum ist, d.h. Addition und Skalarmultiplikation sind stetige
Abbildungen.

2.4 Beispiele. a) Sei (X, | - ||) ein normierter Raum und & := {po} mit po(z) :=
||z||. Dann stimmt die lokalkonvexe Topologie 74 mit der Normtopologie iiberein.

b) Sei Q eine Menge, F ein Vektorraum von Funktionen f: Q@ — K. Dann ist
pz(f) := |f(z)| eine Seminorm, und & := {p, : x € Q} erzeugt die Topologie der
punktweisen Konvergenz.

¢) Sei  ein topologischer Raum und F C C(Q2) ein Vektorraum. Dann ist fir jede
kompakte Menge K C Q durch px(f) := sup,cg | f(2)| eine Seminorm gegeben. Die
von & = {px : K C Q, K kompakt} erzeugte Topologie heifit die Topologie der
gleichméfligen Konvergenz auf Kompakta.

d) Der Schwartzraum .7 (R") ist mit der Familie {p,,, : o € Nj, m € Ny} ein
lokalkonvexer Raum, wobei

Pam(p) == su]é)(l + |z|™)|0%(z)| < o0 (e € Ny, m € Ny, p € .Z(R")).
reR™

Im Folgenden sei (X, 74) ein lokalkonvexer Raum mit einer Familie &2 von Semi-
normen.

2.5 Lemma. a) Fir eine Seminorm q : X — [0, 00) sind dquivalent:
(1) q ist stetig.
(i) q ist stetig bei 0.

(iii) {z:q(z) <1} = ¢ ([0,1]) ist eine Nullumgebunyg.
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2. Die Fourier-Transformation im Raum der temperierten Distributionen 19

b) Alle p € & sind stetig.
c¢) Eine Seminorm q ist genau dann stetig, wenn M > 0 und F C P, F
endlich, ezistieren mit q(x) < M max,ez p(z).

Beweis. a) (i)=(ii)=(iii) ist trivial. (ii))=-(i). Zuz € X, e > 0sei U := ¢ ([0, 1]) =
~1([0, €]). Dann gilt fiir y € U

la(z +y) — (@) < q((x +y) —2) = q(y) < e,
dh. g(z+U) C [q(x) — &, q(x) + €]. Somit ist ¢ stetig.
b) Nach Definition von 74 ist {x : p(z) < 1} fiir alle p € & eine Nullumgebung.

c¢) Nach a) ist ¢ genau dann stetig, wenn gilt
3> 0,7 C P, .F endlich: Uz, C ¢ ([0, 1]).

Da Uz . = {z : maxyez p(z) < e}, ist dies dquivalent zu

1
<
3> 0,7 C P, F endlich : ()_S%gp()

2.6 Satz. Seien (X, 72) und (Y, 79) lokalkonver und T : X — Y linear. Dann
sind dquivalent:
(1) T st stetig.
(ii) T st stetig bei 0.
(iii) Ist ¢ : Y — [0,00) eine stetige Seminorm, so ist goT : X — [0,00) eine
stetige Seminorm.

(iv) Fir jedes q € 2 existiert ein endliches F C & und M > 0 so dass
q(Tz) < M max,ezp(z) (x € X).

Beweis. (1)< (ii) wie im normierten Fall.
(i)=-(iii) klar als Komposition stetiger Funktionen.
(iii)=-(iv) nach Lemma 2.5 b) und c).

(iv)=(@i). Sei V ={y : ¢i(y) <e (i =1,...,n)} eine Nullumgebung in Y. Wihle
Fi; C P und M; > 0 zu ¢; nach (iv) und setz F =, #, M = max; M;. Dann
ist max;—1,..» ¢;i(Tx) < Mmaxyez p(z), dh. T(Ugzn) C V. Somit ist T' stetig bei
0. ]
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20 2. Die Fourier-Transformation im Raum der temperierten Distributionen

2.7 Korollar. FEine lineare Abbildung ¢ : X — K ist genau dann stetig, wenn es
endlich viele py,...,p, € & und M > 0 gibt mit

[0(x)] < M max pi(z) (v € X).

.....

Beweis. Das ist Satz 2.6 mit (Y,79) = (K,|-|) (d.h. 2 ={]-}). O

2.8 Definition. Seien (X, 74) und (Y, 72) lokalkonvex. Definiere
L(X,Y):={T: X — Y |T linear, stetig}.
Wir setzen X' := L(X,K) und L(X) := L(X, X). Eine kanonische Topologie

auf X’ ist gegeben durch die schwach-*-Topologie, welche als lokalkonvexe
Topologie erzeugt wird von der Familie

P ={p,:r € X} mitp,(u):=|u(z)| (veX').

2.9 Satz. Sei (X,75) ein lokalkonvexer Hausdorff-Raum. Dann sind dquiva-
lent:

(1) X ist metrisierbar (d.h. es existiert eine Metrik d auf X x X, welche die
Topologie T4 erzeugt), wobei die Metrik translationsinvariant definiert
werden kann.

(i) O besitzt eine abzihlbare Umgebungsbasis.

(ili) T4 wird bereits durch abzihlbar viele Seminormen erzeugt.

In diesem Fall ist durch

22 ”1 Pa(® —Y) (x,y € X)

+pn x_y)

eine translationsinvariante Metrik gegeben, welche T4 erzeugt.

Dabei ist eine Metrik d translationsinvariant, falls gilt

dz+z,y+z)=d,y) (z,y,2€X).

Beweis. (1)=(ii) In metrischen Rdumen besitzt jedes Element eine abzdhlbare Um-
gebungsbasis, z.B. bestehend aus den offenen Kugeln mit Radius %
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2. Die Fourier-Transformation im Raum der temperierten Distributionen 21

(ii)=(iii). Sei B = {U, : n € N} eine Umgebungsbasis. Dann existieren Uz, ., € 7
mit Uz, ., C U,, und {Ug, ., : n € N} ist abzdhlbare Umgebungsbasis. Dann
erzeugt |, oy Fn C & bereits die Topologie 7.

(iii)=(i). Sei & = {pn : n € N}. Definiere d wie im Satz. Dann gilt 0 < d(z,y) < 1,
und man rechnet direkt nach, dass d eine Metrik ist und 75 erzeugt. O]

2.10 Definition. a) (Cauchyfolge) Sei (X, 7) ein topologischer Vektorraum
und {U,}aca eine Umgebungsbasis der 0. Eine Folge (z,).en € X heifit
Cauchyfolge, falls fiir jedes @ € A ein ng € N existiert mit x, — x,, €
Uy (n,m >mny).

Eine Folge (z,)nen € X heifit konvergent gegen = € X, falls fiir jedes o € A
ein ng € N existiert mit z,, — x € U, (n > ny).

(X, 7) heifit vollstindig, wenn jede Cauchyfolge konvergiert.

b) Ein lokalkonvexer Raum (X, 75) heifit Fréchet-Raum, falls 75 durch eine
translationsinvariante Metrik induziert wird und falls X vollstandig ist.

2.11 Beispiel. Der Schwartzraum ist nach Satz 1.7 ein Fréchet-Raum. Mit Satz 2.6
und Korollar 2.7 sieht man, dass die Bedingung aus Bemerkung 1.8 a) dquivalent
zur Stetigkeit ist. Somit gilt:

e Eine lineare Abbildung F': . (R") — C ist genau dann stetig, wenn C' > 0
und M € N existieren mit |Fp| < Cpp(p) (¢ € L (R™)).

e Eine lineare Abbildung F': .7(R") — “(R") ist genau dann stetig, wenn
zu jedem N € N Konstanten C' > 0 und M € N existieren mit py(Fyp) <

Cpu(p) (p € L (RY)).

2.12 Lemma. a) Sei (X,7%) ein lokalkonvezer Raum. Eine Folge (xy)nen C
X konvergiert genau dann gegen x € X, falls p(z, —x) — 0 (n — o0) fir alle
p €L gilt.

b) Seien (X,7») und (Y,7g) metrisierbare lokalkonvere Rdume, und sei
f: X =Y eine Funktion. Dann ist f genau dann stetig, wenn gilt:

[Vpe P :px,—z) = 0(n— o0)] = [Vge 2:q(f(xn)—f(z)) = 0(n— o).

Beweis. a) Sei Ur. € 19, F = {p1,...,pn}. Falls p(z,, — ) — 0 fiir alle p € P,
so existiert zu jedem j = 1,..., N ein n; € N mit p;j(x — z,) < € (n > n;). Fur
no := max{ni,...,ny} folgt z, —x € Ur.. Also gilt z,, — z bzgl. 7.

Es gelte nun x,, — x bzgl. 75. Sei p € & und € > 0. Dann existiert ein ng € N
mit z, —x € Upye (0 > ng), d.h. es gilt p(x, —x) < e fiir n > ny. Somit folgt
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22 2. Die Fourier-Transformation im Raum der temperierten Distributionen

p(x, —x) = 0 (n — 00).

b) In metrischen Ridumen ist die Stetigkeit dquivalent zur Folgenstetigkeit. O

b) Die Fouriertransformation in .&/(R")

2.13 Definition. Der Raum der temperierten Distributionen wird definiert
als /' (R") == (L (R")) = L(<(R"),C). Durch die Familie p,(u) := |u(y)|,
v € L(R"), wird ./(R"™) zu einem lokalkonvexen Vektorraum (d.h. wir ver-
sehen ./(R™) mit der schwach-*-Topologie).

2.14 Beispiele. a) Sei f € L] _(R"), und es gelte |f(x)| < C(1+|z|Y) fiir ein C > 0
und ein N € N (polynomiales Wachstum). Dann wird durch

[f1(e) := - f@)p(x)de (p € S (R"))

eine temperierte Distribution [f] definiert. Dabei folgt die Stetigkeit von [f] aus der
Abschitzung |[f](¢)| < Cpom(p) fir m > N + n. Eine Distribution u € ./(R")
heifit eine regulire Distribution, wenn ein f € L{ (R") mit polynomialem Wachstum
existiert, so dass u = [f].

b) Zu y € R™ heiit 9,: S (R") — C, ¢ — ¢(y) die Dirac-Distribution (am Punkt
y). Man setzt ¢ := dp. Wegen |d,(¢)| < poo(p) ist 0, € '(R™).

c) Sei p: B(R™) — [0,00) ein endliches Mafl. Dann wird durch
w(e) = [ pladnto) (o€ S @)
wegen |u,(¢)| < poo(p)n(R™) eine temperierte Distribution definiert.

Die wesentliche Idee von Distributionen ist es, Abbildungen, welche fiir Testfunk-
tionen definiert sind, mit Hilfe der Dualitidt (des adjungierten Operators) auf den
Dualraum zu iibertragen. Wir formulieren dazu ein allgemeines Lemma.

2.15 Lemma. Seien X,Y lokalkonvezre Rdume und T € L(X,Y). Die
Dualriume X' und Y’ seien mit der schwach-*-Topologie versehen. Fiir den
adjungierten Operator T': Y' — X', definiert durch T'u := woT (u € Y'), gilt
T e L(Y', X'). Falls R(T') C Y dicht ist, so ist T' injektiv.

Beweis. Fiir jedes u € Y’ gilt T'u = uo T € X’ als Komposition stetiger linearer
Abbildungen. Die Gleichheit

Pe(T'u) = |(T'u)(@)| = [u(T'p)| = pry(u)
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zeigt die Stetigkeit von T".

Sei nun R(T') C Y dicht und u € ker7”. Dann gilt u(T'p)
¢ € X. Da R(T) dicht ist, folgt u(¢)) = 0 fiir alle ¢ € Y, d.

= (T"u)(p) = 0 fiir alle
h.u=0in Y’ O

2.16 Definition und Satz. Seien o € N}, f € Z(R") und P ein Polynom.
Man definiert die Abbildungen

SR = L' (RY), urs 0% mit (0%u)(p) = (—1)u(0%p),
L' (R") = L'(R"), ur— fu  mit (fu)(p) = u(
SL'(R") = L' (R"), uw— Pu  mit (Pu)(p) = u(Py).

Dann sind diese Abbildungen wohldefiniert und stetige lineare Abbildungen in
S (R™).

Beweis. Das folgt sofort aus Satz 1.7 und Lemma 2.15 mit X =Y = .(R"). O

2.17 Bemerkung. a) Der Faktor (—1)I®l bei der Definition von d%u wurde fiir
die Kompatibilitdt mit der partiellen Integration bei reguldren Distributionen ein-
gefithrt. Sei dazu u = [f] mit f € Clol(R"), wobei alle Ableitungen von f polyno-
miales Wachstum haben. Dann folgt fiir alle ¢ € ./ (R™)

@) = (DPIAE%) = (-1 [ F@)@ )l
— [ @ p@pta)d = oG,

d.h. es gilt 0*[f] = [0* f].

b) Versieht man auch Z(R™) mit einer geeigneten lokalkonvexen Topologie, so sieht
man, dass die Einbettung j: Z(R™) — . (R"), ¢ — ¢, stetig ist. Nach Lemma 2.15
liefert dies die stetige Einbettung

i LRY) = Z'(R™),  u ulgmn).

In diesem Sinn sind temperierte Distributionen auch (klassische) Distributionen.

2.18 Definition und Satz. Fir v € '(R") definiert man die Fourier-
Transformierte von u durch

(Fu)(p) =u(Fp) (peL(R)).

Dann ist # € L(.'(R")). Fir a € N} und v € ' (R") gilt # (D"u) = £*Fu
als Gleichheit in .7’ (R").
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24 2. Die Fourier-Transformation im Raum der temperierten Distributionen

Beweis. Das folgt unter Verwendung des adjungierten Operators (Lemma 2.15) so-
fort aus Satz 1.10. Die letzte Gleichheit folgt aus Satz 1.10 und den entsprechenden
Definitionen fiir Distributionen. O

2.19 Satz. Die Fouriertransformation % € L('(R™)) ist ein Isomorphis-
mus, und es gilt F* = id o (mn).

Beweis. Nach Definition von . auf .#/(R™) und nach Satz 1.14 gilt (F4u)(p) =
u(Fre) = u(p), d.h. F* = idg(gn). Insbesondere ist .# auf .#’(R"™) bijektiv und
die Inverse .# ~! = %3 ist wieder stetig. O

2.20 Beispiele. a) Sei a € R". Betrachte die Dirac-Distribution 4§, € ./(R"). Es
gilt

(Fda)(p) = da(Fp) = (Fp)(a) = /61.“’”%0(37)@'31j = (2m)""?[ea](¢)
mit e, := e~ . Damit gilt in etwas laxer Schreibweise
Fo, = (2#)_”/2e_ia'.

Insbesondere gilt .#d, = (27) ™21, wobei 1 = 1g» die konstante Funktion 1 be-
zeichne. Damit folgt auch (wende .#3 an)

F1 = (2r)"%6,.
b) Sei (€2, o7, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, d.h. P ein Maf} auf &7 mit P(Q2) = 1.

Sei X : (2 — R eine Zufallsvariable, d.h. eine messbare Funktion. Der Erwartungs-
wert von X ist definiert als

EX ::/XdIP:/ideIP’oX‘l
Q R

mit dem Wahrscheinlichkeitsmal Po X! =: v auf (R, Z(R)). Fiir die zugehorige
Distribution

ule)i= [edv (o€ S®)
gilt u, € ’(R) und (unter Verwendung des Satzes von Fubini)
Fule) = u(Fe) = [(Foaanta) = [ r) " [ o i)
— [(em 7 [ e tanto) ot = (2m) (= l(e)
R R

=1)x (—t)
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2. Die Fourier-Transformation im Raum der temperierten Distributionen 25
mit der charakteristischen Funktion von X

Ux(t) :=E("X) (t € R).

2.21 Bemerkung. Wir haben damit folgende Abbildungseigenschaften der Fourier-
Transformation .7 :

S (R") = Z(R")
S'(R") —» S'(R") Isomorphismus lokalkonvexer Riume),

: (R (Isomorphismus lokalkonvexer Raume),
S (RY) (
. L*(R") — L*(R") (isometrischer Isomorphismus),
- LA(RY) (
: LP(RY) (

LY(R™) — L®(R"™)
LP(R") — LP (R™), p € (1,2)

stetiger linearer Operator),

AR

stetiger linearer Operator).

Dabei ist ./(R™) der groBte Raum, der alle anderen Réume enthélt. Man beachte,
dass man die Bijektivitat sogar in .#/(R™) hat. Fir f € LP(R") mit p > 2 gilt
natiirlich . f € #/(R"), aber im Allgemeinen ist % f keine reguldre Distribution
mehr. In der obigen Liste kann man den Raum .%(R") von Schwartz-Funktionen
nicht durch die Testfunktionen Z(R™) ersetzen. Lustigerweise gilt sogar: Falls ¢ €
Z(R™) mit Fp € Z(R"), so gilt p = 0.

c) Fourier-Transformation und Faltung

Die Fouriertransformierte verwandelt Faltung in punktweise Multiplikation, was fiir
viele Anwendungen von Bedeutung ist. Genauer gilt folgende Aussage.

2.22 Lemma (Faltung und Fouriertransformation, Teil 1). Fir f € #(R")
und g € L (R") ist die Faltung f = g definiert durch

(f *g)(x) = . fgle —y)dy (z€R").
Dann gilt f g € L(R") und

F(fxg)=2n)"PFf- Fyg,
F(fg) = 2n) " Ff+ Fyg.

Die Abbildung .7 (R™) x Z(R") — L (R"), (f,g9) — f * g, ist stetig in jeder
Variablen.

Beweis. Ubung (Aufgabe 1.1). O
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26 2. Die Fourier-Transformation im Raum der temperierten Distributionen

Wir wollen jetzt die Faltung von Funktion und Distribution betrachten.

2.23 Definition. Zu ¢ € .#(R") und = € R™ bezeichne p(z— -) die Funktion
y — ¢(z —y). Dann wird fir v € /(R") und ¢ € Z(R") die Faltung
u* @: R" — C definiert durch (u * ¢)(z) := u(p(z — -)).

2.24 Bemerkung. a) Man beachte, dass u * ¢ eine Funktion ist und keine Distri-
bution. Allerdings werden wir spater sehen, dass u * ¢ hochstens polynomial wéchst
und daher wieder als regulére Distribution u * ¢ € .#/(R"™) aufgefasst werden kann.

b) Falls u = [f] eine regulire Distribution mit f € L'(R") ist, so gilt

(1= @)(@) = [fllple = )) = | Fw)ele =y)dy = (F+¢) (@),
d.h. die obige Definition verallgemeinert den Faltungsbegriff von Funktionen auf
Distributionen.
c¢) Fiir die Dirac-Distribution erhalten wir
(0 xp)(x) = d(p(z = ) = p(z = 0) = p(z) (p €S (R"), z€R").

Somit ist die Dirac-Distribution eine Einheit beziiglich der Faltung, d.h. § x ¢ = ¢
fir alle ¢ € . (R").

Wir wollen nun einige wichtige Figenschaften der Faltung zeigen. Dazu benétigen
wir folgende Konvergenzaussage.

2.25 Lemma. Seien ¢ € (R"), e; := (1, ,0)T € R der erste Ein-
heitsvektor, und zu h > 0 sei pp(x) == +(p (:1: —i— hel) ¢(z)) (x € R™). Dann
gilt o, — Oz, (h— 0) in der Topologze von . (R™).

Beweis. Wir betrachtgn die Fouriertransformierten. Nach Satz 1.10 und Lemma 1.11
gilt (Fen)(§) = (" — D(Fp)(§) und (F,,9)(&) = i&1(Fp)(€). Somit gilt
F(on — 00,0) (&) = Un(€)(F)(€) mit ¢y (€) = 4(e™ — 1) —i&. Man rechnet
direkt nach, dass fiir 5 € Ny gilt:
hez,  falls |8] =0,
0% ()| < S hl&],  falls |8 =1,
RIAI= falls |B] > 1.

Wir verwenden die Seminorm p,, (siche Bemerkung 1.6) und erhalten

P00 F) < sp [(1+[€") 30 37 casl0®un(€)] 0 Fo(e)

la|<m B<a
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2. Die Fourier-Transformation im Raum der temperierten Distributionen 27

< enhsup [(1L4 €)1+ €)Y 1onF (o))

n
teR la|<m

S 4thpm+2 (ﬁ(p)

mit einer Konstante c¢,, > 0, welche nicht von ¢ oder h abhéingt. Damit gilt
Pm(UnFp) — 0 (h — 0) und daher F(pp — Op,p) = UpFe — 0 (h — 0) in
< (R") (Definition 1.5). Da Z~!: #(R") — (R") stetig ist, folgt ¢, — 0,,¢ in
Z(R™). O

2.26 Satz. Seien u € '(R™) und ¢ € ./ (R").
a) Dann gilt ux p € C*(R™), und fir jedes o € Ny gilt

0%(u x ) = (0%) * ¢ = u x (0%p).

b) Die Funktion uxp hat polynomiales Wachstum und kann daher als regulire
Distribution aufgefasst werden, u * ¢ € '(R™).

Beweis. a) Es gilt 0%y — p(z — y)] = (—=1)1*/(0%p)(z — y) und damit
(ux (9%9))(x) = ul(0%p)(z — )] = (=1)I*u[d*(y = p(z —y))] = (0u)(p(z — -)).

Dies zeigt das zweite Gleichheitszeichen in der Aussage des Satzes. Genauso sieht
man fiir den Verschiebungsoperator L,: ¢ — ¢(- — a) fiir a € R", dass

Lo(ux @) =ux(Lyp) (a€R" ue S (R"), p s R")) (2-1)
gilt. Damit folgt

il ) (@ + her) — (u @) (@)] = 3[(Lone, — Lo)(u* p)](z)
= (ux [3(Lone, — Lo)#]) ().

Nach Lemma 2.25 gilt +(L_pe, — Lo)¢ — 90 (h — 0) in & (R™), und da u stetig
ist, folgt

7 l(wx @) (@ + her) = (u* @)(x)] = (u* 05, 0)(x) = ((Ony1) * 0) ().

Dies zeigt 0%(u* @) = (0%u) x ¢ fir = (1,0, ...,0), der allgemeine Fall folgt durch
Iteration.

b) Wir verwenden die elementare Abschitzung
L4z —2z" <21+ |z[™) 1 + |2|™) (x,z € R")
und erhalten fiir m € N

pm(p(z — +)) = sup ‘g@(l + [y[™)(0%p)(z — y)|
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28 2. Die Fourier-Transformation im Raum der temperierten Distributionen

= sup max (1 + |z — 2[")[(0%¢)(2)]

z€R |a|<m
< 2™(1+ [2[™)pm(p).

Da u stetig ist, existiert ein C' > 0 und ein N € N mit |u(y)| < Cpn(p) fur alle
e € (R"). Damit folgt

[(wx @) ()] = Ju(p(z = )| < Conlp(z = ) < C2V(1 + || V)pn(p),

d.h. u* ¢ hat polynomiales Wachstum und kann daher als temperierte Distribution
uxp € ' (R") aufgefasst werden. O

2.27 Satz (Faltung und Fouriertransformation, Teil 2). Seien u € .'(R")
und @, € L (R").

a) Es gilt F(u* o) = (2m)"?(Fp) - (Fu).
b) Fiir alle ¢ € L (R™) gilt (u* ) *1p =ux* (@ *).
c) Es gilt F(p-u) = (20)2(Fu) * (Fp).

Beweis. a) Wir setzen die Definitionen ein und erhalten fiir alle ¢ € . (R")
(F (ux Q) (FV) = (ux)(F) = (u*p)(P(-))
- [ wre@ade = [ vapulela - -)ds

[ alvt=)ete = iz = [ [ wl-oppla = s

ul [ w@el=r = dz] = ultw s p)(=-)]
= u[ (6 + ¢)] = Fu(F (% ) = (20)" P Fu((F0)(F))
= (20)"[(F)(F)](F0).

Da dies fiir alle ¢ € .(R™) gilt und die Fouriertransformation .# : .(R") — . (R")
surjektiv ist, liefert dies a).

b) Aus a) folgt
(uxp)(¥(=+)) =

)
FY)) = ul(F () = u((p ) (=-)).

Wegen (f * g)(0) = [gn f(x)g(—x)dz = [f](g(—-)) fiir eine polynomial wachsende
Funktion f und g € .(R™) bedeutet die obige Gleichheit

((ux @) 9)(0) = (u* (@ * 1)) (0).
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2. Die Fourier-Transformation im Raum der temperierten Distributionen 29

Wir ersetzen ¢ durch L_,¢ = 1(- + x) und erhalten mit (2-1)

((w* @) * ) (x) = [Loo((ux @) x )] (0) = [(u* ¢) * (L_s1))(0)
= [ux (¢ * L_o¥)](0) = [Lo(u* (¢ +))](0) = (ux (0 +¢))(@).

c¢) Nach a) gilt .Z ((Fu) * (Fp)) = 2n)*(F2p) - (F2u) = 2n)2F*(p - u).
Wendet man nun .% ! an, so erhilt man c). O
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30 3. Fourierreihen

3. Fourierreihen

3.1 Worum geht’s? Fiir periodische Funktionen sind die Fourierreihen
ein zentraler und niitzlicher Begriff. Wir betrachten Funktionen auf dem
n-dimensionalen Torus und diskutieren zunéchst elementare Eigenschaften
der Fourierreihe. Dabei wird die Faltung eine wichtige Rolle spielen.

Die Fourierreihe basiert auf der Idee, eine Funktion als Uberlagerung von
Schwingungen darzustellen, entweder in Form von Kosinus- und Sinus-
Termen (reelle Fourierreihe) oder in Form von komplexen Exponential-
funktionen. Die zentrale Frage ist dabei, ob und in welcher Weise die Rei-
he gegen die Funktion konvergiert. Die wichtigsten Konvergenzarten sind
dabei Konvergenz in L', Konvergenz in L? und punktweise Konvergenz.
Ein gutes Konzept, um die Konvergenz zu untersuchen, sind Summations-
kerne.

a) Eigenschaften der Fourierreihe in L'(T")
Wir beginnen mit einigen Bezeichnungen und Definitionen.

3.2 Bezeichnung. a) Der eindimensionale Torus ist definiert als Quotientenraum
T :=R/(27Z), d.h. ein Element in T hat die Form = = z¢ + 27Z mit z; € R.

Dabei wird T mit der Quotiententopologie versehen, d.h. die offenen Mengen U C T
sind alle Mengen der Form {p(zo) : 9 € V} mit einer offenen Teilmenge V' C R.
Hier ist p: R — T die kanonische Projektion p(xg) := z¢ + 27nZ. Konkret bedeutet
dies, dass auf T die Metrik d(z,y) := inf{|z —y + 27k| : k € Z} verwendet wird.

Man beachte, dass das Intervall [0,27) hiufig als Beschreibung von T verwendet
wird, indem von jeder Aquivalenzklasse 2o + 277 der (eindeutig bestimmte) Re-
priasentant in [0, 27) ausgewihlt wird. Dabei ist aber zu beachten, dass die Topo-
logie auf [0,27) (d.h. die Spurtopologie von R) nicht mit der Topologie in T iiber-
einstimmt. Ein topologisch korrektes Modell fiir T ist {z € C : |z| = 1}, wobei die
Addition in T zur Multiplikation auf dem Einheitskreis wird.

Funktionen auf T kénnen mit 27-periodischen Funktionen auf R identifiziert werden
und umgekehrt. Genauer gilt: Falls f: R — C eine 27-periodische Funktion ist, so
existiert genau eine Funktion fr: T — C mit f = fr o p. Wir werden im Folgenden
diese Identifizierung ohne weitere Erwihnung verwenden, z.B. bei Gleichheiten der

Form [, f(z)dz = ["_f(z)dx = O% f(z)dz.

Der n-dimensionale Torus T™ ist definiert als Produkt T :=T x ... x T.

b) Auf T" werden die Raume LP(T") mit dem Lebesgue-MaB auf T" = [0, 27)" wie
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3. Fourierreihen 31

iiblich definiert. Fiir p € [1, 00| ist der Banachraum ¢P(Z") definiert als die Menge
aller komplexwertigen Folgen a = (ay)yez» C C, fiir welche [|al|sp(zn) endlich ist,
wobei

1/
lalle(zny == {(Ekeln )", falls p € [1, 00),

SUDgezn |Gkl falls p = co.

3.3 Definition. Sei f € L'(T"). Fiir k € Z" heifit

~

(Fa )(k) == f(k) = | flz)e*"dx
Tn
der k-te Fourierkoeffizient von f. Dabei ist
dz = (2m) "dx

das normierte Lebesgue-Maf3. Die formale Reihe
Z f zk: T I e Tn)
keZm

heift Fourierreihe von f. Die Abbildung %1~ heifit auch diskrete Fouriertrans-
formation.

3.4 Bemerkung a) Fir alle a € T" und f € LY(T") gilt [, f(z — a)dz =
Jpn f(z)dz, d.h. dz ist invariant unter Translationen (Haar-MaB).

b) Speziell im Fall n = 1ist auch eine alternative Darstellung der Fourierkoeffizienten
und der Fourierreihe iiblich: Sei f € L'(T). Dann definiert man a;, := f(k) + f(—k)
fir k € Ng und by, := i(f(k) — f(—k)) fiir £ € N. Dann gilt

Z f(k)e = + Z ay cos(kx) + by sin(kx))
k=1

kEZ

als Gleichheit zweier formaler Reihen. Der Vorteil dieser Darstellung liegt darin, dass
bei reellwertigem f € L'(T,R) die Koeffizienten ay, by, ebenfalls reell sind. Denn in

diesem Fall ist f(—k) = f(k).

Falls f: T — C eine gerade Funktion ist, d.h. falls f(z) = f(—z) (x € T), so folgt
f(=k) = f(k) fiir alle k € Z und damit b, = 0, d.h. die Fourierreihe von f wird
hier zu einer Reihe mit reinen cos-Termen. Analog besteht die Fourierreihe einer
ungeraden Funktion f (d.h. f( ) = —f(—x) (z € T) nur aus sin-Termen. Man
beachte auch, dass f(0 = J; f(
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32 3. Fourierreihen

3.5 Bemerkung. Sei P(z) = >, <y are’™® ein trigonometrisches Polynom. Dann
gilt fiir k € Z™

Pk = /T

§ aeew-zefzk-zd-x _ E : ay ez(ﬁfk)-:vdx = ay,
n Tn
[¢I<N [e|<N

wegen

n

/ =R gy :/ =Rz gy — H(27T)1/ ei(gj*kj)“jdflfj
T~ [0,27]"

j=1 [0,27]

1 falls 0=k,
o, falls 0 #£ k.

3.6 Satz. a) Die diskrete Fouriertransformation

Fpn: LHT™) — £°(Z7)
ist wohldefiniert, linear und stetig mit Norm (2w)~".
b) Seien f € L(T") und a € T™.

(i) Pir g(x) := f(z) gilt §(k) = f(~k) (k € Z").
(ii) Fir g(z) := f(x —a) gilt (k) = e~ * f(k).

.

Beweis. Direktes Nachrechnen. OJ

3.7 Definition. Fiir f,g € L'(T") definiert man die Faltung f * g: T® — C
durch

(Fr9e)= [ fla-voiy e

3.8 Satz. Fiir f,g € Ll(']I‘”) ist fxg € Ll(']I'"). Es gilt ||f *glli < |Ifll1]lgll1
und

(f % 9) (k) = @m)" f(k)a(k) (k€ Z").

Beweis. Das folgt mit dem Satz von Fubini wie im Fall R". O

Die Faltung ist damit eine Multiplikation auf dem Raum L!(T"). Der entsprechende
abstrakte Begriff ist der einer Banachalgebra.
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3.9 Definition. Eine Banachalgebra A ist ein C-Banachraum, auf dem eine
bilineare, assoziative Abbildung A x A — A, (x,y) — x -y definiert ist (die
Multiplikation), wobei

lz -yl <zl -yl (z,y € A).

Die Banachalgebra A heifit kommutativ, falls x -y = y-x (z,y € A). Ein
Element e € A heifit Einheit (oder Eins) von A, fallsz-e =e-x =2 (x € A)
und |le]] = 1.

3.10 Beispiele. a) Der Raum ¢>°(Z") ist mit der Norm ||(a)kezn ||e 1= Supgezn |ax|
ein Banachraum. Definiert man die Multiplikation auf ¢>°(Z") durch (a - b)(k) =
agb (k € Z") fir a = (ag)kezn und b = (b )gezn, so wird €°(Z"™) zu einer kommuta-
tiven Banachalgebra mit Einselement 1 = (1)gezn.

b) Weitere Beispiele fiir Banachalgebren sind die beschréinkten linearen Operatoren
auf einem Banachraum, die stetigen Funktionen auf einem kompakten Hausdorff-
Raum und (als Verallgemeinerung von a)) der Raum L*(x) mit einem MaB p.

Mit dieser Bezeichnung konnen wir die obigen Ergebnisse kurz zusammenfassen:

3.11 Satz. a) Der Raum L'(T";dx), versehen mit der skalierten Faltung

(feg)(z):= o flx —y)g(y)dy

als Multiplikation, wird zu einer kommutativen Banachalgebra.
b) Die diskrete Fouriertransformation Fpn: LY(T™) — (°°(Z") ist ein Homo-
morphismus von Banachalgebren.

Beweis. Dies ist nur eine Umformulierung der Sétze 3.6 und 3.8; man beachte, dass
durch die Verwendung des normierten Lebesgue-Mafles dx = (27) "dz aus Satz 3.8
die Gleichheit Frn(f ® g) = (Fpa f) - (Frag) folgt. O

3.12 Lemma. Seien f € L'(T") und P(z) = > €™ ein trigonome-
trisches Polynom. Dann gilt (f = P)(z) = 32 <n apf(k)ere,

Beweis. Das zeigt man wie in Ubungsaufgabe 1.2 (ii). O
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3.13 Satz. Seim € N und f € W™(T"), d.h. 0°f € L*(T™) fiir alle || < m.
Dann gilt
(=)l (P 0 ) (k) = k*(Fr ) (k) (k € Z").

Beweis. Wir integrieren «;-mal partiell in Richtung x; und erhalten

(e = [

= ()" | f@) (iRt de = (i) (P f) (R

(0% f)(z)e *Tdx = (—1)l . f(x)0%e *dx

n

3.14 Korollar. Sei f € W*(T"). Dann ist f € (NZ"), d.h. Y pepn |F(K)] <
Q.

Beweis. Sei f € W™ (T") und k € Z" \ {0}. Wihle j € {1,...,n} mit |k;| =
max{|ki|,..., |ks|}. Dann ist k; # 0 und |k| < y/n|k;|. Mit Satz 3.13 gilt

ot AV (k (n+1)/2
@5kl ¢ _cn

|kj|n+1 - ‘kj’n+1 - ‘k|n+1 ’

(k)| =

wobei ﬁw(agjl f) € °(Z") verwendet wurde. Nun folgt die Behauptung aus der
Tatsache, dass } 7m0y |k|7" ! < 0. O

b) Summationskerne

Wir werden nun Konvergenzeigenschaften der Fourierreihe in LP(T™) betrachten.

3.15 Definition. Ein Summationskern ist eine Folge (Ky)yey C C(T") mit
(i) Jpu Kn(z)dz =1 fiir alle N € N,
(ii) es existiert eine Konstante M > 0 mit [, |Ky(x)|dz < M (N € N),
(iif) Fir alle 6 € (0,7) gilt imy—oo [i,cpm(zmay [EKn(@)|dz = 0.

.

Eine analoge Definition gibt es fiir den R”, man vergleiche dazu auch Ubungsblatt
2.
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3.16 Satz. Sei (Kn)nen ein Summationskern, und sei p € [1,00). Dann gilt
fir alle f € LP(T™)

(Knyx f)=f (Konvergenz in LP(T")).

lim
N—o0

Beweis. Wir schreiben wieder || - ||, := || - || zo(Tn)-

(1) Sei zunéchst f € C*°(T"). Dann zeigt man genauso wie in Aufgabe 2.2 (ii), dass

lim (Ky * f)(z) = f(z) (ze€T").

N—oo

Nach Aufgabe 2.1 (i) gilt ||Kn * flloo < |En]|1]lflloc < M||f||oo fiir alle N € N
mit der Konstanten M aus Definition 3.15 (ii). Also erhalten wir mit majorisierter
Konvergenz

lim (Kn * f)(x) — f(x)|Pde = 0 (N — ),

N—o0 Tn

wobei (M +1)P|| f||2 L1n eine integrierbare Majorante ist. Dies zeigt || Ky * f— f||, =
0 (N — 00) und damit die Behauptung fiir f € C*(T").

(ii) Sei nun f € LP(T") beliebig, und sei ¢ > 0. Da C°°(T™) dicht in LP(T") liegt,

existiert ein fo € C*°(T") mit [|f — foll, < 6 := 537755~ Zu fo existiert nach (i) ein

No € N mit ||[(Ky * fo — foll, < § fiir alle N > Ny. Fiir diese IV erhalten wir unter
Verwendung von Aufgabe 2.1 (i)

1 % f = lly < 1B % (F = fo)llp + 1K x fo = Follo + 115 = foll,
< BN IF = follo+ 5+ 1 = foll,
< (M+1)(5+%:s.

Dies zeigt Ky * f — f (N — oo) in LP(T") und damit die Behauptung. O

Die obige Aussage gilt auch, wenn man LP(T") durch C(T") mit der Supremums-
norm || f||s ersetzt:

3.17 Lemma. Sei (Ky)nen ein Summationskern. Dann gilt fir alle f €
c(Tm)
|IKn*f— fllo—=0 (N — 0).

Beweis. Auch diese Aussage liasst sich wie in Aufgabe 2.2 zeigen. Dazu seien f €
C(T™) und £ > 0. Da T™ kompakt ist, ist f gleichméafBig stetig, und damit existiert
ein ¢ > 0 mit -

|f(x —y) — f(2)] < SV (z €T, |y <9).
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Dabei sei M wieder wie in Definition 3.15 (ii). Somit erhélt man fiir alle x € T™ die
Abschétzung (unter Verwendung von Definition 3.15 (i))

(K 1)) = @) = | | Enlw) (e )y~ f(x)]
=| [ En)(7( —y) ~ £(@))dy

< [ 1)1 =) = faldy

< Kl sup £ (@ — ) — F@)] + 2] Fllo / Nl

ly|<d

g
SM—+2foo/ Kn(y)|dy.
Wi 1 £1] |y\25| N ()l

Nach Definition 3.15 (iii) existiert ein Ny € N so, dass fiir alle N > N

£
|Kn(y)ldy <
/|y>5 4| £l oo

gilt. Fiir diese N erhalten wir |Ky * f — f|lc < &, was die Behauptung zeigt. [

3.18 Definition. a) Im Fall n = 1 ist der Fejér-Kern (Fiy)yen definiert durch

N
k .
Fy(z) == %k;]v (1 — Nl——}—‘1>em (x €T).

Fur N € N ist der Dirichlet-Kern Dy definiert durch

N

Wir schreiben sy f := Dy x f sowie sy(f,x) := (syf)(z).
b) Fiir n > 2 definiert man den Fejér-Kern (Fy)yen als (Tensor-)Produkt,
d.h. als

Fy(z) = FP (@) ... - FP(z,) (€T,

wobei F' ](Vl ) der eindimensionale Fejér-Kern aus a) sei. Analog fiir den Dirichlet-
Kern.

Man schreibt oy f := Fy * f fiir f € L'(T") und N € N. Statt (on f)(z) wird
haufig auch on(f,x) geschrieben. Fiir den Dirichlet-Kern verwendet man die
Schreibweise sy f := Dy * f sowie sy(f,x) := (snf)(z).
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3.19 Bemerkung. Man beachte, dass nach Definition
sxlfor) = Dy s @) = [ 3 e p)ty = 30 et
|k|oo <N k|oo <N

gﬂt siehe auch Lemma 3. 12 Damit ist sy f ist gerade die Partialsumme zur Fou-

Analog folgt fiir den Fejér-Kern

o) = (e @ = Y [T1(1- )] ers @ et

|k|loo<N j=1

W
1
1

N
]
L

Ds(x)

[
1
1

Abbildung 1: Der eindimensionale Dirichlet-Kern Ds

3.20 Lemma. a) Es gilt

N+1

Finlw) = (2717 N+ 1)n H( sin 3 )>2 (veT"). (3-1)

Jj=1

b) Fiir alle n € N ist (Fy)nen C C(T") ein Summationskern.

Beweis. Das ist der Inhalt von Aufgabe 2.3 und Aufgabe 1.3, iibertragen von R"
auf T™. O]
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-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Abbildung 2: Der eindimensionale Fejér-Kern Fj

3.21 Korollar. a) Seip € [1,00). Dann gilt fir alle f € LP(T")
onf=Fny*f—=f (N—o0)

mit Konvergenz in LP(T"). Fir f € C(T™) gilt |[onf — flloc = 0 (N — 00).
b) Trigonometrische Polynome liegen dicht in LP(T™) und in C(T").

Beweis. a) Dies ist Satz 3.16 und Lemma 3.17 fiir den Fejér-Kern.

b) Nach Bemerkung 3.19 ist oy f ein trigonometrisches Polynom, also folgt die Aus-
sage aus a). O

Fiir die folgenden Aussagen beachte man C(T") C LP(T") C L'(T") fiir alle p €
[1,00), daher werden die Sitze nur fiir L'(T") formuliert.

3.22 Satz (Eindeutigkeitssatz). Sei f € L'(T") mit f(k) = 0 fiir alle k € Z".
Dann gilt f =0 in L*(T™), d.h. f =0 fast iberall.

Beweis. Sei f € L'(T") mit f(k) = 0 fiir alle k& € Z". Nach Bemerkung 3.19 ist
onf =0 fiir alle N € N und damit (Korollar 3.21 a)) f = 0 in L*(T"). O

3.23 Satz (Riemann-Lebesgue-Lemma). Es gilt limj_o0 f(k) = 0 fir alle
f e LYT).
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Ds(x)
P
L

Z2

-4 4 ) X1

Abbildung 3: Der zweidimensionale Dirichlet-Kern Ds

Beweis. Zu € > 0 existiert nach Korollar 3.21 b) ein trigonometrisches Polynom P
mit ||f— Plj; < e. Fir k € Z™ mit |k| > deg P folgt mit Bemerkung 3.5 und Satz 3.6

A

[F(R)] = |f(k) = P(k)| < (2m)"[|f = Plls < (27) . -

Das Riemann-Lebesgue-Lemma besagt insbesondere, dass der Homomorphismus von
Banachalgebren Zpn: L'(T™) — (>°(Z"), f + f aus Satz 3.11 nicht surjektiv ist.

3.24 Bemerkung. Trotz des Namens ist der Dirichlet-Kern kein Summationskern!
Daher lassen sich die obigen Aussagen nicht auf die Fourierreihe, d.h. auf sy f,
iibertragen. Dennoch sind die obigen Sétze fiir den Dirichlet-Kern niitzlich. Seien
dazun =1 und f € C(T). Dann gilt

N

im 3 (1= ) fwer = )

gleichméfig in € T. Fiir die Partialsummen der Fourierreihe
N
sv(fom) =Y f(k)e* (zeT)
k=—N

(sieche Bemerkung 3.19) gilt

N

N+1—k ;. 1 -
on(f.x) = kZN X]—Jrlllf(k)@lkx N1 kZSk(f, x).
S =0

—_

© Robert Denk 04.04.2024



40 3. Fourierreihen

Abbildung 4: Der zweidimensionale Fejér-Kern Fy

Dies ist das Cesaro-Mittel der Fourierreihe. Allgemein wird zu einer Folge (sg)ren,
das Cesaro-Mittel (on)nen, definiert durch oy = w5 Z,ivzo sk. Eine Reihe heifit
Cesaro-summierbar, falls das Cesaro-Mittel der Partialsummen konvergent ist. Somit
ist die Fourierreihe von f Cesaro-summierbar mit Grenzwert f.

3.25 Bemerkung. Die punktweise Konvergenz der Fourierreihe, d.h. von sy f ge-
gen f, ist eine komplizierte Frage mit zum Teil {iberraschenden Antworten. Wir
zitieren hier nur einige Resultate, wobei wir n = 1 betrachten. Fiir die Beweise
verweisen wir auf [7], Abschnitte 3.3 und 3.4.

e Falls f € LP(T) mit p € (1,00], so gilt sy(f,z) — f(z) fiir fast alle x € T
(Satz von Carleson und Hunt). Insbesondere gilt dies, falls f € C(T).

e Falls f € LY(T) an der Stelle zy € T differenzierbar ist, gilt sy(f,xo) —
f(zo) (N — o0) (Satz von Dirichlet).

e Falls f € C%(T) fur ein o € (0, 1) (holderstetig), so konvergiert sy f gleichméfig
gegen f.

e Es existiert ein f € L'(T) so, dass sy(f,x) fiir fast jedes z € T divergiert
(Satz von Kolmogorov).

e Es existiert ein f € C(T) und ein zg € T mit |sy(f, x¢)| — oo (N — o0) (Satz

von du Bois-Reymond). Es existiert sogar ein f € C(T), fiir welches sy f an
iiberabzéahlbar vielen Stellen divergiert.

© Robert Denk 04.04.2024



3. Fourierreihen 41

c) Fourierreihen in L*(T")

Der Raum L?(T") ist ein Hilbertraum, und daher kann die Frage der Konvergenz
der Fourierreihe in diesem Fall durch Hilbertraum-Methoden beantwortet werden.
Im Folgenden sei fiir & € Z™ die Funktion e;: T" — C definiert durch eg(z) :=
(2m)~"/2et*T ( € T™). Wir betrachten nun Fourierreihen im Raum L?(T").

3.26 Bemerkung. Es gilt (ex, es) = O, d.h. {ex : k € Z™} ist ein Orthonormalsy-
stem in L*(T"). Fiir f € L*(T") ist

(foex) = (2m) "2 . f(x)e ™ da = (2m)"*f(k) (k€ Z")

und damit sy (f,z) = 325 <n ([ ex)er

Da die Konvergenz der Fourierreihen aus der allgemeinen Hilbertraumtheorie folgt,
formulieren wir den folgenden Satz allgemein. Im Folgenden sei K € {R,C}. und
(X, (-,-)) ein K-Hilbertraum. Zu S C X sei S+ :={z € X : (z,s) =0 (s € 9)}
das orthogonale Komplement. Wie iiblich setzen wir ||z|| := (z,2)"/? (v € X). Ein
Orthonormalsystem ist eine Menge S C X mit (e;, e;) = 0;; fiir alle e;,e; € S.

3.27 Satz. Sei S = {e, : n € N} ein Orthonormalsystem. Dann sind dquiva-
lent:

(i) S ist maximal, d.h. falls SO>S ein Orthonormalsystem ist, so gilt S = S,
(ii) Es gilt S+ = {0}.
iii) Fir alle x € X gilt x = T, en)e, (Konvergenz der Reihe in X ).
neN
)

(iv) Fir alle v,y € X gilt (z,y) = >, n(T,en) (Y, en) (Parsevalsche Glei-
chung), wobei die Reihe absolut konvergiert.

(v) Fir allex € X gilt ||z)*> =3, cn [(2, en)|?.

Die Reihe in (iii) heifit auch allgemeine Fourierreihe von x.

Beweis. Wir beginnen mit einigen Vorbemerkungen. Da

N
{61, Ce L EN, T — Z(a:,en>en}

n=1

eine Menge zueinander orthogonale Vektoren sind, folgt mit dem Satz von Pytha-
goras (durch Ausmultiplizieren)

N N
lall? = 3~ o, en) 2+ ||o = Do enden
n=1 n=1

9 N
> | en) .
n=1
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Fiir N — oo erhélt man Y, |(z, €,)[> < ||z]|* (Besselsche Ungleichung). Damit
konvergiert > |(z, e,)|? absolut und wegen

[, en) (Y, )| < 5(I(z; en)|* + [y, en)]?)

auch ) (,en)(y, e,). Weiter gilt

H 7;\[@, €n)eén

und da X vollstédndig ist, existiert der Limes = := )

, M
— Z (z,en) =0 (N,M — o),
n=N

nen (T, en)en € X.

(i)=(ii). Falls S+ # {0}, existiert ein ey € S* mit ||eg|| = 1. Dann ist aber SU{ey}
ein Orthonormalsystem im Widerspruch zu (i).

(ii)=(iii). Fiir alle £ € N gilt

(T —x,e0) = Z(x,en><emeg> — (x,er) = (z,e0) — (x,e0) =0,

neN
dh. z—7 e St ={o}
(iii) = (iv). Mit (ii) gilt

(o) = (3 (@ enden, >ty ecder)

neN LeN
=) Az ea)y e (ener) =D (e, en),
n,leN neN

wobei die absolute Konvergenz aus der Vorbemerkung folgt.
(iv)=(v). Setze z =y in (iv).

(v)=(i). Sei S D S ein Orthonormalsystem, und sei ey € S\/S. Dann gilt (eg, €,) = 0
fiir alle n € N, und mit (v) folgt [leo||* = >, o [{€0, €n)]* = 0 im Widerspruch zu
leol] = 1. O

3.28 Definition. Ein Orthonormalsystem, welches die dquivalenten Bedin-
gungen von Satz 3.27 erfiillt, heifit ein vollstdndiges Orthonormalsystem (oder
eine Orthonormalbasis von X oder eine Hilbertraumbasis von X).

3.29 Bemerkung. Im Beweis von Satz 3.27 haben wir gesehen: Sei (ay,)neny C K
eine Folge mit Y, |on|* < oo. Dann konvergiert « := )" ane, € X, und es gilt
(,en) = ay, (n € N).

Wir wenden nun die obigen Ergebnisse auf die Fourierreihe an, d.h. nun sei wieder
ey = (2m) ™% k€ 7",
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3.30 Lemma. Die komplexen Ezponentialfunktionen {ey : k € Z"} bilden
eine Orthnormalbasis von L*(T™).

Beweis. Sei f € L2(T") mit (f,e;) = f(k) = 0 (k € Z"). Dann folgt nach dem
Eindeutigkeitssatz 3.22 schon f = 0 fast iiberall, d.h. f = 0 in L*(T"). Somit ist
Bedingung (ii) in Satz 3.27 erfillt. O

Wir fassen die Aussagen von Satz 3.27 noch einmal fiir unseren Fall zusammen.

3.31 Satz. a) Fir alle f € L*(T") gilt [ |f(x)]Pde =Y 1cpm | (k)2 sowie

f(z) =) fk)e™

keZm

mit Konvergenz der Reihe und Gleichheit in L*(T").

b) Fir alle (o)kezn C C mit Y g lai]? < oo eaistiert ein f € L*(T™) mit
fk)=ou (keZ). -

c) Fir f,g € L*(T") gilt (f, g)12(m) = P pezn f(K)9(k).

Somit ist Frn: L*(T™) — (2(Z") ein isometrischer Isomorphismus von Hil-
bertrdumen.
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4. Paley-Wiener-Sitze und der Shannonsche
Abtastsatz

4.1 Worum geht’s? In diesem Abschnitt geht es um Funktionen und Distributio-
nen, deren Fouriertransformierte kompakten Tréger haben. In diesem Fall liefern die
Satze vom Paley-Wiener-Typ starke Aussagen, so sind selbst Distributionen mit die-
ser Eigenschaft nicht nur regulédre Distributionen, sondern sogar Einschrénkungen
von holomorphen Funktionen.

Ein Beispiel von derartigen Funktionen sind Mobilfunksignale, deren Fouriertrans-
formierte nur in einem gewissen Frequenzband nicht verschwindet. Der berithmte
Abtastsatz von Shannon besagt, dass derartige Signale durch ihre Abtastwerte re-
konstruiert werden konnen, was die Grundlage der digitalen Mobilfunktechnik lie-
fert.

a) Die Sitze von Paley und Wiener

4.2 Definition. Sei 2 C C” offen und f : Q2 — C stetig. Dann heifit f
holomorph, falls die Abbildung z; — f(21,...,%;,...,2,) holomorph ist fiir
jedes 7 = 1,...,n. Wir schreiben in diesem Fall f € 5(Q2). Eine Funktion
f € F(C") heifit auch eine ganze Funktion.

4.3 Lemma. Sei f € 5(C") mit f|lgn = 0. Dann gilt f = 0.

Beweis. Der Fall n =1 ist aus der Funktionentheorie bekannt. Wir zeigen induktiv
folgende Aussage:

Falls 21,..., 2, € R gilt, so ist f(z) = 0. (Ar)

Die Aussage (A,,), also k = n gilt nach Voraussetzung.

Wir betrachten den Schritt von k& nach &£ — 1. Definiere

gk()\) = f(zb s Zh—Ty Ay kL, 7zn>-

Fiir (21,...,2;,) € R¥ ist gi(2x) = 0 wegen (A). Also gilt g = 0 auf R. Da g; eine
holomorphe Funktion einer Variablen ist, folgt gi(A) = 0 fiir alle A € C. Somit folgt
f(z) =0, falls zq, ..., 21 € R gilt. Dies ist aber die Aussage (Aj_1).

Die Aussage (Ag) ist die Behauptung des Lemmas. O
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Nun konnen wir bereits den ersten Satz von Paley und Wiener beweisen, der sich
mit Funktionen beschéftigt. Wir bezeichnen mit supp ¢ := {z € R" : ¢(z) # 0} den
Tréager einer Funktion, und mit B(a,r) := {x € R" : |z| < r} die Kugel um den
Mittelpunkt a mit Radius r.

4.4 Satz (Satz von Paley-Wiener fiir Funktionen). Zu ¢ € . (R") definiert
man die komplexe Fourier-Transformation

f(z) = (Z)(z) = /n o(x)e *%dr (2 € C").

a) Sei ¢ € L (R™) mit suppyp C B(0,R). Dann ist f : C* — C eine ganze
Funktion, und zu jedem N € N existiert eine Konstante vy > 0 mit

[f()] < L+ [~V (zeC™). (4-2)

b) Sei f € A (C") eine ganze Funktion, und zu jedem N € N ezistiere ein vy
mit (4-2). Dann gilt flgn = F @ fir ein p € . (R™) mit supp ¢ C B(0, R).

Beweis. a) Fiir z € B(0, R) ist |[e™**®| < ef!l'™= Damit existiert das obige Integral,
und Differentiation unter dem Integral zeigt, dass f holomorph ist. Es ist

Zaf(z) = /n @($)Za€_iz.xdl' = (—Z)|O‘| aa@([lf)e_izwdai,

R
wobei partiell integriert wurde. Wir erhalten
129 [f(2)] < CHaa(pHy(Rn) efiltm=| (z e C).

Somit folgt
(L4 12DYIf(2)] < et (z e ),

d.h. (4-2) gilt.
b) Sei f eine ganze Funktion, welche die Abschitzung (4-2) erfiillt. Definiere

plr) = | F©eSTaE = P (flan) ()

Wegen & — (14 |€]V) f(€) € LY(R") fiir alle N folgt » € C*°(R") wie im Beweis von
Satz 1.10 a).

(i) Fiir festes ¥ = (z1,2') € R™ und 2’ := (29,...,2,) € C"! betrachten wir das
eindimensionale Integral

I(m) = / (&4, 20, . .. ,Zn)ei((éﬁim)wﬁz’-w’)d& (m € R).
R
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Wir werden zeigen, dass I(n;) = I(0) fiir alle n, € R gilt. Dazu betrachten wir
den Integrationsweg I' = 1 + 72 + 3 + 74, der ein Rechteck in C mit den Ecken
—K, K, K +in,—K + in einschlieBt (d.h. ~; ist der Weg von —K bis K etc.). Wir
setzen

9(=1) = f(z1, 22, -, Zn)ei(zlxﬁzl'x,) (z1 =& +1im € C).

Da g eine ganze Funktion ist, folgt [, g(z)dz = 0. Wegen (4-2) gilt insbesondere

l9(& + i) < C(L+ &)~ - eMiml,

und damit folgt

/ g(z)dz — 0 und / g(z)dz — 0 fir K — oo,

Y2 Y4

Damit erhalten wir
/ g(z)dz+/ g(2)dz — 0 (K — 00).
" V3
Da das erste Integral gegen I(0) und das zweite gegen —1(n;) konvergiert fiir K —
oo, folgt I(n,) = 1(0).

(ii) Eine Iteration unter Verwendung der Argumente in (i) liefert fiir alle € R™ die

Gleichheit

ox)= [ f(E+in)e™ErMac (zeR").
RTL

(iii) Sei nun x € R™\ {0}. Fiir n := "\?‘”' mit A > 0ist - n = Az|, |n| = A und
[+ im)] - [T ] < (14 [g])NelFr DA,

wobei (4-2) verwendet wurde. Nach (ii) erhalten wir fir N > n
o(@)] < 9w e‘R‘x')A/ (1+ |¢))Nae < CeBlahA,

Nehmen wir nun den Limes A — oo, so erhalten wir ¢(z) = 0 fir alle |z| > R.

(iv) Nach Definition gilt ¢ = .Z " (f|gn), d.h. flgn = F ¢ als Gleichheit in .7 (R"™).
Somit gilt fiir alle z € R™ die Gleichheit

£ = [ ela)e

Da beide Seiten ganze Funktionen sind, gilt die Gleichheit nach Lemma 4.3 fiir alle
z e Cn. m

Wir wollen den Satz von Paley-Wiener auch fiir Distributionen formulieren. Dazu
benotigen wir zunéchst folgende Definition.
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4.5 Definition. a) Sei U C R offen, und sei u € .%/(R"™). Dann verschwindet
w auf der Menge U, falls u(¢) = 0 fiir alle ¢ € .(R™) mit supp ¢ C U gilt. Die
Menge suppu := R" \ |J{U C R" : u verschwindet auf U} heifit der Trager
von .

b) Sei v € /(R™) mit suppu kompakt, und sei ¢p € (R") mit ¢ = 1
auf einer offenen Obermenge von suppu und suppy C R" kompakt. Dann
definiert man

u(p) = u(g) (v € C=(R")).
Dies definiert eine Fortsetzung w: C*°(R") — C von u € .%/(R").

4.6 Bemerkung. a) Man beachte, dass u(y¢) in b) wohldefiniert ist, da einerseits
e € S (R™) gilt und andererseits fiir zwei derartige 11,1y gilt supp(¥1 — ¥2) C
R™ \ supp u und damit u((¢; — 12)p) = 0.

b) Der Raum C*°(R™) wird ebenfalls mit einer lokalkonvexen Topolgie versehen. So
konvergiert eine Folge (fi)reny C C°(R"™) genau dann gegen f € C(R"), falls fiir
alle kompakten Mengen K C R™ und alle o € Nj gilt: sup,cp |0% fi(x) — 0% f(x)| —
0 (k — o0). Damit kann man leicht zeigen, dass die in b) definierte Abbildung
u: C°(R") — C sogar stetig ist. Typische Bezeichnungen sind &(R") := C*°(R")
(mit dieser Topologie) und damit u € & (R™).

c) Sei f € L(R"), und sei U := R" \ supp f. Dann gilt fiir alle p € Z(R™) mit
suppy C U

[ s@e@tr= | stz =0

d.h. fiir die zugehorige reguldre Distribution uy gilt suppuy C supp f. Man sieht
leicht unter Verwendung der Stetigkeit von f, dass hier sogar Gleichheit gilt.

d) Sei @ € R™ Dann gilt fiir die Dirac-Distribution §, € ./(R") offensichtlich
supp d, = {a}.

4.7 Lemma. Seiu € . (R") mit kompaktem Trdger suppu C B(0, R). De-
finiere f: C* — C durch

f(z) = ulx e ™) (z€C).
Dann st f eine ganze Funktion, und es existiert ein N € N und ein C > 0

mat
f(2) < C+ )V (2 eCm). (4-3)

Beweis. Wir schreiben in diesem Beweis e, (z) := €*® (z € R"), d.h. es ist f(z) =
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u(e_,).

(i) Um f € 2 (C") zu zeigen, geniigt es o.E., die Holomorphie der Abbildung
21+ g(21) == f(—2z1,—2') = u(e,) fiir alle 2’ € C"! zu zeigen. Dazu verwenden wir
den Satz von Morera, d.h. wir betrachten ein abgeschlossenes Dreieck A C C.

Nach Definition der Topologie auf C*(R™) ist die Abbildung z; — e, ., C —
C>(R"™) fiir jedes feste 2/ € C"! stetig, und das Integral

F ::/ e »dz € C(R")
A

ist wohldefiniert. Weiter ist die Auswertung v — v(z), C*°(R") — C, ebenfalls linear
und stetig. Daher kann man Integral und Auswertung vertauschen und erhélt

0A [o7AN

da der Integrand eine holomorphe Funktion von z; ist. Die Stetigkeit von u: C*°(R"™) —
C (Bemerkung 4.6 b)) erlaubt es nun auch, Integration und Anwendung von u zu
vertauschen. Daher gilt wegen F' = 0

0=u(F) = u(/ ezhzxd,zl) :/ u(es, . )dz :/ g(z1)dz.
0A 0A 0A

Nach dem Satz von Morera ist g € 52 (C).

(ii) Wir zeigen die Abschétzung (4-3). Sei dazu h € C*°(R) mit 0 < h < 1, h(s) =1
fir s <1 und h(s) =0 fiir s > 2. Fiir z € C"\ {0} definiert man

V(2) = h((Jz] = R)l2|) (z €R").

Damit gilt 0 < ¢, < 1 sowie ¢,(z) = 1 falls || < R+ |71| und v,(x) = 0 falls
|| > R+ % Nach Definition gilt also u(e,) = u(v,e_,) fur alle z € C.

Es gilt [z| < R+ % (x € supp ¢,) und damit

_zz.x’ _ 6Imzac < 626R|Imz|

le (z € supp),).

Somit folgt fiir die Halbnorm py (siche Bemerkung 1.6)

po(thse_s) = sup |1, (z)e =7 < e2efliml,
z€R™

Mit Hilfe der Leibniz-Formel schétzt man die hoheren Halbnormen p,, ab (man
beachte, dass bei jeder Ableitung sowohl bei ¢, als auch bei e_, im Wesentlichen
ein Faktor |z| hinzukommt). Man erhélt

pm(e_,) < Cp(l+ |z|)meR‘Imz| (m € Np).

© Robert Denk 04.04.2024



4. Paley-Wiener-Sitze und der Shannonsche Abtastsatz 49

S (R™), existiert nach Beispiel 2.11 (i) ein N € Ny und ein C' > 0 mit
Cpn(p) (p € L (R™)). Speziell fiir ¢ = 1,e_, erhalten wir

f(2)] = lu(tse—.)| < Cpn(ae—) < CCON(L+ [2])VeMM# (2 € C7). -

Das letzte Lemma ist im Wesentlichen eine Richtung des folgenden Satzes.

4.8 Satz (Satz von Paley-Wiener fiir Distributionen).
a) Sei u € L' (R™) mit kompaktem Trager suppu C B(0, R), und sei

f(z) =u(z— e ™) (2€C). (4-4)

Dann ist f € A (C"), es gilt Fu = flgn (wobei f|gn als requlire Distribution
aufgefasst wird). Ferner ezistiert ein C' > 0 und ein N € N mit

[f(2)] < CA+ [N (2 e C). (4-5)

b) Sei f € A(C"), fir welche C >0, N € N und R > 0 existieren mit (4-5).
Dann ezistiert ein u € ' (R™) mit suppu C B(0, R) so, dass die Darstellung
(4-4) gilt. Insbesondere ist dann f|gn = Fu.

Beweis. a) Die Aussage f € 5 (C") sowie die Abschitzung (4-5) wurden schon in
Lemma 4.7 gezeigt. Wir zeigen noch 4 = f|ge. Dazu wéhlen wir ¢p € (R") mit
supp ¢ kompakt und ¢ = 1 in B(0, R + 1). Dann gilt u = ¢ - u, und mit Satz 2.27
folgt @ = @ * . Damit ist & € C*°(R") (Satz 2.26). Weiter folgt

() = (a

=a

~

*
F

b) Sei nun f € 7 (C"), und es gelte (4-5). Da | f(£)| < (1—|—|§|) gilt, definiert f|gn

eine regulére Distribution, d.h. es gilt f|g» € &/(R™). Wir setzen u := .Z ! (f|gn).
Sei h € (R") mit supph C B(0,1) und Jan h(z)dz = 1. Wir setzen h.(z) :=
e~ "h(%) und

fo(z) = f(2)he(z) (z€CM),

wobei h. € #(C") nach dem Satz von Paley-Wiener fiir Funktionen (Satz 4.4) gilt.
Fiir alle N € N existiert ein vy > 0 so, dass

[fe(2)] S an(L+ [o)~NeFalma (2 e Cm).

Nach Satz 4.4 folgt f. = g. mit einer Funktion g. € .(R"™), suppg. C B(0, R + ¢).
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Sei nun ¢ € % (R"™) mit supp ¢ N B(0, R) = (). Dann gilt $g. = 0 fiir hinreichend
kleines € > 0. Somit folgt

Hier wurden f.(¢) — f(§) (e — 0) fiir alle £ € R™ sowie majorisierte Konvergenz
verwendet (beachte fp € L'(R™)). Wir erhalten damit u(@) = 0 fiir alle $ € . (R")
mit supp ¢ N B(0, R) =0, d.h. suppu C B(0, R). ]

b) Der Shannonsche Abtastsatz

Der Shannonsche Abtastsatz ist eine der Grundlagen der mobilen Kommunikation
und besagt, dass bandbegrenzte Signale ohne Informationsverlust durch ihre Werte
auf einem zeitlichen Gitter rekonstruiert werden kénnen. Unter einem Signal wird
hier eine Funktion f € L*(R™;R) verstanden. Dabei wird (fiir n = 1) f(t) als der
Wert des Signals zur Zeit ¢ aufgefasst. Die Signaltheorie und ihre stochastische Er-
weiterung (in der ein Signal ein zeitkontinuierlicher stochastischer Prozess ist) haben
fundamentale Bedeutung in den Anwendungen, z.B. fiir Fernseh- und Mobilfunksi-
gnale, drahtgebundene Kommunikation, Akustik, Bildverarbeitung.

4.9 Definition. Eine Distribution v € .#/(R") heifit bandbegrenzt mit Band-
breite b > 0 oder b-bandbegrenzt, falls

suppu C {€ € R" : |{| < b}

4.10 Bemerkung. Nach dem Satz von Paley-Wiener ist eine bandbegrenzte tempe-
rierte Distribution eine C*°-Funktion. Insbesondere nehmen wir fiir bandbegrenzte
L?-Funktionen im folgenden stets den C'*°-Repriisentanten. In diesem Sinn ist fiir
eine bandbegrenzte Funktion f € L*(R™) auch der Wert f(z) an einer Stelle wohl-
definiert.

4.11 Beispiel. Fiir die charakteristische Funktion 1_1 j» gilt

e'®i&i |1

()@ = |

[~1,1]"

ertde = (2m) ]
j=1

1wy lg=-1

e T 2(ei% — eTiws) 2\"/2 .
(2m) jlzll 2iz, - sinc(z)
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mit

. o sin

sinc(x) := H o

7j=1
Damit ist sinc eine 1-bandbegrenzte Funktion. Definiert man sinc,(x) := sinc(ax)
fiir a > 0, so gilt
- (T n/2
(F sinc,)(§) = a (§> Li—qq (&)

Fiir n = 1 heifit die sinc-Funktion auch der ideale Tiefpassfilter.

4.12 Lemma. a) Sei f € L*(R™), und fiir R > 0 se:
gr(§) ::/ flx)e ™ dr (£ € R™).
l€I<R

Dann gilt gr € L*(R™") N C(R™) und || f — grll 2@y — 0 (R — o0).
b) Sei f € LA(R") mit f € L'(R™). Dann, gilt fiir fast alle x € R"

f@)= | J©eide (4-6)

Fulls f stetig ist, gilt dies fir alle v € R™.

Beweis. a) Man beachte, dass gr(§) fiir jedes { € R™ definiert ist, da flpr) €
L'(R™) gilt. Weiter folgt gr € C(R"™) nach Satz 1.3. Wegen gr = Z(flpo,r)
und ||f — flpo,r)llz2@m) — 0 (R — oo) folgt die Aussage nun aus dem Satz von
Plancherel.

b) Wir wenden a) auf f an (mit .Z ! statt .%) und erhalten

f=lim fp (R—o00) in L*R")
R—o0
mit fr(z) := f| el<R f(€)e™td¢. Damit konvergiert (fiir eine Teilfolge) fr auch punkt-

weise fast {iberall gegen f. Wegen f € L'(R™) konvergiert fr punktweise gegen die
rechte Seite von (4-6), was (4-6) zeigt. Falls f stetig ist, sind beide Seiten von (4-6)
stetige Funktionen, und wir erhalten Konvergenz fiir alle z € R™. O]

4.13 Lemma. Sei f € L*(R") b-bandbegrenzt, und sei h < %. Dann gilt

(Z 1) (&) = (2m) 1" > f(kh)e ™ (Gleichheit in L*([-F, 5]").

keznr
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Beweis. Die Funktionen (g )gezn mit
i) 1= (2m) V2

bilden eine Orthonormalbasis des Hilbertraums H := L*([—7%, %]"). Da supp f C

[—b,b]" C [~7,7]" gilt (beachte b < T), gilt nach Satz 3.27 in H die Entwicklung

~

F=Y_{f ee)uen

kezn

Es ist

(G =t |

[,E E]n

feyeteag = n? | f(e)et e
h’h R
= W"2(F 1 f)(hk) = B2 f(hk).
Hier wurde f € L'(R") und Lemma 4.12 verwendet. Also gilt

f(&) = (2m)2pn Z f(kh)e~ %€ (Konvergenz in H).
keZn 0O

Der folgende Satz ist einer der berithmtesten Sétze der Signaltheorie.

4.14 Satz (Shannonscher Abtastsatz). Sei f € L*(R™) b-bandbegrenzt mit
h < 3. Dann gilt fiir alle x € R" die Gleichheit

fl@) =Y f(hk)sinc <%(3§ . kh)).

kezn

Die Reihe konvergiert absolut und gleichmdfig in R™.

Beweis. (i) Nach Lemma 4.13 gilt in L*(R"™)

F©) = @m)™2hm > f(hk)e ™0z =1 (€).

kezm

Da die Reihe in L*(R") konvergiert und .# € L(L*(R™)) gilt, erhalten wir in L*(R")

F(@) = (F7 (@) = @) 20 3 F(hk) [ ] (o)

kezZn
— (27T)_n/2hn Z f(hk:)(ﬁ_lll[,%’%}n)(x — hk‘)
kezZmn
2\ n/2 n
= (2m) 2 (2) 7 (7) kEZZ f (k) sincs (x — hk)
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= Z f(hk) smc( (x—kh))

keZn

Dabei wurde Beispiel 4.11 verwendet.

(i) Sei wieder H := L*([— 7%, F]") und ¢y(€) := (2m) /2R 2e= ¢ (k€ Z", ¢ € R™).

Dann ist (¢ )rezn eine Orthonormalbasis von H. Wir betrachten die 7-bandbegrenz-
te Funktion g = sinc(7 (z — -)) fiir festes 2. Wie im Beweis von Lemma 4.13 gezeigt
wurde, gilt h™/2g(hk) = (9, pi) (k € Z7).

Um die punktweise Konvergenz der Reihe zu zeigen, verwenden wir die Gleichheit

Y lg(hk)) Z! greedul” = 1915 = 9l 72@n) = lgllZ2@n) < oo

kezn

Dabei wurde die Besselsche Gleichung in H und der Satz von Plancherel in L*(R")

verwendet. Wegen g = sinc( - —7x) ist die Fourier-Transformierte gegeben durch

9(&) = (%) B (g) Wﬂ[—g,g}n (§)eh"e,

Damit gilt

Z ‘smc ( T — hk))‘ =c- ||]].[_%7%]n||%2(Rn) =:Cy

kezn

mit einer von x unabhéngigen Konstanten ¢y, d.h. wir erhalten (sinc(} (z—hk)))rezn €
(7). Wegen f(hk) = h™2(f, ¢1.) (k € Z") gilt auch (f(hk))gezn € (2(Z7).

Mit der Ungleichung von Cauchy-Schwarz gilt

Z ‘f (hk) SlIlC< (:v—hk:))‘

|k|>N
< ( Z ]f(hk:)|2> v ( Z sinc (%(m - hk)) 2)1/2
|k|>N |k[>N
<va( S IfeRR) " 50 (V- o)
K[>N

Damit konvergiert die Reihe absolut und gleichméfig in x. Insbesondere ist der
Limes stetig in x.

Nach (i) ist f der L?-Limes der Reihe im Abtastsatz. Nach (ii) konvergiert diese
Reihe punktweise gegen eine stetige Funktion, und damit gilt punktweise Gleichheit
zunéchst fast tiberall und schliefllich, da auch f stetig ist, fiir alle z € R™. m

4.15 Korollar. Die Funktion f € L*(R™) sei bandbegrenzt und besitze kompakten
Trager. Dann ist f = 0.
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Beweis. Da der Trager von f kompakt ist, reduziert sich die Reihe im Shannon-
schen Abtastsatz auf eine endliche Summe. Die Funktion f ist also eine endliche
Linearkombination von sinc-Funktionen, d.h. f ist eine endliche Linearkombination
von charakteristischen Funktionen. Andererseits ist f € C*(R"), da f kompakten
Tréger besitzt. Dies ist nur moglich, falls f = 0 und damit f = 0 gilt. m

4.16 Bemerkung. a) Es gibt eine graphische Veranschaulichung des Beweises des
Abtastsatzes:

periodische Wiederholungen von f

N\

=8 =+

Abbildung 5: Der Shannonsche Abtastsatz

Nur fiir 7 > 0, d.h. fir h < 7, gibt es keine Uberlappungen, und die Funktion kann
eindeutig rekonstruiert werden. Im Falle i < 7 spricht man von Uberabtastung

(oversampling), im Falle 2 > 7 von Unterabtastung (undersampling).

b) In Anwendungen heifit h =: T, das Abtast- oder Sampling-Intervall, und f; :=
die Abtastrate oder Symbolrate. Der Spektralbereich (oder Spektrum) eines Slgnals
f e " (R") wird definiert als E supp f. Bei einer b-bandbegrenzten Funktion ist
das maximal auftretende Spektrum also % =: fmax. Die Abtastbedingung lautet
damit T < 57— oder fs = 2fmax

c) Sei h € Y/(R”) mit A € L®(R"). Dann wird durch M,f = Z(Fh - Ff)
ein stetiger linearer Operator M, : L*(R") — L?(R™) definiert. Nach Satz 2.27 gilt
Mypf = hx f. In den Anwendungen spricht man von einem Filter. Dabei heifit h
die Impulsantwort, d.h. die Antwort auf den Dirac-Impuls dy (wegen oy x h = h
fir h € .Z(R")), und .#h das Frequenzbild des Filters. Korollar 4.15 zeigt, dass es
keinen Filter gibt, der im Zeit- und im Frequenzbereich kompakten Tréger hat.

4.17 Beispiel (Datenraten bei GSM). Bei reiner Gespriachsverbindung am Handy
wird meistens das 2G-Verfahren GSM verwendet (bei Dateniibertragung je nach
Verfiigbarkeit das 3G-Verfahren HSDPA oder das 4G-Verfahren LTE). Das Mobil-
funksystem GSM (in der fullrate-Version) besitzt folgende Datenraten:

e Datenbitrate nach Digitalisierung der Sprache: 8.0 kbit/s,
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Datenbitrate nach Sprachkodierung: 13.0 kbit /s,
Datenbitrate nach Kanalkodierung: 22.8 kbit/s,

Bitrate nach Hinzufiigen von Pilotsymbolen: 31.3 kbit/s,

Bitrate pro Kanal (8 Benutzer, jeder 13. Frame ist Kontrollframe): 8 - % -31.3
kbit/s = 271 kbit/s,

e Symbolrate (1 Symbol = 1 bit): f, = 271 kbit/s

In der heute verbreiteten halfrate-Version stehen pro Benutzer nach Kanalkodierung
nur 11.4 kbit/s zur Verfiigung, bei gleicher Symbolrate. Die mit dieser Symbolra-
te iibertragenen Signale sind bandbegrenzt mit einer spektralen Bandbreite von
Jimax = % Zur Ubertragung braucht man also (im Basisband) einen Kanal mit Fre-
quenzen [—%, %] Dieses Signal wird durch Modulation zu einem hochfrequenten
Signal (HF-Signal). Die Modulation besteht dabei aus der Multiplikation mit /0%
mit der Tragerfrequenz fy. Typische Werte sind

e fo~ 1800 MHz (fiir Oy, T-D1),
e fo~ 900 MHz (fur e-plus).
Ein Kanal in diesem Frequenzband miisste somit 271 kHz breit sein. In GSM sind

die Kanéle nur 200 kHz breit, man hat also Uberlappungen. Es gibt 375 Kanile im
oberen Frequenzband und 125 Kanéle im unteren Frequenzband.
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5. Positiv definite Funktionen und der Satz von
Bochner

5.1 Worum geht’s? Eine Funktion f: G — C heif3t positiv definit, falls

N
> evef (xp — ) >0

k=1

fiir alle ¢1,...,cy € Cund alle zq,...,zy € G gilt. Diese Eigenschaft tritt z.B. auf
bei Zeitreihen, bei welchen die Kovarianz nur von der Zeitdifferenz abhingt. Da-
mit kann man die Autokorrelationsfunktion der Zeitreihe definieren, welche positiv
definit ist. Ein anderes Beispiel ist die charakteristische Funktion einer Zufallsva-
riablen, welche sehr niitzlich ist, um Konvergenzaussagen zu beweisen, etwa den
zentralen Grenzwertsatz. Der Satz von Bochner in seinen verschiedenen Varian-
ten besagt, dass die positiv definiten Funktionen genau die Fouriertransformierten
von (positiven) Maflen sind. Wir definieren daher zunéchst die Fourier-(Stieltjes-
)Transformierte von Maflen und untersuchen einige Eigenschaften, bevor der Satz
von Bochner formuliert und bewiesen wird. Um die verschiedenen Fille (diskrete
Zeitreihen, kontinuiuerliche Signale) simultan behandeln zu kénnen, betrachten wir
abstrakt G und den Dualraum I' und vereinheitlichen damit auch die ersten beiden
Kapitel dieser Vorlesung.

a) Die Fourier-Stieltjes-Transformation

Wir haben bisher die beiden Falle T™ und Z" separat betrachtet. Die wesentlichen
Eigenschaften und Beweise fiir die Fouriertransformation auf diesen beiden Rdumen
sind aber vollstdndig analog. Es existiert eine allgemeine Theorie der Fouriertrans-
formation auf allgemeinen Rdumen, genauer gesagt auf lokal-kompakten abelschen
Gruppen, welche wir hier nicht im Detail behandeln wollen, da die Begriffe und Me-
thoden zum grofien Teil eine Wiederholung der Kapitel 1 und 2 darstellen. Dennoch
werden wir im Folgenden den Torus, den Ganzraumfall sowie den Fall Z™ (in gewisser
Weise der Dualraum von T™) simultan behandeln und daher folgende Bezeichnungen
verwenden:

(i) Im Torusfall sei G := T™ und I" := Z"™. Als Maf} betrachten wir das sogenannte
Haarmafl \g, gegeben durch d\g(z) = dx = (2) "dx. Auf T betrachten wir
als Haarmafl das Z&hlmafl A\p(: P (Z") — [0,00], ((A) := |A] € Ny U {oc}.
Wir schreiben wieder @¢ := d(. Man beachte, dass auf I' die LP-Rdume Sum-
menrdume sind, d.h. etwa LY(T') = L'(A\r) = L'(¢) = ¢(*(Z"). Die Fourier-
transformation ist gegeben durch Zrn.
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(ii) Im Ganzraumfall setzen wir G := R” und I' := R" mit den Maflen d\g(z) :=
dr = (27)7"2dx sowie dAp(€) := @¢ := (2m)/2d¢. Hier ist die Fouriertrans-
formation gegeben durch .%#

(iii) In Ergénzung der obigen beiden Fille betrachten wir auch G := Z" mit dem
HaarmaB d\g(x) := dz := d{(z) und ' := T" mit dem Haarmafl dAp(§) :=
d¢ := (2m)~"d¢. In diesem Fall ist die Fouriertransformation gegeben durch

(FD©) 1= [ e i)tn = 30 e HfH) (€T

" kezn

Im Folgenden sei also stets (G, ', A\g, Ar, F) wie in einer der Fille (i)-(iii) gegeben.
Die Faltung ist wieder definiert durch

(f*g)x /f gz —y)dy (z€C).

Wie oben fiir die Félle (i) und (ii) gezeigt, ist Fg: L'(G) — C(I') stetig und
Fq: L*(G) — L*(T) ein isometrischer Isomorphismus.

5.2 Definition. a) Sei X eine Menge und & eine o-Algebra iiber X. Dann
heifit eine Abbildung p: &/ — C ein komplexes MaB, falls pu(lJ, ey An) =
Y nen H(Ay) fiir alle paarweise disjunkten Mengen (A, )neN C o« gilt. Falls
C durch R ersetzt wird, spricht man auch von einem signierten Maf}. Man
beachte, dass der Wert oo hier ausgeschlossen ist.

Falls X ein topologischer Raum ist, betrachten wir stets &/ = Z(X), die
Borel-o-Algebra von X.

b) Sei X ein topologischer Raum und p: #(X) — C ein komplexes MaB. Dann
definiert man das Variationsma$ |u|: #(X) — [0, 00) durch

|| (A) := sup { Z |(An)| U A, =A, A, € &/ paarweise disjunkt}.
neN neN

Die Totalvariation ||z||ar(x) wird definiert durch

el xy = [l (X)-
Das Maf3 p heifit regulér, falls
|ul(A) = sup {|u|(K) : K cC A} =inf {|u|(U) : U D A, U offfen}

fiir alle A € Z(X) gilt. Dabei schreiben wir K CC A, falls K C A gilt und
K kompakt ist. Die Menge aller reguléren komplexen Mafie wird mit M (X)
bezeichnet.

c) Falls p € M(X) mit u(A) >0 (A € #(X)), so schreiben wir p € M, (X).
Man spricht auch von der Menge aller positiven Mafle. (Man beachte, dass
jedes u € M (X) wegen pu(X) = |u|(X) < oo ein endliches Maf ist.)
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5.3 Bemerkung. a) Man kann zeigen: Fiir p € M(X) ist |p] ein positives Ma$,
und || - |[a(x) ist eine Norm auf M (X)), mit welcher M (X) zu einem Banachraum
wird.

b) Fiir jedes p € M(X) existiert die Jordan-Zerlegung
fo=p1 — p2 +ips — g mit gy € My (X).

Unter geeigneten Zusatzbedingungen an p; ist diese Zerlegung eindeutig. Die Exi-
stenz der Jordanzerlegung wird hier nicht bewiesen.

5.4 Definition (Faltung von Maflen). Fiir p,v € M(G) ist die Faltung p *
v: B(G) — C definiert durch

(p*xv)(A) = (pov)({(z,y) eGxG:z+yec A}) (AeB(Q)).

Dabei ist p ®@ v: B(G x G) — C das Produktmafl von p und v.

5.5 Satz. a) Fir u,v € M(G) ist uxv € M(QG).
b) Seien p,v € M(G). Dann gilt fir jede beschrinkte messbare Funktion
f:G—=>C

| 1@aGr i@ = [ [ @+ pantaant).

c¢) Die Faltung x: M(G) x M(G) — M(G) ist kommutativ und assoziativ.

Beweis. Aufgrund der Jordan-Zerlegung gentigt es, p, v € M, (G) zu betrachten.

a) Da die Addition a: G x G — G, (z,y) — x +y, stetig und damit messbar ist, ist
pxv=(u®v)oa ! ein MaB. Zu zeigen ist, dass u * v regulér ist, wobei wir ohne
Beweis verwenden, dass das Produktmaf} regulér ist.

Sei A € B(G). Wir definieren A := a~1(A) € B(G x G). Sei e > 0 gegeben. Da
1 ® v regulér ist, existiert ein K CC G X G mit

(n@V)(K) > (p@v)(4) —e

Die Menge K := a(K) ist kompakt mit K C a~'(K), und damit folgt

(13 V)(K) = (@)™ (K)) > (10 )(K) > (1® v)(A) — e = (u#v)(A) - =.

Dies zeigt die eine Hilfte der Regularitdt, die andere folgt durch Komplementbil-
dung. Also gilt pxv € M(G).
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b) Fiir u, v € M(G) und jede messbare Funktion f: G — C folgt mit dem Satz von
Fubini

/ F(@)d(ex v)(x) = / f@)d[(u® v) o a ] (2)
G G
— [ el w)d(p @ v)(y) = / F( + y)d(p ® v)(x.y)

GxG GxG

:/G/Gf(ery)du(zv)dV(y)-

c¢) Offensichtlich ist die Faltung kommutativ. Fiir den Nachweis der Assoziativitét
definieren wir zu py, po, 3 € M(G) die gemeinsame Faltung durch

(1 pro 1) (A) = (1 @ p2 @ ps) (a3 (A)) (A € B(G)),

wobei az: G X G X G — G, (21, T2, x3) — 1 + 2 + x3 sei. Wie in Teil b) siecht man
die Gleichheit

(f1 % pao * p3) (A) = /3 L(2y + 22 + $3)d(ﬂ1 ® p2 @ piz) (21, T, T3)
o

= /G [/ch: La(wy + 29 + 23)d[11 @ po)(21, 72) | dpz(23).

Dies zeigt puq * g * pug = (1 * pio) * p3. Da die Faltung kommutativ ist, folgt daraus
die Assoziativitét. O

Eine der wichtigsten Beweiszutaten fiir den Satz von Bochner ist ein Darstellungs-
satz von Riesz, welcher stetige lineare Funktionale auf dem Raum Cy(G) mit Mafen
identifiziert. Im Folgenden bezeichnen wir mit C,(G) die Menge aller stetigen Funk-
tionen f: G — C mit kompaktem Tréger und mit Cy(G) die Menge aller f € C'(G)
mit folgender Eigenschaft: Fiir jedes £ > 0 existiert eine kompakte Menge K CC G
mit |f(z)| <e (v € G\ K).

5.6 Satz (Satz von Riesz). Zu p € M(G) sei die Abbildung T,: Co(G) — C
definiert durch

T, = [ 1@)in@) (f € GG).
Dann gilt T, € (Co(G))', und die Abbildung p — T, M(G) — (Co(G))" ist

ein isometrischer Isomorphismus von Banachrdumen. Insbesondere gilt

lile) = Tullcoay = sup_| [ f@ut@)] (n e ()
g e

und zu jedem T € (Co(G))" ezistiert genau ein p € M(G) mit T = T,,. Dabei
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ist € My(G) genau dann, wenn T, ein positives Funktional ist, d.h. wenn
T,f >0 fiir alle f >0 gult.

Der Satz von Riesz wird hier nicht bewiesen.

5.7 Satz. Der Raum M (G), versehen mit der Norm || - ||am(e) und der Mul-
tiplikation x: M(G) x M(G) — M(G), ist eine kommutative Banachalgebra
mit Einheit 6q. Insbesondere gilt

I viimey < lellm@lvlive (v € M(G)). (5-1)

Beweis. Nach Bemerkung 5.3 ist M (G) ein Banachraum, und nach Satz 5.5 ist die
Faltung wohldefiniert, kommutativ und assoziativ. Wir miissen noch die Abschétzung
(5-1) zeigen. Sei dazu f € Cy(G) mit || f||oc = 1. Dann gilt mit Satz 5.5 b) und dem
Satz von Riesz

[ s@ds @] < [ [ 16+ plaans
< [ Ilhedvty) < Il o
G

Fiir das Dirac-Maf} ¢y gilt nach Satz 5.5 b) und dem Satz von Fubini

o) = [ [ [ tate+ n)ddo(o)]duto)

_ /G La(z + 0)dpu(x) = p(A)  (n € M(G), A€ B(G)).

Damit besitzt M(G) beziiglich der Faltung die Einheit d. O

5.8 Bemerkung. Im Fall G = R" ist jedes u € M(G) eine Linearkombination von
endlichen Maflen (Jordan-Zerlegung), damit kann p auch als Element von . (R")
aufgefasst werden. Die Definition der Fouriertransformation fiir Mafie (siche un-
ten) stimmt mit der Faltung und der Fouriertransformation in .#’/(R") iiberein,
wie man sofort an den Definitionen sieht. Damit kann M (R™) als Teilraum von
S'(R™) betrachtet werden, und es gilt etwa die Bijektivitdt der Fouriertransfor-
mation .%: M(R") — Z(M(R")). Die obige Definition der Faltung zweier Mafle
erlaubt es uns allerdings, M (R™) als Unteralgebra von ./(R"™) zu betrachten.

Man kann auch fiir die anderen beiden Fille G = T" und G = Z" entsprechend
temperierte Distributionen definieren und erhilt wieder M (G) C .'(G).
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5.9 Definition. Fiir p € M(G) ist die Fourier-Stieltjes-Transformierte %)
definiert durch

(Fun)(©) = i) = [ dp(o) (€€T),

5.10 Lemma. a) Fir up € M(G) ist i: I' — C gleichmdiflig stetig und be-
schrankt mit [|filloe < [[1tllae(c)-
b) Fir p,v € M(G) gilt

Fm) (1 *v) = (Fue i) (Fue)v)-

Fiir das Maf$ i: B(G) — C, definiert durch u(A) = u({x: —x € A}) (A €
B(Q)) gilt

(Fuei)(§) = (Fuem)(§) (Eel).
Somit ist die Abbildung Fucy: M(G) — C(I') ein stetiger Homomorphismus
von Banachalgebren.

Beweis. a) Es gilt |1(&)] < ||p|la(e) nach dem Satz von Riesz, damit ist i be-
schrankt. Da u regulér ist, existiert zu jedem € > 0 ein K CC G mit |u|(G\ K) < e.

Fiir &1,& € T gilt

A(6) — pler)] < /G 1 — (6= || (x)

< sup 1 — 7O |u|(G) + 2|l (G \ K)
e

< ellullm + 2e,

falls |£; — & hinreichend klein ist. (Man beachte, dass £ — iz - £ auf K gleichméBig

stetig ist.) Damit ist i gleichméfig stetig.

b) folgt wie im Fall von Funktionen mit dem Satz von Fubini: Es gilt

() () = / e % 1) (€)

G

_ / / e S du(z)du(y) = E)D(E) (€ €T).
GJG

Analog erhalten wir
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5.11 Bemerkung. Falls f € L'(G), so wird durch

_ / f(z)dz (Ae B(G)

ein MaB 1y € M(G) definiert, welches absolutstetig zum Haarma$l dz ist. In diesem
Fall gilt Zaaypr = Faf sowie iy x pg = fipeg fiir alle f,¢g € L*(G). Damit wird
L'(G) zu einer Unteralgebra der Banachalgebra M (G). Man kann zeigen, dass L' (G)
sogar ein Ideal von M (G) ist, im Allgemeinen aber nicht abgeschlossen.

b) Positiv definite Funktionen

5.12 Definition. Eine Funktion f: G — C heifit positiv definit, falls fiir alle
N € Nund alle ¢1,...,cy € Cund x4,...,zy € G gilt:

N

Z ckc_gf(mk - (L‘g) Z 0. (5—2)

ke t=1

5.13 Lemma. Sei f: G — C positiv definit.
a) Es gilt
(i) f(=2) = f(z) (x € G),
(i) [f(z)] < f(0) (z € G),
(iii) |f(z) = f)I* <2f(0)Re (f(0) = f(z —y)) (z,y € G).

b) Falls f stetig an der Stelle 0 ist, so ist f gleichmdfig stetig in G.
¢) Fiir alle p € L'(G) gilt

/G /G (@) o () f(z — y)ddy > 0. (5-3)

Beweis. Setzt man in (5-2) N =2 21 =0, 29 =z, ¢; = 1, ¢ = ¢ € C, so erhilt
man

(L+[c[*) £(0) + cf(z) +ef(~z) = 0. (5-4)

Mit ¢ := 1 folgt nun f(x) + f(—2) € R, fiir ¢ := 4 erhdlt man i(f(z) — f(—2)) € R
und damit f(—xz) = f(z). Wahlt man in (5-4) ¢ so, dass cf(z) = —|f(x)]| gilt, folgt
£(0) > 0.
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Wihle nun N = 3, (x1,29,23) = (0,2,y) sowie ¢; = 1, ¢3 = W mit A € R

und c3 := —cy. Dann erhélt man aus (5-2)

FO)(1+202) + 20 f(2) - f(y)| —2X*Re flz — ) =0 (A€ R).
Also hat das quadratische Polynom in A

2(F(0) ~ Re J( — )X + 21 f(2) — F(p)| A+ £(0)
keine zwei verschiedenen reellen Nullstellen, d.h. die Diskriminante
41 (@) — S — $FO)(F(0) - Re f(z — )

ist nicht positiv, und es folgt | f(z) — f(y)|* < 2f(0) Re (f(0) — f(z —y)).
b) folgt sofort aus a) (iii).

c) Jedes ¢ € C.(G) ldsst sich als gleichméfBiiger Grenzwert von Stufenfunktionen
schreiben, d.h. es existieren Stufenfunktionen ¢;: G — C mit ||or — ¢|lec = 0 (k —
00). Sei ¢ = > ,_; cela,. Dann gilt

/G /G or(@) o) f(z — ydady = 3 e (z; — 2 da(Ay)Aa(Ar) > 0.

G 0=1
Fiir £ — oo erhalten wir die Aussage fiir alle ¢ € C.(G). Da C.(G) dicht in L'(G)
liegt, folgt die Aussage fiir alle ¢ € L1(G). O

5.14 Lemma. Sei g € L*(G), und sei g € L*(G) definiert durch g(z) :=
g(—z) (x € G). Dann ist f := g+ g € L'(G) stetig und positiv definit.

Beweis. Es gilt

(03w = [ oo =ity = [ ale =)=ty
Wegen [|g * 9|1y < 19ll22(e) |9l 2y (Holdersche Ungleichung) und
(95D = (gDl = | [ (gt =) = gtz = ) T510]
G
< ||9(»T1 — ) —g(ze — ')||L1(G)||§HL1(G)

ist gxg € LY(G)NC(G).
Fir NeNund ci,...,ey €C, xq,..., 2y € G gilt

> cf (- =) Cjc_f/Gg(%‘ — e —y)g(—y)dy

jl=1 je=1
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—Zc]cz/ i —y)g(xe — a’y—/‘Zc]g —y‘dy>0.

=1

5.15 Lemma. Sei p € M ('), und sei f: G — C definiert durch

f(2) = (Fr)(—2) = / erSdu(€) (x € G).

Dann ist f stetig und positiv definit.

Beweis. Die Stetigkeit folgt aus Lemma 5.10 (mit I' anstelle von G). Fir N € N
und c¢1,...,cy € Cund &, ..., &y € T gilt

N
2
g cicef(xj — xp) / E ccm“”f v E (¢ ):/‘ E ;eS| du(€) > 0.
r'4

j,=1 Jj=1 0

Die Fourier-Stieltjes-Transformierte von positiven Maflen ist also positiv definit. Der
berithmte Satz von Bochner besagt, dass auch die Umkehrung gilt. Als Vorbereitung
beweisen wir eine (auch fiir sich interessante) Aussage iiber mehrfache Faltung einer
Funktion.

5.16 Satz. Sei f € LY(G), und sei f** := f*...x f (k-mal). Dann gilt

: sk 1/k sknl/k N
A {7 Ny = inf || *12ae) = 1l

Beweis. Ein wesentlicher Teil des Beweises beruht auf Gelfand-Theorie und kann
hier nur zitiert werden. Wir zeigen jedoch einige Teilaussagen.

(i) Wir zeigen folgende Aussage: Sei (ag)reny C R mit 0 < agpyp < agay fiir alle
k,¢ € N. Dann gilt (a,)'* — a = infy(ap)*  (k — 00).

Um dies zu zeigen, sei ¢ > 0. Wihle N € N mit (ax)"/N < a + ¢ und setze b(e) :=
max{ay,...,ay}. Schreibe nun k € N in der Form k = kN +7 mit 0 < r < N. Dann
gilt
(ak)l/k _ (ak:N )1/k < (ak ar)l/k
< (a+ &)™ Yk = (a4 €)(a + )/ Fp1/*

- (a+5)((af€)r>1/1¢
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< a+ 2,

falls £ hinreichend grof§ ist. Dies zeigt die obige Aussage Angewendet auf a; :=
| f*¥||21(c), erhalten wir infyey || f* kHLl(G = limy 00 Hf*kHLI(G

(ii) Wegen (f**)" = (f)k folgt
A5 = 1) Moo = 1) Nloo < 1 2
fiir alle k € N, und damit folgt infyers || /(| 47z > |1 flloc-

(iii) Die andere Ungleichung
inf [1/*1 ) < 1flls

kann mit Hilfe der Gelfand-Theorie bewiesen werden. Dazu verwendet man, dass
das Spektrum von f in der C*-Algebra L'(G) mit dem Spektrum von f in der
C*-Algebra C(T'") iibereinstimmt. Ein Beweis findet sich z.B. in [9], Chapter 11. O

5.17 Satz (Satz von Bochner). Sei f: G — C eine stetige Funktion. Dann ist
f genau dann positiv definit, falls ein positives MafS u € M, (T') existiert mit

f(x) = / e Edu(€). (5-5)

Beweis. Falls p € M, (T') und f durch (5-5) definiert sind, so ist f stetig und positiv
definit nach Lemma 5.15. Es ist also nur die Riickrichtung zu zeigen.

Sei also f: G — C stetig und positiv definit. Nach Lemma 5.13 a) gilt f(0) >
(falls f nicht identisch Null ist), also sei 0.E. f(0) = 1. Wir definieren die Abblldung
Ty: LY(G) — C durch

/ f@)p(@)dz (o € LY(G)). (5-6)

sowie [p, 9] = T¢(p * V) (p,10 € LYG)), wobei wieder ¢/ := ¢(—-). Dann ist
[-,-]: LYG) x LY (@) — C sesquilinear, und es gilt

(o] = Tr(p+ ) = /G /G o@)PW) (@ — y)drdy >0 (¢ € L'(G))

nach Lemma 5.13 ¢). Somit ist |-, -] bis auf die Definitheit ein Skalarprodukt, und es
gilt die Cauchy-Schwarz-Ungleichung
o, 0]I* < e @] [ ¥] (0,0 € LNG)). (5-7)
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Sei V:i={zx € G:|zr] <&} mit € > 0. Wir setzen ¢ := 1y und erhalten

Ac (V)

o, 0] — Ty(p) = / o(@)5 1 / @ —y) — f(o)dyde,

[, 9] =1 = // —y) — 1]dzdy.

Da f gleichméiBig stetig ist (Lemma 5.13)), konvergieren beide Differenzen gegen 0
fiir e — 0. In (5-7) eingesetzt, erhdlt man

T (o) < lo,9) = Ti(0 %) (v € LNG)). (5-8)
Wir setzen hy, := ¢ x @. Dann gilt h, € L'(G), und wegen

(0% 3)(x) = /G o)l — D)y

ist E@ = hy,. Wir wenden (5-8) iterativ an auf h, h* h, h**, h*® etc. anstelle von ¢
und erhalten

ITH()|* < Ty(hy) < (Tilp* b)Y < ... < (T302))° " (neN).  (59)

Da f positiv definit ist, gilt || f|lc = f(0) = 1 und somit ||T%||(L1(cyy < 1. Mit (5-9)
ergibt sich )
e () < (0 * @) Ilirie) (n€N).

Fiir n — oo folgt mit Lemma 5.16

Ty ()] < 1 Fa(p* @)oo = sup 2@ = Sup 2E)F (¢ € LY(G)).

Damit folgt insbesondere T¢(y1) = T¢(¢p2), falls ¢1 = @9, d.h. die Abbildung
Qr: A(I') — C, ¢ — Ty(p) ist wohldefiniert und stetig mit Norm nicht gréfer

als 1. Hier ist A(T) := {f : f € L'(G)} C Cy(T).

Nach dem Fortsetzungssatz von Hahn-Banach existiert eine Fortsetzung von ®; auf
den Banachraum Cy(I') mit gleicher Norm. Nach dem Satz von Riesz (Satz 5.7)
existiert genau ein Maf 4 € M (") mit

Ty(0) = [ e=0au(e) = [ o) [ et (o e L)
Der Vergleich mit (5-6) zeigt, dass

f(x) = / ¢ dp(€)

fiir fast alle z € G gilt. Da beide Seiten stetige Funktionen sind, gilt dies sogar fiir
alle x € G. Fiir x = 0 erhélt man

1= £0) = [ 1d(6) = uT) < il < 1.

d.h. w(I) = ||gell sy und damit p € M4 (T). O
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5.18 Bemerkung. a) Wir schreiben die Aussage von Satz 5.17 noch einmal explizit
fiir die beiden wichtigsten Falle auf:

(i) Sei G = Z". Eine Folge (ag)rezn C C ist nach Definition genau dann positiv
definit, falls fiir alle N € N, ¢1,...,cy € Cund ky, ..., ky € Z" gilt
N

E Ci Cj g, —k; = 0.

1,j=1

Nach Satz 5.7 ist dies dquivalent zu

ar = / eEdue) (ke z)

fir ein MaBl p € M, (T"). Dieser Fall von Satz 5.17 heift auch Satz von
Herglotz.
(ii) Sei G = R™. Eine Funktion f € C(R™) ist genau dann positiv definit, falls fiir
alle NeN, ci,...,ecy € Cund xq,...,zy € R" gilt
N

ij=1
Nach Satz 5.17 ist dies dquivalent zu
fla) = [ o) e r)

fir ein Maf§ p € M, (R™).
b) Eine wichtige Anwendung des Satzes von Herglotz findet sich in der Zeitreihen-
analyse: Sei X = (X}, )xez eine Folge von L2-Zufallsvariablen mit E X} = 0. Falls die
Kovarianz cov(Xy, X;) nur von der Differenz k — ¢ abhéngt, so heifit X stationér im
weiteren Sinne. In diesem Fall ist die Autokorrelationsfunktion ¢g: Z — C definiert

durch g(k) = cov(Xpir, Xo) (kK € Z). Wegen g(k — ) = (Xg, X¢)p2 ist g positiv
definit. Nach dem Satz von Herglotz gilt

2
o) = [ e*aute) (ke
0
mit einem Mafl y € M, (T), dem sogenannten Spektralmafl der Zeitreihe.

¢) Positiv definite Funktionen treten in der Stochastik auch in folgender Form auf:
Sei X: (Q,%,P) —» (R,%(R)) eine Zufallsvariable und sei uyx := P o X! die
Wahrscheinlichkeitsverteilung von X. Dann heifit xx: R — C, definiert durch

Y (€) 1= (%) = / € dux(z) (€ €R),

die charakteristische Funktion von X. Der Satz von Bochner besagt, dass die cha-
rakteristischen Funktionen genau die positiv definiten stetigen Funktionen y auf R
mit x(0) = 1 sind.
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A. Erginzungen

In diesem Kapitel finden sich einige Ergédnzungen zu den vorigen Kapiteln. Wir
beginnen mit einem ausfiihrlicheren Beweis von Satz 77, dessen Aussage wir hier
wiederholen:

A.1 Satz. Sei (Ky)nen €in Summationskern. Dann gilt fir alle f € L'(T")

f= ]\}im (Kn * f)  (Konwergenz in L'(T™)).
—00

Beweis. Direkt aus Lemma ?? und Lemma ?? mit X := L'(T") und ¢ wie in
Lemma ?7? folgt

f = lim Kn(y)Lyfdy

N—oo Tn

in L'(T™). Es bleibt zu zeigen, dass fiir fast alle x € T" die Gleichheit

(L ExiLyfay)w) = | K@i -yiy= Ky ) (A1)
gilt. Dazu definieren wir

9(z,y) == Kn(y)(Lyf)(z) = Kn(y) f(x —y) (z,y € T"),

d.h. es ist zu zeigen, dass

(/ng(-,y)d“y) (x) = /ng(fﬂ,y)d‘y

fiir fast alle z € T™ gilt. Man beachte, dass auf der linken Seite ein L!(T")-wertiges
Integral steht, dass dann an der Stelle x ausgewertet wird, auf der rechten Seite ein
skalares Integral.

Wir schreiben T" = [0,27)" und betrachten ein Gitter auf T™ mit Gitterbreite
h = 27“ fiir £ € N, d.h. wir betrachten die Menge aller Gitterpunkte

Gr:=10,h,...,(k—1)h}".
Zu jedem Gitterpunkt z € Gy, ist der zugehorige Wiirfel W(z) definiert durch
W(z):=[z1,21+h) X [22,20+ h) X ... X [2n, 2 + D).

Da die Funktion y — g(-,y), T" — L'(T") stetig und damit gleichméBig stetig ist,
konnen wir diese Funktion durch die Stufenfunktionen

gr(@,y) = Y xwe W En (L)) = Y xwes W)g(z )

z€Gy, z€Gy,
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approximieren. Genauer gilt

sup [lg(-,y) — gx (-, 9)ll L1y = 0 (b — o0). (A-2)

yeT™

Da fiir Stufenfunktionen das Integral als Summe definiert ist und die Auswertung ei-
ner Summe von Funktionen als Summe der entsprechenden Funktionswerte definiert
ist, gilt die gewiinschte Gleichheit fiir gi, d.h. es gilt

(/n gk(-,y)dy) (z) = /n ge(z,y)dy  (x € T™). (A-3)

Wegen (A-2) folgt

H/ngk y)dy — / y(

L1(Tn)
| MokCo9) = gCo9)llreemdy (A-4)
< sup lgr(-9) = gC)llLrany = 0 (k= o0).
Setzt man G : an y)dy und Gy = an k(- y)dy, so gilt also G — G in
LY(T™). Da eine bzgl. H H () konvergente Folge eine fast iiberall konvergente

Teilfolge besitzt, existiert eine Teilfolge (km)men mit
Gy, (x) — G(z) fir fast alle x € T".
Wir schreiben wieder g statt g, .

Andererseits gilt fiir die skalaren Funktionen g, und g mit dem Satz von Tonelli

// l9(x, y) = gi(x, y)|dyde = // 9z, y) = gr(z, y)|dzdy = 0 (k — o0),
T Tn T Tn
wobei die Konvergenz der rechten Seite aus (A-4) folgt. Fiir das innere Integral
Hk(m) = |g(l‘,y) —gk(x,y)ldy
Tn
gilt also [1,, Hy(z)dz — 0 (k — o00), d.h. ||Hg| p1(mmy — 0 (k — 00). Wie oben gilt

nach Ubergang zu einer Teilfolge, die nicht neu bezeichnet wird, Hy(z) — 0 und
damit

/ gr(z,y)dy — g(x,y)dy fir fast alle z € T".
n Tn

Insgesamt erhélt man mit (A-3)

(/n9<'vy>d‘y) (z) = G(2) = lim Gy(x)
— lim (/ gk(-,y)d?J)( )=dm | gk(x,y)dyz/ng(x,y)dy

k—o0

fiir fast alle x € T™, was zu zeigen war. m
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A.2 Bemerkung. Wir haben im Beweis gezeigt, dass das punktweise Einsetzen in
ein L'(T™)-wertiges Integral erlaubt ist, wobei der Beweis recht umstindlich auf-
zuschreiben ist, aber keine wesentlichen neuen Ideen enthélt. Dabei haben wir als
Banachraum-wertigen Integralbegriff nur das Integral iiber sogenannte Regelfunk-
tionen, d.h. gleichméflige Grenzwerte von Stufenfunktionen, benutzt, welches ein
Spezialfall sowohl des Riemann- als auch des Lebesgue-Integrals ist. Verwendet man
die Lebesgue-Theorie (dann heiit das zugehorige Banachraum-wertige Integral auch
Bochner-Integral), so sieht man, dass man die gleichméfiige Konvergenz in (A-2)
durch Konvergenz in L' ersetzen kann, d.h. durch die Bedingung

. lgr (s y) = 9 9)llLrmy = 0 (k= o0).
Dies entspricht der Konvergenz im Raum L*(T"; L'(T™)). Die Theorie des Bochner-
Integrals besagt, dass jede integrierbare Funktion h: T" — L*(T") in diesem Sinn
durch Stufenfunktionen h; approximiert werden kann, wobei zusétzlich die Norm
von hy nicht grofer ist als 2| f||. Dies erlaubt dann die Anwendung majorisierter
Konvergenz. Im obigen Beweis konstruieren wir die entsprechenden Stufenfunktio-
nen g explizit unter Verwendung der Stetigkeit.
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