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1. Maximale Regularitit und R-sektorielle
Operatoren

1.1 Worum geht’s? Dieser Abschnitt dient der Motivation und untersucht, grofiten-
teils ohne Beweise, den Zusammenhang zwischen maximaler Regularitdt und R-
sektoriellen Operatoren. Maximale Regularitdt hat sich in den letzten Jahren als
wichtiges Hilfsmittel zur Losung nichtlinearer partieller Differentialgleichungen er-
wiesen. Eine dquivalente Beschreibung maximaler Regularitdat verwendet den Begriff
der R-Beschrénktheit, der spéater noch genauer diskutiert wird. Insgesamt wird da-
mit die zeitlich lokale Losbarkeit einer nichtlinearen Gleichung zuriickgefiihrt auf
das genaue Studium der Resolvente des zur linearisierten Gleichung gehorigen Ope-
rators.

a) Linearisierung und maximale Regularitit

1.2 Beispiel. Die Gleichung des mean curvature flow (Gleichung des mittleren
Kriimmungsflusses) beschreibt das zeitliche Verhalten einer Oberfliche und ist in
der graphischen Version gegeben durch

Gtu — Z (51] — TVJUP>&8]u = O, (1_1)

ij=1
u(0) = up.

Dies ist ein typisches Beispiel einer quasilinearen Gleichung: Hier héngen die Koeffi-

zienten der hochsten auftretenden Ableitung (im Beispiel die zweiten Ableitungen)

noch von der gesuchten Funktion u und ihren Ableitungen ab.

1.3 Bemerkung (Linearisierung). Abstrakt kann man die obige Gleichung in der
Form
Ou — F(u)u = G(u),
u(0) = ug
schreiben. Dabei ist F'(u) ein linearer Operator, der selbst noch von u abhéngt, und

G(u) ist im allgemeinen ebenfalls eine nichtlineare Funktion von u. Die Linearisie-
rung besteht nur darin, fiir festes v die Gleichung

Ou — F(v)u = G(v),
u(0) = g
zu betrachten. Als Gleichung in u ist dies eine lineare Gleichung, und man kann

diese Gleichung mit Methoden der linearen Operatortheorie und Halbgruppentheorie

behandeln. In Beispiel 1.2 ist F'(v) = A und G(v) = %&8]@.
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2 1. Mazimale Regularitit und R-sektorielle Operatoren

Die Idee der maximalen Regularitédt besteht darin, fiir die linearisierte Gleichung
eine ,,optimale“ Regularitdt nachzuweisen. Dies erlaubt es dann, durch eine Iterati-
on die nichtlineare Gleichung zu 16sen. Grob gesprochen, darf man beim Losen der
linearen Gleichung keine Glattheit verlieren, da die Losung beim néchsten Iterati-
onsschritt wieder eingesetzt werden muss. Dieser Zugang erlaubt es, recht allgemeine
quasilineare und auch voll nichtlineare Gleichungen zu l6sen, jedoch ist die Losung
im allgemeinen nur lokal in der Zeit, d.h. es ist mit diesen Methoden schwer, global
existierende Losungen zu finden.

Der Begriff der maximalen Regularitdt hingt ganz wesentlich von den Funktio-
nenrdumen ab, in welchen die Gleichung betrachtet wird. Es gibt zwei wichtige
Klassen von geeigneten Losungsrdumen: Der Raum der Holder-stetigen Funktionen,
und die LP-Sobolevraume. Wir werden uns in dieser Vorlesung ausschlieflich mit
den Sobolevraumen befassen.

Die linearisierte Gleichung hat die Form

Ou—Au=f (t>0),
u(0) = up. (1-2)

Wegen A = F(v) hingt der lineare Operator A im Allgemeinen von der Zeit ¢ ab,
man hat also ein nicht-autonomes Problem. In Beispiel 1.2 hatten wir die Linea-
risierung an der Stelle 0 betrachtet, was zu einem autonomen Problem fiihrt. Wir
betrachten in diesem Abschnitt zunéchst die autonome Version, in der der Operator
A nicht von t abhéngt.

Im Folgenden sei T € (0, 00| und J = (0,7"). Falls man von f € LP(J; X) fir einen
Banachraum X ausgeht, wird man an v die Bedingung

O € LP(J; X) und w € LP(J; D(A))

stellen. Aber was ist dann der richtige Raum fiir ug? Es handelt sich hier um einen
Spurraum, da der Wert von v an der Stelle ¢ = 0 gebildet wird.

1.4 Definition und Satz (Spurraum). Sei J = (0,7), 1 < p < oo und A: X D
D(A) — X ein abgeschlossener Operator im Banachraum X. Dann definiert man

HE = {zx=u(0):u e E} C X,
wober
E :=W,(J; X)NLP(J; D(A)).
Man beachte, dass nach dem Sobolevschen Einbettungssatz
W, (J; X) c C([0,T], X)

gilt und daher u(0) € X wohldefiniert ist. Man bezeichnet vyu := u(0) als die Zeit-
spur von u € K. Der Raum vIE wird mit der kanonischen Norm

[l = nf{{Julle : vu = 2}
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1. Maximale Regularitit und R-sektorielle Operatoren 3

ausgestattet. Dann ist v, E ein Banachraum, und es gilt

D(A) = yE — X.

Hier und im Folgenden bezeichnet die Einbettung X — Y von zwei Banachrdumen
eine kanonische lineare, injektive und stetige Abbildung (in den meisten Fillen als
Identitiat wihlbar).

Beweis. Es gilt mit dem Sobolevschen Einbettungssatz

2]l = [[u(O)} < sup [lu(®)]] < Cllulle,
t€[0,T]

und daher erhilt man die Einbettung yE < X. Ist & € D(A), betrachte u(t) = e 'x.
Dies zeigt

Da die Abbildung v;: u — u(0) stetig als Abbildung von C([0,7]; X') nach X und
damit auch als Abbildung von E nach X ist, ist N := {u € E : u(0) = 0} ein
abgeschlossener Unterraum von E; und als Quotientenraum ist E = E/N ein
Banachraum. N

1.5 Bemerkung. Falls A ein abgeschlossener linearer Operator ist, kann der Spur-
raum auch explizit beschrieben werden. Fiir p > 1 gilt

7R = (X, D<A))171/p,p

wobei die Notation auf der rechten Seite den reellen Interpolationsraum mit Inter-
polations-Exponent 1 — 1/p und Integrabilitits-Parameter p bezeichnet. Falls X =
LP(R™) und D(A) = W]"(R") ist (wie das bei Differentialoperatoren A im Ganzraum
eine natiirliche Wahl ist), so folgt

wE = By mP(R™).

Hier bezeichnet B5 (R™) den Besovraum der Differenzierbarkeitsordnung s.

1.6 Definition. a) Seien T' € (0,00, J = (0,7), 1 <p<oound A: D(A) - X
ein abgeschlossener Operator. Dann hat A maximale (LP-) Regularitdat (MR), falls
fir alle f € L?(J; X) =: F und alle uy € E eine eindeutige Losung u € E von (1-2)
existiert. Dabei heifit u eine Losung von (1-2), falls die erste Gleichung in (1-2) in
LP(J; X) gilt (d.h. fiir fast alle ¢t € J) und die zweite Gleichung in X gilt. In diesem
Fall schreiben wir A € MR,,(J; X); man definiert noch MR,,(X) := MR, ((0, 00); X).

b) Wir schreiben A € (MR, (J; X), falls fiir alle f € LP(J; X) =: F und alle uy € E
ein u existiert, das (1-2) fast iiberall 16st, und falls ein C' = C(J) > 0 existiert, so
dass fiir alle (f,ug) € F x 3, E die Ungleichung

15| o rixy + 1 Aul 2o (rix) < CUFllzecrx) + lluollz) (1-3)
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4 1. Mazimale Regularitit und R-sektorielle Operatoren

erfiillt ist.
1.7 Bemerkung. a) Nach Definition der Rdume ist die Abbildung

(at; A> : WHJ: X) N LP(J; D(A)) — LP(J; X) x %E

stetig. Falls A € MR, (J; X), so ist diese Abbildung bijektiv und daher nach dem
Satz von der offenen Abbildung ein Isomorphismus von Banachrdumen. Insbesondere
folgt dann

1wl 2o (rix) + 100l Lo (rix) + (| Au] 2o rix) < CUfllzerix) + luollve), (1-4)

was noch stéarker als (1-3) ist.

b) Falls A € MR, (J; X), so ist (1-2) insbesondere fiir alle f € F und ug := 0 lésbar.
Andererseits existiert zu ug € E nach Definition des Spurraums ein u; € E mit
Yeup = ug. Mit dem Ansatz u = uy + ug erhélt man fiir us die Gleichung

at’UQ — AUQ = fN (t > O),

u3(0) = 0. (1-5)

Dabei ist f = f— Oy + Auy € F. Also gilt A € MR, (J; X) bereits, wenn das
Anfangswertproblem (1-5) fiir alle f € F eine eindeutige Losung u € E besitzt.

c) Sei A € ¢MR,(J;X). Dann wird fiir die Losung dyu € LP(J;X), aber nicht
u € LP(J; X) verlangt. Falls J endlich ist oder 0 € p(A) gilt, so kann ||Oul|zr(s.x)
durch [lullw1(s.x) ersetzt werden. In diesem Fall folgt also A € MR, (J; X).

1.8 Bemerkung. a) Jeder Operator A € MR, (X) erzeugt eine beschriankte, holo-
morphe Cy-Halbgruppe.

b) Falls A € MR, (X) fiir ein p € [1,00) gilt, so folgt bereits A € MR, (X) fiir alle
p € (1,00). Deswegen schreiben wir ab jetzt MR(X) statt MR, (X).

Die beiden Aussagen a) und b) werden hier nicht bewiesen.

Wir wollen jetzt noch mal kurz auf den Gedanken der Linearisierung quasilinearer
Gleichungen zuriickkommen. Die nichtlineare Gleichung lautete

Ou — F(u)u
u(0

G(u),

Uug-

Die zugehorige Linearisierung ist gegeben durch

Ou — F(v)u = G(v),

© Robert Denk 19.07.2021



1. Maximale Regularitit und R-sektorielle Operatoren )

u(0) = g

Fiir festes v setzt man nun A := F'(v) und f := G(v). In den meisten Féllen hingt
der Spurraum ,E nicht von v ab, wovon wir hier ausgehen. Falls die linearisierte
Gleichung maximale Regularitit besitzt, so existiert ein Losungsoperator

Syt LP(J; X) x 4B — Wy (J; X)NLP(J; D(A)),  (f.uo) = u
der linearen Gleichung, der selbst noch von der (unbekannten) Losung v abhéngt.

Die nichtlineare Gleichung ist nun genau dann eindeutig losbar, falls die Fixpunkt-
gleichung
U= SU(G(U)v uO)

eine Losung besitzt. Wegen maximaler Regularitéit kennt man eine Abschéitzung fiir
den Losungsoperator S,,. Falls auch fiir die rechte Seite G(u) geeignete Abschétzun-
gen gefunden werden konnen, so kann versucht werden, den Banachschen Fixpunkt-
satz anzuwenden. Dazu muss die rechte Seite ®(u) := S, (G(u), up) eine Kontraktion
im geeigneten Losungsraum E definieren. Um die Kontraktionseigenschaft zu errei-
chen, muss iiblicherweise das Zeitintervall J = (0,7") oder die Anfangsdaten wu,
klein gew#hlt werden. Bei beliebigen Anfangsdaten erhdlt man (in der Zeit) lokale
Losungen und damit eine maximale Losung, d.h. eine Losung auf dem maximalen
Existenzintervall. Globale Losungen konnen mit dieser Methode iiblicherweise nicht
bewiesen werden.

Die oben skizzierte Methode ist nur recht abstrakt als allgemeiner Satz formulier-
bar, funktioniert aber bei einer ganzen Reihe von nichtlinearen Randwertproblemen.
Beispiele hierfiir sind

e der oben genannte mean-curvature-flow,

e Stefan-Probleme, welche Phasentibergéinge beschreiben (inklusive der Beschrei-
bung des freien Randes zwischen den beiden Aggregatszustidnden),

e Cahn-Hilliard-Gleichungen, welche etwa die Grenze zwischen zwei Legierungen
in einem Metall beschreiben,

e die Navier-Stokes-Gleichung, welche das Stromungsverhalten von Fliissigkei-
ten beschreibt, und verwandte Gleichungen, die zur Modellierung z.B. der
Erdatmosphére verwendet werden.

b) R-sektorielle Operatoren

Im Folgenden sei

y, = {z e C\ {0} : |arg(2)| < w}.
Mit o(A) bzw. p(A) bezeichnen wir das Spektrum bzw. die Resolventenmenge des
Operators A.
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6 1. Mazimale Regularitit und R-sektorielle Operatoren

1.9 Definition. Sei A: D(A) — X ein linearer Operator mit D(A) = X. Dann
heifit A sektoriell, falls ein Winkel ¢ > 0 existiert mit p(A4) D X, und

sup A = 4) 1) < .

AET,

Falls A ein sektorieller Operator ist, so heifit
ea:=suplp: p(4) Dy, sup [IAA = A) e < oo}
€y

der spektrale Winkel von A.

Sektorielle Operatoren erzeugen holomorphe Halbgruppen, wenn der Sektorwinkel
grofl genug ist. Der folgende Satz wird in Kapitel 2 bewiesen.

1.10 Satz. Sei X ein Banachraum, A : D(A) — X linear. Aquivalent sind:

(i) A erzeugt eine beschrinkte holomorphe Cy-Halbgruppe T auf X vom Winkel
v e (0,3].

(ii) A ist sektoriell mit spektralem Winkel o4 > + 5.

Nach Bemerkung 1.8 erzeugen Operatoren A € MR(X) holomorphe Halbgruppen,
sind also sektoriell mit spektralem Winkel ¢ > 7. Die Umkehrung gilt jedoch nicht,
d.h. nicht jeder sektorieller Operator besitzt maximale Regularitét!

Vor einigen Jahren wurde eine Charakterisierung der Operatoren in MR(X) ge-
funden. Bevor wir dieses Resultat formulieren kénnen, benétigen wir noch einige
Begriffe. Dabei treten einige aus der Analysis bekannte Objekte Banachraumwer-
tig auf, so z.B. (R"; X), der Schwartz-Raum der schnell fallenden X-wertigen
Funktionen, oder . : ./ (R™; X) — . (R™; X), die Fouriertransformation auf die-
sem Raum. Definiert man den Raum der X-wertigen temperierten Distributionen
durch

S'(R"; X) := L(S(R™;C), X),
so kann die Fouriertransformation zu einem stetigen Isomorphismus .% : .%/(R"; X') —
' (R™; X) fortgesetzt werden. Die zugehorigen Beweise iibertragen sich direkt aus
dem skalaren Fall.

1.11 Definition. Sei X ein Banachraum.
a) Die Hilberttransformation H: . (R; X) — .%/(R; X) ist definiert durch
i§
= !?l
b) Der Banachraum X ist von Klasse HT, falls ein p € (1,00) existiert, so dass

die Hilberttransformation H zu einem stetigen linearen Operator H € L(LP(R; X))
fortgesetzt werden kann.

Hf =2 'mZf mitm(€):

© Robert Denk 19.07.2021



1. Maximale Regularitit und R-sektorielle Operatoren 7

1.12 Bemerkung. a) Man kann zeigen, dass die Eigenschaft von Teil b) der obigen
Definition nicht von der Wahl von p abhéngt, d.h. falls die Bedingung aus b) fiir ein
p € (1, 00) erfiillt ist, dann auch fiir alle p € (1, 00).

b) Falls X ein Hilbertraum ist, so ist X von Klasse #7 . Denn der Satz von Plancherel
gilt fiir Hilbertraume, und wegen m € L*>(R; L(X)) gilt somit

f_lmﬁ < L(LZ(R,X)) mit ||y_1m§||L(L2(R;X)) = ||m||Loo(R;L(X)) =1.

c¢) Falls X von Klasse HT ist und G C R" ein Gebiet ist, so ist auch LP(G; X)) von
Klasse HT. Insbesondere ist die Hilberttransformation stetig in L?(G).

d) Es gibt andere Beschreibungen der Klasse H 7. Insbesondere ist X genau dann
von Klasse HT, falls die Eigenschaft ,X ist UMD-Raum® gilt, wobei UMD fiir
unconditional martingale differences steht (siche [HvNVW16], Section 4.2).

1.13 Definition. Eine Familie 7 C L(X,Y’) heifit R-beschrinkt, falls eine Kon-
stante C' > 0 und ein p € [1,00) so existieren, dass fir alle N e N, T; € T, z; € X
und alle Folgen (g;),en von unabhéngigen, identisch verteilten {—1, 1}-wertigen und
symmetrischen Zufallsgrofien iiber einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, <7, P) gilt

N N
e s, <CH €
H; I | iy = ; gl

In diesem Fall heiBit R,(7) := inf{C > 0: (1-6) gilt} die R-Schranke von 7.

. 1-6
LP(2,X) (1-6)

1.14 Bemerkung. a) Die obige Formulierung bedeutet fiir die einzelnen Zufalls-
grofen P({e; = 1}) = P({e; = —1}) = 3. Da das MaB P o (e1,...,ex) " diskret
ist, kann die Unabhéingigkeit durch folgende Bedingung angegeben werden:

P{er=2,...,en=2n}) =27V ((zl,...,zN) c{-1,1}", NEN).

Eine nicht-stochastische Beschreibung der R-Beschrinktheit ist somit gegeben durch
die Ungleichung

IC>0VNeNVT;eTVz; € X

al pN\ 1/p N
(2 |Xamaf) sco( X [Xam

21,.2N=%1  j= 21,2 =21

p >1/p‘ (1-7)

Die stochastische Beschreibung ist dennoch manchmal giinstig; insbesondere kann
man als Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P) = ([0, 1], %(|0, 1]), A) wéhlen, wobei die
e; dann durch die Rademacher-Funktionen gegeben sind (siehe unten). Es ist nicht
klar, woher der Namenszusatz ,R* stammt; moglich sind ,, Rademacher®, ,,randomi-
siert*.
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8 1. Mazimale Regularitit und R-sektorielle Operatoren

Nach diesen Definitionen kénnen wir die Charakterisierung maximaler Regularitét
angeben. Der folgende Satz wird hier nicht bewiesen (sieche [DHP03], Theorem 4.4).

1.15 Satz (Weis 2001). Sei X ein Banachraum der Klasse HT, 1 < p < oo,
A ein sektorieller Operator mit spektralem Winkel wo > 5. Es gilt genau dann
A € MR(X), falls die Menge

{AA=4)" X e} C LX)
fiir em o > 5 R-beschrdnkt ist.

In Analogie zum Begriff eines sektoriellen Operators definiert man:

1.16 Definition. Sei A: D(A) — X ein linearer Operator mit D(A) = X. Dann
heiBt A R-sektoriell, falls ein Winkel ¢ > 0 existiert mit p(A) D 3, und

R{AA—A) T e} < .

Der R-Winkel von A ist in diesem Fall das Supremum aller Winkel, fiir die die obige
R-Schranke endlich ist.
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2. Parabolische Gleichungen aus Sicht der
Halbgruppentheorie

2.1 Worum geht’s? Wie der Satz von Weis sagt, ist die R-Sektorialitit die ent-
scheidende Bedingung fiir die maximale LP-Regularitit. Bevor wir Kriterien dafiir
diskutieren, gehen wir auf sektorielle Operatoren ein. Diese sind gerade die Gene-
ratoren von beschrinkten holomorphen Cy-Halbgruppen. Diese Halbgruppen ent-
sprechen linearen parabolischen Gleichungen und sind insbesondere gliattend, d.h.
fiir jeden Anfangswert ist die Halbgruppe fiir positive Zeiten unendlich oft differen-
zierbar, und der Wert der Halbgruppe liegt im Definitionsbereich von A* fiir alle
k e N.

Im Folgenden sei X ein C-Banachraum.

a) Generatoren von Cj)-Halbgruppen

In diesem Abschnitt werden wichtige Definitionen und Sdtze im Bereich der Cpy-
Halbgruppen genannt, wobei auf Beweise zum grofiten Teil verzichtet wird. Wir
beginnen mit dem zentralen Begriff einer Cy-Halbgruppe.

2.2 Definition. a) Eine Abbildung 7': [0,00) — L(X) wird Cy-Halbgruppe oder
stark stetige Halbgruppe genannt, falls

() T(0) = 1,
(i) T(t+s)=T)T(s),
(iii) T ist stark stetig, d.h. fiir alle x € X ist [0,00) — X, t — T(t)z stetig.
Héufig schreibt man Halbgruppen auch in der Form (7'(¢)):>o.

b) Sei T': [0,00) — L(X) eine Cy-Halbgruppe. Dann definiert man den Generator
oder Erzeuger von T als den linearen Operator A, gegeben durch

D(A) == {x € X :lim TMz=a existiert},
Az = lim Tz (x € D(A)).
N0

Falls A der Erzeuger der Cy-Halbgruppe (T'(t))>o ist, schreibt man auch T'(t) = e*4.

2.3 Lemma. Sei T eine Cy-Halbgruppe auf X mit Generator A : D(A) — X.
a) Es gilt T(t)x € D(A) fir alle x € D(A) und
d

ET(t)x =T({t)Az = AT(t)x (t > 0).
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10 2. Parabolische Gleichungen aus Sicht der Halbgruppentheorie

Dabei ist im Falle t = 0 die rechtsseitige Ableitung gemeint.

b) Es gilt ftT(s)xds € D(A) fir alle x € X, und
0
T(t)x—x:A/tT(s)xds (x € X) (2-1)
0

¢) Ein Element x € X ist genau dann in D(A), falls einy € X existiert mit

T(t)r —x = /Ot T(s)yds, (2-2)

und dann ist Ax = y.

2.4 Bemerkung und Definition. Sei T eine Cy-Halbgruppe auf X. Dann existie-
ren M > 1 und w € R so, dass gilt

IT@)[Lx) < Mexp(wt) (¢ >0). (2-3)
a) Die Zahl

w(T) = inf{w € R: Es existiert ein M = M, > 1 so, dass (2-3) gilt}

heiflt die Wachstumsschranke von 7.
b) Falls die Abschéitzung (2-3) mit w = 0 gilt, so heifit 7" beschrankt.

c) Falls die Abschétzung (2-3) mit w = 0 und M = 1 gilt, so heifit T" eine Kontrak-
tionshalbgruppe.

d) Falls die Abschitzung (2-3) mit w < 0 gilt, so heifit 7" exponentiell stabil.

Die folgenden Aussagen fassen wichtige Eigenschaften von Cy-Halbgruppen zusam-
men und werden hier aus Zeitgriinden nicht bewiesen.

2.5 Satz. a) Sei T = (T'(t))i>0 eine Cy-Halbgruppe. Dann ist ihr Generator A ein
abgeschlossener und dicht definierter Operator. Fir alle X\ € C mit Re A > w(T") gilt
A € p(A) sowie

A=At = / e MT(s)ds. (2-4)
0
b) Das Cauchyproblem
Ou — Au =0,
(2-5)
u(0) ==

ist genau dann klassisch wohlgestellt, falls A der Generator einer Cy-Halbgruppe
(T'(t))e>0 ist. Dabei heifst (2-5) klassisch wohlgestellt, falls fir alle x € D(A) genau
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2. Parabolische Gleichungen aus Sicht der Halbgruppentheorie 11

eine Lisung u € C1([0,00); X) von (2-5) existiert mit u(t) € D(A) (t > 0), und zu
T > 0 eine Konstante Cr > 0 existiert mit ||u(t)|| < Crl||z|| (t € (0,T)). Die Lisung
ist in diesem Fall gegeben durch u(t) = T(t)x (t > 0).

Die Generatoren von Cy-Halbgruppen kénnen in folgender Form charakterisiert wer-
den:

2.6 Satz (Satz von Hille-Yosida). Seien A : X D D(A) — X linear, w € R und
M > 1. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) A ist Generator einer Cy-Halbgruppe T mit ||T'(t)||Lx) < M exp(wt) (t > 0).

(i) Es gilt D(A) = X, (w,00) C p(A) und
A=) A=A Flaxy <M (A>w,keN).
2.7 Beispiele. a) Der Schrédinger-Operator in L?(R") ist definiert durch D(A) :=
H?*(R") C L*(R™) und Au := iAu. Das Resolventenproblem lautet
(A —id)u(z) = f(z) (v e€R), (2-6)

wobei f € L*(R"). Da die Fourier-Transformation ein Isomorphismus im Raum
&' (R™) der temperierten Distributionen ist, ist die obige Gleichung dquivalent zur
Gleichung

(A+ileP)a) = F(&) (R, f e LARY) (2-7)
Die eindeutige Losung u ist gegeben durch
L
D W N EA

Mit dem Satz von Plancherel sowie den Abschitzungen

ga
‘W‘ <Oy (lof £2),

<1

e

fir £ € R® und A > 0 folgt u € H*(R") = D(A) sowie [|A(A — A)7!|Lr2mny) <
1. Nach dem Satz von Hille-Yosida erzeugt A eine Cy-Kontraktionshalbgruppe in
L*(R™).

b) Fiir den Laplace-Operator A = A mit D(A) := H*(R") in L*(R™) erhélt man
analog das Resolventenproblem

A—=Au=f in L*(R")
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12 2. Parabolische Gleichungen aus Sicht der Halbgruppentheorie

mit der Losung v = 9‘_1/\:‘,'235]”. Wegen

A
2 <1 (A>0,¢ceRr”
Rl <t Goocem)

erzeugt A ebenfalls eine Cy-Kontraktionshalbgruppe in L?(R™).

b) Holomorphe Halbgruppen

Parabolische Gleichungen besitzen typischerweise eine Glattungseigenschaft, welche
auch in der Sprache der Halbgruppentheorie ausgedriickt werden kann. Die zentralen
Begriffe hierzu sind holomorphe Cy-Halbgruppen und sektorielle Operatoren.

2.8 Definition. Eine Cy-Halbgruppe T auf dem Banachraum X heifit beschrdinkte
holomorphe Cy-Halbgruppe auf X vom Winkel ¥ € (0,7/2], falls T': [0,00) — L(X)
eine holomorphe Fortsetzung auf den Sektor ¥y = {z € C\ {0} : |arg(z)| < ¥}
besitzt mit T'(z1 + 2z2) = T(21)T(22) (21,22 € Xy,), so dass fiir alle J € (0,0) ein M
existiert mit

1T e < Mz (2 € 25).

2.9 Bemerkung. Sei T' eine beschrénkte holomorphe Cy-Halbgruppe vom Winkel
¥. Fiir alle ¢ € (0,7) gilt dann

lgrg) T(z)r=2 (reX),
2625

und D(A) ist die Menge aller x € X, fiir welche

lim T(z)x —x

in X existiert (dieser Limes ist dann Ax).

Das folgende Lemma wird hier nicht bewiesen. Der Beweis verwendet unter ande-
rem die Cauchysche Integralformel und eine zweite Kurve fiir den Nachweis der
Funktionalgleichung.

2.10 Lemma. Sei A ein sektorieller Operator mit spektralem Winkel 4 € (5,7,
und sei ¥ € (0,04 — 5). Betrachte fir v € (0 + 5,¢a) und 0 > 0 die Kurve

Yo i= (00,8]e” ¥ U sel="¥I U [6, 00)e™
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2. Parabolische Gleichungen aus Sicht der Halbgruppentheorie 13

(,Schliissellochweg®, siche Abbildung 1). Dann ist fiir z € ¥y der Operator

1
271

exp(zA) == e\ — A)td\ € L(X)

Y,6

wohldefiniert. Es gilt

exp(z14) exp(z24) = exp((z1 + 22)A) (21, 22 € Xy).

Die Abbildung z — exp(zA), ¥y — L(X) ist holomorph.

)
A

< T,
5@ iy

Cosle™

Abbildung 1: Der Schliissellochweg aus Lemma 2.10

Wir wollen jetzt Satz 1.10 beweisen, den wir hier nochmal wiederholen:
2.11 Satz. Sei X ein Banachraum, A : D(A) — X linear. Aquivalent sind:
(i) A erzeugt eine beschrinkte holomorphe Cy-Halbgruppe T auf X vom Winkel

9 e0,3).
(ii) A ist sektoriell mit spektralem Winkel o4 >0 + 7.

Beweis. (i)=>(ii). Sei ¥ € (0,9). Fiir o € (—1, 9) definiere S(t) := T(et) (t > 0).
Nach Bemerkung 4.16 ist S eine Cy-Halbgruppe. Sei B ihr Erzeuger, dann gilt
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14 2. Parabolische Gleichungen aus Sicht der Halbgruppentheorie

x € D(B) genau dann, wenn lim; .o S(t)tx_w = limy_,o w existiert. Nach Be-

merkung 4.16 gilt dies fiir alle + € D(A), und es folgt B C e'*A. Nach dem Satz
von Hille-Yosida ist p(B) N p(e’*A) # (), und damit folgt B = ¢ A.

Aus Theorem 2.6 folgt C 1= ¥, /» C p(emA) und

(A —eA) ! = /000 exp(—M)T(e”t)dt (Re\ > 0). (2-8)

Nach Voraussetzung existiert eine Konstante M = M (1)) mit
1T(2)|lx) <M (2 € 55).

Damit folgt

) o0 ) M
1A —eA) 7 < / [exp(=A)[ [[T(et)[|dt < =— (Re A >0). (2-9)
0 Re A
Insgesamt haben wir e\ € p(A) fiir alle || < ¥ und alle \ € Ers2, dh. B, p D
p(A).

Wiihle £ > 0 mit 9 + ¢ < . Fiir 2 € 25+7r/2 existiert ein A € Xy /5_. und ein o mit
la| < 9 +e und z = e\, Aus (2-9) folgt

; . M M
— A Y =le7 N =AY =l =AY < — <
Iz = 47 = lCe =10 = )T < g <
M
=l (2 € Ejins);

wobei wir die Abschétzung Re A > C.|A| (A € ¥, /o_.) verwendet haben. Da J <9
beliebig war, ist A sektoriell mit Winkel o4 > 9 + 3.

(i) = (1). Sei ¥ € (0,9) und z € ¥y Wihle § := 4 und ¢, mit  +9 < ¢ <
1) < ¢4 und definiere

T(z) :=exp(zA) := L (A — A)~ta

211 e

Nach Lemma 2.10ist 7": ¥y — L(X) holomorph und erfiillt die Funktionalgleichung.

Um zu zeigen, dass T beschriankt ist, verwendet man |arg(Az)| > ¢ — |argz| >
@ — 1 > 7 fiir |arg A| = v und damit

] < e (Jarg A = o, 2 € 5) (2-10)

mit einer Konstanten C7 = Ci(¢,9) > 0. Wir schreiben 7,5 = 71 U 72 U 73 mit
folgenden Parametrisierungen:

N(r) =re”™ (1€ (=00,4)),
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2. Parabolische Gleichungen aus Sicht der Halbgruppentheorie 15

Vo) == 6" (a € [—1p,¢]),
Y3(r) :=re  (r € [5,00)).

Auf 43 verwenden wir (2-10) und ||[(A — A)7Y|| < & 7y und erhalten

00 6701r|z\ 00 67015
H / A\ — A)—ldAH <M dr = M/ ds = Cy < o0,
1 S

R

wobei wir s = r|z| substituiert haben. Dieselbe Abschétzung gilt fiir 71, und auf o
verwenden wir

H/ (-4 < /]exp(éemz)|||(6em—A)1|H56ia\da§2Mz/Je.

Somit sind alle Integrale durch eine von z unabhéngige Konstante beschrankt, und
es folgt
sup{||T'(2)] : z € X3} < oo.

Wir zeigen nun, dass 7' stark stetig ist. Seien z € D(A) und z > 0. Es gilt A\(\ —
A le =z + (A= A)" 1Az, also

1 6)\2 Az

1
T(2)o = — rd\ + — A — A)~ Azd)
(=5 o= e | y Ao AT A
—ot A'Z(A—A)—IA dA
T A e

Wir schitzen das letzte Integral auf jeder Wegstrecke ab, wobei wir wieder § := =
und die obigen Parametrisierungen wéhlen.

H 1AmH / G P

,
Mit (2-10) folgt | exp(rze™)| < e~“1" und wir erhalten unter Verwendung von ||(A—
A)7H| < MM die Abschitzung

0o ) . % p=Chzr i
[l syt anar < [T e -

r 1 T

] efC1zr
< [ S Aar
2—1 T

o °] 67018
:Mz/ ds | Az] =0 (2 —0).
1 S

Analog erhalten wir

Az
/ eA (A= A)TAzd\ =0 (2 = 0).
71
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16 2. Parabolische Gleichungen aus Sicht der Halbgruppentheorie

Fiir v gilt

led/\H / lexp(z~te2)| ||(z7 e — A) ' Ax|da

¥ .
< Mz/ |exp(é®)|da [|Az] = 0 (= = 0).
Insgesamt erhalten wir T'(z)z —x — 0 (z — 0) fiir alle z € D(A). Da D(A) dicht in
X ist, ist T' stark stetig.

Nach dem bisher Bewiesenen ist T' eine Cy-Halbgruppe. Es bleibt noch zu zeigen,
dass T von A erzeugt wird. Mit majorisierter Konvergenz erhalten wir fiir z € D(A)

d 1
—T(2)z = — AN\ — A)tad)
dz 211 Yo
1 1
= — eMrd\ +—— (N — A Azd) = T(2) Az
271 Yo 211 Yos
: . :
und damit p
d—T(z)x =T(z)Ax 20 A,
z
Sei B der Generator von 7. Dann folgt D(A) C D(B) und Ax = Bz fir alle
x € D(A). Wegen 1 € p(A) N p(B) ist deshalb A = B. O

Holomorphe Halbgruppen sind insbesondere differenzierbar. Dies bewirkt bereits,
dass die Halbgruppe glittet, d.h. dass 7'(-)z unendlich oft differenzierbar ist:

2.12 Lemma. Sei T eine differenzierbare Halbgruppe, d.h. die Abbildung (0,00) —
X, t— T(t)z sei differenzierbar fir alle v € X. Sei A der Generator von T'. Dann
qilt T(t)x € D(A") fiir allen € N, und t — T(t)z € C*((0,00), X) mit

T™W (e = ATtz (t>0, 2z € X).
Es gilt weiter A"T'(t) € L(X) fir alle n € N.

Beweis. Wir beweisen die Aussage mit Induktion iiber n.

(i) n =1: Sei x € X. Da t — T'(t)x differenzierbar ist, folgt T'(t)z € D(A) fiir alle
t > 0, denn fiir y := T'(t)z existiert
T+ h)r—T(t)z

: T(h)y_y 1 7
e T h =T

Hieran sieht man auch 7"(t)z = AT(t)z. Da A abgeschlossen ist und T'(t) € L(X),
ist auch AT'(t) abgeschlossen mit Definitionsbereich X. Nach dem Satz vom abge-
schlossenen Graphen gilt AT'(t) € L(X).
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2. Parabolische Gleichungen aus Sicht der Halbgruppentheorie 17

(ii) n — n+ 1: Sei s > 0. Dann ist
(s,00) = X, t = T () = AT (t)x = T(t — s)A"T(s)x
nach Schritt (i) (mit n = 1 und angewendet auf A™T'(s)z anstelle von z) differen-
zierbar mit Ableitung
T () = %T(t — 8)A"T(s)x = AT(t — 8)A"T(s)x = A" ™' T(t)x.
Wegen A"T(t) € L(X) nach (i) folgt wie oben A"MT(t) = A(A"T'(t)) € L(X). O

2.13 Beispiele. a) Fiir Laplaceoperator in L?(R") gilt o(A) = (—o0, 0] und nach
Beispiel 5.2

-1 _ g-—1 1
h-f)y7 =5 [HM“@

Fiir Winkel ¢ € (0, 7) konnen wir abschitzen
1 1 Cy,

= <= (AeX, eR").
A+ [P \/(Re)\+]£|2)2+(1m>\)2 :

A
Aus dem Satz von Plancherel folgt
A = A) iz < Cp (A E D),

also ist A der Generator einer beschréinkten holomorphen Cy-Halbgruppe auf L?(R™)
vom Winkel Z. Aus Lemma 2.12 folgt insbesondere ¢ — T'(t)x € C*°((0, 00); L*(R™))
als auch T(t)z € (,en D(A") = Myen WE(R") C C®(R") fiir alle t > 0 und
r € L*(R"). Die Losung der Wirmeleitungsgleichung

Ou—Au=0 1in (0,00) x R",
u(0,-) =up inR"
ist also fiir jedes ¢t > 0 und ug € L*(R™) unendlich oft differenzierbar in .
b) Der Schrédingeroperator ¢A in L*(R™) besitzt das Spekrum o(iA) = i(—o0, 0].

Somit existiert kein Sektor ¥, mit ¢ > 7 mit 3, D p(iA), und der Schroédingerope-
rator erzeugt keine holomorphe Cy-Halbgruppe in L?(R™).

2.14 Bemerkung. Das Beispiel des Laplace-Operators zeigt die typisch paraboli-
sche Glattungseigenschaft: Hier ist die Losung sowohl in ¢ als auch in x unendlich
oft differenzierbar. Dies gilt z.B. nicht fiir die Losung der Wellengleichung, welche
nicht glatter ist als die Anfangswerte. Die Glattungseigenschaft kann recht gut mit
Hilfe der Halbgruppentheorie untersucht werden.

Eine andere Eigenschaft der Wirmeleitungsgleichung, die unendliche Ausbreitungs-
geschwindigkeit (ebenfalls im Gegensatz zur Wellengleichung) kann man nicht so
einfach systematisch erhalten.
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18 3. R-Beschrinktheit und Fourier-Multiplikatoren

3. R-Beschrianktheit und Fourier-Multiplikatoren

3.1 Worum geht’s? Wihrend man fiir die Erzeugung einer holomorphen Halb-
gruppe sektorielle Operatoren benétigt, braucht man fiir die maximale LP-Regularitét
noch eine etwas stérkere Eigenschaft, die R-Sektorialitdt. In diesem Abschnitt soll
es um Eigenschaften der R-Beschranktheit gehen sowie um die Moglichkeit, diese
nachzurechnen.

a) Eigenschaften R-beschrinkter Operatorfamilien

3.2 Definition (Rademacher-Funktionen). Die Rademacher-Funktionen r,: [0, 1] —
{—1,1} sind definiert durch

r,(t) == signsin(2"wt) (¢t € [0,1]).

Laut Definition ist

Tl(t): {1, te(O,i),

Die Funktion r» nimmt den Wert 1 auf den Teilintervallen (0, 1) und (1, 3) an. Man
rechnet sofort nach, dass

/1 rn(t)rm(t)dt = 6pm  (n,m € N)

gilt. AuBerdem ist

ALEE[0,1] 7 (8) = 21,1y, (8) = 200)) = 2iM =TT At € [0,1) < 7oy (1) = 25}

J=1

Somit bildet (7,,),en eine Folge unabhéngiger gleichverteilter Zufallsgroen auf dem
Wahrscheinlichkeitsraum ([0, 1], 4([0,1]), ) wie in Definition 1.13. Man kann sich
die Folge (g;); in dieser Definition stets als Rademacher-Funktionen vorstellen, da
die Aussage dieser Definition nur die Wahrschenlichkeitsverteilung der Zufallsgrofien
verwendet. Umgekehrt gelten Aussagen iiber die Rademacher-Funktionen analog fiir
beliebige Folgen von Zufallsgrofen wie in Definition 1.13.

3.3 Definition. Sei X ein Banachraum und 1 < p < co. Dann ist Rad,(X') definiert

als der Banachraum aller Folgen (z,),eny C X, fiir welche die Reihe Y > | 7,2, in
LP([0,1]; X') konvergiert. Fiir (z,)n,en € Rad,(X) definiert man

ol = | S

Le([0,1;X)
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3. R-Beschrinktheit und Fourier-Multiplikatoren 19

3.4 Bemerkung. Da die Rademacher-Funktionen unabhingig sind, kann man ei-
ne Folge (z,,), mit ihrer Summe ) r,x, € L?([0,1]; X') identifizieren. Denn falls
YonTny = 0 in LP([0,1]; X) gilt, so folgt > r,f(x,) = 0 in LP(]0,1]) fiir alle
f € X’. Man multipliziert dies nun mit r,, fiir ein festes ny und integriert, d.h.
man betrachtet die duale Paarung zwischen L?([0,1]) und L”' ([0, 1]) mit 110 + z% =1
(beachte r,, € LI(]0, 1]) fiir alle g € [1, 00]) und erhélt aufgrund der Orthogonalitét
der Rademacher-Funktionen f(z,,) = 0 fir alle f € X’ und damit z,, = 0. Die
Abbildung Rad,(X) — LP([0,1]; X), (z4)n = D ooy rn®y ist somit injektiv, und
Rad,(X) kann als Teilraum von LP([0, 1]; X) aufgefasst werden.

3.5 Satz (Ungleichung von Kahane-Khintchine). Die Rdume Rad,(X) sind iso-
morph fir 1 < p < oo, d.h. es existieren Konstanten C, > 0 mit

%s) 0o 00

E T'nTn S H E T'nTn E T'ndn
L2([0,1;X)

n=1 n=1 n=1

Der Beweis dieser Ungleichung ist im skalaren Fall X = C elementar, fiir beliebige
Banachrdume X jedoch recht kompliziert und wird hier weggelassen. Im skalaren
Fall spricht man von der Ungleichung von Khintchine, im vektorwertigen Fall von
der Ungleichung von Kahane. Ein Beweis findet sich z.B. in [HvNVW16], Theorem
3.02.23.

1

Cy

<c,
Lr([0,1];X)

L2([0,1:X)

3.6 Lemma (Kontraktionsprinzip von Kahane). Sei 1 < p < oo. Dann gilt fir alle
N e N, fir alle v; € X und alle a;,b; € C mit |a;| < |bj|, 7=1,...,N

N
S0
Jj=1

(3-1)

N
<2H b, .
Lr([0,1];X) — Z iT3 LP([0,1];X)
7j=1

Beweis. Ohne Einschrénkung der Allgemeinheit kénnen wir b; = 1 und |a;| < 1 fiir
alle j = 1,..., N annehmen. Dies liegt daran, dass mit x; auch b;z; im Banachraum
X liegt und somit nach dem Ubergang von x; zu bjz; der zu betrachtende Fall
vorliegt. Betrachtet man weiter Rea; und Ima; getrennt, so bleibt also noch fiir
a; € R mit |a;| <1 die Ungleichung

N
H E :ajszj
j=1

(3-2)

N
< .
Lr([0,1];X) — H ;7‘]3:] L7 ([0,1]:X)

-----

[—1,1]Y. Wegen a := (ay,...,an)T € [—1,1]" ldsst sich a als Konvexkombination
der e darstellen, d.h. es existieren \, € [0,1] mit

2N 2N
Z AM=1 und a= Z /\ke(k).
k=1 k=1
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Damit gilt fiir e®) = (6gk), e 7651\;))T

N
IS el < A S

=

LP([0,1];:X)

N
Lr(0,1];X) H; I

Dabei wird fiir die letzte Gleichheit verwendet, dass {r; : j =1,..., N} und {rje§~k)
j=1,...,N} die gleiche gemeinsame Wahrscheinlichkeitsverteilung besitzen. O

2

k
< max ”E rjeg- )wj‘
1<k<2N

s L7((0,1]:)

3.7 Lemma. a) Falls die Bedingung (1-6) in der Definition 1.13 fiir ein p € [1,00)
gilt, so fir alle p € [1,00). Fir die zugehirigen R-Schranken R,(T) gilt

E7z2(T) < R, (T) < C2Ry(T)

mit den Konstanten C, aus Satz 5.5.

b) Fine Menge T C L(X,Y) ist genau dann R-beschrinkt mit Ro(T) < C, wenn
fiir alle N € N und alle Ty, ..., Ty € T durch

T,x,, n <N,

T((zn)nen) == (Yn)nen, yn = {() n> N

ein beschrankter Operator T € L(Rady (X)) mit Norm | T|| < C definiert wird.

Beweis. Teil a) folgt direkt aus der Ungleichung von Kahane, Teil b) ist eine Um-
formulierung der R-Beschrianktheit und eine Anwendung der p-Unabhéngigkeit aus
Teil a). O

3.8 Bemerkung. a) Falls 7 C L(X,Y) R-beschrankt ist, so ist T gleichméBig
beschrankt mit suppcr [|T]] < R,(T) fir alle p € [1,00). Dies folgt direkt aus der
Definition der R-Beschrénktheit mit N = 1, beachte, dass ||r,||r(o1)) = 1 fiir alle
n € Nund p € [1,00) gilt.

b) Falls X und Y Hilbertraume sind, so ist R-Beschranktheit dquivalent zur gleich-
miBigen Beschrinktheit. Denn in diesem Fall sind auch L*([0, 1]; X) bzw. L*([0,1];Y)
Hilbertriume, und (7,2, )neny € L*([0,1]; X) und (1, T )nen € L2([0,1];Y) sind
orthogonale Folgen. Falls ||T]| < Cr fiir alle T € T C L(X,Y) gilt, so folgt

N
H E Ty,
n=1

) N
_ 2
L2001Y) ; HT"T":C”HLQ([O,H;Y)
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N N
= N Twzall} < CF> llzalk
n=1 n=1
N 2
= C?—H Zrnxn
n=1

L2([0,1];X)

3.9 Bemerkung. Seien XY, 7 Banachrdume und 7,8 C L(X,Y) und U C
L(Y, Z) R-beschrinkt. Dann sind auch

T+S={T+5S:TeT,SeS}

und

UT ={UT:Uel, TeT}
R-beschrankt mit

R{T + 8} < R(T) + R(S), RUT) < RUR(T).

Denn seien S, € §,T,, € T und U,, € U fiirn = 1,..., N. Dann folgt die Behauptung
aus

N
H Z ro(T + Sp)x ‘
n=1

und

N
S DT
L([0,1];Y —

< TLT n
L1([0,1];Y) HZT * L1([0,1];Y)

H ZrnU T.x,

Ly([01];2) HZT"T n

LY([0,1];Y)

3.10 Lemma (Square function estimate). Sei (G, .o/, u) ein o-endlicher Mafraum,
X = LYG), und sei 1 < g < co. Dann ist T C L(X) genau dann R-beschrinkt,
falls ein M > 0 existiert mit

N 1/2 N 1/2
L) |y < M| (X 15P) |
H(; W) e ;w

fir alle N e N, T,, € T und f, € LYG).

L9(G)

Beweis. Wir schreiben f =~ g, falls es Konstanten Cy, Cy > 0 gibt mit C4|f| < |g| <
Cs|f]. Um die R-Beschrianktheit nachzurechnen, kénnen wir nach der Ungleichung
von Kahane die R-Schranke R, betrachten. Man berechnet

) S ions

dt
La(G)

"llzeqoLay  Jo
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qdu(w) dt

= [ X rone
-[[] ﬁ;rnu)fn(w)\thdu(w)

~ /G ( /0 1 irn(t) fn(w)fdt)q/ " dpa(w)
-/ <é|fn(w)!2>q/2du(w)
1S

Dabei wurden der Satz von Fubini und die Khinchine-Ungleichung verwendet. Auf
beide Seiten der Definition der R-Beschrianktheit angewendet, erhalten wir die Be-
hauptung. O]

La(G)’

3.11 Beispiel. Die Familie {7, : n € Ny} C L(LP(R)), T,.f(-) :== f(- —n) von
Translationen ist fiir p € [1,00) \ {2} nicht R-beschrénkt. Denn fiir f, = xo,1) gilt

—_ 1/2 B ey
Z T ol = [Ixo,mlLr®) = ;
- (R)
N-1 12
H(Z |f"‘2) = N2\ xpll e = N2,
- Lr(R)
und fiir 1 <p < 2 gilt %%7; — oo fiir N — co. Ahnlich geht der Beweis fiir p > 2.

3.12 Satz. Sei T C L(X,Y) R-beschrinkt. Dann sind auch die konvexe Hiille
coT = {Z/\ka nEN, T eT, A €01, A= 1}
k=1 k=1
und die absolutkonveze Hiille
acoT := {ZAka neN, T, eT, \, €C, Z|/\k| = 1}
k=1 k=1

und der Abschluss von coT und acoT in der starken Operatortopologie R-beschrinkt

mit R(coT ) < R(T) und R(acoR’) < 2R(T).
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3. R-Beschrinktheit und Fourier-Multiplikatoren 23

Beweis. a) Seien Ty,...,Tn € co(T). Dann existieren my, € N, A\, ; € [0,1] und
Tk’j S T mit Z;n:kl /\k,j =1 und Tk = Z;n:kl Ak,ka,j‘

Setze A\ ; := 0 und T}, := 0 fiir j € Nmit j >my und k = 1,...,N. Fiir £ € NV
definiert man )\, := Hivzl Meg, und Ty p := Ty, fiir k = 1,..., N. Dann gilt A, € [0, 1]

sowie
N
Z/\KZZ.”ZAl’ﬁl."'.AN’ZN:H<Z)\j’£j> :1

feNn l1EN InEN 7j=1 ejEN

Weiter gilt fiir alle k=1,..., N

Z IIVES Z ATy, = ( Z Ak,Zka,£k> H (Z /\j,£j>

LENN ¢ENN LreN j#k £;eN
= E Aty Lo, = T
£ eN

Beachte, dass es sich hierbei um endliche Summen handelt. Wir erhalten

H Zrkaxk = H Z Z TN}, eﬂﬁkH
Lr([0,1];Y) Lr([0,1;Y)

k= 1Z6NN

< ZGEN;V )\eH Zrka,ﬂk
Z AZH Zrkx

ZEN”

T) H Z ThTp
k=1

LP([0,1];Y)

Lp([0,1);:X)

Lr([0A:X)

Also gilt R(coT) < R(T).

b) Nach dem Kontraktionsprinzip gilt R(75) < 2R(T) fiir
To:={NT:TeT,\€C, |\ <1}

Wegen co Ty = aco T folgt R(acoT) < 2R(T) nach a).

c¢) Direkt aus der Definition der R-Beschrénktheit folgt die Absgeschlossenheit unter
der starken Operatortopologie. ]

In der folgenden Aussage beachte man, dass eine Funktion N: G — L(X,Y) stark
messbar heift, falls eine p-Nullmenge A € & existiert, so dass N|g\ 4 messbar ist
und N (G \ A) separabel ist.
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24 3. R-Beschrinktheit und Fourier-Multiplikatoren

3.13 Korollar. Sei (G, </, ) ein o-endlicher Mafraum und T C L(X,Y) R-
beschrdinkt. Sei

N ={N:G— L(X,Y)|N stark messbar mit N(G) C T }.

Zu h € LYG, u) und N € N definiere
Tnpx = / h(w)N(w)zdp(w) (x € X).
G

Dann st

R({TM bl <1, N € N}) < 2R(T).

Beweis. Sei € > 0. Zu zy,...,zxy € X, h € LY(G,p) und N € N definiere die
messbare Abbildung

M:G— YN, Mw) = (Nwj) _,

.....

Dann ist M € L°°(G; YY) stark messbar, und daher existieren eine messbare Parti-
tion G =2, Gj, GiNG; =0 fiir i # j, und w; € G; mit

| N(w)xy — N(w;)zglly <e  fiir fast alle w € G und alle k =1,..., N.
Setze

S = g (/G h(w)d,u(w))N(wj).

Dann gilt || Ty pzr — Sxi|ly < e fir alle k =1,..., N. Somit liegt T4 in der durch

x1,...,ory und € gegebenen Umgebung von S beziiglich der starken Operatortopo-
logie. Wegen S € aco T folgt T N,n € aco 7, und die Behauptung ergibt sich aus
Satz 3.12. ]

3.14 Korollar. Sei N: ¥¢ — L(X,Y') holomorph und beschrdnkt, und sei N(0%g\
{0}) R-beschrdinkt fir ein @ < 0'. Dann ist N(Xg) R-beschrinkt, und fir jedes 6, < 6
ist {ALEN(X) : X € Bg, } R-beschrinkt.

Beweis. Durch Betrachten von M(\) := N(A?*/™) kénnen wir § = Z annehmen.
Nach der Poissonschen Formel gilt

1 [~ o
N ) = — ————=N(is)d > 0).
@+i8) =~ [ Vs (0> 0)
Wegen ||%m|| 1 (r) = 1 folgt die erste Behauptung aus Korollar 3.13.
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Nach der Cauchyschen Integralformel gilt

)\%N()\) _ /a NG (1€ E)

fiir h(\) = 5 M_#/\)Q Wegen supyey, 1Pl L1 (o5,) < oo folgt die zweiten Behauptung

2mi

ebenfalls aus Korollar 3.13. O

3.15 Lemma. Sei G C C offen, K C G kompakt und H: G — L(X,Y’) holomorph.
Dann ist H(K) R-beschrinkt.

Beweis. Sei zy € K. Dann existiert ein r > 0 mit

> Z — 20 k
H(z) = ZH(@(ZO)% (Iz = 20| <),

k=0
wobei die Reihe in L(X,Y") konvergiert und

o0 k
T
po =) HH(k)(Zo)HL(X,Y)g < 0.
k=0 ’

Als Menge mit einem Element ist {H®)(z)} R-beschrinkt mit zugehoriger R,-
Schranke ||H®(20)||r(xy). Nach dem Kontraktionsprinzip von Kahane ist auch die

Menge {H (k)(zo)% : z € B(zo,7)} R-beschrankt mit Schranke nicht grofier
als Q%HH *)(29)||L(x,y). Damit erhilt man fiir alle endlichen Partialsummen die
R-Schranke 2py, und durch Abschluss in der Operatornorm gilt dies auch fiir die
unendliche Reihe. Durch Uberdeckung von K durch endlich viele Kugeln erhilt man

die Behauptung. O

Wir wissen nach dem Satz von Weis, dass ein sektorieller Operator A genau dann
maximale Regularitit besitzt, falls er R-sektoriell mit R-Winkel grofier als 7 ist. Die
obigen Aussagen iiber R-Beschrianktheit erlauben es eine Reihe dazu dquivalenter
Aussagen zu formulieren.

3.16 Satz. Sei A der Erzeuger einer beschrdankten holomorphen Halbgruppe T .
Dann sind dquivalent:

(i) Es existiert ein 6 > 0 so, dass A R-sektoriell mit R-Winkel or = 5 + 6 ist.
(ii) Fs existiert einn € N so, dass {t"(it — A)™" : t € R\ {0}} R-beschrinkt ist.
(iii) Es existiert ein § > 0 so, dass die Familie {T(z) : z € X5} R-beschrdinkt ist.
(iv) Die Familie {T'(t),tAT(t) : t > 0} ist R-beschrinkt.
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26 3. R-Beschrinktheit und Fourier-Multiplikatoren

Zum Beweis. (i)=>(ii) ist klar.
(ii)==(i). Schreibe

(it — A" = (n— 1)i /t lis — A)nds

und damit

(it (it — A)H = /0 " ha(s) [(is)" (i — A) "] ds

fiir die Funktion hy(s) := (n — 1)t" s "X00). Es gilt [ hi(s)ds = 1, und nach
Korollar 3.13 folgt die Aussage (ii) fiir n — 1 anstelle von n. Iterativ erhdlt man,
dass (ii) fiir n = 1 gilt. Verwende nun Korollar 3.14, um die R-Beschrénktheit von
{AA—A)"" : X € E;p0} zu zeigen. Durch Reihenentwicklung (dhnlich wie beim
Beweis der Analyzitét einer Halbgruppe) kann man zeigen, dass A(A — A)~! sogar
auf einem grofleren Sektor R-beschrankt ist.

(iii)==(i). Dies folgt ebenfalls aus Korollar 3.13 und der Darstellung
(A= A) 1 = / N () dt.
0

(i)==(iii) folgt analog aus

1
T(z) = —/ (N — A) 7t
2w Jr,
(iii)<=-(iv) kann man unter Verwendung von Korollar 3.14 zeigen. O

b) Fouriermultiplikatoren und der Satz von Michlin

Im folgenden sei stets D := —i(0y,,...,0:,). Mit C,C,Cy bezeichnen wir generi-
sche Konstanten, d.h. Konstanten, welche bei jedem Auftreten einen anderen Wert
besitzen konnen, aber nicht von den in der Gleichung auftretenden Gréfien abhéingt.

3.17 Bemerkung. Wir betrachten den Laplace-Operator im LP(R"™) mit maxi-
malem Definitionsbereich D(A) := {u € LP(R") : Au € LP(R")}. Offensichtlich
ist D(A) D WZ(R™). Wir wollen zeigen, dass tatséchlich Gleichheit gilt. Sei dazu
u € D(A) und f:=u— Au € LP(R"). Sei |a| < 2. Dann gilt

D = F e Ty = —ﬁ_lLﬁ
. e’

© Robert Denk 19.07.2021
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als Gleichheit in ./(R™). Um D*u € LP(R") zu zeigen, muss also .Z 'm(§)F f €

LP(R™) gelten, wobei m, (&) := % Die Frage lautet also: Wird durch

[T ima(§) 7 f

ein stetiger linearer Operator auf LP(R™) definiert? Die (positive) Antwort liefert
der Satz von Michlin, der eine Aussage iiber Fourier-Multiplikatoren trifft.

3.18 Definition (Fourier-Multiplikator). Seien XY Banachrdume, 1 < p < oo
und sei m: R" — L(X,Y) eine beschriinkte stark messbare Funktion. Wegen .% ! €
L(LY(R™Y), L>(R";Y)) induziert m eine Abbildung T;,: .¥(R"; X) — L*(R™;Y)
durch

Tof = F 'mZFf (f € SR X)).

Die Funktion m heifit Fourier-Multiplikator, falls

| T flle@riyy < Cllfllr@exy  (f € L (R™; X)),

d.h. falls 7}, eindeutig zu einem stetigen Operator T,, € L(LP(R™; X), LP(R™;Y))
fortgesetzt werden kann. Die Funktion m heifit in diesem Fall das Symbol des Ope-
rators T,. Wir schreiben op[m] := Fm.Z# ! := T, und symb|[T},] := m.

Wir betrachten zunachst den skalaren Fall X =Y = C.

3.19 Bemerkung. Fiir p = 2 gilt nach dem Satz von Plancherel genau dann
op[m] € L(L*(R")), falls der Multiplikationsoperator g — mg stetig in L*(R™)
ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn m € L*>°(R") gilt. Denn falls m € L>(R"), so
folgt [[mgl|L2mn) < ||m|Loe®n)|| 9]l 22(rn)- Falls andererseits m ¢ L (R™), so existiert
eine Folge messbarer Mengen ( Ay )keny und (¢ )gen, 0 < ¢ — 00, mit 0 < A(Ag) < 00
und |m| > ¢ auf A,,. Fiir g := x4, gilt dann gx € L*(R") und

||m9k||12L2(Rn) = / Im(€)gk(§)12dE > EN(Ar) = CZHQ’C“%Q(R")?

d.h. op[m] ist kein beschréinkter Operator in L?(R™).

Der folgende Satz ist fundamental fiir die LP-Theorie von Differentialoperatoren. Der
Beweis ist fiir diese Vorlesung zu aufwéndig. Hier bezeichnet [%] die grote ganze
Zahl kleiner gleich 5. Wir geben den Satz in zwei Varianten an.

3.20 Satz (Michlin). Sei 1 < p < co und m: R*\ {0} — C eine Funktion. Falls
eine der beiden Bedingungen

(i) m € CEHY R\ {0}) und

EPDPm(€)] < Car (£ € R\ {0}, |8] < [2]+1),
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(ii)) m € C™"(R™\ {0}) und
€°Dm(E)| < Cyr (€ € R*\ {0}, B € {0,1}")

mit einer Konstanten Cyy > 0 gilt, so ist m ein LP-Fouriermultiplikator mait

| op[m]| L(Lr@ny) < c(n, p)Cu,

wobei die Konstante c(n,p) nur von n und p abhdngt.

3.21 Bemerkung. a) Die Bedingung (i) in obigem Satz wird haufig als die Michlin-
Bedingung (aus dem Jahr 1957) bezeichnet, wéhrend Bedingung (ii) auf Lizorkin
(1963) zurtickgeht.

b) Sei die Funktion m: R\ {0} — C homogen in £ vom Grad d € R, d.h. es gelte

m(p) = p'm(&) (£ € R"\ {0}, p>0).

Falls m € C*(R"™ \ {0}), so ist D°m(&) homogen in & vom Grad d — |3 fiir alle
8] < k. Denn DP[m(p€)] = pll(DPm)(p€), aber auch DP[p*m()] = p*(D m)(€).

c¢) Sei m € CEIFY(R™\ {0}) homogen vom Grad 0. Dann erfiillt m die Michlin-
Bedingung. Denn fiir [8] < [2] + 1 ist mg(€) := [¢]¥'Dsm(€) homogen vom Grad 0
nach Teil a). Damit folgt

ma(©)] = [ms ()] < maxims(m)l <0 (€ <R\ (o))

Als erste Anwendung des Satzes von Michlin wird die Frage aus Bemerkung 3.17
beantwortet.

3.22 Korollar. Seil < p < co. Dann gilt {u € LP(R") : Au € LP(R")} = WZ(R").

Beweis. Betrachte wie in Bemerkung 3.17 die Funktion m, (&) := % fir o] < 2.

Sei 3 € Np. Fiir |¢] < 1 ist D’m, als stetige Funktion beschriinkt, fiir €] > 1
konnen wir bei Berechnung von D?m, den Nenner 1 + [£|? durch |£]? abschitzen
und erhalten eine homogene Funktion vom Grad —|f3|, welche auf |{] > 1 ebenfalls
beschrénkt ist. Somit erfiillt m,, die Michlin-Bedingung. m

Waéahrend der Satz von Michlin fiir den skalaren Fall hinreichende Kriterien fiir
Fourier-Multiplikatoren angibt, ist fiir allgemeine Banachraume X, Y keines der bei-
den Kriterien hinreichend. Falls X und Y von Klasse HT sind, so gilt jedoch das
Analogon des Michlinschen Satzes, wenn man die Normbeschrinktheit durch die
R-Beschrianktheit ersetzt, wie der folgende Satz zeigt. Die Aussage dieses Satzes
mit n = 1 ist auch die wesentliche Beweiszutat des Satzes von Weis iiber maximale
Regularitét.

© Robert Denk 19.07.2021



3. R-Beschrinktheit und Fourier-Multiplikatoren 29

3.23 Satz. Seien X,Y Banachrdume von Klasse HT, und sei 1 < p < oco. Sei
m € C™"(R™\ {0}; L(X,Y)) mit

R({I¢1"D%m(&) : ¢ € R\ {0}, B € {0,1}"}) =k < o0.
Dann st m ein vektorwertiger Fourier-Multiplikator mit
[l op[m]|| L(zr@n;x), Lo@niyy) < CF,
wobei die Konstante C' nur von n,p, X und Y abhdngt.

Der Beweis dieses Satzes findet sich etwa in [KWO04], Theorem 4.6 oder [HvNVW16],
Theorem 5.3.18.

Man beachte, dass in diesem Satz die R-Beschranktheit gefordert wird, um die
Norm-Beschréanktheit der zugehorigen Fourier-Multiplikatoren zu erhalten. Um so-
gar R-Beschrianktheit zu erhalten (und damit eine Art Iteration moglich zu machen),
braucht man noch eine weitere Eigenschaft der Banachrdume X und Y.

3.24 Definition. Ein Banachraum X hat die Eigenschaft («) (englisch: , property
(a)“), falls eine Konstante C' > 0 so existiert, dass fiir alle N € N, a;; € C, |ay;] <1
und alle z;; € X gilt:

n ) (u)amxm )ri(v)xi;

dudv.
X

D.h. das Kontrakt10nspr1nz1p gilt sogar fiir Doppelsequenzen (r;r;)N._,. Hierbei sind

ij=1°
r; wieder die Rademacher-Funktionen.

3.25 Bemerkung. a) Die Eigenschaft («) ist unabhéngig von der Eigenschaft, dass
X von Klasse HT ist.

b) Falls X = LP(G,u) mit einem o-finiten Mafl x4 und p € [1,00), so hat X die
Eigenschaft («), wie man leicht mit Hilfe des Satzes von Fubini und der Ungleichung
von Kahane sieht. Falls X ein abgeschlossener Unterraum von LP(G, p) ist, gilt
Eigenschaft (a)) ebenfalls. Somit haben insbesondere Sobolev- und Besovrdume die
Eigenschaft («).

c) Falls X die Eigenschaft («) hat und Y = LP(G, p; X) fiir ein o-finites Maf p ist,
so hat auch Y die Eigenschaft (a)). Auch dies folgt schnell mit dem Satz von Fubini.

Fiir Rdume mit Eigenschaft () von Klasse HT gilt folgende Verschiarfung des vek-
torwertigen Satzes von Michlin.

3.26 Satz. Seien X,Y Banachrdiume von Klasse HT mit Eigenschaft (o). Sei T C
L(X,Y) R-beschrinkt. Betrachte die Menge

M= {m e C" R\ {0} L(X,Y)) : €D m(§) € T (€€ R"\ {0}, € {0,1}"}.
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Dann ist {op[m] : m € M} C L(L*(R™; X), LP(R™;Y")) R-beschrinkt mit R,({op[m] :
me M}) < CR,(T), wobei die Konstante C' nur von p,n, X und Y abhdngt.

Ein Beweis dieses Satzes findet sich in [GWO03], Theorem 3.2.

3.27 Korollar. Sei {my : A € A} eine Familie von matrizenwertigen Funktionen
my € C™(R™\ {0}; CV*N) mat

19 DPmiy (&) |evxn < Cy (£ € R\ {0}, B € {0,1}", A € A).

Dann ist {op[m,] : A € A} C L(LP(R"™;C")) R-beschrinkt mit Schranke C - Cy,

wobei C' nur von p, n und N abhdngt.

Beweis. Der Raum X = CV ist von Klasse H7 und besitzt die Eigenschaft ().
Nach Voraussetzung ist

{£°D]ma(€) : € e R*\ {0}, B e {0,1}", A € A} C L(X)

normbeschriankt und damit, da X Hilbertraum ist, auch R-beschrinkt. Man w&hlt
in Satz 3.26 T := {A € CN*V : |A] < Cp} und erhélt die R-Beschrinktheit von
{op[m,] : A € A} C L(LP(R™; CY)). O
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4. Wohlgestelltheit fiir nichtlineare parabolische
Differentialgleichungen

4.1 Worum geht’s? Als Anwendung der bisherigen Abschnitte werden hier pa-
rabolische Differentialgleichungen betrachtet. Es wird fiir die linearen Gleichungen
gezeigt, dass unter geeigneten Glattheitsannahmen die zugehorige LP-Realisierung
maximale Regularitét besitzt. Dies lédsst sich dann auf nichtlineare Gleichungen an-
wenden, um die Losbarkeit in entsprechenden Sobolevraumen zu zeigen.

a) Maximale Regularitit linearer parabolischer Gleichungen

Im Folgenden sei 1 < p < oo und C; := {z € C: Rez > 0} = X, /5. Gegeben sei ein
Differentialoperator A = A(x, D) der Form

mit m € N und a,: R" — C. Dabei ist D := —i(0y,...,0,).
Zum (formalen) Differentialoperator A = A(x, D) definiert man das Symbol

a(x,§) = Z Ao ()"

|a| <2m

und das Hauptsymbol

ap(x,§) = Z aq ()",

|a|=2m

Beide Symbole sind Abbildungen von R™ x R" nach C. Die LP-Realisierung A, von
A(z, D) ist definiert als unbeschréankter linearer Operator A,: L?(R") D D(4,) —
LP(R™) mit

D(A,) =W ™R"™), Ayu:= Az, D)u  (u € W™(R")).

4.2 Definition. Der Operator 9, — A(z, D) heiit parabolisch, falls

4.3 Bemerkung. a) Fiir jedes feste x € R™ ist die Abbildung (£, A) — p(z,£,\) ==
A — ap(z,€) quasihomogen im Sinn

pla,r&r*A) = r*"p(z,6,0)  ((§,A) € (R" x Cy) \ {(0,0)}).
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Damit kann man sich auf die kompakte Menge {(£, ) : |[A|+|£]*™ = 1} beschriinken.
Der Operator A(z, D) ist genau dann parabolisch, falls

inf {|X — ag(z, &) : x € R, (£, A) € R" x Cy mit [A[ + [¢[*™ =1} > 0.

b) Falls a, € L*(R™) fiir alle |a] < 2m, so konnen die Terme niederer Ordnung
des Symbols gleichméfig in x abgeschétzt werden, und A(z, D) ist genau dann
parabolisch, falls Konstanten C, R > 0 existieren mit

A —a(z, ) = C(A[+["") (v €R", A€ Ty, €| > R).

Dies entspricht der Definition der Parabolizitéit bei Pseudodifferentialoperatoren, bei
welchen im allgemeinen kein Hauptsymbol existiert. (Ein homogenes Hauptsymbol
ist nur bei klassischen Pseudodifferentialoperatoren definiert.)

4.4 Bemerkung. Falls 9, — A(z, D) parabolisch ist, so ist A(xz, D) parameterel-
liptisch in einem groferen Sektor Yy mit # > 2, d.h. die Bedingung (P) gilt noch
fiir alle A in diesem Sektor. Denn man sieht leicht, dass die Menge der Winkel der
Halbstrahlen, in welchen Bedingung (P) gilt, offen ist.

Nach einem Standardschema in elliptischer Theorie betrachten wir zunéchst das
zugehorige Modellproblem.

4.5 Satz. Sei A(D) =}, _om @aD* mit a € C (o] = 2m). Fulls 9, — A(D)
parabolisch mit Konstante Cp ist, so existiert ein 6 > T so, dass p(A,) D Xy, und
die Menge

A= A) " hes,)

1st R-beschrdankt. Die R-Schranke hdangt dabei nur von p,n, m,Cp und von M =
> lal=2m [@a| ab. Insbesondere ist A, R-sektoriell mit R-Winkel grifier als 3, und
A, besitzt mazimale L1-Regularitit fir alle g € (1,00).

Beweis. Nach Bemerkung 4.4 existiert ein 6 > 7 so, dass die Abschétzung (P) fiir
A € Yy gilt. Wir zeigen, dass die Familie {m, : A € 3y} mit my(§) := A(A—ao(§)) ™!
die Voraussetzung von Korollar 3.27 erfiillt.

Da fiir r > 0 gilt r*™X — ao(rf) = r*"(\ — ap()), ist die Abbildung (&, \)
$(A = ao(€)) quasihomogen in (£, X) vom Grad 0. Damit gilt dasselbe fiir die Ab-
bildung (£,\) — A\ — ao(€))™!. Da quasihomogene und glatte Funktionen die
Michlin-Bedingung erfiillen (siche Bemerkung 3.21), folgt nach Korollar 3.27 die R-
Beschriinktheit von {7}, : A € p} C L(LP(R™)). Wegen +T,, (A — A,) = idwzm (mn)
und (A — Ap) T, = idppny ist T, = A(A — A,) 7" Daher ist A, R-sektoriell mit
Winkel groBer als 7, und nach Satz 1.15 besitzt A, maximale L?-Regularitit fiir alle
q € (1,00). Dies zeigt alle Behauptungen des Satzes bis auf die Abhingigkeit der
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R-Schranke. Um diese nachzuweisen, miissen wir die Michlin-Konstante quantifizie-
ren.

Nach Voraussetzung (P) gilt

NS
P+ )~ Cr

AN — 1<
A= a0()! <
Fiir die Ableitung berechnet man

oA | fk2|a|:2maaa%f“‘<<Za|:2mraar>|x||5|2m

&k

<

<=

O A—ao(§)l | (A= ao(¢))? CR(IAl + 1€[>m)?
Iterativ folgt

a o A
5 Dé)\_—ao(f)) < C(m,n,M,C’p),

fir alle a € {0,1}", A € ¥y und alle ¢ € R". Nach Korollar 3.27 héngt die R-
Schranke von {A\(A — A4,)~' : X\ € ¥y} nur von m,n, M,Cp und p ab. O

Wie der letzte Satz zeigt, erhalten wir fiir das Modellproblem maximale Regula-
ritdt. Man kann nun im Wesentlichen durch Storungsargumente zeigen, dass unter
entsprechender Glattheit an die Koeffizienten die maximale Regularitdt auch fiir
Gleichungen mit variablen Koeffizienten gilt. Der folgende Satz wird spéter bewie-
sen.

4.6 Satz (R-Sektorialitdt parabolischer Differentialgleichungen). Sei A(x, D) =
ZlaISZm ao(x) D mit

a, € BUC(R™;C) (|laf =2m),
ao € L(R™;C) (Ja| < 2m).

Sei 1 < p < oo. Falls 9, — A(z, D) parabolisch ist, so existieren 0 > T und p > 0

so, dass A, — p R-sektoriell mit Winkel 0 ist. Inbesondere besitzt A, — pv mazimale
Li-Regularitat fir alle 1 < ¢ < oo, d.h. es gilt A, — € MR,((0, 00); LP(R™)).

4.7 Bemerkung. In der Situation von Satz 4.6 folgt A, € MR,((0,7); L?(R")) fur
alle T' € (0,00), d.h. bei endlichen Intervallen kann man auf den Shift y verzichten.
Um dies zu zeigen, betrachten wir

Ou—Ayu=f 'in (0,7) x R™, (41)

u(0,-) =0 inR"

fir f € L9((0,T); LP(R™)). Man definiert f(¢,-) := e #f(t,-) mit p aus Satz 4.6.
Dann besitzt nach Satz 4.6 das Cauchyproblem

i — (A, —p)u=f in(0,T)xR",

4(0)=0 inR" (+2)
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eine eindeutige Losung in E := W/ ((0,T); LP(R™)) N L4((0, T); W2™(R™)). Definiert
man u durch u(t,-) = e "u(t,-), so folgt u € E sowie

(0 = (Ap —p))u=e" (atu — pu— Apu + Nu> = e (O — Apu),

und wegen (4-2) ist u eine Losung von (4-1). Der entscheidende Punkt ist hierbei,
dass die Skalierung u + e *wu fiir endliche Zeitintervalle ein Isomorphismus der
entsprechenden Réume ist.

b) Die Losung quasilinearer Gleichungen

Wir wollen nun mit der Methode der maximalen Regularitit quasilineare Evolutions-
gleichungen behandeln. Seien Xy und X; Banachrdume mit X; C Xy, p € (1,00),
und sei Ty € (0,00). Der Raum X; wird der Definitionsbereich der auftretenden
Operatoren sein, daher definieren wir analog zu Kapitel 1 den Lésungsraum

E:=Ep := W, ((0,T); Xo) N L*((0,T); X1).

Dabei werden wir T" < Tj spéter hinreichend klein wéhlen. Der zugehorige Spurraum
v E ist wie in Definition 1.4 definiert. (Beachte, dass 1 [E nach Bemerkung 1.5 nicht
von 1" abhéngt.) Weiter sei F := Fr := L?((0,7); Xo).

Wir verwenden folgendes Resultat aus der Theorie der Interpolationsraume, welches
Satz 1.4 verschéarft.

4.8 Lemma. Es gilt die stetige Inklusion Ex € BUC([0,T]; %E). Dabei hingt die
Norm der Finbettung von T ab, sie wird im Allgemeinen grifier fiir kleinere Zeit-
intervalle. Auf dem Teilraum (Ep := {u € Er : vyu = 0} kann diese Norm jedoch
unabhdngig von T > 0 abgeschdtzt werden, d.h. es existiert eine von T" > 0 un-
abhdngige Konstante Cy mit

lulloorive < Cillulle,  (u € oEr).

Fiir jedes t € [0,Tp] und u € Er, sei
A(t,u(t)): Xo D D(A(t,u(t))) — Xo

ein abgeschlossener linearer Operator, wobei D(A(t,u(t))) = X; gelte. In diesem
Fall kann man A(¢,u(t)) als Operator in L(X7, Xo) auffassen.

Wir betrachten Gleichungen der Form

Opu(t) — AL, u(t))u(t) = F(t,ut)) (<€ (0,Tp)),

u(0) = ug (+3)

fiir ug € E. An die Nichtlinearitdten A und F' wird Folgendes vorausgesetzt:
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(A1) Es gilt A € C([0,Ty] x %E, L(X1, Xp)), und fiir alle R > 0 existiert eine
Lipschitz-Konstante L(R) > 0 mit

[A(t, ur)v = AL, uz)vllx, < L(R)|[ur — ualylv]lx,

fur alle ¢ € [0,Tp], v € X; und alle uy, uy € BE mit [Ju; ||,z < R und [Juz||,z <
R.
(A2) Fiir die Abbildung F': [0, Tp] x vE — X, gilt:
(1) F'(-,uy) ist messbar fir jedes u; € yE,
(i) F(t,-) € C(%E, Xo) fiir fast jedes ¢ € [0, Tp),
(iii) f(-) == F(-,0) € L*((0, To); Xo),
(iv)fiir jedes R > 0 existiert ein pr € LP((0,7p)) mit

[F'(tu1) — F(t,u)| x < pr()][ur — uallye
fir fast alle t € [0, Tp] und alle uy, uy € E mit [|u; |,z < R, ||uz]l,e < R.

Bis auf kanonische Messbarkeits- und Stetigkeitsbedingungen, die die Wohldefiniert-
heit der Terme in der Gleichung sicherstellen, bedeuten diese Bedingungen im We-
sentlichen, dass die Funktionen A(¢,-) und F'(¢,-) auf beschréinkten Teilmengen von
vIE Lipschitz-stetig sind.

4.9 Satz. Es gelte (Al) und (A2) sowie Ay := A(0,up) € MR((0,7}); Xo). Dann
existiert ein T € (0,Tp] so, dass (4-3) im Intervall (0,7) eine eindeutige Losung
u € Ep besitzt.

Beweis. (i) Im Zeitintervall (0,7") mit 7" < T, verwenden wir die maximale Regu-
laritét von Ag := A(0,up), um Losungen der linearisierten Gleichung abzuschétzen.
Dabei betrachten wir zum einen die Gleichung mit Anfangswert 0,

Opw(t) — Agw(t) = g(t) (t € (0,7)),

w(0) = 0. (44)

Wir setzen E := Ep und F := Fp. Da Ay € MR((0,7); Xy), existiert zu jedem g € F
genau eine Losung w € E, und es existiert ein von 7" und w unabhingiges Cy > 0
mit
[wlle < Collgllr-
Nach Lemma 4.8 existiert eine ebenfalls von 7" > 0 und w unabhéngige Konstante
lwlleqommve) < Cillwls

(beachte, dass w(0) = 0 gilt).
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Zum anderen definiert man die Referenzlosung u* € E als eindeutige Losung von

Opw(t) — Agw(t) = f(t) (L€ (0,T)),

w(0) = up. (+5)
Dabei ist f := F(-,0) € F nach Bedingung (A2) (iii).
(ii) Zu r € (0, 1] setze
B, :={veE:v—u" €k, |[|[v—u's <r}.
Zu v € B, sei ®(v) := u die eindeutige Losung von
duu(t) — Agu(t) = F(t,v(t)) — (A(0,up) — A(t,v(t)))v(t) (t € (0,T)), (46)

u(0) = up.

Wir werden zeigen, dass ®(B,) C B, gilt und ® in B, eine Kontraktion ist, falls
sowohl T" als auch r hinreichend klein sind.

(iii) Wir zeigen ®(B,) C B, fiir hinreichend kleines 7" und r. Dazu schreiben wir
[@(v) —ulle = flu—u*|le < C’o<||F(wv) = f()lle + 11 (A0, uo) —A(wv))UHF)- (4-7)

Wir setzen yp 1= sup,e(o 7y | A(0, uo) — A(t, uo) || L(x,,x,) und erhalten mit Vorausset-
zung (A1) fiir festes R := Cy + ||u*|| oo ((0,1)17E)

A0, up)v — A(-,v)v|lr = [| A0, uo)v — A(-, v)v|| Lo ((0,7):x0)
< [JA(0, u0) — A(, v)lleqo.ryzcxa,xon 10l o070
< <|‘A(Ovu0) — A(+, uo)lleo.r:L(x1.%0))

+ 1A u0) = AC O leqorecaxon ) 0]z
< (3 + LIR)C) = volloqormm ) Io]s.
Wir verwenden die Abschitzungen

[v(-) = wolleqomve) < lv —u*[loqommve) + U (+) — wolleqo.r)mg)
< Cillv —ullg + [Ju*(-) = wollegor)ver)
<Cir+ ||U*(') - U0||C([0,T]mﬂ<:)

mit C; aus Lemma 4.8 und
o]l < flv—u|[e + lu*lle < r+ |lu&.
Damit erhalt man

| A0, ug)v — A(:, v)v[[p < <’YT + L(R)(Cyr + [Ju(-) — U0\|C([0,T]m1€))>(7’ + [[u*]e).
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Ahnlich folgt mit (A2)
[E(,0) = flle < |1F(0) = F(u) e + [|F(,w") = F(,0)|s

(.
< leallznom (I = w*lleqorne + Il loqomne)

)
< lerllzeom) | Cillv — u*[le + HU*HC([&T];%IE))
< llerll oo (Cor + [t cqo,10E)) -

Eingesetzt in (4-7) erhélt man fiir r <1

[@(v) = w*lle < Collprllzeqory (Car + I legomae)
+ (yr + L(R)(Crr + |lu” = wolle)) ( + [lw”1e)]

< Co(Cr + v lleqormm ) erll Lo,
+ Co(r + [[u*l|z) (vr + L(R)Crr + L(R)||u*(-) — uolleqo ) ) -
(4-8)
Fir T"— 0 gilt
e yr — 0, da A(-,up) stetig ist,
o [[orllLeom) = 0, da or € LP((0,T0)),

o ||u*(-) — uollcomvE) — 0, da u* stetig ist mit u*(0) = uo,

° ||’LL*||E — O, da u* € ETO-
Man wahlt zunéchst » > 0 so klein, dass
C()L(R)Cﬂ” S

gilt. Danach wéahlt man 7" > 0 so klein, dass die folgenden Abschéitzungen gelten:

[ulle <r
Co(Cr1 + |lu lcqommr) IRl 2o (07) < 5
Co(vr + L(R)||u*(-) — uolleo,riveE)) < 3-

Dies in (4-8) eingesetzt, ergibt
[®(v) —u* g <L+ (r+r)(s+35) =T

d.h. ®(B,) C B,.

(iv) Genauso wie in (iii) zeigt man, dass fiir hinreichend kleines » > 0 und 7" > 0
die Abschétzung
12(v) = 2(@)[le < 5llv — ol
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fiir alle v,v € B, gilt. Damit ist ®: B, — B, eine Kontraktion, und nach dem
Banachschen Fixpunktsatz existiert genau ein Fixpunkt u von ®. Nach Definition
von ® sind die Fixpunkte von ® genau die Losungen der nichtlinearen Gleichung
(4-3), woraus die Behauptung folgt. O

4.10 Satz. Es gelte (Al) und (A2), und es sei A(t,v) € MR((0,Tp); Xo) fur alle
t € [0,Tp) und alle v € 1E. Dann existiert zu jedem ug € 1,E genau eine maximale
Losung von (4-3) mit dem maximalen Existenzintervall [0, T (ug)) C [0,Tp). Falls
T (up) < Tp, d.h. falls keine globale Losung existiert, so ist 7" (ug) charakterisiert
durch eine der beiden dquivalenten Bedingungen

(i) limy ot (ug) u(t) existiert nicht in R,

(i) Jo " ()%, + o), )dt = oo.

Beweis. Falls u € Er eine lokale Losung auf dem Intervall (0,7) ist, so gilt u €
BUC([0, T]; %¢E) nach Lemma 4.8. Daher kann man Satz 4.9 anwenden im Intervall
(T, Ty) mit der Anfangsbedingung u; = u(7) € vE. Dies zeigt die Existenz und
Eindeutigkeit einer maximalen Losung.

Falls limy »p+(ug) u(t) € 1 existiert, kann man dies als Anfangswert nehmen und
wie oben wu fur ein kleines Zeitintervall (T (ug), T (ug) + €) fortsetzen, was der
Maximalitdt von T (ug) widerspricht. Also ist T (ug) durch die Bedingung (i) cha-
rakterisiert.

Fiir T' < T (up) gilt nach Definition einer Losung f(;[(||u(zf)\|§(1 +[10su(t)]%, )dt < oo.
Falls dies auch noch fiir T = T (ug) gelten wiirde, wire wieder v € Eq+(yy) C
BUC([0, T (ug)]; vIE), d.h. limy sp+ ) u(t) existiert in %E im Widerspruch zu (i).

[

Als Anwendung der obigen Sitze erhalten wir ein Resultat iiber Storungen niedri-
gerer Ordnung (die Abbildung B im nachfolgenden Lemma).

4.11 Lemma. Sei A € C([0,T], L(X,, Xo)) mit A(t) € MR((0,T): Xo) (¢ € [0,T]),
und sei B € LP((0,T); L(vE, Xo)). Dann besitzt das Anfangswertproblem

Opu(t) — A(t)u(t) = B(t)u(t) + f(t) (L € (0,T)),

u(0) = g

fiir jedes f € F und ug € wE genau eine Losung u € E.

Beweis. Hier ist A(t,u(t)) = A(t) und F(t,u(t)) = B(t)u(t) + f(t). Offensicht-
lich sind die Bedingungen (A1), (A2) erfillt mit pg(t) = || B(t)||L(vE x,)- Der
Beweis von Satz 4.9 zeigt, dass die Lénge des Existenzintervalls nur von uy und
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den Konstanten L(R), Cy, C; und 7 abhingt. Da A € C([0,T], L(X1, Xp)) und
A= 10+ A) Y Lwm = Co(A) stetig ist, konnen alle Konstanten global im Inter-
vall [0, T] gewéhlt werden, d.h. die Losung existiert global. O

c) Hohere Regularitit

Wir betrachten dieselbe Situation wie im letzten Abschnitt und untersuchen die
autonome quasilineare Differentialgleichung

duu(t) — Alu(t))u(t) = F(u(t)) (¢ € (0,T)), (@9

Dabei sei T' € (0,00), ug € 1E, A: E — L(X;, Xo) sowie F': ,E — F.

Parabolische Gleichungen sind , gldttend“, wobei in vielen Anwendungen auch reell
analytische Funktionen auftreten. Dazu zunéchst eine Definition.

4.12 Definition. Seien X,Y Banachrdume, U C X offen und T: U — Y eine
Abbildung. Dann heifit 7" (reell) analytisch, falls fiir alle ug € U ein r > 0 existiert
mit B(ug, ) C U und

— D*T'(u
T(u) = Zk—‘(o) (u—ug,...,u—ug) (u€ Blug,7)).
k=0 k:glal

Dabei ist D*T'(up) € L(X x ... x X, F) die k-fache Fréchetableitung von T an der
Stelle ug. In diesem Fall schreibt man 7" € C¥(U,Y).

Eine wesentliche Zutat im Beweis der Glattungseigenschaft ist der Satz iiber impli-
zite Funktionen, der analog zum endlich-dimensionalen Fall bewiesen werden kann.

4.13 Satz (Satz iiber implizite Funktionen). Seien X,Y,Z Banachriume, U C
X XY offen und T € CYU,Z). Sei ferner (zo,y0) € U mit T(xo,90) = 0 und
D,T((z0,90)) € Lisom(Y,Z), wobei D,T die Fréchet-Ableitung nach der zweiten
Komponente bezeichnet. Dann existieren Umgebungen Ux von xy und Uy von yg
mit Ux x Uy C U und eine eindeutige Abbildung v € C*(Ux,Uy) so, dass

T(x,¢(x)) =0 (2 € Ux)

und Y(xg) = yo gilt. Somit ist die Gleichung T(x,y) = 0 lokal nach y auflésbar.
Dabei hat die Funktion 1 die gleiche Regularitit wie T, d.h. gilt T € C*(U, Z) fiir
k € NU {oo,w}, so gilt auch ¢ € C*(Ux,Uy).

Damit kénnen wir folgende Gléattungseigenschaft beziiglich der Zeit beweisen:

© Robert Denk 19.07.2021



40 4. Wohlgestelltheit fiir nichtlineare parabolische Differentialgleichungen

4.14 Satz. Sei k € N U {oco,w}, und seien A € CH(yE; L(X1, X)) und F €
C*(yE, Xo). Seiu € Er eine Lisung von (4-9), und es gelte A(u(t)) € MR((0,T); Xo)
fir alle t € [0,T]. Dann gilt

t = tolu(t) € Wy (J; Xo) N LP(J; X1)
fiir alle 7 € Ng mit j < k. Insbesondere folgt
w € WER (e, T)s Xo) A WE((e, T): X))
fiir jedes € > 0 sowie
u € CH((0,T); 1E) N CH1YP((0,T); Xo) N CHY2((0,T); X4).
Hier bezeichnet C*1=1/P ynd C*=Y? den entsprechenden Hélderraum. Falls k = oo,

so ist u € C*((0,7); X1), und falls k = w, so ist u € C*((0,T); X1).

Beweis. Wir fixieren ¢ € (0,1) und setzen T(e) == t—. Zu A € (1 —¢,1 +¢)
betrachten wir die Funktion uy: [0,T(¢)] — vE, definiert durch wuy(t) := u(At) (t €
[0,7(¢)]). Dann gilt dyuy(t) = AN(Gyu)(At) und damit

Orun(t) = AA(ua(t))ur(t) = AF(ux(t)) (1 € (0,T(e))),

ux(0) = up.
Man definiert sich die Abbildung
H:(1—-¢,1+¢)xEpey) = Frey x 3E
durch
Ow(t) — AA(w(t))w(t) — AF

._ (w(?))
H(\w)(t) = ( w(0) — ug ) (t €(0,7(e)))

fir A € (1—¢,1+¢) und w € Ep(,). Da A und F von Klasse C* sind, gilt dies auch
fiir H. Weiter gilt H(1,u) = 0 und

DyH(\, w) = (—A(w)ua— F(w)) |

Oih — AA(w)h — AA'(w)hw — )\F’(w)h)

D, H(Nw)h = ( h(0)

fir h € Ep(). Dabei ist A’(u) die Fréchet-Ableitung von A an der Stelle w. Insbe-
sondere erhalten wir fiir A =1 und w = u

Oth + A(u)h + A (u)hu — F’(u)h) '

D,H(1,u)h = ( h(0)
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Fiir t € [0,7(¢)] und v € yE definieren wir B(t)v := —A'(u(t))vu(t) — F'(u(t))v.
Da A € CY(yE, L(X1, Xo)) und F € CY(vE, Xo), folgt B e LP((0,T); L(%E, Xo)).
)

Wir sind daher in der Situation von Lemma 4.11 (wobei hier A(

t — u(t) € C([0,T(e)]; %E). Nach Voraussetzung gilt A(u(t )) E MR (0,7); Xp) fiir
jedes t € [0, T]. Wir wenden Lemma 4.11 an und erhalten

DwH(l, U) c LIsom(]ET(e)y FT(&) X ’}/t]E>

Nach dem Satz iiber implizite Funktionen, Satz 4.13, existiert ein 6 > 0 und eine C*-
Abbildung ¢: (1 —§,149) = Epy (X1, Xo) mit H(A,(N) =0 (A e (1-6,14))
und ¢ (1) =

Nach Definition von H und wegen der Eindeutigkeit der Losung gilt ¥)(A) = uy, d.h.
A uy € CF((1— 6,1+ 0),Epg). Wegen Epy € C([0,T(e)], %E) ist A — uy(t) =
u(At) € C*((1 — 6,1+ 6),vE). Dies heifit aber u € C*((0,T(¢)), E).

Wir verwenden nun Zuy(t)|x=1 = tdu(t) (t € (0,T(c)). Wegen ¢ € C*((1 — 6,1+
8), Ep ist t — t0yu(t) € Ep(.). Iterativ sieht man ¢ — t*0fu(t) € Ep() und damit

w € WEI((6,7(6)): Xo) N WE((6.7()): X1)

fiir jedes 0 > 0 und ¢ > 0. Unter Verwendung des Sobolevschen Einbettungssatzes
WE((6,T()) € C*1/7([6,T(e)]) erhélt man, da e > 0 und 6 > 0 beliebig sind,

w e CHIYP((0,T); Xo) N CFYP((0,T); X1).

Im Fall £ = oo erhélt man u € C*((0,7); X;). Falls k = w, ist die Funktion v reell
analytisch. Da die oben genannten Einbettungen als lineare Abbildungen ebenfalls
reell analytisch sind, ist auch v € C*((0,7"), X1). O

4.15 Bemerkung. Diese Beweismethode ist als ,,Parametertrick® oder auch ,, Me-
thode von Angenent* bekannt. Man beachte die beiden wesentlichen Zutaten dieses
Beweises, der in dhnlicher Form bei vielen nichtlinearen Differentialgleichungen ver-
wendet werden kann: Zum einen der Satz iiber implizite Funktionen in Banachraum-
en, zum anderen (um diesen Satz anwenden zu konnen) die Tatsache, dass D, H (1, u)
ein Isomorphismus ist. Dies ist aber gerade die maximale Regularitit dieser Linea-
risierung.

Als Beispiel betrachten wir die quasilineare autonome Gleichung zweiter Ordnung
im R™

Qult @) = tr (a(u(t,x), Vu(t, $))V2u(t,x)> = f(u(t,x), Vu(t, r))
((t,x) € (0,T) x R™), (4-10)
u(0,2) = ug(xz) (z € R"™).
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Fiir die Behandlung des nichtlinearen Problems betrachten wir zunéchst die lineare
Version:

4.16 Lemma. Sei b € BUC(R™ R2X") mit b(z) > cl,, fir eine Konstante ¢ > 0.

sym

Definiere den Operator B durch D(B) := W2(R") C LP(R"),

(Bu)(z) := tr (b(z) Z bij(2)0;0;u(x) (x € R", uwe D(B)).

i,7=1

Dann gilt B € MR((0,T); LP(R™)) fiir jedes T € (0, 00).

Beweis. Der Operator B erfiillt alle Voraussetzungen von Satz 4.6, d.h. es existiert
ein u > 0 so, dass B — u € MR((0, 00); LP(R™)) gilt. Nach Bemerkung 4.7 kann man
auf endlichen Zeitintervallen auf den Shift u verzichten. m

4.17 Satz. Seienp € (n+2,00) und k € NU{oo,w}. Es gelte a € CF(R" 1 RX"),

sym

f € CHR"™ R) mit f(0) = 0. Fiir alle (r,p) € R x R sei die Matriz a(r,p)
positiv definit. Dann besitzt die Gleichung (4-10) fir alle uy € B§;2/p(R") eine

eindeutige mazimale Lisung w im Intervall (0,7 (ug)). Fir T < T (ug) gilt u €
L((0,T); W2(R)) N WA((0.T); L (R) souie

w e CH((0,T); B 2P(R™)) N CFHHP((0,T); LP(R™) N CF 1P ((0,T); W2(R™)).

Beweis. Fiir X := LP(R") und X, := W>(R") gilt
WE = (Xo, Xi)1-1/pp = By, P(R").
Nach dem Sobolevschen Einbettungssatz gilt fiir p > n + 2 die Einbettung
wE = B2 ?P(R™) C Cj(R™),

wobei C} (R™) den Raum aller C!'(R™)-Funktionen bezeichne, fiir die alle Ableitun-
gen bis zur Ordnung 1 beschrankt sind. Man beachte dazu, dass die Einbettung
B (R") C Cy(R") fiir sp > n gilt (siehe [Tri78], Theorem 2.8.1, vergleiche auch

[AF03], Theorem 4.12). Fiir p > n + 2 folgt By, 7/P(R™) C Cy(R™).
Wir definieren die Abbildungen A: vE — L(Xo, X;) und F': E — X durch

(A@)w)(z) = tr (a(v(2), Vo(z)) Viw(z)),
(F'(0)(x) := f(o(z), Vo(z))

fir z € R, v € %E, w € WZ(R").
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Sei v € 1E. Wegen v € C}(R") ist die Menge {(v(z), Vu(z)) : z € R"} C R™™!

beschrénkt. Da a nach Voraussetzung stetig ist, ist
b, :=a(v(-), Vu(:)) € BUC(R")

sowie b, (x) > ¢, I, (r € R™) mit ¢, > 0. Nach Lemma 4.16 folgt A(v) € MR((0,7); Xo)
fiir alle v € %E.

Um die Voraussetzungen (Al) und (A2) nachzuweisen, verwenden wir, dass a als
C!-Funktion auf beschrinkten Mengen Lipschitz ist. Wir erhalten fiir v,7 € v,E und
w e Xy mit [olls < R, [0l < R

[A()w—A@)wl| o) = || tr (a(v, Vo)w — a(@, VO)w)|| 1, gy
< O||a(v, Vo) — a(B, V0)|| s ooy [ V20l o )
< CL(R)[lv = vl|cr@myllw] x,
< CL(R)|[v = 0llellw| x,-

Dies zeigt Voraussetzung (Al), insbesondere auch die Stetigkeit von A: vE —
L(Xo, X1).

Um (A2) zu zeigen, muss man zunéchst die Wohlgestelltheit des Operators F': vE —
Xo zeigen, d.h. die Wohlgestelltheit von

F: B2?P(R™) — LP(R™), F(v) := f(v(-), Vo(-)) (v € BL2P(R™).

Dies ist ein Beispiel eines sogenannten Nemytskii-Operators, sieche [AE99], Ab-
schnitt VII.6. Wieder ist f als C'-Funktion auf beschriinkten Mengen Lipschitz. Fiir
v, € vE mit ||v|,,g < R, ||T]|,,g < R erhalten wir mit einer Lipschitz-Konstanten

L(R) >0
1f (v, Vo) = (0, VO) |7, gy / |f(v () — f(@(x), Vi(z))|Pdx

P
s/ LR (lo(z) = 5(x)| + |Vo(a) —w<x>|) do
< OL(RY 0 =y ey < CLRY o~ T
Setzt man hier ¥ := 0, erhélt man wegen f(0) = 0 insbesondere F(v) € LP(R"),

d.h. die Wohlgestelltheit des Nemytskii-Operators. Die Rechnung zeigt auch, dass
F' lokal Lipschitz-stetig ist.

Falls die Voraussetzung des Satzes fiir £ > 1 gilt, kann man durch &dhnliche Be-
trachtung des Nemytskii-Operators zeigen, dass A € C*(,E, L(X1, X)) und F €
C*(yE, Xo) gilt (vergleiche dazu auch [AE99], Abschnitt VIL.6). Damit sind alle
Voraussetzungen von Satz 4.14 erfiillt, und wir erhalten die hohere Regularitét der
Losung u. O]
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4.18 Beispiel. Wir betrachten nochmal den graphischen mittleren Kriimmungs-
fluss (siehe Beispiel 1.2)

Oyu — zn: (5 - M)&@-u —0,

by 1+ |Vul|? (4-11)
u(0) = up.
Hier ist a;;(v) = d;; — %, d.h. die Matrix a(r, p) ist gegeben durch
T
PiDj > pp
)= (65— Sy
alr.p) ( P14 pl2 =1 1+ [p|?
> _ 1

Die Eigenwerte dieser Matrix sind offensichtlich 1 — —= mit Eigenvektor

1+p2 = 1+[pf?
p (einfach) und 1 mit Eigenvektoren v L p ((n — 1)-fach), also ist a(r,p) positiv

definit. Da a € C¥(R™ R, kénnen wir Satz 4.17 mit k& = w anwenden und

erhalten zu jedem ug € By /P(R") eine eindeutige Losung u € C*((0,T); W2(R™))
von (4-11) fiir hinreichend kleines 7" > 0.
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5. Der Beweis von Satz 4.6

Fiir den Beweis von Satz 4.6 benotigen wir noch Storungsresultate fiir R-Beschrankt-
heit. Dazu definieren wir fiir einen R-sektoriellen Operator A mit Winkel ¢ und fiir
0 < ¢ die GroéBen

]EG(A) sup ({IIAMA = A) 71| = X e Zo}),
My(A) := sup ({HA (A=A X e p}),
Ry(A) := R({) LI Ee B},
Ry(A) == R({A LA € D)),

R
Man beachte, dass auch Mpy(A) endlich ist wegen A(XA — A)~1 = M\ — A)~! —
Analog fiir Ry(A).

5.1 Satz (Storungssatz, erster Teil). Sei X ein Banachraum und A ein R-sektorieller
Operator in X mit Winkel or(A) > 0, und sei 0 € (0, pr(A)). Sei B ein linearer
Operator in X mit D(B) D D(A) und

|Bz|| < al|Az| (z € D(A)).

Falls a < m, so ist A+ B wieder R-sektoriell mit Winkel grofier gleich 6 und
Ry(A

Ry(A+ B) < L
1-— aRg(A)

Beweis. Fiir A € g \ {0} gilt
||B(>\ — A)z|l < a A = A) 2] < aMp(A)al|  (w € X).

Wegen a < =+ ist also 1 + B(A — A)~! invertierbar, und wir erhalten

()
-1

A—(A+B)t=0-A)" 1+ BA—A)""]

o0

= (A=A ) (=BA-A)"

n=0

Insbesondere ist p(A + B) D ¥y. Nach Definition der R-Beschréanktheit und nach
Voraussetzung folgt

R{BA—A) 1A e D)) <aR{AN— A7 A€ o)) = aRy(A).

Setzt man dies in die Reihe ein, erhélt man

Ry(A
Ro(A+ B) < o T4
1-— (le(A)
Dies zeigt auch, dass A + B R-sektoriell mit Winkel > 60 ist. O]
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Das néchste Storungsresultat 14sst noch einen zusétzlichen Term ||z|| auf der rechten
Seite zu. Allerdings erkauft man sich hier die R-Sektorialitédt mit einer Verschiebung
des Operators.

5.2 Satz (Storungssatz, zweiter Teil). Sei A R-sektoriell mit Winkel pr(A) > 0,
und sei 0 < pr(A). Sei B ein linearer Operator mit D(B) D D(A) und

|Bz|| < afAz|| +bllz]|  (x € D(A))

mit zwei Konstanten b > 0 und 0 < a < [Mg(A)Eg(A)]_l. Dann ist A+ B —p
R -sektoriell fiir

bMy(A)Ry(A)

1 — aMy(A)Ry(A)

mit Winkel pr(A+ B —p) > 6.

Beweis. Fir p > 0 gilt
IB(A = p)~"a|| < al| A(A = p)~"a|| + bI|[(A — 1)~
~ b
< (aMo(A) + M) el (x € X).

Damit erfiillt B die Voraussetzung von Satz 5.1 mit A — u anstelle von A. Dabei
war die Bedingung an die Konstante in Satz 5.1 gegeben durch ¢(u)Rg(A) < 1 fiir
c:=aMy(A) + %MQ(A). Wegen aMy(A) < 1 ist dies der Fall fur

o DM Fg(A)
1 — aMy(A)Ry(A)

]

5.3 Lemma (Kleine Stérung im Hauptteil). Sei A(z, D) = 3_,_,,, aaD* parabo-
lisch mit Konstante Cp. Dann exzistiert ein 0 > 7 so, dass A(x, D) parameterellip-

tisch in Yg ist, und es existieren € > 0 und K > 0 so, dass fir alle Operatoren
B(x,D) = 3 jmam ba(2) D mit b, € LR CV*N) und

D el <

|a|=2m

die Abschdtzung
R({)\()\ (A, B)) A e Ty {0}}) <K
gilt. Dabei hingen ¢ und K nur von n,p,m, N,Cp ab.
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Beweis. Sei e > 0und f € W™ (R";C"). Dann gilt
HBfHLP(R";(CN) < Z ||ba||oo||Daf||LP(Rn;cN) < 5|2|a_a2>7<n ||Daf||LP(R";(CN)7
|a|=2m -
falls B die obige Bedingung erfiillt. Schreibe nun
D*f =(F'maF)AD)f

mit

ma© =€ (3 ae?)

|8]=2m

Es gilt m, € C®(R"\ {0}; CN*¥) und m, ist homogen vom Grad 0 und erfiillt
daher die Michlin-Bedingung. Somit existiert ein C'; > 0 so, dass fiir die zugehorigen
Operatoren T}, gilt

| Tl L(zr@neny < C1 o (o] = 2m).
Wihle nun € < [Cl(ég(A) +1)] ~'. Dann gilt

| Bfll e@nicny < eCL|Af] Lo@nieny < al|Af]|| o @nien)

mit a = 7 (il)+1' Nach Satz 5.1 ist A, 4+ B, R-sektoriell mit Winkel > 6 und
Ry(A
Ry(A+B) < _ R g
1-— CLR@(A)

O

Die letzte Aussage betrachtete eine kleine Storung im Hauptteil. Falls der Operator
A im Hauptteil gleichméfig stetige Koeffizienten besitzt, kann man durch Lokalisie-
ren auf diesen Fall kommen. Dabei ist das Gebiet hier nicht beschrankt, und man
bendtigt eine unendliche Partition. Dies wird im folgenden Lemma behandelt.

5.4 Lemma. Zur > 0 ezistiert ein ¢ € Z(R™) mit 0 < ¢ < 1, suppp C (—r, )"
und

S ) =1 (zeR),

lergn

wobei y(x) = p(x —1).

Beweis. a) Wir betrachten zunéchst den Fall = 1 und n = 1. Wéhle ein ¢; € Z(R)

mit ¢; > 01in (=3, 3), suppyr = [—2,3] und ¢ (z) = 1 (—2) fiir alle z € R. Setze

_ i (z) )
Pl \/ G reti-n ©=0
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und ¢(x) := (—x) fiir < 0. Dann ist supp ¢ C (—1,1), und fiir z € [0, 1] gilt

Y wi(x) = (2) + (@ —1) = *(2) + ©*(1 — 2)
Q@ Sl-z)
T I s ST W wrap e R

Da >, ., ¢7 periodisch mit Periode 1 ist, folgt Y ,., ¢7 =1 in R.

b) Im allgemeinen Fall setze ™ (z) := [T}, »(5) mit ¢ aus Teil a). Dann ist

Y PPa—0=> lﬁ[w?(%T_gj) = Zﬁs@Q(yj—@)

LerZn LerZr j=1 LezZm j=1

fir y .= =. O

Damit konnen wir Satz 4.6 beweisen, den wir hier noch einmal wiederholen:

5.5 Satz (R-Sektorialitéit parabolischer Systeme). Sei A(z, D) =3, <o, Ga(z)D”
mat -

a, € BUC(R™;CM*Y)  (Ja| = 2m),
Ao € LR, CVY) (o] < 2m).

Sei 1 < p < oo. Falls Az, D) parabolisch ist, so existieren 0 > T und 1 > 0 so,
dass A, — p R-sektoriell mit Winkel 0 ist. Inbesondere besitzt A, — p mazimale
Li-Regularitdt fir alle 1 < g < oo.

Beweis. Da A(x, D) parabolisch ist, existiert ein 6 > 7 so, dass A(x, D) parameter-
elliptisch in Yy ist. Der Beweis des Satzes erfolgt in mehreren Schritten durch Lo-
kalisierung.

Grob gesprochen handelt es sich um folgende Schritte:

(1) Man friert die Koeffizienten an der Stelle £ € T ein, wobei das Gitter I' C R™ so
gewiihlt wird, dass innerhalb eines Wiirfels des Gitters der (lokalisierte) Operator A°
nur eine kleine Storung des zugehorigen Operators des Modellproblems ist. Dabei
wird Lemma 5.3 benutzt um zu zeigen, dass A’ R-sektoriell ist.

(2) Man betrachtet die Folge A := (A%)ser aller in (1) erhaltenen Operatoren und
zeigt, dass diese Folge in einem geeigneten Folgenraum X, wieder R-sektoriell ist.
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(3) Die LP-Realisierung A, und der Operator A besitzen im wesentlichen dieselben
Eigenschaften bis auf Operatoren niedrigerer Ordnung. Genauer gilt JA, = AJ und
A,P = PA bis auf Operatoren niedrigerer Ordnung, wobei J bzw. P der Lokalisie-
rungsoperator bzw. der Operator des Zusammensetzens ist.

(4) Unter Verwendung der Interpolationsungleichung fiir Sobolevrdume lassen sich
die Operatoren niedrigerer Ordnung aus (3) als kleine Stérung auffassen, und man
erhdlt aus der R-Sektorialitdt von A die R-Sektorialitét fiir A,.

Im einzelnen konnen diese Schritte folgendermafien ausgefithrt werden.

(1) Wahle € = £(n, p, m, N, C,) wie in Lemma 5.3 fiir den Operator Z\a|:2m a () D>
mit ¢ € Z". Da a,, € BUC(R"; CV*"), existiert ein § > 0 mit

Y laa(@) —aaly)| <& (jo =yl <6, [a] = 2m).

|ar|=2m
Wihle r € (0,0) und ¢ € Z(R") wie in Lemma 5.4. Wir schreiben @ := (—r,r)"
und Q, := Q + / fiir ¢ € rZ" =: T. Wihle weiter ¢ € 2(R™) mit suppvy C Q,
0 < <1,¢ =1 auf supp ¢, und setze 1y(x) := p(x — ) (¢ € Z). Definiere die
Koeffizienten

al(z) == Ga(T), T € Qr, / al =2m
‘(o): {W), TEd (e o= 2m)

und A%(z, D) := > jal=2m al (r)D*. Dann gilt fiir den Hauptteil Ag(z, D) = A%(z, D)
(z € Q) und damit Ay(z, D)u = A’(x, D)u fiir alle u € W2™(R™; CV) mit suppu C
Qe

(2) Wir definieren X}, := £,(I'; Wy (R™; CV)) fiir k € Ny und den Operator A: X D
D(A) — Xy durch D(A) := X5, und

A(ug)eer = (AEUZ>ZGF-

Nach Lemma 5.3 ist A® R-sektoriell mit Ry(A*) < K, wobei K nicht von £ abhéngt.
Wir zeigen, dass dies auch fiir A gilt. Sei dazu T; = N\j(A— ;)" M fir j=1,...,J
und z; = (fz(]))ger. Dann folgt fiir \; € £y

H Z riTiT;

= LP([0,1]; Xo)

- (/1 i (T dt)l/
= ([ Sl -xrs]

7=1

1/p
dt)
Lr(R™;CN)
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dt) v

1 J
:(Z/o H,wajw— W
-(z| Z< v

Lr(R™;CN)

)1/p
Lr([0,1];LP (R™;CN))

fg])

>1/p
Lr([0,1];LP (R™;CN))

J
j=1

d.h. Ry(A) < K.
Definiere den Lokalisierungsoperator J: LP(R™; CN) — Xq, f > (©uf)e. Es gilt

Z HSOKf”Z[),p(Rn;(cN) < Z “XQef”Izp(Rn;@N) 2N||f||Lp(]Rn CN Y

Ler Ler

d.h. J ist stetig. Genauso sieht man J € L(W™(R"; C), Xap,).

Lp([0,1];X0)’

Der Operator des Zusammensetzens ist analog definiert durch

P: Xo— LP(R™CY), (fo)eer — Z T

ter
Beachte, dass die Summe lokal-endlich ist. Es gilt P € L(Xy, LP(R™; CY)) und PJ =
idppgncnvy Wegen PJf =3, orf =1f.
(3) Seinun A, die LP-Realisierung von A(z, D), A, ¢ die LP-Realisierung von Ay(x, D)
n (2). Dann gilt fir v € W™(R™;CY) und ¢ € T die Gleichheit
peApu = Ap(peu) + (pedp — Appr)u

= A'(ppu) + (Ap — Apo)Yepeu + Z (pedp — pr)(ﬁz“-
k:QrNQe#0D

Somit ist JA, = AJ + BJ mit
B((ue)eer) == ((Ap — Apo)eur+ Y (peAp— AMO%W)@
kQuNQuA)

Schreibt man B((ug)e) = (e Bretie)rer, so ist By, ein Differentialoperator der
Ordnung < 2m — 1, und die Anzahl der Elemente in jeder Zeile der unendlichen
Matrix (Bye)y.e ist beschréinkt. Wegen a, € L>®(R™; CV) ist somit B € L(Xapm_1, Xo).

Analog gilt fiir (ug)eer € Xap, die Gleichheit

(ApP = PA)(ug)eer = (ZWW) - Z peA uy

Lel el
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= Z Po(Ap — Apo)ue + Z(Ap‘:ok — PeAp)uk

ter kel

= Z Po(Ap — Apo)ue + Z Z 07 (Appr — orAp)un
Ler kel £:Q,NQe#D

=Y | = Apodurt D el Appn — iyl
¢er k:QrNQ£0

= PD(ug)eer

D(ug)ger = ((Ap - Ap,o)ue + Z (ApSOk: - ‘Pk:Ap)Uk)

ter’
k:QrNQe#D ©

Wie oben folgt D € L(X2,_1, Xo).

(4) Nach der Interpolationsungleichung fiir Sobolevraume gilt fiir jedes ¢ > 0 die
Abschétzung

| B(ue)eer||xo + | D(ue)eerl|x, < Cl(ue)eer] xam
< e[ (ue)er | xom + Ca||(uz)zer||xo (u € Xom).

Nach Satz 5.2 existiert ein p > 0 so, dass A+ B —pu und A+ D — p beide R-sektoriell
mit Winkel > 6 sind.

Sei u € W2™(R™;CV) und f:= (A + p— Ap)u € LP(R™*;CV). Dann gilt
Jf=JA+p—Ap)u=A+p—(A+ B))Ju

und damit
u=PJu=PA+u—(A+B))'Jf.

Somit ist A + p — A, injektiv.
Fiir f € LP(R™; CV) gilt andererseits

f=PJf=PA+pu—(A+D)A+pu—(A+ D))" Jf
— (A= AP+ i — (A+ D))\ Tf € RO+ pu— A,),

d.h. A+ p — A, ist auch surjektiv. Somit ist A + p € p(A4,) und
A+pu—A)'=PA+pu—(A+D)) "I

Wegen P € L(X,, LP(R™;CY)), J € L(LP(R™;CN), X5,,,) und Ryp(A+ D — p1) < 00
folgt Ry(A, — p) < 0o, d.h. A, — p ist R-sektoriell mit Winkel > 6. O
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A. Das Bochner-Integral

Im Folgenden sei X ein komplexer Banachraum, versehen mit der Borel-o-Algebra,
und (2, A, 1) ein (o.E. vollstandiger) Mafiraum.

A.1 Definition. Eine Stufenfunktion (Treppenfunktion) ist eine Funktion s: Q —
X der Form s = Y"1 xa,a; mit A; € A,und q; € X (i =1,...,n). Falls u(4;) <
oo (i = 1,...,n) gilt, heiit s integrierbare Stufenfunktion. In diesem Fall ist das
Bochner-Integral von s definiert durch

/ sdp = Zu(Ai)ai € X.
Q i=1

Ein metrischer Raum heiﬁ“.c separabel, falls er eine abzéhlbare dichte Teilmenge be-
sitzt. Man kann folgende Aquivalenzen zeigen:

A.2 Satz. Fiir eine Abbildung f: Q2 — X sind dquivalent:

(i) Es existiert eine Folge (fn)nen von Stufenfunktionen f,: Q — X mit f,(z) —
f(z) (in X) fiir alle z € Q.

(i) f ist messbar und f(2) ist separabel.

A.3 Satz. Sei f: Q — X messbar und f(S2) separabel. Dann sind dquivalent:

(i) Es gibt eine Folge (fn)nen von integrierbaren Stufenfunktionen f,: Q — X mat
fu(z) = f(2) (2€9Q) und

/an—f||du—> 0 (n—o0).
(i) [ 1 dp < oo.

Bei stetigen Funktionen ist die Bedingung der Separabilitit automatisch erfiillt, wie
das folgende Lemma zeigt.

A.4 Lemma. Sei 2 ein separabler topologischer Raum und sei f: ) — X stetig.
Dann ist f(Q) separabel.

Beweis. Sei )y C  abzéhlbar und dicht. Dann ist X, := f(€)y) abzdhlbar, und es
gilt o
A= f71(Xo) D f7H(X0) D Q.
Da f stetig ist, ist A abgeschlossen, und es folgt Q = Qq C A = A, also
F(Q) = f(A) = F(f (X)) C Xo.
Also ist f(§2) separabel. O
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A.5 Definition. a) Eine Funktion f: 2 — X hei}t stark messbar (oder p-messbar),
falls eine p-Nullmenge N € A existiert so, dass f|q\n messbar ist und f(Q\ N)
separabel ist.

b) Eine stark messbare Funktion f: Q — X heifit (u-)integrierbar, falls [ || f|ldp <
oo. In diesem Fall wihle eine Folge (f,)nen von integrierbaren Treppenfunktionen
mit f, — f p-fast tberall und [|f, — flldu — 0 (n — o0) und definiert das
Bochner-Integral von f iiber €2 bzgl. u durch

[ fdn =t [ g

[ sdu= [t dn (e,
Man setzt £ (p, X) := {f: @ — X | f ist integrierbar} und £ (u) := £ (u, K).

Wie iiblich sei

Die vektorwertigen LP-Réume LP(u; X') werden wie iiblich definiert als Quotienten-
raum LP(u; X) := ZP(u; X)/N. Hierbei ist ZP(u; X) die Menge aller stark messba-
ren f, fiir welche ||f|zrgux) == (f |f]|Pdp)'/? endlich ist, und N die Menge aller
fe L (p; X) mit || f]|1x) = 0. Fiir p = oo hat man die iiblichen Modifikationen.

Falls Q@ € #A(R™) und p das Lebesgue-MaB ist, so schreibt man iiblicherweise
LY X) =LY (pw; X).

Fiir Bochner-Integrale gelten die aus der skalaren Lebesgue-Theorie bekannten Kon-
vergenzsatze.

A.6 Satz. a) (Satz von der majorisierten Konvergenz). Seien f,: Q@ — X
stark messbar mit f,, — [ p-fast iberall. Sei g: Q — [0, 00] messbar mit [ gdu < 0o
und || fn(2)]] < g(2) p-fast dberall fir alle n € N, und || f(2)|| < g(2) p-fast dberall.

Dann ist f, € L*(p; X), f € L'(u; X) und
/fndu — /fd,u in X (n— o0).
b) Sei fr,: Q — X stark messbar mit Y o~ [ || falldp < 0o. Dann ist f, € L*(p; X)

und >0 fn(2) konvergiert in X fiir p-fast alle z € Q.
Die Funktion

0, sonst

N {Zifl fu(2),  falls Y~ fu(2) konvergiert,

st integrierbar, und es gilt
S [ fudu= [ 3 fudn
n=1 n=1
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c)Sei f € L' (pu; X) und A = U A, (d.h. disjunkte Vereinigung) mit A, € A. Dann

neN

AfduziAnfdu-

d) Pir f € LG X) gilt || [ fdpllx < [ |17]xdp.

15t
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