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1. Die Topologie des R"

Die roten Eintrage auf dem Rand zeigen an, in welchem Video und an welcher
Stelle der entsprechende Punkt zu finden ist. Dabei sind die Vorlesungsvideos
mit 01,02,... durchnummeriert. Unter dem Rahmen ist noch das Datum des Vi-
deos zu sehen. So beginnt z.B. der Punkt ,,1.1 Worum geht’s“ im Video Nummer
01 vom 12.04.21 nach 06 Minuten und 15 Sekunden.

1.1 Worum geht’s? Wir werden in diesem Semester vor allem Funktionen von
R™ nach R™ betrachten. Dafiir miissen die aus dem ersten Semester bekannten
Begriffe wie etwa Stetigkeit, Konvergenz und Normen vom R auf den R™ iibertragen
werden. In diesem ersten kurzen Abschnitt werden einige topologische Begriffe und
Ergebnisse zusammengefasst, welche zum Teil auch allgemein in normierten oder
metrischen Radumen gelten.

a) R" als normierter Vektorraum
Im Folgenden sei K € {R, C}.

1.2 Definition. Sei V' ein K-Vektorraum. Eine Abbildung (-,-): V x V' — K heifit
ein Skalarprodukt, falls gilt:

(i) Esgilt (f,f) >0 (feV)und (f,f) =0 < f=0,
(ii) Die Abbildung f +— (f,g), V — K, ist K-linear, d.h. es gilt

(fi +aafe, 9) = ar(fi,9) + az(fe,9) (1,00 €K, f1, f2,9 €V).

(iii) Es gilt (f,g) = (g, f) (f,g € V).

In diesem Fall heifit (V,(-,-)) ein Vektorraum mit Skalarprodukt oder Prahilber-
traum. Falls V' mit der induzierten Norm ||f|| := /(f, f) vollstandig (d.h. ein Ba-
nachraum) ist, so heifit V' ein K-Hilbertraum.

Falls V' ein Vektorraum mit Skalarprodukt (-, -) ist, gilt fiir die induzierte Norm || - ||
die Cauchy'-Schwarz?-Ungleichung

(Ll <A gl (f9 € V),

die leicht aus den Axiomen eines Skalarprodukts zu folgern ist.

! Augustin-Louis Cauchy, 21.8.1789 — 23.5.1857
2Hermann Amandus Schwarz, 25.1.1843 — 30.11.1921
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2 1. Die Topologie des R™

Im Folgenden sei n € N fest. Wir schreiben Vektoren des R™ in der Form

T

Tn

(Spaltenvektor), der transponierte Vektor ist definiert durch x™ := (24, ..., z,) (Zei-
lenvektor). Das Standard-Skalarprodukt ist (z,y) := > | z;y;, die zugehorige Norm
ist die euklidische Norm |z| := (x, #)*/2. Damit wird R" zu einem Hilbertraum.

Auf dem R"™ existieren noch weitere wichtige Normen, welche im folgenden Beispiel
angegeben werden. Der Nachweis der Norm-Eigenschaften ist hier einfach bis auf
den Beweis der Dreiecksungleichung, der im nachfolgenden Satz durchgefiihrt wird.

1.3 Beispiele. a) Fiir x = (21,...,7,)" € R” und 1 < p < oo definiert man

1/
<Z?:1 |xi]”> p, falls p € [1, 00),

max;—1,_n |, falls p = co.

]l :=

Damit wird (R", | - ||,) ein normierter Raum.

b) Man definiert die Folgenriume (7 fiir 1 < p < oo durch 7 := {z € K : ||z, <
oo}, wobei fiir z = (z,)neny € KN die Norm ||z||, definiert wird durch

1/p
(Z;’il |£L‘z‘|p) , falls 1 <p< oo,

SUp;en |Til, falls p = oc.

[l =

Damit wird (¢, - ||,) zu einem normierten Raum.

c) Seien a,b € R mit a < b. Fir f € C([a,b]) :== {f: [a,b] = K : f stetig} und
1 < p < oo definiert man

/p
T (fab |f(gz7)|pdx>1 , falls p € [1,00),

SUP,eap |/ (@)], falls p = oo.

Damit wird (C([a,b]),] - ||,) zu einem normierten Raum.

1.4 Satz. Zu 1 < p < oo sei der konjugierte Exponent q definiert durch % + % =1
(d-h. q=3E5 fallsp>1 und g =00 fallsp=1).
a) (Youngsche Ungleichung)® Falls p € (1,00), so gilt fiir alle a,b > 0

ab bl

ab < — + —.
p q

3William Henry Young, 20.10.1862 — 7.7.1942
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1. Die Topologie des R"™ 3

Dabei gilt die Gleichheit nur, wenn a? = b?.

b) (Héldersche Ungleichung)' Fir 1 < p < oo gilt
>zl < llzllpllyll, (z €,y €9,
=1

/ |f(@)g()ldz < [|fllsllglly (f,9 € C(la,b])).

c¢) (Minkowskische Ungleichung)® Fiir 1 < p < oo gilt

12+ yllp < llzllp + [lyll, (2,9 € ),
LF+ gl < 1Fllo +llglls - (f,9 € Cla, B]))-

Beweis. a) Wir betrachten im positiven Quadranten der (z,y)-Ebene die durch die
Gleichung x? = y? gegebene Kurve (d.h. y = 2P~! bzw. z = y?!). Dann ist die
Fléche zwischen der z-Achse (mit € [0, a]) und dieser Kurve gegeben durch

a a
— P g
A1:/$p1d:v:x— =2,
0

P lz=0

Die Flidche zwischen der y-Achse (mit y € [0,5]) und der Kurve ist analog gegeben
durch A, = % (sieche Abbildung 1). Wie die Abbildung zeigt, ist die Summe der
beiden Flachen mindestens so grofl wie die Fléche des durch die Punkte (0, 0), (a,0),
(0,b) und (a,b) gegebenen Rechtecks. Diese ist ab. Damit erhalten wir
—a? b
A+ A=+ > ab.

Wie die Abbildung ebenfalls zeigt, gilt Gleichheit nur fiir a? = b9,

b) Fiir p =1 oder p = oo oder z = 0 oder y = 0 ist die Behauptung klar. Seien also
p € (l,00) und z # 0 # y. Zu i € N wenden wir die Youngsche Ungleichung an mit

a:= 1L ynd b= %L Wir erhalten
llll llyllq

ol el lul
2l lylle = ollalls " allul

Summation iiber ¢ und Multiplikation mit ||z||, - ||y||, liefert die erste Behauptung
in b). Die zweite Behauptung wird analog gezeigt, wobei man jetzt

|f(z)] 9(@)]
a:= und b :=
1 £1l, 9]

40tto Holder, 22.12.1859 — 29.8.1937
SHermann Minkowski, 22.6.1864 — 12.1.1909

q
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4 1. Die Topologie des R™

Y z? =99

a X

Abbildung 1: Zum Beweis der Youngschen Ungleichung

wéhlt. Die Youngsche Ungleichung ergibt

[f(@)g()] _ [f@)P  lg(x)]
lglle = #1718 " allglly”

Integration iiber x und Multiplikation mit || f||,||¢||; liefert nun die Behauptung.

c¢) Die Aussage ist wiederum klar fiir p = 1 oder p = oo. Sei also p € (1,00). Dann
erhélt man unter Verwendung der Holderschen Ungleichung

lz+ully = D lei+wlP <D |+ ul ol + ) e+ wl” fuil
=1 =1 =1

[e') 1/‘1

< (Z |z +Z/z‘!(p1)q> (Nl + 1lyll,)
i=1

= o+l (llly + llylly) -

Da p — § =p—(p—1) =1 ist, folgt hieraus die erste Behauptung in c). Analog

beweist man die zweite Behauptung. O

Man beachte, dass die obigen Ungleichungen insbesondere fiir z,y € R™ gelten (man
setzt alle Komponenten ab n + 1 gleich 0). Aus der Holder-Ungleichung fiir p = 2
(und damit ¢ = 2) folgt sofort die Cauchy-Schwarz-Ungleichung: Fiir x,y € R™ gilt

[(z,9)| = ‘ > y;
j=1

< gyl < llellallylle = |2l [yl (2, € R™).
j=1

© Robert Denk 26.08.2021



1. Die Topologie des R"™ 5

b) Stetigkeit und Kompaktheit

1.5 Satz (von Bolzano-Weierstral). Sei (xy)reny C R" beschrinkt. Dann ezistiert
eine konvergente Teilfolge (xy;)jen-

Beweis. Im Beweis verwenden wir die Bezeichnung P;x := z; fiir Vektoren z =
(z1,...,2,)" € R", d.h. Pz ist die j-te Komponente des Vektors x.

Sei (zx)keny C R™ mit |zy| = ||zgll2 < M. Dann gilt |Pjxy| < M fir j=1,...,n,k €
N. Da (Pixy)gen eine beschriankte Folge ist, existiert limsup,_, ., Pixy und damit
eine Teilfolge (ZEél))geN von (zx)ren C R™, fiir die (Plxél))geN C R konvergiert.

Davon existiert wieder eine Teilfolge (ng))geN, fiir welche (ngf))geN C R konver-
giert, usw. Insgesamt erhalten wir eine Teilfolge (x§n)) ven, fiir die alle Komponenten

(le’éj))geN CR,j=1,...,n, konvergent sind, d.h. (xg"))geN C R" konvergiert. [
Wie im eindimensionalen Fall kann man die folgende Aquivalenz zeigen:

1.6 Satz. Fir K C R" sind dquivalent:
(i) K ist kompakt,
(il) K ist abgeschlossen und beschrdnkt,

(iii) jede Folge (wx)ren C K besitzt eine konvergente Teilfolge (xy,)jen mit x =
lim; ;o0 71, € K.

1.7 Korollar (Intervallschachtelung). Seien A, C R™, A, # (0, Ay abgeschlossen,
mit Ay O Ay (k € N). Falls ein Ay beschrankt ist, so ist (,on Ar # 0.

Beweis. O.E. sei Ay beschrénkt und damit kompakt. Angenommen (), A = 0.
Dann ist Ay C Upen(R™ \ Ag) = R™ eine offene Uberdeckung. Da A; kompakt
ist, existiert eine endliche Teiliiberdeckung A; C [Jj_,(R™ \ Ax) = R™\ Ag, d.h.
Ag = A1 NAg =0. O

1.8 Bemerkung. a) In diesem Semester werden wir Abbildungen
[ XDOD(f)—Y

behandeln. Dabei sind D(f) der Definitionsbereich von f und (X, dx), (Y, dy) me-
trische Rédume. Insbesondere interessieren die Félle X = R" und ¥ = R™. Man
beachte, dass durch die Einschrinkung der Metrik dxy bzw. dy auch D(f) bzw.
R(f) wieder metrische Rédume sind.

© Robert Denk 26.08.2021
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6 1. Die Topologie des R™

Wir wiederholen einige aus dem ersten Semester bekannte Aussagen fiir stetige Funk-
tionen. Seien X und Y metrische Rdume. Dann sind fiir eine Funktion f: X — Y
die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) f ist stetig.

(ii) Fiir alle offenen Teilmengen V C Y, V ist f~1(V) C X offen.
(iii) Fiir alle abgeschlossenen Teilmengen V' C Y ist f~1(V) C X abgeschlossen.
(iv) Fiir jede Folge (zx)reny € X mit zp — x € X gilt f(z) — f(x).

Falls K C X kompakt ist und f: K — Y stetig ist, so ist der Wertebereich f(K)
ebenfalls kompakt und f ist auf K gleichméfig stetig.

b) Speziell erhalten wir fiir X = R™, Y = R™: Sei K C R” kompakt und f: K — R™
stetig. Dann ist f(K') kompakt (und damit beschréankt und abgeschlossen), und die

Extremwerte von |f| werden angenommen, d.h. max,cx |f(x)| und mingeg |f(x)]
existieren.

1.9 Beispiel. Seien X = R? und Y = R; beide Rdume seien mit der euklidischen
Metrik versehen. Definiere f: X — Y, (z,y) — f(x,y) durch

x G2 2
floy) = o M dy >0
0 firx=y=0,

sieche Abbildung 2. Die Funktion f ist in (zo,y0) # (0,0) stetig. In (0,0) ist sie
partiell stetig, d.h.

lim f(z,0) = ;g%f(O,y) =0,
aber sie ist nicht stetig, da fiir a # 0

f(xal’):{# fir  # 0

0 firz =0

ist; die Funktion springt also langs der Geraden z +— az.

Es soll nun ein Ausblick auf ein Analogon zum Zwischenwertsatz gegeben werden.
Dazu benotigen wir den Begriff des Zusammenhangs.

1.10 Definition. Ein metrischer Raum X heifit zusammenhéngend, falls keine Teil-
menge A C X existiert mit ) C A C X, welche offen und abgeschlossen ist.

1.11 Bemerkung. Nach Definition ist ein metrischer Raum X genau dann nicht

zusammenhéngend, wenn zwei nichtleere offene Teilmengen A und B existieren mit
AN B =10 (dh. Aund B sind disjunkt) und AU B = X. (Hier kann “offen” durch
“abgeschlossen” ersetzt werden.)

© Robert Denk 26.08.2021



1. Die Topologie des R"™ 7

Abbildung 2: Die Funktion f aus Beispiel 1.9

1.12 Satz (Zwischenwertsatz). Seien X ein zusammenhdngender metrischer Raum, 02/54:50

Y ein metrischer Raum und f : X — Y eine stetige Abbildung. Dann ist der Wer- (15.04.21)
tebereich R(f) zusammenhdngend.

Beweis. Angenommen, R(f) ist nicht zusammenhéngend. Dann existieren zwei nicht-
leere offene Mengen A und B mit R(f) = AUB und ANB = (). (Hier ist die Offenheit
im metrischen Raum R(f) zu verstehen.)

Da f stetig ist, sind auch f~'(A) und f~!(B) offen (und nichtleer und disjunkt).
Wegen f~1(A)U f~1(B) = fY(R(f)) = X, ist X nichtzusammenhingend, Wider-
spruch. O

1.13 Beispiele. (i) Der mit der diskreten Metrik versehende Raum X = {0, 1} ist 02/1:05:15

nichtzusammenhéngend. Wéhle A = {0} = B(0,1/2). (15.04.21)

(i) Der mit der euklidischen Metrik versechende Raum X = R™ ist zusammenhéngend.

Eine anschaulichere Definition (die aber nicht dquivalent ist) ist der Wegzusammen-
hang:

© Robert Denk 26.08.2021
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8 1. Die Topologie des R™

1.14 Definition. Sei X ein metrischer Raum, und seien a,b € R mit a < b. Dann
heifit eine stetige Abbildung v: [a,b] — X ein Weg (in X).

Der Raum X heiffit wegzusammenhéngend, falls je zwei Elemente x,y € X durch
einen Weg in X stetig verbunden werden konnen, d.h. falls ein Weg 7: [a,b] — X
existiert mit y(a) = z und (b) = v.

Der folgende Satz wird hier nicht bewiesen.

1.15 Satz. Wegzusammenhdngende Mengen sind zusammenhdngend.
Die Umkehrung dieses Satzes gilt i.a. nicht. Die Menge

X ={(z,y) eR| 0<z <1, y=sin2}U{(0,y) eR?* —1<y<1},

die mit der euklidischen Metrik des R? zu einem metrischen Raum wird, ist ein
Beispiel fiir einen zusammenhédngenden, aber nicht wegzusammenhéngenden Raum,

siehe Abbildung 3.

y = sin(1/x)]

0.8

0.2 Ny

0.2 1

04 g

06 E

08[ E

Abbildung 3: Eine nicht wegzusammenhéingende Menge

Wie auch im ersten Semester, verwenden wir folgende Schreibweise: Seien X und
Y normierte K-Vektorrdume, und sei A: X — Y eine lineare Abbildung. Dann

© Robert Denk 26.08.2021



1. Die Topologie des R"™ 9

schreiben wir Az := A(x). Falls Y = K, heiit eine lineare Abbildung auch ein
lineares Funktional.

Eine lineare Abbildung A: X — Y ist genau dann stetig, wenn sie beschréankt ist,
d.h. falls ein ¢ > 0 existiert mit

VaoeX:|Az|y <c|z|x.

1.16 Definition. Seien X und Y normierte Rdume. Dann definiert man L(X,Y) := 02/1:26:00

{A: X — Y| A stetig und linear}, den Raum der stetigen linearen Operatoren. Man (15.04.21)
sieht sofort, dass eine lineare Abbildung A: X — Y genau dann stetig ist, wenn sie
beschrankt ist, d.h. falls ein C' > 0 existiert mit

[Az]ly < Cllz]x  (z € X).
Man definiert fir A € L(X,Y) (falls X # {0}) die Operatornorm durch

Ax Y
JAI = (Al = sup Azlly = sup 22— gy aag)y.
]| x =1 0 1Zx  jelx<t

Fir X = {0} ist L(X,Y) = {0}, und man setzt in diesem Fall ||A|| := 0 fiir den
Nulloperator A = 0.

© Robert Denk 26.08.2021
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10 2. Differenzierbare Funktionen mehrerer Verdnderlicher

2. Differenzierbare Funktionen mehrerer
Veranderlicher

2.1 Worum geht’s? In diesem Abschnitt werden Funktionen mehrerer reeller
Veranderlicher diskutiert; der zentrale Begriff ist hierbei der der Differenzierbarkeit.
Viele Aussagen aus dem eindimensionalen Fall lassen sich iibertragen. Allerdings
ist der Begriff der Ableitung selbst jetzt komplizierter. So kann die Ableitung ei-
ner Funktion f: R™ — R™ an einer Stelle x € R" als Matrix interpretiert werden.
Behandelt werden hier unter anderem der Mittelwertsatz, die Taylor-Reihe und die
Existenz von Extrema.

a) Der Begriff der Ableitung

Sei U C R™. Wir betrachten Funktionen f: U — R™ und definieren

B(U;R™) = {f:U—R" | sgg\f(x)|<oo}

B(U;R™) wird mit der Supremumsnorm || f||oc := sup,¢y | f(x)| zu einem normierten
Raum. Genau wie im R' definieren wir

2.2 Definition. Seien U C R", f,: U — R™ Funktionen fiir n € N. Dann heifit
die Funktionenfolge (f,)nen gleichméBig konvergent gegen f: U — R™ genau dann,
wenn lim,, o || fn — flloo = 0 ist.

Komponentenweise zeigt man:

2.3 Satz. Ist (f,), C C(U;R™) gleichmdifig konvergent gegen f: U — R™, so ist
feCU;R™).

Speziell ergibt sich (wie auch in R!) die Vollstindigkeit der Réume B(U; R™) und
BC(U;R™) := C(U;R™) N B(U;R™) und C(K;R™) fir K C R™ kompakt, d.h.

diese Rdume sind jeweils Banachrédume.

Wir werden in diesem Abschnitt die Differentiation von Funktionen
fR*"DU —=R™, U offen

definieren und diskutieren. Eine direkte Ubertragung der Definition fiir in U c R!
erkldrte Funktionen ist nicht moglich, da der Differenzenquotient

flx+h) - fx)
h

fir A € R™ und n > 2 nicht erklart ist.

© Robert Denk 26.08.2021



2. Differenzierbare Funktionen mehrerer Verdnderlicher 11

Einen Hinweis auf eine mogliche Ubertragung gibt jedoch die Taylorsche Formel (fiir
n=m=1):
fle+h) = f(x)+ f(x) - h+r(z, h)h]

mit limy, o7 (z, h) = 0.

2.4 Definition. a) Seien U C R" offen und V, :={h e R"[z + h € U} fir x € U. 03/25:10

Dann heifit f : U — R™ an der Stelle x € U differenzierbar, wenn gilt: (19.04.21)

Es gibt A(x) € L(R™",R™) und eine im Nullpunkt stetige Abbildung r(z,-) : V, —
R™ mit r(x,0) = 0 so, dass gilt:

fx+h)=f(x)+ Alx)h +r(z,h)|h| firhelV,.

b) Die Funktion f : U — R™ heifit in U differenzierbar, falls f in allen x € U
differenzierbar ist.

c) Falls f : U — R™ an der Stelle x € U differenzierbar ist, heifit f'(z) := A(z)
(erste) Ableitung von f an der Stelle .

Im Falle einer differenzierbaren Funktion heifit die Abbildung
f U — LR R™), z+ f(2)

die erste Ableitung von f. Andere Schreibweise ist D f := f'.

2.5 Bemerkung. Die Ableitung f'(z) = A(z) einer Funktion ist nur dann wohl- |03/36:30

definiert, wenn sie eindeutig definiert ist. Wir weisen nach, dass das der Fall ist: Es (19.04.21)
mogen A;(z) und As(x) die Eigenschaften von A(z) aus der Definition 2.4 (i) haben.
Dann ist

(A1(z) — As(z))h + (r1(x, h) — ra(x, h))|h| = 0.

Hieraus folgt fir y € R", y #0, und t € R\ {0}:

Y| L) = Al
‘(Al(x) — Ax(2)) ly| ‘ N 11t—>0 |ty

= lim |ry(z, ty) — ro(z, ty)| = 0.
t—0
Also ist Aj(x) = Ag(x).

Aus der Definition der Ableitung folgt sofort:

2.6 Satz. Ist f an der Stelle x differenzierbar, so ist f an der Stelle x stetig. 03/45:25

Q
Wir hatten schon bei der Definition der Stetigkeit bemerkt, dass es wesentlich fiir die (19.04.21)

Definition ist, dass die Stetigkeit in allen Richtungen gemeint ist. Fiir die Stetigkeit
in nur einer Richtung hatten wir den Begriff partielle Stetigkeit gebraucht.

© Robert Denk 26.08.2021
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12 2. Differenzierbare Funktionen mehrerer Verdnderlicher

Ebenso kann man von partieller Differenzierbarkeit sprechen. Besonders héaufig be-
nutzen wir partielle Ableitungen in Richtung der Koordinatenachsen. Wir werden
den Zusammenhang zwischen partieller Differenzierbarkeit und Differenzierbarkeit
erldutern.

2.7 Definition. Seien U C R" offen, f: R" D U — R eine Funktion, und sei x € U.

Bezeichne e; den i-ten Einheitsvektor fiir ¢ = 1,...,n. Falls der Grenzwert
O(r) _ . [+ he) = f()
——~:= lim
a'ri R3h;—0 hz

existiert, so heiffit f an der Stelle = in Richtung des i-ten Einheitsvektors partiell
d1fferenz1erbar und f ) heiBt die partielle Ableitung in Richtung e; (oder die parti-

elle Ableitung nach :cl) Andere Schreibweisen sind 0y, f(2) 1= 0; f(z) := 35~ f(z) :=

of(z)
ox;

Ist f fiir x € U in Richtung aller Einheitsvektoren partiell differenzierbar, so heifit
f an der Stelle x partiell differenzierbar. In diesem Fall heifit

of(z)
oxr1

gradf(z) ==V f(x) = |
&

der Gradient von f an der Stelle . Das Symbol ,,V* heifit ,Nabla“ (von lat. ,nab-
lium“, was ein antikes Saiteninstrument bezeichnet).

2.8 Bemerkung. a) Die partielle Ableitung der Funktion f in Richtung des i-ten
Einheitsvektors e; an der Stelle x € U entspricht der bereits im ersten Semester
behandelten eindimensionalen Ableitung der Funktion

gRD[fj%R, t'—>f(l'l,...,SCifl,t,.fL'i+1,...,an)

an der Stelle t = x;. Hierbei ist U das Bild der Projektion der Menge U auf die i-te
Komponente. Also ist
Of(x) _d

= iz, -
8331- dtg( )|t7$z

b) Fiir in z differenzierbares f : R® — R ist f'(z) € L(R™, R). Damit existiert ein
Zeilenvektor g = (g1(),...,gn(x)) € R mit f'(x)h = g-h = Y1, gi(x) - hi.

Setzen wir h = e;, so erhalten wir insbesondere
f(@)e; = gi(x).
Andererseits ist

Flages L) = fx) _

hi
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Hieraus folgt g;(z) = 859(;) und damit

f'(@)h = (Vf(x),h) = (Vf(x)) h.

Mit der iiblichen Identifizierung von Abbildungen und zugehérigen Matrizen (in
diesem Fall ist die Matrix ein Zeilenvektor) erhalten wir also

f'@) = (0uf(2),....0uf(x)) = (Vf(x))".

Fiir Funktionen, die in den R™ abbilden, definiert man analog;:

2.9 Definition. Seien U C R" offen, 03/1:26:00

@) (19.04.21)

fR"DU—-R" o f(z) = :

()

eine Funktion und x € U. Dann heift f an der Stelle = partiell differenzierbar, falls
alle Komponenten f;: U — R an der Stelle x partiell differenzierbar sind. In diesem
Fall heifit die Matrix

o filx) ... Oufi(z)
Jy() = : :
O1fm(z) ... Onfm(z)

die Jacobi-Matrix® von f an der Stelle .

2.10 Bemerkung. Sei f an der Stelle z differenzierbar. Dann gilt nach Definition |4 /00:20

f'(x) € L(R",R™), d.h. f'(x) kann als Matrix (bzgl. der Standardbasis) dargestellt (22.04.21)
werden. Wie in Bemerkung 2.8 b) sieht man, dass diese Matrix durch die Jacobi-
Matrix gegeben ist. Es gilt also der Zusammenhang

Vh € R": f'(x)h = Js(z)h,

wobei auf der linken Seite der Wert der Abbildung f/(x) an der Stelle h steht, auf
der rechten Seite das Produkt der Jacobi-Matrix

o = (2.,

.....

mit dem Vektor h. Ublicherweise werden die Abbildung und die entsprechende Ma-
trix identifiziert. Manchmal schreibt man auch Df(x) := V f(x) := J¢(x).

6Carl Gustav Jacob Jacobi, 10.12.1804 - 18.2.1851

© Robert Denk 26.08.2021



04/08:45

(22.04.21)

14 2. Differenzierbare Funktionen mehrerer Verdnderlicher

2.11 Beispiele. (i) Definiere
ri — 23
f:R2—>R2,xr—>f(x)::< ! 2).
1T

Wenn f differenzierbar ist, so ist nach obiger Bemerkung

21}1 —21'2 )

f i R? = L(R* R?), xw f'(x):= ( ) .

Es bleibt nachzuweisen, dass diese lineare Abbildung die Eigenschaften der Abbil-
dung A(z) aus Definition 2.4 (ii) erfiillt, was hier aber nicht vorgefiihrt wird.

(ii) Sei nun

zix3 ..
f :R* — R, z+— f(:L’) = z3+x3 fiir x 7é 0,
O fur €r = O’

siehe Abbildung 4. Fiir z # 0 kann man zeigen: f ist in z differenzierbar, und es
gilt:

1
f'(w) = Jy(x) = BC (z3 (=i + 23), 22m2) .

Im Nullpunkt ist f jedoch nicht differenzierbar, denn fiir die partiellen Ableitungen
in Richtung der Koordinatenachsen erhélt man 0, f(0) = 0, f(0) = 0, d.h. es miisste
f'(0) = 0 sein, aber die Ableitung in Richtung des Vektors (1, 1) ergibt:

_ ftler+e2)) .. f(t,t) 1
lim === =lm = =5 #0.

Es gibt noch eine weitere mogliche Interpretation der Ableitung f” einer differen-
zierbaren Funktion. Fiir

f[fR"DU —=R™, x— f(z)
hatten wir bisher gesagt:
f:U = LR R™), z— f'(x).
Ebenso kann man sagen:
fUXR = R™, (x,h) — f'(z,h) = f(x)h,
wobei f’ linear in der zweiten Komponente ist.

Die Menge der differenzierbaren Abbildungen bildet einen Vektorraum. Mit C*(U; R™)
bezeichnen wir den Raum der differenzierbaren Abbildungen f: U C R" — R™, de-
ren Ableitung f’ wieder stetig ist.

Es gelten die folgenden Rechenregeln
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0

0.5

T 0.5
1
¥ &r

Abbildung 4: Die Funktion aus Beispiel 2.11 (ii)

2.12 Lemma. a) (Produktregel) Seien f,g : R" D U — R differenzierbare Funk- 04,/28:30

tionen. (22.04.21)
Dann ist auch f-g: U — R eine differenzierbare Funktion, und es gilt die Produkt-

regel

VeeU:(f g)(z)=g(x)f () + f(x) g (z).

b) (Kettenregel) Seien f: R™ D U — R™ und g : R™ DV — RP differenzierbare
Funktionen mit f(U) C V. Dann ist auch die Verkettung go f : U C R™ — RP eine
differenzierbare Funktion, und es gilt die Kettenregel

Ve eU:(go f)(x)= (40 f)(z)- f(z) € LR R).

Beweis. Beide Behauptungen werden wie im eindimensionalen Fall mit Hilfe der
Definition der Ableitung bewiesen. m

Wir wollen nun eine anschauliche Interpretation des Gradienten geben. Hierzu benéti-
gen wir den Begriff der Richtungsableitung.

2.13 Definition. Seien f : R™ — R eine differenzierbare Funktion, xg, hg € R™ mit |4 /35:15

|ho| = 1 und (22.04.21)
F:R—R, t— F(t):= f(xo+thg).

Dann ist F' eine differenzierbare Funktion und

Of (o) . iy o (w0 +the) — f(z0)
Ohy ._F(O)—lg% t

= ['(z0) - ho = (V f(20), ho)

© Robert Denk 26.08.2021



04/1:05:10

(22.04.21)

04/1:09:30

(22.04.21)

16 2. Differenzierbare Funktionen mehrerer Verdnderlicher

heifit Richtungsableitung von f in Richtung hy an der Stelle x.

In einem Punkt x, ist die Richtungsableitung betragsméfig maximal, falls V f(z) in
Richtung von hj zeigt. Das bedeutet, dass die Richtung des Gradienten die Richtung
der stiirksten Anderung der Funktion f angibt. Der Betrag der Richtungsableitung
in Richtung des Gradienten entspricht dem Betrag des Gradienten.

Wir betrachten nun speziell Funktionen f: R?> D U — R. In diesem Fall kann
man sich den Graphen von f als Flache im dreidimensionalen Raum vorstellen. Die
Mengen der Punkte im R?, in denen f einen konstanten Wert ¢ € R annimmt,

Ni(c) ={z € U: f(z) =c}
heiflen Hohenlinien. Nun definiere fiir ¢ € R eine Abbildung
z:R—= Ny(e), t—a(t) = (z1(t), za(t)) -

Da f(x(t)) = konstant fiir alle ¢ € R ist, gilt:

d
0=—2f(z(t) = 0uf(a(t))ar(t) + 0f (x(t))za(t)
= (V/f(z(1),2(1)) .
Das bedeutet, dass entweder V f(z(t)) = 0 oder 2/(t) = 0 sind, oder aber, dass die
beiden Vektoren senkrecht aufeinander stehen.

Abbildungen
B:R—=R* |t B(1)

heiflen Falllinien, wenn gilt: % (t) = Vf(B(t)). Wir haben gerade gezeigt, dass

Hohenlinien und Fallinien senkrecht aufeinander stehen.
2.14 Beispiel. Sei f: R? = R, x> f(x) = |z|?> = 22 + 22, sieche Abbildung 5.
Die Funktion f ist differenzierbar, und es gilt fiir o € R?, g # 0 :

~ .o~ T
Vf(:EO) = 2x9 = 2|l’0| - Lo it xyg = |x—0| .
0

f andert sich somit in radialer Richtung am meisten; die Fallinien sind Ursprungs-
geraden, die Hohenlinien konzentrische Kreise.

Einige Ableitungen haben aufgrund ihrer Bedeutung eine besondere Bezeichnung
erhalten.

2.15 Definition. (i) Sei f : R® — R" eine differenzierbare Funktion. Dann heifit
die Abbildung

divf :R" - R, z—divf(x) := zn:&f,(m)
i=1
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Yy -2-2 1.5 -
Abbildung 5: Die Funktion R? — R, z + |z|?, siche Beispiel 2.14.

Divergenz von f.

(ii) Sei f: R® — R? eine differenzierbare Funktion. Dann heifit die Abbildung

02 f3(x) — 05 f2(z)
rotf : R® = R, z s rotf(z):= | Osfi(x) — O1fs(x)

o1 fo(w) — Oz f1(2)

Rotation von f.

(iii) Der Operator
A:C*R“:R) — C(R™%R)

[N o
=1

also A = div grad, heifit Laplace-Operator”. Fiir beliebiges m € N definiert man

A:C*R",R™) — C(R™,R™)
f=0U, o f)t = (Af,.. Af)T.

2.16 Beispiel. Seien f : R®\ {0} = R®, 2 — f(z) = 55 und ¢ : R*\ {0} = [04/1:17:50

= \x_
1

R, x+ g(z):= —-5. Dann rechnet man direkt nach, dass Vg = f, Ag =divf =0 (22.04.21)

||

und rot f =rot Vg = 0 gilt.

"Pierre Simon Laplace, 28.3.1749 — 5.3.1827
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Wie im eindimensionalen Fall sind bijektive differenzierbare Funktionen besonders
interessant. Man definiert dazu:

2.17 Definition. Seien U,V C R" offen, und f: U — V eine Funktion. Dann heifit
f ein Diffeomorphismus von U auf V, falls f: U — V bijektiv ist und sowohl f als
auch die Umkehrabbildung f~! stetig differenzierbar sind. Falls f und f~! m-fach
stetig differenzierbar sind mit m € NU{oo}, heifit f auch ein C™-Diffeomorphismus.

Der folgende Satz wird spéater bewiesen.

2.18 Satz (Satz iiber lokale Umkehrbarkeit). Seien Uy C R™ offen, f € C'(Uy, R™),
a € Uy und det f'(a) # 0. Dann gibt es eine offene Umgebung U C Uy von a mit:

(i) flu ist injektiv.

(ii) f(U) ist offen.
(iii) g := (fly) " ist stetig differenzierbar.

Somit ist fly : U — f(U) ein Diffeomorphismus. Weiter gilt fir alle x € U
g (f(x) = (f'(x)".

Eine wichtige Anwendung obigen Satzes sind Koordinatentransformationen.

2.19 Beispiel (Polarkoordinaten). Definiere die Koordinatentransformation

P 0.00) x 0.21) 5 B 9) o S = (1) = (01507).

Die Abbildung f ist injektiv und fiir die Umkehrabbildung f~! = g erhalten wir

g R\ ((0,00) x {0)) = B, (2,9) ~ gl y) = ()

¥
arctan(y/x) fir > 0,y >0
/2 fir x =0,y >0

mit 1= /22 +y? und ¢ := ¢ 7w+ arctan(y/z) firz <0
3r/2 firx =0,y <0

27 4 arctan(y/z) fir z >0,y <0.

Nun ist f im ganzen Definitionsbereich differenzierbar mit

det f'(r, @) = det ( > =r>0 ((r,¢) € (0,00) x (0,2m)).

Auch g ist iiberall differenzierbar, und wir erhalten:

J(f(re) = (V V) —(__“" Sﬁ)—(f%r,w))l-

x
21y2 221 y2 r r

cosp —rsine
sing  rcosep

T=TCoSs ¢
y=rsin ¢
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b) Der Mittelwertsatz

Die Ubertragung des Mittelwertsatzes vom eindimensionalen Fall auf reellwertige
Funktionen im R"™ ist mdglich, wenn die lineare Verbindung der beiden betrachteten
Punkte a und b, also die Menge

Lo :={z €eR"| e (0,1): 2=, :=a+tb—a)},
in der Definitionsmenge liegt.
2.20 Satz (Mittelwertsatz). Seien U C R™ offen, f: U — R eine differenzierbare
Funktion, a,b € U und Ty, C U (Ty, wie oben definiert).

Dann gibt es ein c € Iy, mit

f(b) = fla)+ f'(c)(b—a).

Beweis. Definiere F' : [0,1] — R, t — F(t) := f(7w(t)). Nach dem eindimen-
sionalen Mittelwertsatz existiert ein 6 € (0,1) mit F(1) = F(0) + F’'(6). Mit der
Kettenregel erhalt man F'(0) = f'(va(0)) - 72, (0) = f'(7ap(0))(b — a), woraus mit
¢ := va(0) die Behauptung folgt. O]

2.21 Bemerkungen. a) Wie der Beweis zeigt, kann die lineare Verbindung der
Punkte durch einen beliebigen differenzierbaren in U verlaufenden Weg ersetzt wer-
den, d.h. durch eine differenzierbare Abbildung

v :[0,1] = U mit y(0) = a und (1) = b.
Dann gilt: f(b) = f(a) + f'(7(0))7'(8) mit einem 6 € (0,1).

b) Eine andere Formulierung des Satzes lautet: Fiir x € U und h € R” mit |h| so
klein, dass « + th € U fur t € [0, 1] ist, gilt:

30 € (0,1): f(x+h) = f(z) + f'(x+6h)h.

c¢) Fiir vektorwertige Funktionen f : U C R™ — R™ kann der Mittelwertsatz kompo-
nentenweise angewandt werden; dann erhélt man aber in jeder Komponente einen
anderen ,Mittelwert® ¢;. Dies gilt auch schon fiir Funktionen f: C — C, denn hier
ist m=n=2.

Wie schon fiir in R erklirte Funktionen gilt:
2.22 Satz. Seien U C R"™ offen und wegzusammenhdngend und f : U — R diffe-
renzierbar. Dann gilt:

f'=0 <« f=const.

© Robert Denk 26.08.2021
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Beweis. Zu zeigen ist nur ,, = “. Seien a,b € U; da U wegzusammenhédngend und
offen ist, gibt es £ € N und £ + 1 Punkte a; € U, a9 = a, a; =, so, dass fiir j €
{0,...,k—1} die lineare Verbindung von a; und a4 in U liegt. Der Mittelwertsatz
zwischen a; und a;iq liefert: f(a;) = f(a;j+1). Also ist f(a) = f(b). O

Wir haben bereits an einem Beispiel gesehen, dass die Existenz der partiellen Ab-
leitungen allein noch nicht die Differenzierbarkeit impliziert. Es gilt jedoch:

2.23 Satz. Seien U C R" offen, a € U und f : U — R™. Wenn die partiellen
Ableitungen O f, ..., 0. f in einer Umgebung U(a) von a ezistieren und in a stetig
sind, dann ist die Funktion f in a differenzierbar.

Beweis. Der Beweis kann komponentenweise gefithrt werden, daher konnen wir o.E.
m = 1 annehmen.

Seien a,h = (hy,...,h,) € R", a € U und |h| so klein, dass die ,,Zwischenpunkte*:

ag ‘= a
a1 = ag+ hl c €1
ay = ay+ hQ * €9
ap, ‘= Qpn_1+h,-e,=a+h

und deren lineare Verbindungen in U liegen; hierbei bezeichnet e; den i-ten kanoni-
schen Einheitsvektor.

Dann erhalten wir mit dem Mittelwertsatz:

fla+h) = f(a)
= (flan) = flan-1)) + (f(an-1) = flan—2)) +--- + (f(a1) — f(ao))

= Y 9;f(¢;)-h; mit ¢; € Bla, |h).
j=1

Insbesondere erhalten wir:

n

[fla+h) = f(@) = Y (@) @h;

=1

n

_ ‘Z(ajf(cj) — 0;f(a))hy

Jj=1

<[> 10;f(e;) — 5 f(a)l;
j=1

fiir h — 0 gilt: ¢; — a, also: 37, |0;f(¢;) —0;f(a)| — 0. Somit existiert f'(a), und
es gilt

fla)h = Z(ajf)(a)hj-
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2.24 Bemerkung. Aus obigem Beweis folgt insbesondere: Sind die partiellen Ab-
leitungen 0; f in einer Umgebung U(a) von a stetig, so existiert f’ in U(a) und ist
dort stetig.

c) Hohere Ableitungen

Seien U C R" offen und f : U — R™ eine differenzierbare Abbildung. Dann gibt es
zwei Interpretationsmoglichkeiten der Ableitung von f:

f U — LR",R™) , x> f'(x), oder
frUXR* = R™ (z,h) — f'(x,h) = f'(x)h

und f’ ist linear in der zweiten Variablen.

Der (n - m)-dimensionale Vektorraum L(R™ R™) entspricht, bezogen auf Standard-
basen, dem Raum der (n x m)-Matrizen und ist isomorph zum R™"™.

Wir kénnen nun analog der obigen Interpretationen hohere Ableitungen definieren
(sei f" = (f")):

/" U — L(R™, L(R",R™)),

U — L(R",L(R”,L(R”,Rm)))
usw., oder eben

FUXR xR 5 R™, (2, h, k) — f"(z,h k) = (f"(x)k)h,

wobei die Abbildung linear in den letzten beiden Variablen ist, usw.
Fiir die p-ten Ableitungen f® (einer p-mal differenzierbaren Funktion f) ergibt sich
analog:

fP U x (R = R™, (z,h', ... k) — f®(x bt ... RP),

und diese Abbildung ist linear in den letzten p Variablen.

Fiir die erste Ableitung einer Funktion f hatten wir in Bezug auf die Standardbasis
gezeigt:

[l k) = (@0if)(@)hi =Y hidif (x) = (BTV) f(2).
i=1 i=1
Dabei ist 0;f(z) := (0if1(x),...,0:fm(x))". Fiir die zweite Ableitung erhalten wir
entsprechend:

f”(.ﬁE, h, k) = i @-f’(x, h)k] = i Qﬁjf(m)hzk]
j=1

ij=1

= (K'V)(h"V)f(2).
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Induktiv ergibt sich (fiir b = (h',... h?) € (R")P):
[P, h) = ((B1)TV) - ((h") V) f(2).

Mit der zweiten Ableitung f” existieren also auch die zweiten partiellen Ableitungen,
die definiert sind durch

9;0,f (x) = f"(x,e;, ¢5)

(e; bezeichne den i-ten Einheitsvektor der Standardbasis).

2.25 Satz (Satz von Schwarz®). Seien U C R™ offen und f : U — R™ zweimal
differenzierbar. Dann gilt fir alle x € U:

a)Vh,k € R": f"(z,h, k) = f"(z,k,h).

Beweis. Es geniigt, die erste Behauptung zu beweisen; die zweite Aussage folgt mit
h :=e; und k := e; sofort aus dieser.

Wir zeigen:
(%) £1\r‘1[1)8—12{f(x + sh + sk) — f(x + sh) — f(x + sk) + f(x)} = f"(z, h, k).

Die linke Seite der Gleichung (x) ist in A und k symmetrisch, so dass die Aussage
a) sofort aus (x) folgt.
Beweis von (x):
Sei 0.B.d.A. m =1 (es geniigt, die Gleichung komponentenweise zu beweisen).
Definiere

F:[0,1] =R, t— F(t):= f(x+th+k)— f(z+th).

F ist in (0,1) differenzierbar mit
F'(t) = f'(x +th+ k,h) — f'(x + th, h).
Fiir
A(x,h k) :=F(1) = FO) = flx +h+k)— flx+h)— f(x+k)+ f(v)
ergibt sich mit dem Mittelwertsatz:
30 € (0,1) : A(z,h, k) = F'(#), also

Az, h, k)
= (f'(x+0h+kh)— f(z,h) = (f(z+0hh)— f(x,h))
= f"(x,h,0h+k)+ R(x,h,0h+ k)|0h + k| — f"(x,h,0h) — R(x, h,60h)|0h]

8Hermann Amandus Schwarz, 1843 - 1921
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= f"(z,h,k) + R(z,h,0h + k) - |6h + k| — R(z, h,0h)|0h|.

Ersetze nun fiir s > 0 A bzw. k durch s - h bzw. s - k.
Dann folgt (wiederum aus der Linearitéit der 2. Ableitung in den letzten beiden
Argumenten):

A(x, sh, sk) = s*{f"(x,h, k) + R(x, h,s(0h + k)) - |0h + k| — R(x, h, s0h)|0h|}.

(x) folgt nun aus
. Az, sh, sk)
]

]

2.26 Bemerkungen. (i) Die Symmetrie von f”(x,-,-) an einer festen Stelle x € U
in den beiden letzten Argumenten gilt auch dann, wenn f in einer Umgebung von
x einmal differenzierbar ist und die zweite Ableitung nur an der Stelle x existiert;
dies folgt sofort aus dem Beweis des Satzes.

(ii) Wiederum (vgl. Bemerkung 2.24) folgt aus der Stetigkeit aller zweiten partiellen
Ableitungen die Existenz von f”, und f” ist wieder stetig in x, falls die partiellen
Ableitungen in einer Umgebung von x existieren und stetig sind.

Wie schon im R! gilt auch fiir U C R" die Taylorsche Formel:

2.27 Satz (von Taylor). Seien U C R" offen, v € U, h € R™ mit |h| so klein, dass
die Verbindungsstrecke von x nach x + h in U liegt, und f € CP(U,R), wobei f®)
differenzierbar sei.

Dann gilt:

fl@+h)=f(@)+ f(x,h)+--+ l‘f(p)(x, hy...,h)+Ry(z,h)
P p—mal

1

mit Ry(x, h) = TE]

fO (@ +0h,h... h)  firein 6 € (0,1).
——

(p+1)—mal
Beweis. Wir definieren die Strecke v : [0,1] — R™, ¢~ ~(t) := x + th sowie
F:[0,1]] = R, t— F(t) := f(~(1)).

Dann existiert nach dem eindimensionalen Satz von Taylor ein 6 € (0, 1) mit

1
— (p)
FP0) +

1
(p+1)!

F(1) = F(0)+ F'(0) +--- + FeD(g).
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Mit Hilfe der Kettenregel erhédlt man

F'(t) = f(y(1),7 1) = f'((t), h),
F(t) = f"(v(t), A (1) = [ (4(2), b, h),

p-mal

F(1) = f(z+h) und F(0) = f(x).

Daraus folgt die Behauptung. O]

06/1:10:00 | 2.28 Bemerkung. a) Fiir stetiges f®+D erhalten wir (mit demselben Argument)

(29.04.21) fiir das Restglied die Darstellung

1 [t 1/t
R,(x,h) = —‘/ (1 —t)PFP ) (t)dt = —'/ (1 = t)Pfet (x4 th, h,... h)dt.
P Jo P Jo ——
(p+1)—mal

b) Vektorwertige Funktionen f kénnen wir komponentenweise mit der Taylor-Entwicklung
darstellen; die Zwischenstelle in der Restglieddarstellung ist dann jedoch von Kom-
ponente zu Komponente verschieden (6 =6;, j=1,...,m).

c¢) Der Begriff der Taylorreihe iibertriagt sich fiir beliebig oft differenzierbare Funk-
tionen analog.

Wir fithren nun noch eine bequeme Schreibweise fiir die Ableitung ein. Man beachte
dazu, dass

fO b by = Y 0 Oy f(@)hy, - by,

gilt, wobei man wegen der Vertauschbarkeit der partiellen Ableitungen die n* Sum-
manden zum Teil zusammengefasst werden konnen. Dies ermdoglicht eine Multiindex-
Schreibweise:

06/1:17:00 | 2.29 Definition. Fiir a = (a1,...,a,) € (No)" definiert man

(29.04.21) )
8 = 9. 9,

[ R
al = (aq!) ... (ay!) und
la] = ag+ -+ .
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k!

Bei vorgegebenem «, k := |a|, gibt es insgesamt @ = % Summanden, die

o) n
den Faktor 1
O O R B = 0P f(a)h

enthalten. In dieser Schreibweise ist also

%f(’“)(x,h, =3 Lo (e,

ol
k-mal o=k

und die Taylorformel wird zu

fan = 3% i@“f(x)h“ + Ry (x, h)

k=0 |a|=k

= > @+ Bylah)

|a|=0

Das Polynom
p
1 (67 o
h ; Xlzkaa f(x)h

heifit auch Taylor-Polynom von f an der Stelle x vom Grad p. Wie im Falle einer
Veranderlichen lassen sich nun Kriterien fiir die Existenz lokaler Extrema angeben.

2.30 Definition. Seien U C R" offen und f : U — R differenzierbar. Dann heiBt |(7/00:55

a € U kritische Stelle von f, wenn f’(a,h) =0 (h € R") gilt (d.h. wenn V f(a) = 0). (03.05.21)

2.31 Satz. Seien U C R" offen, f: U — R differenzierbar und a € U eine lokale |(07/02:55

Ezxtremalstelle von f. Dann gilt V f(a) = 0, d.h. a ist eine kritische Stelle von f. (03.05.21)

Beweis. Sei 0.B.d.A. a eine lokale Maximalstelle, d.h.: Vx € V : f(x) < f(a),
wobei V = V(a) eine Umgebung des Punktes a bezeichnet. Sei € > 0 so klein, dass
B(a,e) C V. Fir h € B(0,e) C R" definiere

F:[-1,1] = R, t— F(t):= f(a+th).
Dann ist fiir alle t € [—-1,1] : F'(t) < f(a) = F(0), also 0 = F'(0) = f'(a, h). Aus der

Linearitdt der Ableitung in der zweiten Komponente folgt hieraus die Behauptung.
m

Im Folgenden wollen wir die Entscheidung, ob ein Extremum vorliegt, mit Hilfe der
zweiten Ableitungen treffen. Dazu folgende Definition:
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2.32 Definition. Sei U C R"” offen und f: U — R zweimal differenzierbar. Dann
heif3t

Hess;(z) := (8;0;f(z)).

i,J=1,...,n

die Hessematrix” von f an der Stelle z € U.

Nach dem Satz von Schwarz 2.25 ist diese Matrix symmetrisch. Fiir eine skalarwer-
tige Funktion f: U — R erhalten wir damit folgende Darstellung der Taylorformel:

flx+h)= f(x)+(Vf(x),h)+ %(Hessf(x)h, h) + R3(x, h).

Die Analyse von Extremalstellen verwendet die Definitheit der Hessematrix. Wir
fassen einige Ergebnisse aus der linearen Algebra zusammen. Sei Q = (¢i;)i j=1,..,
R™™ eine symmetrische Matrix. Dann sind alle Eigenwerte von @ reell, und es
existiert eine Orthonormalbasis des R™ aus Eigenvektoren von (). Die folgenden
Aussagen sind dquivalent:

(i) Die Matrix @ ist positiv definit, d.h. es gilt (Qh,h) > 0 (h € R™\ {0}).
(ii) Es existiert ein p > 0 mit (Qh, h) > p|h|? (h € R").
(iii) Alle Eigenwerte von @ sind positiv.
Die analoge Aussage gilt fiir negativ definite Matrizen. Fiir positiv semidefinite
Matrizen, d.h. es gilt nur (Qh,h) > 0 (h € R"), muss p > 0 in (ii) durch p > 0
ersetzt werden und ,,positiv® in (iii) durch nicht-negativ. Wieder gilt die analoge

Aussage fiir negativ semidefinite Matrizen. Die Matrix ) heifit indefinit, falls sie
sowohl negative als auch positive Eigenwerte besitzt.

2.33 Satz. Seien f : U C R* — R eine zweimal stetig differenzierbare Funktion
und a € U.

a) Falls f an der Stelle a ein lokales Mazimum [Minimum] besitzt, so gilt V f(a) = 0,
und die Hessematriz Hess¢(a) ist negativ [positiv] semidefinit.

b) Es gelte V f(a) = 0. Falls Hessy(a) negativ [positiv] definit ist, so ist a Mazimal-
stelle [Minimalstelle] von f. Falls Hessy(a) indefinit ist, ist a keine Extremalstelle
von f.

Beweis. a) Nach dem Satz von Taylor existiert zu A € R™ mit |h| hinreichend klein
ein 6 € (0,1) mit

fla+h) = f(a) + (Vf(a),h) + L(Hesss(a + Oh)h, h)

fla)+(Vf(a),h)+ %(Hessf(a)h, h) + r(a,h,0), (2-1)

wobei r(a, h,0) := 1 (((Hessf(a + 0h) — Hess¢(a))h, h)).

9Ludwig Otto Hesse, 22.4.1811 — 4.8.1874
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Sei nun a eine lokale Maximalstelle von f. Dann gilt V f(a) = 0 nach Satz 2.31.
Wir nehmen an, dass Hessf(a) einen positiven Eigenwert A > 0 besitzt. Sei v ein
zugehoriger Eigenvektor mit |v| = 1. Wahlt man h := av mit a > 0 hinreichend
klein, so erhilt man (Hess;(a)h, h) = o*(Hess(a)v,v) = Aa?|v[* = A|A|?.

Da x +— Hessy(x) stetig ist, existiert ein € > 0 mit
A
| Hessy(a + 0h) — Hessy(a)l|rnz < 5 ([h] <€, 0 € (0,1)).
Insbesondere folgt fir h = av mit |o| < ¢

|hI*

NP

1
7(a, 1, 0)] < | Hess; (o + 01) — Hessy (a) | Bl <

und damit \ \
fla+h) = fla)+ SIHE = SIP > f(a)

im Widerspruch zur Maximalitidt von f(a). Also besitzt Hesss(a) keinen positiven
Eigenwert und ist damit negativ semidefinit. Fiir Minimalstellen zeigt man die Aus-
sage analog (oder betrachtet — f).

b) Es gelte Vf(a) = 0, und Hess¢(a) sei negativ definit. Dann existiert ein p > 0
mit (Hessf(a)h, h) < —p|h|?. Wie in a) wihlt man & > 0 so, dass fiir alle |h]| < ¢
und 6 € (0,1) die Abschétzung |r(z, h,0)| < £|h|* gilt. Damit erhilt man aus (2-1)

b p n
fla+h) < fa) = SR + ZIR[° < fla) (R R, |h] <e).
Also besitzt f an der Stelle a ein (isoliertes) lokales Maximum. Wieder zeigt man

die Aussage fiir ein Minimum analog.

Falls Hesss(a) indefinit ist, sieht man dhnlich die Existenz von hy, hy € R™ (die man
als Vielfache von entsprechenden Eigenvektoren wahlen kann) mit f(a + hy) < f(a)
und f(a + hg) > f(a), d.h. a ist keine Extremalstelle. O

Falls Hessf(a) indefinit ist, heifit @ auch ein Sattelpunkt der Funktion f.

2.34 Beispiel. Sei f: R? — R, (z,y) — 3zy — 2% — 33, sieche Abbildung 6. Dann

gilt
3y — 3a? —6x 3
Vi(z,y) = (333 B 3y2) und Hesss(z,y) = ( 5 —Gy) :

Die kritischen Stellen von f sind die Losungen des Gleichungssystems 3y — 322 =
0, 3z — 3y* = 0, also die Punkte (0,0) und (1,1). Die Eigenwerte von Hess;(0,0)
sind 3 und —3, also liegt hier ein Sattelpunkt vor. Die Eigenwerte von Hesss(1,1)
sind —9 und —3, also ist (1,1) eine lokale Maximalstelle.
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Abbildung 6: Die Funktion aus Beispiel 2.34.

2.35 Beispiel (Methode der kleinsten Fehlerquadrate, lineare Regression). Im R?
seien n > 2 Punkte (z;,;),i = 1,...,n, gegeben, wobei mindestens zwei der x; sich
unterscheiden mogen. Gesucht ist eine Ausgleichsgerade g,

g:R—>R, z~g(x):=ar+0,

mit der Eigenschaft, dass

n n

Z(g(a:z) —y)? = er = [r[® mit r == (ry,...,70)"

i=1 i=1
minimal wird (, kleinste Fehlerquadrate®). Hierbei wurde r := Az—y definiert, wobei
z:=(a,8)", y:= ...,y " und

n

FiRP =R, 20 f(2) = > =) (oxi+ 8 —v:)*.

i=1
T 1
Dal|r>=(Az —y)"(Az —y) = 2TATAz — 22T ATy + yTy fiir A := o ist,
T, 1
ergibt sich fiir die Ableitungen:

Vf(z) =2AT Az — 24"y und Hess;(z) = 24T A.
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Fiir eine kritische Stelle @ muss gelten:
ATAa= A"y (Normalengleichung) .

Man sieht sofort aus (AT Ah, h) = |Ah|?, dass die Matrix AT A positiv definit ist,
falls ker A = {0}, d.h. falls der Rang der Matrix A maximal ist. Dies ist hier der
Fall, da sich zwei der x; voneinander unterscheiden.

Als letztes Beispiel besprechen wir die konvexen Funktionen.

2.36 Definition. Eine Menge M C R" heifit konvex, wenn mit x; und x5 auch die
Verbindungsstrecke z1 + t(xo — 1), t € [0, 1], zu M gehort.

Beliebige Durchschnitte konvexer Mengen sind offenbar konvex.

2.37 Definition. Sei U C R" offen und konvex, und sei f: U — R eine Funktion.
Dann heifit f konvex, falls gilt:

Vo, €U, a1 # 22,Vt € (0,1) 1 f((1—t)y + tws) < (1 —1t)f(21) + tf(22).

Gilt sogar ,,<“, so heifit f ,streng konvex“.

Die Funktion f heifit (streng) konkav, falls — f (streng) konvex ist.

2.38 Bemerkung. Seien U C R" offen und konvex und f : U — R zweimal
differenzierbar. Man kann zeigen, dass dann gilt: Wenn Hesss(x) fiir alle x € U
positiv definit ist, so ist f in U streng konvex. Wenn Hess¢(x) fir alle x € U positiv
semidefinit ist, so ist f in U konvex.

d) Extrema unter Nebenbedingungen

Ebenfalls haufig in der Praxis auftretende Probleme sind die Extremwertaufgaben
unter Nebenbedingungen. Hierbei wird das Extremum zy € R™ einer Funktion f :
R™ — R unter m (m < n) Nebenbedingungen

91(x0) =+ = gim(w) =0

gesucht, wobei g; : R®™ — R ebenfalls gegebene Funktionen sind.

2.39 Beispiel. Gesucht sind die Extremalstellen der Funktion f : R? = R, z
x? 4 23 unter der Nebenbedingung z; +z5 = 1. Hierist ¢ : R*> > R, .+ z; + 25— 1.
Die Funktion f hat nur im Punkt (0,0) eine Extremalstelle (ein Minimum), aber
die Nebenbedingung ist nicht erfiillt, da ¢(0,0) = —1 # 0 ist.
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Man kann die Nebenbedingung x; + x5 = 1 in diesem Fall verwenden, um eine der
beiden Variablen zu eliminieren. Es folgt x; = 1 — x5, und wir erhalten die Funktion
h:R — R, zg — h(zs) := f(1 — x9,73) = (1 — x9)® + 22. Die Funktion h hat die

einzige kritische Stelle z, = 5 und an dieser Stelle ein Minimum. Somit ist (3, 3) die
Losung unserer Extremwertaufgabe.

2.40 Bemerkung. Im Allgemeinen ist eine Elimination - wie im obigen Beispiel
vorgenommen - jedoch zu aufwéndig. Man kann das Minimum aber auch mit einem
alternativen Ansatz ohne explizite Auflésung berechnen.

Gegeben seien f: R?2 D U — R und g: U — R. Gesucht ist das Minimum von f(x)
unter der Nebenbedingung g(x) = 0. Dabei sei Vg(x) # 0 fiir alle x € U, o.E. sei

dig(z) # 0.

Wir nehmen an, dass man g(z) = 0 nach z; auflésen kann, d.h. es existiert eine
Funktion ¢: R — R mit g(z) = 0 & x; = p(z2). Fiir spitere Zwecke setzen wir
hier z := x5, d.h. z = (¢(2), 2). Dann gilt

9(p(2),2) =0 (2 €U). (2-2)

Falls f an der Stelle 2o = (¢(20),20) ein Minimum besitzt, besitzt die Funktion
h: R =R, z— f(p(2),z) an der Stelle zg ein Minimum, d.h. es gilt h'(zy) = 0. Mit
der Kettenregel erhélt man

81f(3:0)g0’(z0) + 82f<£L‘0) =0. (2—3)
Andererseits folgt durch Ableiten von (2-2) nach z:
hg(wo)¢'(20) + Dag(wo) = 0. (2-4)

Wegen 01¢(xp) # 0 kann man (2-4) nach ¢'(zo) auflosen:

¢'(20) = — (319(550))_1829(550)-

Eingesetzt in (2-3) erhélt man

A2 f (o) — alf(Io)(319(%))_1329(%) = 0.

Wir definieren B
Ao = =01 f(20) (D1g(x0))

und erhalten
02 f (z0) + XoO2g(x0) = 0. (2-5)

Andererseits gilt nach Definition von \y auch

(91f(x0) + )\0619(1’0) =0. (2—6)
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Aus (2-5) und (2-6) erhélt man
Vf(zo) + A Vg(xo) = 0. (2-7)
Andererseits gilt auch g(z¢) = 0. Definiert man also die Funktion
F:UxR =R, (x,\)— f(z)+ Ag(z),

so erhalt man:

Falls x( eine lokale Extremalstelle der Funktion f unter der Nebenbedingung g(x) =
0 ist, so existiert ein A\g € R so, dass

VF((L’(], )\0) =0 (2-8)
gilt. Dieses A\ heifit Lagrange-Multiplikator. Ausgeschrieben bedeutet (2-8):

Vf(l'o) + )\ong(CL’o) = O,
g(xo) = 0.

2.41 Beispiel. Wir wollen mit obigem Ansatz die Extremwertaufgabe unter Ne- |8 /1:09:10

benbedingung 16sen, die im Beispiel 2.39 bereits behandelt wurde. Es ist (06.05.21)
F.R*xR—=R, (2, F(x,\) =27 + 25+ ANay + 29 — 1),

also 271 + A
VF(z,\) = 29+ A
T+ Tg — 1

VF (20, Xo) = 0 liefert: 2o = (5,3)7, Ao =—L1.

Im allgemeinen Fall betrachtet man U C R", f: U — Rund g: U — R™ mit m < n,
d.h. man hat m Nebenbedingungen ¢;(z) = ... = g(z) = 0.

2.42 Satz. Seien U C R" offen, und seien f: U — R und g: U — R™ mit m <n | (8/1:40:42

stetig differenzierbare Funktionen. Der Rang der Matriz ¢'(x) € R™ ™ sei fir alle (06.05.21)
x € U mazximal, also gleich m. Sei

M:={zeU: gi(z)=...=gn(z) =0}

Falls xy eine lokale Extremalstelle von f(x) unter der Nebenbedingung g(x) = 0 (d.h.
von f|u) ist, so existiert ein Lagrange-Multiplikator Ao = (o1, ..., Xom) € R™ so,
dass fiir die Funktion

F:UXxR"™ =R, (x,\)— F(zx,\) = f(x) + i)\jgj(l')
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gilt
VF(ZL‘(), /\0) = 0.

Insbesondere gilt

Vf (o) + Y Aoy Vgj(wo) = 0.

Jj=1

Wir verwenden im Beweis eine Aussage iiber die Auflosbarkeit der Gleichung g(x) =
0, welche spéter bewiesen werden wird (Satz {iber implizite Funktionen).

Beweis. Der Beweis verlduft analog zu den Ausfithrungen in Bemerkung 2.40. Nach
dem Satz iiber implizite Funktionen existiert (nach eventueller Umnummerierung
der Koordinaten) eine Funktion ¢: R*™™ — R™ so, dass gilt: g(z) = 0 & z =
(p(2), 2). Jetzt kann der Beweis aus Bemerkung 2.40 wortlich iibernommen werden,
wobei alle auftretenden Gréflen Matrizen sind. Dabei ist 0y f(zg) bzw. 02 f(xg) zu
interpretieren als

= (o ) e
9 0
an(l'0> = (aZL‘ +1f(l'0), RN 67]"(1-0)> c Rlx(n—m)'

Analog fiir 01g(x¢) € R™™, Oyg(x9) € R™ (=™ Der Lagrange-Multiplikator )\ ist
wie oben gegeben durch

A = —81f(:1:0) (819@0))71 € Rxm,

2.43 Bemerkung. Eine hinreichende Bedingung dafiir, dass xy € R™ eine Extre-
malstelle von f|yy ist, ist die Definitheit der Hessematrix Hessp(z, Ag), hierbei seien
F und A\ wie in der Formulierung des Satzes definiert. Denn dann gilt z.B.

F(Z’Q,)\Q) SF(.Q?,)\()) (.CEE U),
das bedeutet aber insbesondere:
flxo) < f(z) (v € M).

An dieser Argumentation sieht man, dass bereits die Definitheit der , linken oberen
Ecke®, d.h. der Matrix (&»@-F(a:o, )\0))?].:1 geniigt

Abschlieflend wollen wir mit Hilfe des Satzes 2.42 quadratische Formen untersuchen.
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eine symmetrische Matrix. Wir betrachten die

2.44 Beispiel. Sei A = (aij)?jzl

quadratische Form

R =R, z— f(x) = (z,Az) = Zn: T T; .

4,j=1

Wir suchen die Extremalstellen von f auf der Sphire S* ! :={z € R": |z| =1} C
R™. Unsere Nebenbedingung wird somit bestimmt durch

g:R" =R, 2+ g(x):=1-—|z>.

Da S™~! C R" abgeschlossen und beschrinkt, also kompakt ist, nimmt die stetige
Funktion f das Maximum auf S™! an, d.h. es gibt ein zp € S"! mit f(zg) =
max,cgn—1 f(x). Nach Satz 2.42 existiert ein A\g € R mit V f(zq) + \oVg(xg) = 0.
Wegen V f(z) = 2Ax und Vg(x) = —2z folgt

A.CCO — )\0512'0 = O,

d.h. A\g ist ein Eigenwert von A. Der Funktionswert ist dabei f(xo) = (Axg,xo) =
)\0<I0, $0> = )\0.

Aus der Theorie symmetrischer Matrizen ist bekannt, dass A genau n reelle Ei-
genwerte Aq,..., A, besitzt (inklusive Vielfachheit). Damit ist das Maximum von
f(x) auf S"~1 gleich dem grofiten Eigenwert von A (und das Minimum gleich dem
kleinsten Eigenwert).

2.45 Beispiel (Portfolio-Optimierung). Ein Anleger habe die Wahl, sein Kapital
in einer festverzinslichen Anleihe mit 2% Zinssatz oder in Aktien zu investieren. Fiir
die Aktie seien nach einem Jahr zwei Zustinde moglich: Boom mit 10% Ertrag und
Rezession mit 5% Verlust. Beide Zusténde seien gleichwahrscheinlich. Das heutige
Vermogen sei 10 (Rechnungseinheiten), der Besitz eines Kapitals der Groflie z bringe
dem Anleger einen Nutzen von In z (Nutzenfunktion, Modell!).

Wieviel Kapital soll der Anleger in Aktien investieren? Ansatz:

r1 := in festverzinsliche Anleihe investiert,
xy = in Aktien investiert,
r = (x1,29).
Nutzen:
Boom:  In((14 r)x; 4+ uxs),
Rezession:  In((1 4 r)zy + das)
mit

r:=0,02, w:=1,1, d:=0,95.
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Durchschnittlich zu erwartender Nutzen:
1 1
f(z) = 5 In((1+ r)z + uxs) + 3 In((1+r)zy + das).
Nebenbedingung, mit K := 10:

g(z) =21 +2,— K =0.

Mit
1 1+r 1+r u d
Vfx)== : + ,
2\ (14+r)zy+ure (1472 +dry’ (1+7)z +uzy (14 r)x + drs
Vg(x) = (1,1)
liefert der Lagrange-Ansatz
1+7r 147 B u n d
(1+r)ay, +ury  (L+r)o +doy  (1+r)a +ury  (1+7)2 + doy
und daraus
1T + Qo = 0
mit
1+7r n 147 U . d
= Qg 1= .
YTl —w T l+r—d T 14r—u  1+r—d
Die Nebenbedingung liefert
r1 = a2 K, Ty = L K,
Qg — ap — Qg

und damit

1 u d
= —— K.
xl 2(1+r—u+1+r—d>

Mit eingesetzten Zahlen, auf zwei Stellen gerundet: 27 = 0,89, xo = 9,11. (Fiir eine
Maximaleigenschaft wire natiirlich noch die zweite Ableitung zu untersuchen.)
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3. Kurven und Fliachen

3.1 Worum geht’s? Eine Kurve ist eine Aquivalenzklasse von (glatten) Wegen
im Raum R”. Wesentliche Begriffe sind hier die Weglidnge, Tangentialvektor und
Kriimmung. Wir werden vor allem Kurven im zwei- und dreidimensionalen Raum
genauer betrachten. Eine Fliche, etwa eine zweidimensionale Fliche in R3, kann
analog zu Kurven durch eine Parametrisierung beschrieben werden. Beispiele von
Flachen sind Rotationsflachen oder die stereographische Projektion der Ebene auf
die Kugeloberfléche.

a) Weglingen

Wir haben schon in einigen Beispielen Wege, d.h. stetige Abbildungen ~ : [a, b] — R™
kennengelernt. Wege konnen einen recht willkiirlichen Verlauf nehmen, z.B. kénnen
sie im R? eine Dreiecksfliche ganz ausfiillen (Peanokurven u.a.). Wir betrachten nun
glattere als stetige Wege.

3.2 Definition. a) Seien a,b € R mit a < b. Ein Weg ist eine stetige Abbildung
v : [a,b] — R™ Ein Weg ~v: [a,b] — R™ heifit glatt, falls v stetig differenzierbar ist
mit 7/(s) # 0 fiir alle s € (a,b). Der Weg v heifit stiickweise glatt, falls er aus endlich
vielen glatten Wegen zusammengesetzt ist.

b) Fiir glatte Wege (oder die glatten Teilstiicke eines stiickweise glatten Weges) heif3t

7' (s) der Geschwindigkeitsvektor an der Stelle (s) und t(s) = g;gzg' der Tangenten-

einheitsvektor an der Stelle v(s).
3.3 Beispiel. Sei y:[—1,1] = R? ¢~ () definiert durch

() = (—t%,0) fir —1<t<0
TEE 0,2 fir 0<t<l1

(siehe Abbildung 7). Dann ist v stetig differenzierbar mit

1) = (=2t,0) fir —1<t<0
(0,2t) fir 0<t<1,

aber 7 ist nicht glatt, da 7'(0) = 0 ist; 7 ist jedoch stiickweise glatt, da ~|_1,0) und
Y]jo,1] glatt sind.

Fiir stiickweise glatte Wege ldsst sich die euklidische Lange erklaren:
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¥ ?f(gj
(0,4)
JL /\6’ /0 ;
- \j(ﬁo)
l /8
¥
‘gaind 2.3

(—/1,'0)
Respid 3. a) ‘Em(m,( 3.54)

Abbildung 7: Die Kurven aus den Beispielen 3.3 und 3.5

3.4 Definition. Fiir einen stiickweise glatten Weg v : [a,b] — R™ ist die Lénge
L() des Weges v erklart durch

Ly) = / I/ (s)] ds.

3.5 Beispiele. a) Sei v : [0,1] — R", s — 7(s) := a+ s(b — a) die Strecke von
a € R™ nach b € R", siche Abbildung 7. Dann ist

Lm:/ol 7(s)] ds=/01|b—a| ds = b~ al.

Dies entspricht dem euklidischen Abstand der Punkte a und b.

b) Sei v : [0,27] = R?, s+ y(s) := (15*?) die Kreislinie des Kreises mit Radius
r > 0. Dann ist

2T 2T o 2T
L(~) :/ 17 (s)| ds :/ ( TSIHS)‘ ds :/ r ds =2mr,
0 0 oS $ 0

die oben definierte Lénge ergibt also die korrekte Formel fiir den Kreisumfang.

3.6 Beispiel. Der Weg v : [0,1] — R?, s — 7(s) := (J) wird in C([0, 1];R?), d.h.
beziiglich der Supremumsnorm

[V]loo 1= sup |y(s)],
s€[0,1]
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approximiert durch die Sigezahnkurven v, : [0,1] — R?, s — v,(s) := (ans(s)) mit

s fﬁrOﬁsSQLn
2.1t g fiir%ngsg%in

an(s) := 2"

m—1) .- L —s fir 1 <s<1,
( 5 3

siche Abbildung 8. Dann ist L(y) = 1 und L(v,) = v/2, also gilt L(v,) /4 L(7). Fiir
die Stetigkeit der Lénge geniigt die Norm || - ||« also nicht. Direkt aus der Definition
der Léange folgt aber: Falls ||y — vy ||c1(0,1:r2) = 0 (n — 00), so folgt L(v,) — L(7).
Dabei ist

I7ller o2y == [7lloe + 17 lleo-

P\;

/5//‘

82
Iz

0 ; A
Abbildung 8: Die Séigezahnkurxzfen aus Beispiel 3.6

Viele Eigenschaften von Wegen héangen nicht von der konkreten Wahl der Parame-
trisierung ab. Man definiert daher:

3.7 Definition. a) Zwei stiickweise glatte Wege 71 : [a1,b1] — R™ und v, : [ag, by] —
R™ heiflen &quivalent, wenn eine stetig differenzierbare und bijektive Funktion
@: [ag, bo] — [ar, by] mit ¢'(s) > 0 (s € [ag, by]) existiert, so dass

12(s) = n(e(s)) (s € [ag, ba]).
Ein solches ¢ heifit eine Parametertransformation.

b) Die durch die Aquivalenzrelation in a) definierten Aquivalenzklassen heiBen orien-
tierte stiickweise glatte Kurve (die Orientierung wird festgelegt durch das Vorzeichen
der Ableitung der Parametertransformation). Haufig schreibt man I" = [v] fiir die
durch den Repriisentanten v festgelegte Aquivalenzklasse.
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38 3. Kurven und Flichen

3.8 Bemerkung. a) Die Lénge eines stiickweise glatten Weges v ist unabhéngig von
der Parametrisierung des Weges in folgendem Sinne: Seien ~; und v zwei dquivalente
Wege, und sei ¢: [ag, by] — [a1, b1] eine zugehorige Parametertransformation, d.h. es
gelte v9 = 71 0 . Dann folgt mit der Substitution ¢ = ¢(s)

bo ba
Mw=/|wﬂw=/|ﬁwmuwﬂw

az az

bo b1
=/'mw@»¢@w:/|wmwzum.

a2 al

Damit ist die Lange einer Kurve wohldefiniert als die Lénge eines (beliebigen) Re-
prasentanten der Aquivalenzklasse.

b) Unter den moglichen Parametrisierungen einer Kurve ist diejenige besonders in-
teressant, fiir welche |7/(s)| = 1 fiir alle s gilt. Eine solche Parametrisierung heif}t
ein nach Bogenlidnge parametrisierter Weg.

Sei dazu 7v;: [a,b] — R"™ eine Parametrisierung der Kurve I'. Man definiert die
Bogenlange

vl > 0.2 o) = [ iold
Dann gilt ¢(a) = 0 und ¢(b) = L := L(7), und 1 ist streng monoton steigend und

daher bijektiv. Man definiert die Parametertransformation ¢: [0, L] — [a,b], ¢ :=
Y1 sowie die Umparametrisierung -y, := v; o 0. Wegen

1

Y= ey DI

erhélt man
72(s)] = Im(e(s)¢'(s)| =1 (s €[0,L]).

3.9 Beispiel. Fiir a,b > 0 parametrisiert der Weg

v:[0,27] = R? s q(s) = (a@ss) = <I) 3
bsin s Y
eine Ellipse, siehe Abbildung 9. Es gilt

v (s)| = ‘ (_CZSIHS ) ‘ = \/a2 sin? s + b2 cos? s.
cos S

Somit ist die Bogenlédnge gegeben durch

o =1(s) :/ Va2sin?t + b2 cos?t dt .
0
Dies ist ein elliptisches Integral und im Allgemeinen nicht elementar berechenbar.
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Abbildung 9: Die Ellipse aus Beispiel 3.9

Sei nun @ = b =: r. Dann erhalten wir einen Kreis mit Radius r, und es folgt
Y(s) = r - s mit Umkehrfunktion ¢(0) = 2. Die Parametrisierung nach Bogenlénge
hat in diesem Fall also die Form

cos(a/r)) |

V:[0.21r] = R, 0= (o) =y(ofr) =7 (sin(a/r)

3.10 Definition. Sei v: [a,b] — R™ zweimal differenzierbar mit |7/(s)| = 1 (s €
[a,b]) (d.h. der Geschwindigkeitsvektor ist gleich dem Tangenteneinheitsvektor).
Dann heifit 4”(s) der Kriitmmungsvektor oder Beschleunigungsvektor zu v und (s) :=
|7"(s)| heifit (skalare) Kriitmmung von « an der Stelle y(s).

Sei s € [a, b] mit v”(s) # 0. Dann heiit die von 7/(s) und 7”(s) aufgespannte Ebene
die Schmiegebene zu v an der Stelle v(s).

Man beachte bei dieser Definition, dass Tangenten- und Kriimmungsvektor senkrecht
aufeinander stehen, wie die Differentiation des Ausdrucks (7/(s),v/(s)) = 1 beweist.
Ist 7"(s) # 0, so sind +/(s) und " (s) somit linear unabhéngig.

3.11 Beispiele. a) Seien a,b € R" mit [b| =1, L > 0, und seiy : [0, L] — R", s~
v(s) := a + sb eine Parametrisierung der Strecke von a nach a + Lb. Dann ist
s) = |7"(s)] = 0 fiir alle s € [0, L], d.h. die Strecke besitzt iiberall Kriimmung 0.

X

(

(
b) Seien a,b € R™ orthonormal und m € R". Definiere ~ : [0,277r] — R™, s —
v(s) := m +r(acos? + bsin?) (v beschreibt einen Kreis mit Mittelpunkt m und
Radius r in der durch @ und b aufgespannten Ebene). Dann gilt

()| = y/laf? - sin®(s/r) + b2 cos2(s/r) = 1 und
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1 5 S
" = —= — 4 bsin -).
~¥'(s) r(aCOSr + smr)

Damit folgt x(s) = %, d.h. der Kreis mit Radius r besitzt an jeder Stelle die
Kriimmung %

c) Beliebigen zweimal differenzierbaren Kurven 7 kann man einen Kriimmungskreis
zuordnen, der die Kurven von zweiter Ordnung beriihrt.

b) Kurven in der Ebene und im Raum

Wir behandeln zuniichst ebene Kurven: Sei 7 : [a,b] — R? | s+ 7(s) := < x(s) )

eine ebene Kurve mit |y/(s)| = 1 fiir s € [a, b]. Dann ist

=)

die Tangente, und es sei

die Normale oder der Normaleneinheitsvektor, siche Abbildung 10.

A(s)
N n(s)

i) L)

R* ®*

Abbildung 10: Kurven im R? und R?

Tangente und Normale stehen senkrecht aufeinander fiir alle s € [a,b] und haben
Linge 1, bilden also eine Orthonormalbasis des R?. Es existieren somit Abbildungen
a, f,d,¢: [a,b] — R mit

t'(s) = a(s)i(s) + B(s)n(s)
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und  n'(s) = §(s)t(s) +e(s)n(s).
Diese Funktionen lassen sich leicht bestimmen:

(t(s),#'(s)) = 0, da [t(s)] = 1,

B(s) = (£(s)in(s)) = —(n'(s), t(s)) = —5(s), da (n(s),t(s)) = 0 und
2(s) = (n(s),n(s)) =0, da [n(s)] =

~

Man erhilt die Frenetsche Gleichungen'® im R?:

P\ _ (0B ()
() = () G) et
Wegen t'(s) = 8(s)n(s) folgt auch |3(s)| = [t'(s)] = |7"(s)| = &(s).

Wir betrachten nun Raumkurven
vilab] 5 R s y(s) = | y(s)

mit |7/(s)| = 1. Wiederum bezeichnen

t(s) = ~'(s) die Tangente und
t’ t
n(s) = ,(S) (5) die Normale.
LACHIIC)
Wieder sind die Vektoren ¢(s) und n(s) nach Konstruktion orthonormal. Wir ergénzen
sie zu einer Orthonormalbasis {t(s), n(s), b(s)} des R?, wobei wir det(¢(s), n(s), b(s)) =
1 verlangen (siehe Abbildung 10). Der Vektor b(s) heifit Binormale und ist gegeben

durch
b(s) :=1t(s) x n(s).

Hierbei ist fiir zwei Vektoren a = (a1, as,a3)", b= (b1, by, b3)" € R?® das Kreuzpro-
dukt a x b erklart durch:

agbg — agbg
axb:= a3b1 — albg
a1b2 — agbl

Man rechnet direkt nach, dass fiir drei Vektoren a, b, c € R? gilt:
{a,b x ¢y = {a xb,c) =det(a,b,c).

Weiter ist a x b = 0, falls a und b linear abhéngig sind.

10Jean Frédéric Frenet, 7.2.1816 — 12.6.1900
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Wie zuvor kann man nun die Vektoren t'(s), n'(s) und 0'(s) bzgl. der Basis {t(s), n(s),
b(s)} darstellen, und wir erhalten durch #hnliche Uberlegungen wie fiir ebene Kurven
die Frenetschen Gleichungen im R3:

t'(s) 0 K(s) t(s)
n'(s) | = —k(s) 0 7(s) n(s)
b'(s) 0 —7(s) 0 b(s)

Hierbei heifit
7(s) 1= (n(s),b(s)) = (=b'(s), n(s))

die Windung (oder Torsion) von 7. Es gilt (zur kiirzeren Schreibweise verzichten wir
auf das Ausschreiben der Variablen s):

7 = (byn')y={t xn,n') = (t,n xn')
/ 1" 1
= ({tEx (L + (D)) = {6t x 1)

1 1
— ?<7/’7// X ,_)////> — ?det(’yl,’yﬂ,fy/”).

3.12 Beispiel. Betrachten wir die Spirale

r - cosks
v :(—00,00) = R s+ | 7-sinks
c-ks
mit £k := r++62, siehe Abbildung 11. Dann sind
—rsinks —rcosks rsin ks
vY(s) =k rcosks |, A'(s)=k*| —rsinks |, 7"(s)=k*| —rcosks
c 0 0
Wir erhalten somit:
()l = 1,
_ 2. "
k(s) = [Y'(s)|=k"-r= e und
1 c
() = gy det (V(5):7"(5):7"() = 7z
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20 -

" X

w10 4 LI e

Abbildung 11: Die Spirale aus Beispiel 3.12.

c) m-dimensionale Flichen im R"

3.13 Definition. Sei U C R™ offen, m < n. Die Abbildung v : U — R" sei stetig 11/46:13

differenzierbar und ' : U — L(R™,R™) habe fiir alle v € U den Rang m. Dann (20.05.21)
heifit v (Parametrisierung oder) Parameterdarstellung einer m-dimensionalen Fléiche
in R™ (m-Fldche).

Im Falle m = 1, also fiir eine 1-Flache, erhélt man gerade einen glatten Weg. Auf-
grund der Rangbedingung ist fiir jedes feste u € U die Abbildung

7: R"™ - R", b 7(h) :=vy(u) + ' (u, h)

ebenfalls die Parameterdarstellung einer m-Fléche. 7 ist in A linear, d.h. der Werte-
bereich R(7) := 7(R™) ist ein affiner Unterraum des R™, durch den R(7) in der Néhe
von 7y(u) approximiert wird. 7 ist ,die“ Parameterdarstellung des m-dimensionalen
Tangentialraums fiir v im Punkte v(u), siehe Abbildung 12.

3.14 Beispiel (Rotationsflichen im R3). Anschaulich ist eine Rotationsfliche die 11/1:06:19

Menge von Punkten, die man erhdilt, wenn man eine ebene Kurve um eine Achse, (20.05.21)
die in der Kurvenebene liegt und die Kurve nicht schneidet, dreht. Als 2-Fldche ldsst
sich eine Rotationsfliche durch

f(u) cosv
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Tgmjem)wh/fwww
’rb’(u) P
= SP[ZV\ )1{546/(“)/ “//OIMK/((‘)E

W= A M= K('LOC(”ZV\
Ue e Flacle

Abbildung 12: Die Parametrisierung einer m-dimensionalen Fldache

mit f(u) > 0 und f'(u)? + ¢'(u)? > 0 beschreiben, siehe Abbildung 135. Nehmen wir
also beispielsweise f(u) = u als Radius und v als Winkel im R?, so variiert v(u,v)
fiir festes u nur mit v und beschreibt eine Rotation. Zur Uberprifung, dass durch
v(u,v) tatsdchlich eine 2-Fliche beschrieben wird, berechnen wir

f'(u)cosv  —f(u)sinv
Y (u,v) = | f'(u)sinv F(u) cosv
g'(u) 0

und sehen, dass rg(v') = 2 ist.

3.15 Definition. Zwei Parameterdarstellungen v : U C R™ — R", 7: UcCR™—
R™ von m-Flachen heissen dquivalent, wenn ein Diffeomorphismus & : U — U
existiert mit 4 = v o ®. Man schreibt v ~ 7.

Die durch die Parameterdarstellungen v und 7 beschriebenen m-Flachen haben die
gleiche Orientierung, wenn det ® > 0 ist.

Eine spezielle Parameterdarstellung v = (71, ..., 7,) einer m-Flache ist durch:
nw) = w
TYm (u) = Um

Ymr1(u) = fi(u)

’Yn(u) = fn—m(u)
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Ho lue g(u)
?aa(ius !UU')
Liuleed Y
_—
/ o
N (u(ru)/
W —>

Abbildung 13: Rotationsflichen

mit v € U C R™ und f; € CY(U,R) (i =1,...,n —m) gegeben, denn es gilt:

1 0

) — 0o ... 1
T an o ouh
81fn—m o amfn—m

45

und damit rg(y/(u)) = m. Vergleiche Abbildung 14 fiir die geometrische Situation.
Wir werden nun zeigen, dass jede m-Fliache (bzw. die zugehorige Parameterdarstel-
lung) lokal dquivalent ist zu einem -~ dieses speziellen und einfachen Typs. Dabei
wenden wir wieder den Satz von der lokalen Umkehrbarkeit an (Satz 2.18).

3.16 Satz. Seiy:U C R™ — R" eine Parameterdarstellung einer m-Fldche. Fiir

ein uy € U gelte

oI oo Onm
: z (ug) # 0.

NYm - OmYm

Dann gibt es eine Umgebung W von ug mit

det

fy‘WNﬁ:V—HR”,

wobei V- C R™ offen geeignet gewdihlt werden kann und 3;(v) = vy, ...

s0wie i 11(0) = f(0)s o An(V) = faom(v) ist
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~ (o
y(v)= (4{@))

2y
=
¥ )

Abbildung 14: Parametrisierung als Graph einer Funktion

Beweis. Man betrachte die Abbildung

M (u)
V:UCR"™ - R"™, ¥(u):= :

’Ym(u)

Nach dem Satz von der lokalen Umkehrbarkeit, der sich aufgrund der Vorausset-
zungen des Satzes anwenden lédsst, gibt es eine Umgebung W von ug und eine
offene Menge V' C R™, so dass V| : W — V ein Diffeomorphismus ist. Sei
® = (Uy)" V5> Wund7:=~0® : V — R Dann sind v und 7 #qui-
valent, und es gilt nach Konstruktion:

vi(w)=wv;, j=1,...,m. -
Lokal lésst sich also eine m-Flache in der Form
ZEm+1 = fl(l'l, e ,CL’m)
Ty = foem(T1,. . Tm)
schreiben oder implizit als Nullstellenmenge der Funktionen ¢y, ..., g,_m, die durch

0 = 91($)2$m+1—f1(1317~-;$m)
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0 = gnfm(x) =Tp — fnfm(xla oo 7xm)

gegeben ist. Man sieht leicht ein, dass fiir ¢ = (g1, ..., gn_m) gilt: rg(¢’) =n — m.

3.17 Beispiel (Stercographische Projektion). Es sei v : R — S*\ (0,0,—1)" [12/24:30

gegeben durch ) (27.05.21)
u
1
= |2
1—u?—?

dann wird der R? auf die ,gelochte Kugeloberfliche (ohne Siidpol)* abgebildet, siehe
Abbildung 15. Es gilt:

0 0
v(0,0)=1 0 und  lim vy(a,a) = 0
1 a—r 00 _1

Anschaulich ist die stereographische Projektion die Abbildung, die jedem Punkt P der
x-y-FEbene den Schnittpunkt der Einheitssphdre (mit Mittelpunkt im Koordinatenur-
sprung) und der Geraden, die durch den Punkt P und den ,Sidpol“ S = (0,0, —1)"
verlduft, zuordnet.

1
(%)

§L5) s-(2)

Abbildung 15: Stereographische Projektion

Es qilt:
5 1—u? 402 —2uw
/ 2 2
y(u,v):ﬁ —2uv 1+u?—vw ,
(1+u?+v?) —2u —2v
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also Rang (7') = 2.
Fiir die Anwendung von Satz 3.16 berechnen wir:

o Oom . 4 (2 242
det<am 8272)_—(1%2%2)4(1 (u? + %)) 40,

falls (u,v) nicht auf dem Einheitskreis liegt. In einer Umgebung U von ug := (0,0),
finden wir also eine zu vy dquivalente ,einfache“ Parameterdarstellung . Es seien

2u 2v d 1—w
r=—-—- = un z
1+ w?’ y 1+ w? 1+ w?

mit w* = u® +v*. Dann gilt

4a? (1 — w?)?
2,2 2 2 _ 2
- - d L Sl A [N
vy (14 w?)? b (1 4+ w?)? v

d.h. 2z = *+/1—1x%—19?

wobei die negative Wurzel nicht gewdhlit werden kann, wenn wir fiir U eine Umgebung
des Nullpunktes betrachten, da der Stidpol nicht zum Wertebereich gehort. Es ergibt

sich also:
T

Y(x,y) = Y
1—a2—y?

Dies ist eine Parameterdarstellung der oberen Hdlfte der Kugeloberfliche, welche
diese zugleich als Graph der Funktion (x,y) — /1 — 22 — y? beschreibt.
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4. Grundlagen der Maf3- und Integrationstheorie

4.1 Worum geht’s? Eine der fundamentalen Fragen in der Mathematik ist das
Messen von Fléchen (oder das Berechnen eines Volumens). Aus mathematischer
Sicht ist dies ein Teil der Mafitheorie. Ein Maf} ist eine Abbildung, welche einer
Teilmenge des R™ einen Wert zuordnet. Dabei stellt sich heraus, dass man nicht
beliebige Teilmengen messen kann, was auf den Begriff der o-Algebra fiithrt. Neben
dem Mafbegriff ist auch der Begriff des zugehdrigen Integrals wichtig, bei welchem
z.B. Funktionen integriert werden konnen, welche auf einer Fliache definiert sind.
Wir werden in diesem Abschnitt einen kurzen Abriss der Lebesgueschen Maf3- und
Integrationstheorie kennenlernen.

a) Mafle und messbare Funktionen

Um mehrdimensionale Integrale definieren zu konnen, benétigen wir einen mathe-
matischen Begriff, der die Fliche bzw. das Volumen einer Teilmenge des R? bzw.
R3 angibt. Anschaulich sieht man (z.B. auch fiir die Linge im R'), dass folgende
Bedingungen fiir das n-dimensionale Volumen \,, sinnvoll sind:

(i) Das Volumen eines n-dimensionalen ,,Intervalls“ []7_, [a;, b;] ist das Produkt der
Seitenlangen [[_, (b; — a;).

(i) Die leere Menge hat Volumen 0, die Werte von A\, sind > 0.

(iii) Das Volumen einer disjunkten Vereinigung von zwei Mengen ist die Summe der
einzelnen Volumen.

Betrachtet man z.B. (0,1] = [J ((3)™, (3)"'], so scheint auch folgende , Stetigkeits-
neN

bedingung® plausibel:

(iv) Das Volumen einer abzidhlbaren disjunkten Vereinigung von Mengen ist gleich
der abzahlbaren Summe der einzelnen Volumina.

Da z.B. R" sicher unendliches Volumen besitzt, muss A, auch den Wert +o0 anneh-
men konnen. Wihrend die Bedingung (i) speziell das n-dimensionale Volumen aus-
zeichnet, wurden die Bedingungen (ii)-(iv) verwendet, um einen allgemeinen Maf-
begriff zu definieren. Dies hat den Vorteil, dass z.B. auch die Wahrscheinlichkeit von
Zufallsereignissen als Mafl gesehen werden kann.

Welchen Mengen kann ein Volumen zugeordnet werden? Neben den Intervallen aus
Bedingung (i) sollten wegen (iv) auch alle (disjunkten) Vereinigungen von Inter-
vallen ,messbar“ sein. Allerdings lésst sich zeigen, dass nicht allen Teilmengen des
R™ in sinnvoller Weise ein Volumen zugeordnet werden kann. Daher wird das n-
dimensionale Volumen als eine Abbildung \,,: &7 — [0, 0o] mit &/ C Z(X) definiert.
Dabei ist der Definitionsbereich ein System von Mengen, welche Axiome erfiillt, die
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zu den Bedingungen (i)-(iv) passen.

4.2 Definition (o-Algebra). Sei X eine Menge, Z(X) := {A : A C X} die
Potenzmenge von X und & C Z(X).

Dann heifit ./ eine o-Algebra tiber X, falls gilt:

(i) 0 e o,

(ii) Fiir jedes A € o gilt A:={r e X :x & A} € &

(iii) Fiir A, € & (n € N) gilt {J, .y An € &

In diesem Fall heiit (X, &) Messraum, und die Mengen A € o heiflen («7-)messbar.

4.3 Definition und Bemerkung.

(i) Die (beziiglich Mengeninklusion) grofite o-Algebra ist Z?(X), die kleinste ist
{0, X'}. Falls o7 eine o-Algebra ist fiir i € I, wobei I eine nichtleere Indexmenge ist,
dann ist [);,.; &% wieder eine o-Algebra.

(i) Sei & C Z(X) beliebig. Dann ist
(&) = ﬂ{szf D & o ist o—Algebra iiber X'}

die kleinste o-Algebra, die & enthélt (von & erzeugte o-Algebra). In diesem Fall
heifit & ein Erzeugendensystem der o-Algebra o(&).

4.4 Definition (Maf}). Sei (X, <) ein Messraum.

(i) Eine Abbildung p : o/ — [0, 00] ein Maf auf o7, falls gilt:

(1) u(0) =0,

(2) o-Additivitit: Fiir (Ap)neny € o mit A, N A, =0 (n #m) gilt

p(UA) =S wlan). (4-1)

neN neN

In diesem Fall heifit (X, .o/, u) ein Mafiraum.
(ii) Ein Mafl o auf einer o-Algebra <7 heifit
e o-endlich (oder normal), falls es eine Folge (A, ), C &7 gibt mit | J,cy An = X
und p(A,) < oo fiir alle n € N,
e endlich, falls u(X) < oo (und damit pu(A) < oo fiir alle A € 7).
e cin Wahrscheinlichkeitsmaf, falls p(X) = 1.
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(iii) Sei v ein Maf} auf .o7. Dann heifit eine Menge A C X eine pu-Nullmenge, falls A €
o/ und p(A) = 0 gilt. Falls fiir eine Aussage M (z) gilt {x € X : M(x) gilt nicht }
ist eine p-Nullmenge, so sagt man, die Aussage M (x) gilt p-fast iiberall.

4.5 Bemerkung. In obiger Definition und auch im folgenden tritt der Wert oo auf.
Dabei sind folgende Rechenregeln zu beachten:

e 0-0=0-00=0,

e v-a=a-00=00 (0<a<o0),

e vta=a+oo=00 (—00<a<oo).

e Der Ausdruck oo — oo ist nicht definiert.

4.6 Beispiele. (i) Dirac-Ma8: Zu x € X definiere

R T

Dann ist 0, ein Maf§ auf Z(X) und damit auf jeder o-Algebra. Das Ma8} §, wird
als Dirac-Maf3 oder auch Punktmafl bezeichnet.

(ii) Z&hlmaB: Definiere

|Al, falls A endlich,

((A) = { oo, falls A unendlich.

Dann ist ¢ ein Mafl auf &2 (X), welches genau dann o-endlich ist, falls X abzé&hlbar
ist.

4.7 Bemerkung. (i) Sei (X, .o/, 1) ein Mafiraum und F € o/. Dann ist & N E :=
{ANE: Ac o} eine o-Algebra, und die Einschrankung p|g := p|onp ist wieder
ein Mafl. Man erhélt einen neuen Mafiraum (E, o/ N E, u|g). Man spricht von der
Spur-o-Algebra und dem Spurmas.

(i) Sei X # () eine Menge, (Y, #) ein Messraum und f: X — Y eine Funktion.
Dann ist o(f) := f~1(2B) := {fY(B) : B € %} eine o-Algebra auf X, die von f
erzeugte o-Algebra.

4.8 Satz. Seien (X, /) ein Messraum und pu: o/ — [0,00| eine Abbildung mit
u(@ = 0 und p(AUB) = p(A) + u(B) fir A,B € & disjunkt. Betrachte die
folgenden Aussagen:

(a) p ist o-additiv.
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(b) Fiir alle A, € o mit Ay C Ay C ... und |,y An =2 A € A gill
Tim pu(A,) = p(A)
(d.h. p ist stetig von unten).
(c) Fir alle A, € & mit Ay D Ay D ..., ey An = 0 und p(A;) < oo gilt
lim u(A,) =0

n—oo
(d.h. p ist stetig von oben).

Dann gilt (a) <= (b) = (c). Falls v endlich ist, sind alle drei Aussagen dquivalent.

Beweis. (a) = (b). Mit Ag := 0 und A, := A,\A,_; ist A = Unen A, und A, =
Up_, Ag. Also ist

p(A) =D p(Ay) = lim Y p(Ay) = lim p(4,).
k=1

neN

(b) = (a). Sei (An)nen C & paarweise disjunkt, A := J, .y An € & Setze A, =

AU, UA,. Dann gilt A, * A (dh. A; C Ay C ... und [JA, = A), und nach (b)

gilt pu(Ay) = p(A). Wegen pu(An) =3 5, p(Ax) gilt also 3757 ) u(Ar) = p(A).

(b) = (c). Wegen u(Ai1\A,) = p(Ar) — p(Ay) und A\A, 7 Ay gilt nach (b)
p(A) = lim p(AN\A,) = p(Ar) = lim p(Ay)

und damit p(A,) — 0.

Sei nun g endlich.

(¢) = (b). Falls A, & A, gilt A\A,, \( 0 und damit gilt u(A\A,) — 0 nach (c).
Somit folgt u(A,) — u(A). O

4.9 Definition (Borel-o-Algebra). (i) Zu a,b € R" schreibe
a<b<<=Vji=1,...,n:a; <bj,

analog a < b. Fiir a,b € R" mit a < b sei (a,b] :={z € R" : a; < z; < b;(j =
L,...,n)} = [[j_(a;, b;] das n-dimensionale (halboffene) Intervall (Quader). Analog
[a,b], (a,b], (a,b).

(ii) Die von allen Intervallen erzeugte o-Algebra
BR") :=0({(a,b] : a,b € R", a < b})
heifit die Borel-o-Algebra im R"™. Die Mengen in #(R™) heilen Borel-messbar.
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Es gilt sogar:

4.10 Lemma. Sei T das Mengensystem aller offenen Teilmengen des R™. Dann gilt
B(R") = o(1). Insbesondere ist jede offene Teilmenge und damit jede abgeschlossene
Teilmenge Borel-messbar.

Beweis. Um fir &1,8, C Z(X) die Gleichheit o(&1) = o(&2) zu zeigen, reicht es
offensichtlich, die Inklusionen & C (&) und & C o(&71) zu zeigen.

(i) Aus (a,b] = Npen [T7—1(a;, b+ 1) sieht man sofort (a,b] € o(7) fiir alle a,b € R”
mit a < b.

(i) Sei U C R" offen. Zu jedem Punkt x € U existiert ein €, > 0 mit
I, ={yeR":x;—e, <y; <mi+e,(i=1,...,n)} CU.

Wie oben sieht man I, € Z(R"). Weiter gilt

U:UQ

zelU

Diese offene Uberdeckung besitzt eine abzihlbare Teiliiberdeckung (Ubung). Dies ist
aber eine abzihlbare Vereinigung, und somit ist U € Z(R"™). Also ist 7 C Z(R").
O

Lemma 4.10 liefert eine Verbindung zwischen den Intervallen als Erzeugendensystem
(dies war durch die Eigenschaften des Lebesgue-Mafles motiviert) und den offenen
Mengen, einem Begriff, der in beliebigen metrischen oder (allgemeiner) topologischen
Réumen definiert ist. Fiir einen topologischen Raum (X,7) kann man daher die
Borel-o-Algebra durch #(X) := o(T) definieren. Insbesondere ist damit die Borel-
o-Algebra fiir metrische Raume definiert, z.B. fiir Teilmengen von R™ (versehen mit
der Spurmetrik).

Der folgende Satz wird im Abschnitt Mafitheorie bewiesen.

4.11 Definition und Satz (Lebesgue-Ma8). Es ezistiert genau ein Maff A =
An: B(R™) — [0, 00] mit der Figenschaft

)\(H a;, b; ) H (b; — a;)
j=1 j=1
fiir alle a,b € R™ mit a < b. Das MafS \,, heifst das n-dimensionale Lebesgue-Mafs.

4.12 Bemerkung. Man sieht sofort folgende Eigenschaften des Lebesgue-Mafles:
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(i) Die Menge {x} ist fiir jeden Punkt z € R™ eine \- Nullmenge denn {z} =
Nien [T/—1 (7; — 4, 2,] und damit nach Satz 4.8: A({z}) = limg ()" = 0.

(i) Analog ist A(Q) = 0 fiir entartete Quader @ = [];_,[a;, b;] mit mindestens
einem a; = b;. Falls U C R" ein linearer Unterraum der Forrn U={zxeR": 2, =
-+ =1, = 0} ist, folgt aus U = (Jyen(U N [N, N]*) somit A(U) = 0.

, AM(a, b)) = A([a, b)) = M(a,b]) = X[a, b]) = H] (bj — a;) fiir alle a,b € R™ mit

=

(iii
a

| /\

(iv) AM(Q) = 0, da Q abzédhlbare Vereinigung von Nullmengen ist.
(v) Aist o-endlich, da R" = Jycy[—V, N]" gilt.

4.13 Beispiel (Cantormenge). Definiere iterativ die Mengen (C,,)nen durch

e [0 ()

(d.h. man nimmt jeweils in den verbleibenden Intervallen das mittlere Drittel weg,
sieche Abbildung 16). Die Cantormenge C' ist nun definiert als C' := ), .y Cp. Als
abzahlbarer Durchschnitt abgeschlossener Mengen ist C' € Z(R). Andererseits gilt
AMCy) =1, MC2) =1 —3, MN(C5) =1 — 3 — 2 etc. Man erhélt

1 o= /2"
Die Elemente in C' sind gerade die Zahlen x € [0, 1], welche eine 3-adische Entwick-
lung der Form
x = 0.a1a900a3 . ..

mit a, € {0,2} besitzen.

Die Abbildung = = 0.a1azas--- +— > -, a,27" ist surjektiv von C nach [0, 1]. Also
besitzt die Menge C' die gleiche Machtigkeit (Kardinalitét) wie das Intervall [0, 1],
némlich [[0,1]| = |R| = ¢. Insbesondere ist C' iiberabzdhlbar, d.h. die Cantormenge
ist eine iiberabzahlbare Lebesgue-Nullmenge.

Um das Integral beziiglich des Lebesgue-Mafles zu definieren, gehen wir dhnlich wie
in Analysis I schrittweise vor: Zunéchst wird das Integral fiir Treppenfunktionen
definiert (die hier allerdings allgemeiner sind), dann wird die Definition auf allge-
meinere Funktionen durch einen Grenzprozess ausgeweitet. Wir beginnen mit dem
Begriff der messbaren Funktionen.
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Abbildung 16: Die Cantormenge

4.14 Definition (messbare Funktionen). Seien (X, .«7) und (5,.”) Messrdume. Fiir
eine Abbildung f: X — S setze f1(B) := {f € B} :=={zx € X : f(z) € B} und
fY) ={fY(B): Be ¥} C P(X). Dann heifit f messbar (genauer &-.%-
messbar), falls f~1() C &, d.h. falls fiir alle B € . gilt f~!(B) € «.

Falls (S,.) = (R", #(R")), so heiit eine o/-.-messbare Funktion f auch o7-
messbar. Falls auch (X, ) = (R™, Z(R™)), so heifit f Borel-messbar oder auch

nur messbar.

4.15 Bemerkung. (i) Jede konstante Funktion ist messbar beziiglich jeder o-Alge-
bra.

b) Sind f: (X, ) — (S1,7) und g: (S1,.%1) — (S2,-%,) messbar, so auch g o
[ (X, o) — (Ss,-#2). Denn es gilt

(go /) {(HA) =g (H) C [HA) .

4.16 Lemma. Seien (X, o) und (S,.7) Messriume und . = o(&) (d.h. & ist ein
Erzeugendensystem von ). Dann ist f : X — S genau dann <7 - -messbar, wenn
Y& c .

Beweis. Das Mengensystem . := {B C S : f~!(B) € &/} ist eine o-Algebra iiber
S. Nach Definition ist f genau dann .o/-.%-messbar, wenn . = o(&) C .. Dies
ist aber dquivalent zu & C ./, d.h. zu f~1(&) C . O

4.17 Korollar. Sei f: R™ — R eine Funktion. Dann sind dquivalent:
(i) f ist Borel-messbar.

(it) Fir jedes a € R gilt {x € X : f(x) > a} € B(R").

(111) Fiir jedes a € R gilt {z € X : f(x) > a} € B(R").
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(i) Fir jedes a € R gilt {x € X : f(z) < a} € BR").
(v) Fir jedes a € R gilt {x € X : f(x) < a} € B(R").

Beweis. (i)==(ii) ist klar wegen (a,00) € A(R).

(ii))==(i). Nach Lemma 4.16 ist nur zu zeigen, dass & = {(a,00) : a € R} ein
Erzeugendensystem von Z(R) ist. Dies folgt aber aus (a,b] = (a,00) \ (b,00) fiir
a < b, da damit (a,b] € 0(&) gilt.

Die Aquivalenz von (ii)—(v) folgt aus den Darstellungen

yza=N{r>a-7}

keN

{f <a} ={fza},
{fﬁa}ZH{f<a+%},

keN

{f >a} ={f <a}".

4.18 Bemerkung. Im Folgenden treten auch die Werte oo als Funktionswerte
auf. Dazu setze R := RU{—o00, +00} und die Borel-o-Algebra auf R durch Z(R) :=
o({(a,0] C R : a € R}). Die obigen Aussagen gelten analog auch fiir messbare
Funktionen f: R" — R.

4.19 Satz. (i) Alle stetigen Funktionen f: R™ — R sind Borel-messbar.

(11) Sei (fi)ken eine Folge (Borel-)messbarer Funktionen fi: R — R. Dann sind
auch die Funktionen infrey fi, supgey fr, Iminf,en fr und limsupy,cy fr messbar.

(111) Der Grenzwert einer punktweise konvergenten Folge (fy)ren messbarer Funk-
tionen ist messbar.

(iv) Seien f,g: R"™ — R messbar und F: R?* — R stetig, so ist auch h: R" —
R, h(x) := F(f(x),g(x)) messbar. Insbesondere sind mit f und g auch max{f, g},
min{ f, g}, f =g und f - g messbar, ebenso |f|" firr >0 und f* firr € N.

Beweis. (i) Die Urbilder {f > a} = f~'((a,c0)) sind offen, also messbar.
(i) Es gilt

@?msﬂzﬂmé@eﬁﬁﬂ
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fiir alle @ € R. Mit Korollar 4.17 folgt die Behauptung fiir das Supremum. Wegen
inf f;, = —sup(—fi) und limsup f; = inf; sup,,>, fm folgt der Rest daraus, da mit
f offensichtlich auch — f messbar ist.

(iii) Fiir eine konvergente Folge gilt lim f; = limsup fj und damit folgt die Behaup-
tung aus (ii).

(iv) Da F stetig ist, ist zu @ € R die Menge G, := {(z,y) € R* : F(z,y) > a}
offen. Wie in Beweis von Lemma 4.10 konnen wir schreiben G, = UkeN A mit
Ay, = (ag, bg) X (cg,di). Da f und g messbar sind, gilt

{ak < f< bk} = f_l((ak,bk)) S @(Rn),
und ebenso {¢; < g < di} € B(R"). Also ist auch

{(f,9) € A} ={ax < f <} N{er < g <di} € BR")

und damit

{z eR": F(f(x),9(x)) > a} = {(f,9) € G} = | J{(f.9) € Ar} € BR").

keN

Die restlichen Aussagen von (iv) folgen aus der Stetigkeit der Abbildungen (z,y) —
vty (r,y) = x -y, (x,y) = max{z,y}, (z,y) = min{z,y}, (z,y) — [z und
(x,y) — z". O

b) Das Lebesgue-Integral
Im folgenden sei (X, 7, 1) ein Mafiraum.

4.20 Definition. (i) Eine Stufenfunktion (oder Treppenfunktion oder einfache Funk-
tion) ist eine Funktion f: X — R der Form f = Zle cixa, mit ¢; € Rund A; € o7.

Dabei ist
(z) 1, z€A,
T) =
XA 0, z¢A,
die charakteristische Funktion von A C X.

(ii) B(X,</;R) bezeichne den Raum aller beschrinkten 7-messbaren Funktionen
f: X —=>R

4.21 Satz. (i) Zu jeder messbaren Funktion f: X — R existiert eine Folge (si)pen
von Stufenfunktionen mit si(z) — f(z) (x € X).

Falls zusdtzlich f > 0 gilt, so kann man eine monoton wachsende Folge (s;); finden.
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(i1) Falls f: X — R beschrinkt und messbar ist, so Folge von Stufenfunktionen,

welche gleichmafig gegen [ konvergiert. (Der Raum der Stufenfunktionen liegt somit
dicht in B(X, o/;R) bzgl. || - ||oo-Norm.)

Beweis. (i) Sei zunéchst f: X — R messbar mit f > 0. Fir k,j € Nmit 1 < j <
k - 2% definiere
J—1 J (i -1
bomfrex izt e < 1)< (5t 4)
und Ay := f7!([k,0)), sieche Abbildung 17. Da f messbar ist, sind Ag; und Ay

messbar. Definiere nun

k-2k .

j—1
Sk 1=Z?XA,€J- + k- Xa,-
=1

Dann konvergiert die Folge (si)ren monoton wachsend punktweise gegen f.

Jfg{x)

NS

— x

Abbildung 17: Die Mengen Ay; im Beweis von Satz 4.21

Im allgemeinen Fall zerlege man f = f, — f_ mit f, := max{f,0} und f_ =
—min{0, f} und wende obige Konstruktion auf f, und f_ an.

(ii) Die obige Konstruktion zeigt, dass die Folge (s)ren bei beschranktem messbaren
f sogar gleichméfig konvergiert. O]

4.22 Definition (allgemeines Lebesgue-Integral). (i) Sei s = Z?Zl cjXa, mit ¢; €

R und A; € & eine Stufenfunktion mit s > 0. Definiere das Integral von s bzgl. p
durch
k
/sdu = chu(Aj) e [0, o0].
j=1

© Robert Denk 26.08.2021



4. Grundlagen der Maf- und Integrationstheorie 59

(ii) Sei nun f: X — R messbar mit f > 0. Definiere

/fdu = sup { /sdu : s Stufenfunktion mit 0 < s < f} € [0, o0].

(iii) Falls f: X — R messbar, definiert man

[ tin= [ gudu [ s-an (42)

falls nicht beide Integrale den Wert +oo haben.

(iv) Eine Funktion f: X — R heifit (Lebesgue-)integrierbar, falls f messbar ist
und beide Integrale in (4-2) endlich sind. Die Menge aller integrierbaren Funktionen
wird mit £ (u) = LY(X, u) = L' (X) bezeichnet. Andere Schreibweisen sind etwa
[ f(x)du(z) == [ fu(dz) := [ fdu. Der Index ,,1“ wird manchmal unten geschrie-
ben: 2 ().

Falls o = X das Lebesgue-Ma$ im R™ ist, so schreibt man [ f(x)dz.

(v) Fiir A € &7 definiert man
[ gau= [ xasan

Fir A € Z(R") schreiben wir Z(A) := £ ()\|4), wobei A\ das n-dimensionale
Lebesgue-Maf} bezeichne.

4.23 Satz (Elementare Eigenschaften des Lebesgue-Integrals). Sei f: X — R 16/12:12

messbar und A € o . (17.06.21)
(i) Sei zusdtzlich f beschrinkt und u(X) < oo. Dann ist f € L (p).
(ii) Monotonie: Sind f,g € L () mit f < g, so ist

/fdué /gdu-

Speziell gilt: Ist a < f(x) <b (z € A) und u(A) < oo, so gilt
ap(A) < /Afdﬂ < bu(A).

(ii) Ist A eine p-Nullmenge, so gilt [, fdu = 0.
(w) Sind A, B € o/ disjunkt und f € L (X, ), so gilt [, 5 fdu= [, fdu+ [, fdpu.
(v) Ist f € LYX,pn), soist f € LA, ula).
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Beweis. (i) Zu f € B(X,A,R) existiert ein K > 0 mit 0 < f; < K. Fiir jede
Stufenfunktion s mit 0 < fi gilt somit [sdy < Kup(X). Somit gilt [ fidu <
Ku(X) < oo. Analog sieht man [ f_du < co.

(i) Ist f < g, so folgt fy < gy und f- > g_. Fiir jede Stufenfunktion s mit
0 < s < f; gilt daher auch s < g,. Damit folgt [ fidp < [ gidu. Genauso folgt
[ f-dp > [ g_dp und damit die erste Behauptung.

Die zweite Behauptung folgt mit axa < fxa < bxa.
(iii) Fiir jede Stufenfunktion s = Zle cjxa, mit 0 < s < fy gilt

k
/ sdp = chu(Aﬂ A)=0
A -

7j=1
wegen p(ANA;) < p(A) =0. Damit ist [, fydu = 0. Analog folgt [, f-du = 0.

(iv) Die Gleichheit gilt nach Definition des Integrals fiir Stufenfunktionen. Fiir in-
tegrierbare Funktionen f > 0 und Stufenfunktionen 0 < s < f gilt 0 < sxya < fxa
und 0 < syp < fxg, andererseits ist fiir zwei Stufenfunktionen s;, sy mit s; < fxa
und s, < fxp auch s := s1xa + Soxp eine Stufenfunktion mit s < f. Geht man
zum Supremum iiber, folgt die Behauptung fiir integrierbares f > 0 und damit fiir

feZL (w.

(v) Fiir jede Stufenfunktion s = >%

cixa, mit 0 < s < fy gilt

j=1
k k
/ sdip=Y (AN A) <Y eiu(Ay) = /Sdu-
A j=1 j=1
Damit folgt fA frdp < [ frdp < oo, analog fiir f_. O

4.24 Lemma. Sei f: X — R messbar.
(i) Ist f >0 mit [ fdp =0, soist f =0 p-fi..
(ii) Es gilt f € LY (u) genau dann, wenn |f| € L (n) gilt. In diesem Fall ist

| [ sau| < [ 15100

(iii) (Majorantenkriterium) Sei g € L' () mit |f| < g p-f.i.. Dann ist f € L ().

Beweis. (i) Wir schreiben {f # 0} = G{J% < f< %}U{f > 1}. Falls u({f #
=1

0}) > 0, so hat wegen der o-Additivitit von p eine der Mengen auf der rechten Seite
positives Mafl und damit nach Satz 4.23 (ii) [ fdu > 0.
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(ii) Die Mengen A := {f > 0} und B := {f < 0} sind messbar, ebenso die Funktion
|f]. Nach Satz 4.23 (iv) gilt

J 1= [ A [ 1id= [ et [ 7odu< o

Die Abschéitzung folgt aus —|f| < f < |f] und der Monotonie des Integrals (Satz 4.23
(i)

(iii) Nach Anderung auf einer Nullmenge konnen wir o.E. |f| < g annehmen. Dann
ist f- < gund f; <gund somit [ frdp < cc. O]

Der Vorteil des soeben definierten Lebesgue-Integrals liegt zum einen an der groflen
Allgemeinheit (beliebige Mafle), zum anderen an starken Konvergenzaussagen. Die
folgenden Aussagen werden hier nur zitiert und im Abschnitt Mafitheorie bewiesen.

Im folgenden sei (X, o7, 1) ein Mafiraum.

4.25 Satz (Linearitit des Integrals). Seien fi, fo € £ (n), a1, as € R. Dann ist
alfl + Oégfg € .i”l(,u) und

/(Oélf1+042f2)dﬂZal/fldu+a2/f2dﬂ-

4.26 Satz (von Lebesgue iiber monotone Konvergenz). Sei (fi)ren eine Folge
messbarer Funktionen mit 0 < f; < fo < ..., und sei f: X — [0, 00| definiert durch
f(z) == limge0 fe(z) (z € X). Dann gilt

lim /fkd,u:/fd,u:/ lim frdu.
k—o0 k—oo

4.27 Satz. Sei (f,)nen eine Folge nichtnegativer messbarer Funktionen und f: X —
0, 00] definiert durch f =%, f,. Dann gilt

[ fn- i_o; [ e

Falls f, € ZY(u) (n € N) und die Summe auf der rechten Seite konvergiert, so
gilt f € LY (w), und die Reihe Y7 | fu(x) konvergiert fiir u-fast alle v € X.

4.28 Satz (Lemma von Fatou) Sei (fn)nen eine Folge nichtnegativer messbarer
Funktionen und f: X — [0,00] definiert durch f :=liminf, , f,. Dann gilt

/fd,u<hm1nf/fnd,u
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Der folgende Satz ist einer der wichtigsten Sétze der Integrationstheorie und heifit
auch Satz von Lebesgue iiber dominierte Konvergenz.

4.29 Satz (von Lebesgue iiber majorisierte Konvergenz). Sei (f,)nen eine Folge
R ezistiere ji-
g(x

messbarer Funktionen, und der Grenzwert f(x) := lim, o fn(T) e
)| ) fiir p-fast

fast iiberall. Weiter existiere eine Funktion g € £ () mit | fu(x
alle v € X und alle n € N. Dann ist f € £ () und

€
<

lim fndu:/ lim f,du.
n—oo

n—oo

Im folgenden werden wir stets den Mafiraum (R", (R™), ) mit A = A, betrachten.
In diesem Fall schreibt man auch

/Af(x)dx ::/Af(:v)d)\(g;) ::/AfdA‘

Ein weiterer wichtiger Integralbegriff wurde schon im ersten Semester erwahnt: Das
Riemann-Integral.

4.30 Definition (Riemann-Integral). (i) Eine Stufenfunktion s: R* — R, s(z) =

Zle cixa, heiBt eine Riemann-Stufenfunktion, falls A; n-dimensionale Intervalle
Sind, d.h. Al = ((17;, bz] mit ai,bi € Rn, a; < bz

(ii) Sei f: R™ — R eine beschrénkte Funktion mit kompaktem Tréger

supp f = {x € R : f(z) # 0}.

Dann heif3t

7f(x)d:v = inf { /s(x)da: : s Riemann-Stufenfunktion, s > f}
das Oberintegral von f und

/f(x)dm = sup { /s(x)dm : s Riemann-Stufenfunktion, s < f}

das Unterintegral von f.

f heifit Riemann-integrierbar, wenn Tf (x)dz = [f(z)dz =: [ f(x)dz (Riemann-
Integral).

4.31 Satz. Sei f: R™ — R eine beschrdnkte Funktion mit kompaktem Trdger.
(1) Falls f gleichmafSig stetig ist, so ist f Riemann-integrierbar.
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(i1) Falls f Riemann-integrierbar ist, so ist f (nach eventueller Abinderung auf
einer Nullmenge) Lebesque-integrierbar, und

[ = [ rar

wobet links das Riemann-Integral und rechts das Lebesque-Integral steht.

Beweis. (1) Wir wihlen ein Intervall (—N, N]” mit supp f C (=N, N|” und dann
eine Folge von Partitionen

m;
(-NN"=JL; (=12...)
k=1

mit Intervallen I;, deren Feinheit gegen 0 konvergiert. Setze fiir j € N

m; m;
S = E ChjXIy;» Sj = E ijXij
k=1 k=1

mit
cgj i= inf f(y), Ck; == sup f(y).

y€lk; yely;

Da f gleichméBig stetig ist, gilt [ S;(z)dx — [ sj(z)dz — 0 (j — co). Damit ist f
Riemann-integrierbar und [ f(z)dz = lim; o [ Sj(z)dr = lim;_, [ s;(z)dz.

(ii) Sei f Riemann-integrierbar. Definiert man s; und S; wie oben, so gilt

51 <8< < f < <5 <5

Als Grenzwerte monotoner Folgen existieren punktweise s(z) := lim; , s;(z) und
S(x) :=1lim;_, S;(x) und sind wieder messbar. Es gilt s < f < §.

Nach dem Satz von der monotonen Konvergenz gilt

Jj—o0 Jj—o0

/sd)\ = lim [ s;d\ = lim [ s;(x)dz,

letzteres, da auf Riemann-Stufenfunktionen Riemann- und Lebesgue-Integral nach
Definition iibereinstimmen. Genauso gilt

/Sd)\ = lim S;(x)dz.

j—00

Da f Riemann-integrierbar ist, gilt auflerdem

lim [ s;(z)de = lim [ S;(z)dx

Jj—o0 Jj—o0
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und damit [(S — s)d\ = 0. Nach Lemma 4.24 folgt S = s A-fast iiberall und somit
wegen s < f < S auch s = 5 = [ fast iiberall. Damit ist f nach eventueller
Anderung auf einer Nullmenge messbar mit

/fd)\:/sd/\:/f(x)dx

Beachte, dass wegen Beschranktheit von f und Kompaktheit des Tragers von f
automatisch f € Z1(\) gilt. O

c) Iterierte Integrale

4.32 Beispiel. Sei M = {z € [0,1]*: 3 < z?}. Dann ist

/|x| dx—/ (z7 + 23)dx —// 2 4 23)dwy dry
= [@rin=+Hl=t+h=2

Frage: Ist (*) erlaubt? Die Antwort (ja) liefert der Satz von Fubini.

4.33 Satz (von Tonelli). Sei f: R* — [0, 00| messbar. Dann sindy — f(z,y), R —
[0,00] fiir jedes feste x und y — [g f(x,y)dz, R — [0,00] messbar (analog fiir
vertauschtes x und y), und es gilt

[t = [ ([ s@pa)iy= [ ([ fepd)is e .0,

Beweis. Wir zeigen den Satz nur fiir den Spezialfall, dass f Riemann-integrierbar ist.
Nach dem Beweis von Satz 4.31 (ii) existiert dann eine Folge (sg)ken von Riemann-
Stufenfunktionen mit s, 7 f punktweise.

Sei A = (a,b],a,b € R? a < b. Dann sind folgende Funktionen offensichtlich
messbar:

y— xa(z,y), R — R, fiir festes z,
r— xa(z,y), R =R, fiir festes y,

y'—>/XA($,y)d£U,R—>R,
R

T = / xa(z,y)dy, R — R.
R
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Weiter ist

/R2 xad(z,y) = /R/RXA(I,y)dl‘dy = /R/RXA(I,Z/)dydx = (by — a1)(by — as).

Wegen der Linearitit des Integrals folgen die Behauptungen fiir alle Riemann-
Stufenfunktionen si. Als punktweiser Limes messbarer Funktionen sind somit y +—
f(x,y) = limy sg(x,y) und x — f(x,y) messbar. Mit dem Satz {iber monotone
Konvergenz folgt die Messbarkeit von y — [ f(z,y)dz = limy [ sg(z,y)dz und
x> [ f(x,y)dy. Wieder mit monotoner Konvergenz folgt

fla,y)d(z,y) = lim sk(w y)d(x,y)

R2
_hm//skxydxdy—//fxydxdy
k—o00

]

4.34 Satz (von Fubini). Sei f : R? — R (Lebesque- )integrierbar. Dann sind (even- 17/1:19:05

tuell nach Anderung auf einer Nullmenge) die Funktionen y fR f(z,y)dz und (21.06.21)
x fR f(z,y)dy integrierbar, und es gilt

[t = [ ([ sende)is= [ ([ )i

Beweis. Der Satz von Tonelli, angewendet auf |f|, liefert die Messbarkeit von = —
[ 1f(x,y)|dy. Damit ist

N = {xeR:/RIf(x,yﬂdy:oo}

Borel-messbar, und wegen

/R </R If(x,y)|dy>dx = /}R2 |f(z,y)|d(z,y) < oo

ist A (/) = 0. Definiert man
~ flz,y), fallsz & N,
Flo.y) { )

0, sonst,

und g(z fR z,y)dy, so folgt f = f fast iiberall und g € Z'(R).

Falls f > 0 (und damit auch f >0, g > 0), so folgt wieder mit dem Satz von Tonelli

/R da:—/ /fxydyd:v—/f:vy (x,y) /fmy (x,y).

Fiir beliebiges f € Z*(R?) folgt die Behauptung durch die Zerlegung f = f; —
s 0
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4.35 Korollar. Se: f: R" — R integrierbar. Dann gilt

Rnf(m)da::/R---/Rf(xl,...,xn)darl...dxn,

wobei die Integrationsrethenfolge auf der rechten Seite frei wdhlbar ist.

Bewets. Iteriertes Anwenden des Satzes von Fubini.

4.36 Korollar (Prinzip von Cavalieri'!). Fiir A € B(R") und t € R sei
Ay i={(z1,...,001) ER" i (zy,...,20_1,1) € A}

der Schnitt zum Wert t. Dann ist A; € B(R"™Y), und

An(A) = /R Aot (A})dt.

Beweis. Dies folgt durch die Anwendung des Satzes von Tonelli auf y 4.

X2
P,
7 : 7%,
Ay Ay
Cavalien in ”UZ& Cavalien in 7!22

Abbildung 18: Das Prinzip von Cavalieri

" Bonaventura Cavalieri, 1598-30.11.1647
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4.37 Korollar. Sei D € Z(R"1) und f: D — R Borel-messbar. Dann gilt graph f €
PB(R"™) und A\, (graph f) = 0. Insbesondere hat jede Hyperebene im R™ Lebesgue-Mafl
0.

Beweis. O.E.sei D = R"~ !, denn sonst setze f durch 0 zu einer messbaren Funktion
f auf R" fort. Die Behauptung fiir f folgt dann aus graph f = (D x R) N graph f.

Die Koordinatenprojektionen pr;: z — x;, ¢ = 1,...,n, sind stetig und damit Borel-
messbar. Also ist auch

g:R" =R, xw f(z1,...,20-1) — Tp

Borel-messbar. Damit ist graph f = {g = 0} € Z(R"). Wegen Xgraph £(Z1, - - ., Tn_1,1)
0 fiir t # f(x1,...,2,_1) folgt

/Xgraphf(x'at)d/\l(t) =0
R

fiir alle 2’ := (z1,...,2,-1) € R""!. Nach dem Satz von Tonelli folgt

(et ) = [

Rn—1

( /R Xeraph f(:c’,t)dAl(t)>dAn,1(x') = / 0 dA\(z') = 0.

Rn—1

]

4.38 Beispiel (Kreisfliiche, Kugelvolumen). (i) Sei M := {(x,y)" € R? : |(z,y)T| <
r} der Kreis mit Radius r. Nach dem Prinzip von Cavalieri erhdlt man fiir die
Kreisflache

Xo(M) = /7‘ M([~V7r? — 22, V2 — 22))dx = 4/T Vr? — z2d.
. 0

Mit der Substitution & = rsint, dz = rcostdt, t € [0, 3], erhdlt man

w/2
Ao (M) :4/ r?cos’tdt = 4r* T = mr?.
0

(i) Sei nun K := {(z,y,2)" € R®: |(z,y,2)"| < r} die Kugel im R?® mit Radius
r. Fiir x € [—r,7] ist der Schnitt zum Wert = gegeben durch K, = {(y,z) € R*:
y? + 22 <r? — 22}, d.h. nach (i) ist \y(K,) = 7(r?* — 2%). Damit ist

Ns(K) = / 7(r? — e)do = 2(r® — ) = 4 7,

Somit besitzt ein Kreis im R? mit Radius r die Fliche 7r? und eine Kugel im R3

mit Radius r das Volumen %777‘3 .
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4.39 Beispiel (Triigheitsmoment einer Kugel). Sei K := {(z,y,2)" € R®: |(z,y,2)"| <
r} (Kugel mit Radius r > 0). Das Trégheitsmoment von K bzgl. der z-Achse ist
gegeben durch J := [,.(2* + y*)d(z,y, z). Nach dem Satz von Fubini ist

7”2—$2 r2—:r:2—y
J = 2/ d(x,y, z / / / v?dzdydz
—rJ—Vr2—z? r2—:c2—y
7.2_:02 7‘2—$2—y
= 16/ / / 22 dzdydz

7"27I2
= 16/ / 22\/r? — 22 — y2dyda.
o Jo
Substituiert man y = /1?2 — x2sint, dy = v/r?2 — x? cos tdt, so erhélt man

r w/2
J = 16/ 932/ Vr2 — 224/ 1 — sin? tVr2 — 22 cos tdtdz
0 0

r /2
= 16/ x?(r? — a:z)dx/ cos® tdt
0 0

—16(2 - ) T =5,

d) Der Transformationssatz

Im folgenden sei A = \,, das Lebesgue-Mafl im R™.

4.40 Definition und Satz. (i) Sei U C R" offen, u ein Maf auf (U, B(U)), und
®: U — R™ messbar. Dann ist 1o ®~': B(R") — [0,00], A+ u(®~1(A)) ein Map,
das Bildmafs von pu unter ®.

(ii) Ein Map p auf (R™, B(R™)) heifft translationsinvariant, falls po ®~* = p fiir
alle Translationen ®: R" — R" o — x + ¢ mit ¢ € R" qilt. Das Maf$ yu heifit
bewegungsinvariant, falls o ®~1 = p gilt fiir alle Bewegungen ®: R® — R", x
Sx +c mit S € R"™" orthogonale Matriz und c € R™.

Beweis. Die o-Additivitéit folgt sofort aus
A<<I>‘1< U Ak>> - A( U <I>‘1(Ak)> =Y MA@
keN keN keN

die anderen Eigenschaften eines Mafles sind klar. O]
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4.41 Satz. (i) A ist translationsinvariant. 18/1:11:52

(ii) Sei W := ((0,...,0),(1,...,1)] = (0,1]" der n-dimensionale Einheitswiirfel. (24.06.21)
Falls p ein translationsinvariantes Maf$ auf (R™, B(R™)) mit p(W) =: a < o0 ist,
s0 ist g = a\.

Beweis. (i) Fiir a,b € R" mit a < b und ®(x) =z +¢, c € R, gilt Ao @7 ((a,b]) =
M(a—c,b—<]) =1T}_,(b; — aj) = M(a, b]). Nach Satz 4.11 ist Ao @1 = A,

7=1
(i) Sei ag := (3,..., 1), Wi = (0,a) und Gy := {4, %,...,1}". Dann ist W = W, =
U (r —ag, 7] und damit p(W) = a = k"u(Wy). Wegen o < oo folgt u(Wy,) = & =

reGy

Betrachte nun (a,b] mit a,b € Q", wobei 0.E. a = 0, b = (%*,..., ). Dann ist
(0,b] = U (r — ag, r] mit der Indexmenge Hy, := [\ ;{3,..., "¢ }. Damit
reHy
m My,
p(O.8) = 3l —aer) =a- "0 (0,6,

reHy,
Somit gilt p((a,b]) = aA((a,b]) fir alle a,b € Q™ mit a < b.

Zu a,b € R, a < b, wihle nun ay, by € Q" mit (ax,bx]  (a,b] und erhalte
p((a, b)) = aA((a,b]). Nach Satz 4.11 folgt u = a. O

4.42 Satz. )\ ist bewegungsinvariant. 19/03:37

(28.06.21)
Beweis. Sei ®(z) = Sz + ¢, dh. & = T, 0 S mit S: R* — R" orthogonal und
T.: R* - R", 2 + x + ¢ mit ¢ € R". Dann gilt ® =T7,0S5 = SoTy mit d := S~ !¢
und damit

Aod t=NoSHoT ' =NoT; oS =105 (4-3)
nach Satz 4.41 (i). Zu zeigen ist also noch Ao S™1 = \.
Da S™1(W) C R" beschriinkt ist, folgt o := ()\oS_l)(W) < 0. Nach (4-3) ist Ao S™!
translationsinvariant, und nach Satz 4.41 (ii) folgt Ao S™! = a-\. Fiir K := B(0, 1)
{r e R": |z| < 1}ist STHK) = K, dh. Ao STH(K) = MNS™HK)) = MK) >

und damit o« = 1.

Uo |l

4.43 Satz. Sei T € GL(n,R). Dann gilt 19/11:34

1 (28.06.21)

(o T™)(B) = 1oy MB) (B € 2(R)

bzw.
MT(B)) = |detT|- N(B) (B e BR")).
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), sieht man, dass A\ o T~!

Beweis. Wie im Beweis von Satz 4.42, Gleichung (4-3
= MNT'(W)) < oo, folgt aus

translationsinvariant ist. Da a = (A o T71)(W)
Satz 4.41 (i) Ao T~' = a - \.

Nach einem Satz der linearen Algebra existieren orthogonale Matrizen Sy, Sy und
eine Diagonalmatrix D = diag(\y, ..., A,) mit T = S;DS,. Fir B := S;(W) folgt

a=a\W)=a-(AoS)(W)=a\(B)
= (Ao T7)(B) = A(S; " o D" 0 SH(B))
= Ao Sy (DI (W) = A(D*l(W))

:/\(ﬁo I 1) H|)\| = |det D|™* = |det T| .
j=1
]

Fiir lineare bijektive Abbildungen haben wir also die Gleichheit A\(T'(B)) = | det T'| -
A(B) (B € Z(R")). Seien nun U,V C R" offen und &: U — V, z +— ®(z) =: z, ein
C1-Diffeomorphismus. Dann gilt x5 — 21 = ®(29) — ®(21) = ®'(21)(22 — 21) + -+
Somit liegt es nahe, dass Wiirfelinhalte lokal um den Faktor |det ®'(z)| verstarkt
werden, d.h. dass gilt “dz = |det ®'(z)|dz". Dies ist tatsdchlich der Fall, wie der
folgende Satz zeigt, der erst in Analysis III vollstandig bewiesen wird.

4.44 Satz (Transformationssatz). Seien U,V C R™ offen und ®: U — V ein C'-
Diffeomorphismus. Sei f: V — R messbar. Dann ist f iber V.= ®(U) genau dann
integrierbar, wenn (f o @) - |det ®'|: U — R integrierbar iber U ist, und dann gilt

x)dr = ®(2)) - |det ®'(2)|dz.
/M)f() /Uf(())| £ /(2)|

4.45 Beispiel (Polarkoodinaten im R?). Bereits in Beispiel 2.19 hatten wir die
Koordinatentransformation von kartesischen Koordinaten auf Polarkoordinaten in
R? angegeben:

R? € (z,y) = ®(r, @) = (rcosp,rsing),
wobei @ : Q — R?\ {(2,0)] > 0} mit Q := {(r,9)|]r >0, 0 < ¢ <27} . @ ist
bijektiv, und es gilt

cosp —rsine

/ —
det @'(r, ) = sing  rcosp

‘ =r>0in @,
also ist ® ein Diffeomorphismus. (® : @ — R? ist dagegen nicht bijektiv, deshalb

die Abbildung auf die ,geschlitzte Ebene® R?\ {(x,0)| = > 0}). Die unbeschréinkte
Menge N := {(z,0)| = > 0} ist eine Nullmenge, so dass wir schreiben kénnen:

R pr2m
/;(O’R) f(x7 y)d(mg y) = /B((LR)\N f(wa y)d(ﬂf, y) = /(; A f(r COS ©, 1 SIn gp) r dgpdr ,

© Robert Denk 26.08.2021



4. Grundlagen der Maf- und Integrationstheorie 71

wobei die letzte Gleichung gerade aus der Transformationsformel resultiert.

Fiir f =1 erhélt man wieder die Fléche des Kreises:

AB.R) - |

R 2 R2
ld(z,y) = / / rdodr =21 — = TR
B(0,R) o Jo 2
Fiir f(z,y) = e **¥") erhilt man

27T 2 o0

[e'e) 2
F,y)d(e,y) = / / e rdrdp = ()P =1
R2 0 0 2

Wegen [i, =@ )d(z,y) = (fp e‘t2dt)2 folgt damit [, e~*'dt = /7 und somit fiir
die Wahrscheinlichkeitsdichte der Standard-Normalverteilung

1 o0 t2
— B2t =1
e .
\ 2T /_OO
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5. Kurvenintegrale und Flidchenintegrale, der Satz
von Gauf

5.1 Worum geht’s? Nachdem die ma- und integrationstheoretischen Grundla-
gen bereitgestellt wurden, kénnen wir nun Funktionen integrieren, welche auf einer
Kurve oder einer Fliache definiert sind. Fiir das Flidchenintegral ist die Gramsche
Determinante zentral, welche eine der Fliache angepasste Skalierung des Integranden
bewirkt. Einer der wichtigsten Sétze fiir Flachenintegrale ist der Satz von Gau8,
welcher das Analogon zur partiellen Integration in R darstellt.

a) Kurvenintegrale und 1-Formen

Unser Ziel ist es nun, Wegintegrale zu erkldren. Wir erinnern uns an die Definition
eines Weges als stetige Abbildung v : [a,b] — R™. Diese kénnen noch recht exotisch
sein, wenn man an das Beispiel der Peanokurve v : [0,1] — [0, 1]* (surjektiv) denkt.
Fiir stiickweise differenzierbare Wege haben wir deren Lénge iiber

Liy) = / Iy (8)dt

festgelegt. Zunéchst behandeln wir Kurvenintegrale, also Integrale iiber ein Inte-
grationsgebiet I' = v([a, b]) und wollen zu einer Verallgemeinerung des Hauptsatzes
der Differential- und Integralrechnung: [ f fl(x)dx = f(B) — f(a) gelangen. Spéter
beweisen wir dann eine entsprechende Aussage iiber Flichenintegrale.

5.2 Definition. Unter einem Vektorfeld auf einer Menge U C R"™ verstehen wir
eine Abbildung v : U — R™. Damit wird jedem Punkt z € U ein Vektor v(z) € R”
zugeordnet. Meist denkt man sich den Vektor v(z) im Fupunkt = angetragen.

Wir fithren nun Integrale iber I' ein und denken dabei beispielsweise an die folgende
Situation: Es sei v : [a,b] — I' C R? ein glatter Weg, v : I' — R3 ein Vektorfeld. Ist
v etwa ein Kraftfeld, so berechnet sich die physikalische Arbeit als ,, Kraft mal Weg*
und man mochte das Integral

b
A= /F<v(x),d:v> ::/ (w(y(t)),~'(t))dt, (-,) : Skalarprodukt in R

berechnen, also v ,lings I'* integrieren, siche Abbildung 19.

Einen Kalkiil zur Berechnung solcher Integrale liefern die , Pfaffschen Differential-

formen'?“. In diesem Zusammenhang sind auch die Namen Henri Poincaré'® und

12 Johann Friedrich Pfaff, 22.12.1765 — 21.4.1825
BHenri Poincaré, 29.4.1854 — 17.7.1912
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A )
\/elm‘w{z/q/ d )

Abbildung 19: Wegintegral iiber ein Vektorfeld

Cartan'* zu nennen.

5.3 Definition. Sei U C R™. 19/1:13:49

a) Sei w: U x R" = R, (z,h) — w(x, h) stetig und linear in . Dann heiBt w eine 1- (28.06.21)
Form in U. Die 1-Form w heifit stetig differenzierbar, falls die Abbildung z — w(z, h)
fiir jedes feste h stetig differenzierbar ist.

b) Eine Funktion f: U — R™ heifit auch eine 0-Form in U.

Sei w: U x R" — R eine 1-Form. Wir schreiben die zweite Variable h beziiglich der
Standardbasis des R™: h = Z?Zl h;e; , e; i-ter Einheitsvektor des R™. Damit ist
w(z,h) =" w(z,e)h;, dh mit wi(z) = w(z,e;) gilt:

wq ()
w(z,h) = (w(z),h) , wlx)=

Wn(@

Falls w stetig differenzierbar ist, so gilt z — w(x) € C'(U;R"). Dem klassischen
»dz* geben wir hiermit folgenden Sinn:

Damit erhalt man

sz Ydx; =: (w(z), dx).

Speziell betrachten wir hier 1-Formen auf dem Wertebereich von glatten Kurven I'.

5.4 Definition. Sei 7y: [a,b] — R" eine Parameterdarstellung von I". Dann ist 19/1:27:42

/w ) / » (28.06.21)

14E)ie Joseph Cartan, 9.4.1869 — 6.5.1951
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das Kurvenintegral der 1-Form w langs I'.

Erinnern wir uns an das obige Beispiel der physikalischen Arbeit, so ist w(z,-) =

(v(z),dr)y, dh. A= [Lw

Die Definition des Kurvenintegrals ist von der speziellen Darstellung unabhéingig,
solange dieselbe Orientierung gewéhlt wird: Denn seien v, : [a;,b;] = R" (j =1,2)
und ¢ : [ag, by] = [a1,b1] mit ¢’ > 0, so dass 72 = 71 © . Dann gilt

b

/ o (£), 7 (1)) dt = / w0 (1), 7, 0 9(r) @ (r)dr = / (2 7) (7).

al a2 a2

Weiterhin gelten offensichtlich die folgenden Rechenregeln:

/W1+WQ = /w1+/w2
r
/cw = /w (c e R)
r r
/w+/w = /w, firI' =11 + I's.
N} s r

5.5 Beispiele. a) Betrachte das Vektorfeld v: R? \ {0} — R?* =z — z und die
Kurve I' = I'y + I'5 in R? mit

cost m 0
Fl—{x—vl(t)— ( Smt), ogtgg}, PQ_{x_yg(t)_ (t) 1§t§2},
siehe Abbildung 20.

Fiir die 1-Form w: (R?\ {0}) x R? = R, (z,h) — (v(z), h) erhiilt man das Kurven-

integral
/w-/w—i—/w wobei w(z, ) = (v(z),dz) .
Iy I
Wegen w(y1,71) = (v(1(t), 71 (1)) = 0 ist [ w =0, und damit folgt

:/mw:/12@(72(75)),7;(15))&:/1 <ti2((t)>,<(1)>>dt:/12%dtzln2.

Verlangert man I'y zu einer vollen Kreislinie fl, so erhilt man einen geschlossenen
Weg, und wie oben gilt [x w = 0.

b) Wieder sei w: (R?\ {0}) x R? = R, (x,h) — {(v(x), h), wobei jetzt das Vektorfeld
v gegeben ist durch

v R2\ {0} - R, xHL(_xQ).

EARANE Y

© Robert Denk 26.08.2021



5. Kurvemintegrale und Flichenintegrale, der Satz von Gauf 75

(0,4)

(0,2)

(0,1)

~ )

0 (4,0) (1i-4)

Basped § ) Ceispiel §.5 8)
Abbildung 20: Die Kurven aus Beispiel 5.5

Sei I' :=T'y + I's + I's gegeben durch die jeweiligen Parametrisierungen

t
n(t) = <C°S ),0§t§7r,

sint

w0 =("2)),

t
t) = 0<t <.
w=(, 1)) 0sis

@]
IN
~
IN
—_

Dann erhélt man
/w _ / (—smt))(—smt) P
r, 0 cost cost
1
t 1 1
= , ——dt
fo = LG5 () mrar
1 1 1/2 1
- / 2 2dt:/ 12 s 47
o P4+ (1-1) —ip (T+ )P+ (1—3)

1/2 1 1 1 s=1
= 2/ 5 dr = / 5 ds = arctan s
—1/2 41 + 1 1 S + 1

Analog folgt [, w = 7 und damit [.w = 2.

s=—1 2 '

Wenn man jetzt ['; zu einer vollen Kreislinie Iy verldngert, so ergibt sich ffl w = 2.
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Wiéhrend in obigem Beispiel 5.5 a) das Integral iiber die geschlossene Kreislinie den
Wert 0 ergibt, gilt dies nicht fiir Beispiel b). In Beispiel 5.5 b) verbindet die Kurve I'y
den Punkt (1,0) mit dem Punkt (—1,0), und es gilt fF1 w = 7, aber auch die Kurve
—I'y — '3 (d.h. die Kurve I's 4+ I'3 in umgekehrter Richtung durchlaufen) verbindet
diese beiden Punkte, und es gilt f_FQ_Fg W= —T.

Es stellt sich daher die Frage, wann Kurvenintegrale fr w wegunabhéngig sind, d.h.
nur vom Anfangs- und Endpunkt von I' abhédngen, bzw. wann Integrale iiber ge-
schlossene Fliachen den Wert 0 ergeben.

5.6 Definition und Bemerkung. a) Sei U C R” offen, f € C'(U;R). Dann ist
df : U x R" —- R, (z,h) — f'(z,h) = (Vf(z),h) eine 1-Form in U. Sie heifit das
totale Differential von f. Es gilt

b b
/F i = / Fv(0), 7 ()t = / (f o) ()t = F(x(b) — F(7(a))
F(B) — f(A)

mit B := ~(b) und A := vy(a), d.h. das Integral héingt nur von den Endpunkten ab.

b) Existiert zur 1-Form w: U x R” — R eine 0-Form f : U — R mit w(x,h) =
f'(z,h) = (df)(z, h), so heiBt w exakt und f Stammfunktion zu w.

Schreibt man w in der Form w(z,h) = (w(z), h), so ist also w exakt, falls ein f
existiert mit w(z) = V f(x).

c¢) Eine 1-Form w: U x R™ — R heifit wegunabhéngig, falls fFl w = fF2 w fiir alle in
U verlaufenden Wege I'y, I's mit denselben Anfangs- und Endpunkten gilt.

Eine Antwort auf die obigen Fragen und eine Verbindung zur vorangegangenen De-
finition liefert der

5.7 Satz. Seien U C R" offen und zusammenhdngend und w: U x R® — R eine
1-Form. Dann ist w genau dann exakt, wenn w wequnabhdngig ist.

Beweis. ,=*: Ist bereits in Bemerkung 5.6 a) bewiesen worden.

»<="1 Sei xg € U fest gewahlt und I'(zg, x) verbinde xy mit = € U, dann ist

fo= [ w

wohldefiniert, da das Integral nach Voraussetzung wegunabhéngig ist. Das so defi-
nierte f ist die gesuchte Funktion, denn f € C'(U,R) mit folgendem Argument:
Verbindet man x mit « + h geradlinig (fiir kleine h) und I'; .1, sei die Verbindungs-
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strecke, dann ist

1
flx+h)— flx) = / w:/ w(z + th, h)dt
Towin 0
= w(z+T7h,h) fir ein 7 € (0,1),7 = 7(x, h)
= w(z,h)+w(@+T7hh) —w(z,h)
= w(z,h)+r(x,h)|h|

w(z+T1h,h)—w(x,h)
{ slotrhlize(@h) g o

0 L h=0

h h
= w x+7h,—>—w(aj,—> fiir h #£ 0,
( |h |h

d.h., da w stetig: |r(z,h)| < e, falls [Th| < d(e,x). Somit ist f an der Stelle z

mit r(z, h) =

differenzierbar mit f'(z) = w(x,-). O
5.8 Beispiele. Wenn wir die Beispiele 5.5 betrachten, so gilt: 20/1:21:10
a) w(z) = o = Vin|o| in U = R?\ {0}, d.h. w ist exakt. (01.07.21)

b) w(z) = = (77*) ist nicht exakt, da fiir den geschlossenen Weg I' gilt [, w = 27 #

R !
0.
Fallsw: UxR" = R, (z,h) — (w(z), h) stetig differenzierbar und exakt ist, so folgt
wegen w(z) = V f(x) nach dem Satz von Schwarz (Satz 2.25)
Ow;(z) = 0;0;f(x) = 9;0,f (x) = Qjwi(z) (x € U)
fir alles,7=1,...,n.
Die Bedingung ist jedoch nicht hinreichend, wie Beispiel 5.5 b) zeigt:

—1-|z|* + 223 22— 2? lz|? — 22 23— a?
f— 1 a p— f—
] E T R P EE

82w1 =

Eine hinreichende Bedingung erhélt man unter zusétzlichen Voraussetzungen an U:

5.9 Definition. Eine Teilmenge U C R" heifit sterntérmig beziiglich eines Punktes |21 /11:36

p € U, wenn fiir alle x € U die Verbindungsstrecke von p nach x in U enthalten ist (05.07.21)
(sieche Abbildung 21).

5.10 Satz. Sei U C R" offen und sternformig und w: U X R" — R eine stetig |21/14:07

differenzierbare 1-Form mit O;w; = Oiw; fir alle i,7 =1,...,n. Dann ist w exakt. (05.07.21)
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NI S’J{/’V“fx’fwfg

SXUV\&GMS

Abbildung 21: Der Begriff eines sternférmigen Gebietes
Beweis. O.E. sei U sternférmig beziiglich des Nullpunktes. Durch geradliniges In-

tegrieren ldngs der Verbindungsstrecke I'g, = {7(t) = tx|0 < ¢ < 1} von 0 nach z
geben wir eine Stammfunktion an:

f(z) = 407zw = /01 w(te, z)dt = /01 Zz:;wi(tx)xidt

Da nach Voraussetzung w; stetig differenzierbar ist, folgt

1 1 n 1 1 n
0;f(z) = / wj(tx)dtJr/ int Ojw;(tx)dt = / W, (tx)dt+/ int Ojwj(tx)dt.
0 0 i=1 0 0 i=1

Mit partieller Integration erhélt man

1

0

/01 tzz;: z;0w;(tr)dt = tw;(tx)| — /01 wj(tz)dt = w;(z) — /01 wj(tx)dt

und damit 0; f(x) = w;(z). O

5.11 Beispiele. Wiederum betrachten wir die Beispiele 5.5:

a) Dieses Beispiel zeigt, dass in U = R? \ {0} nicht beide Bedingungen nétig sind,
denn U ist nicht sternférmig, doch es gilt w(z) = VIn|z| dort.

b) Dieses Beispiel wollen wir nun auf der sternformigen Menge U := {x € R" : x1 >
0} betrachten und eine Stammfunktion von

o =pe( )
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berechnen. Wir wihlen p = (1,0) und nach z = (21, x2) den Weg I' = I'; + I'y mit
Fl = {’yl(t) = (t,0)| 1 S t S 1‘1} und Fg = {’YQ(t) = (l’l,t)| 0 S t S 372},

welcher eine einfachere Berechnung des Integrals iiber w zuléfit als die direkte Ver-
bindungsstrecke von p nach x. Diese freie Wahl des Weges ist jetzt wegen der We-
gunabhéngigkeit (nach Satz 5.7) moglich. Fiir die Stammfunktion erhélt man

0= fo [ OO [ ()0

z2/21 x
= / 2—2dt:/ 2dT:arc‘r,arl—Q.
o x1+t 0 1+7 1

Man darf aber nicht beliebig um den Nullpunkt herum integrieren, weil man sonst
womoglich einen einmal gewéhlten Ast der arctan-Funktion verlassen wird.

Im Folgenden werden wir analog zur Bogenlénge von Kurven ein Fléchenmaf einfithren.
Sei also v : T" C R™ — R" eine Parameterdarstellung einer m-dimensionalen Fléiche,
' =~(U) mit U C R™ offen und ~'(u, -) habe Rang p.

Was soll nun das Ma§ A(I") von I sein? Betrachte dazu ein m-dimensionales Parallel-
epiped (Spat) P := {z = 37", Nja; : A; € [0, 1]} mit Kantenvektoren ay, ..., a, €
R”, siche Abbildung 22. Es gilt P = S([0, 1]™) mit der Matrix S := (a1, ..., an).

A
Abbildung 22: Ein Parallelepiped mit den Kantenvektoren aq, as, as

Im Falle n = m erhilt man (vgl. Satz 4.43) A(P) = \,,(S([0,1]™)) = |det S|, d.h.
A(P)? = (det S)? = (det ST) det S = det(STS) = det G(ay, . . ., an)

(ar,a1) ... (a1, an)
G(ay,...,ap) = <<ai,aj)>‘ A = : :
’ (amyar) <. {am, am)

Diese Formel ist aber auch fiir m < n sinnvoll und zeigt, dass das m-dimensionale

Volumen eines Wiirfels unter der Abbildung S mit dem Faktor /G(ay,...,an)
multipliziert wird.
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Sei nun v: U — R” eine Parametrisierung einer m-dimensionalen Fléche I'. Lokal an
der Stelle x = y(u) wird die Flache (approximativ) durch die Vektoren y(u + he;) —
v(u), i = 1,...,m, aufgespannt. Im Limes erhdlt man die partiellen Ableitungen
Oiy(u). Mit a; == Oyy(u) € R™ gilt 7' (u) = (a1,...,a,) € R™™. Es ist daher
plausibel, dass das m-dimensionale Volumen eines Wiirfels lokal mit dem Faktor

5.12 Definition. Seien U C R™ offen und v: U — R" eine Parametrisierung einer
m-dimensionalen Fliche I'.

(i) Dann heift

9: U= R™™ we g(u) =7/ (w) " (u) = ((0iy(w), 07(w))ijmt....m

die Gramsche Matrix'® (oder Mafitensor) zu v und det g(u) die Gramsche Determi-
nante zu v.

(ii) Der Flicheninhalt A(I") (“Areal”) von I' ist definiert durch

A(T) ::/U\/detg(u)du:/U\/det(’y’(u)T'y’(u))du.

5.13 Lemma. (i) Der Inhalt einer Fliche ist invariant gegeniiber Bewegungen im
R™.

(i1) Der Inhalt einer Fliche ist unabhdingig von der Parametrisierung der Fldche.

Beweis. (1) Sei T'(z) = Sz + ¢ eine Bewegung. Dann ist 7 := T o 7 eine Parame-
trisierung der Fliche I' := T(I"). Es folgt 7' (u) = Sv'(u) und damit 7' (u) "5 (u) =
A (u)"STSY (u) = +'(u) "+ (u), da S orthogonal ist.

(ii) Seien v;: U; C R™ — R™, j = 1,2 dquivalente Parametriserungen von I', also
Yo = vy 0P mit &: Uy — Uy diffeomorph und det ® > 0. Dann folgt v4(u) =
¥ (P(u))P'(u) und damit

Gra (1) = 7 (1) "5 () = @' (u) "9y (@ (u)) 71 (D () ' (u),

also
det g, (u) = | det ®'(u)|* det g, (u).

Somit erhélt man fiir die zugehorigen Flédcheninhalte nach dem Transformationssatz

/UZ \/det g, (u)du = /U2 \/det g, (@(w))| det ' (u)|du = /U1 \/det g5, (u)du.

15 Jorgen Pedersen Gram, 27.6.1850 — 29.4.1916
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Wir hatten fiir das FlichenmaB8A(T) = [, v/det g(u) du mit g;;(u) = (9;y(w), 0;y(u))

hergeleitet, wobei v : U — I eine Parametrlslerung der m- Flache I’ war. Es gilt so-
mit “dA = y/det g(u)du”. Dies ist die Grundlage des Integrals iber m-dimensionale
Flachen.

5.14 Definition. Sei v: U — R" eine Parametrisierung einer m-Fliche [' mit
Gramscher Matrix g(u) und f: I' — R eine Funktion. Dann heifft f integrierbar
tiber I, falls u — f(y(u))+/det g(u) integrierbar iiber U ist. In diesem Fall setzt

o [ ridi= [ r@aaw = [ fe0)yag.

Andere Schreibweise ist fr fdS (“surface”). Im Fall m = 1 schreibt man auch fr fds
(s: Bogenlénge).

Eine Teilmenge M C T' heifit integrierbar, falls xj, integrierbar ist, und in diesem
Fall heifit A(M) := [, xmdA der m-dimensionale Flicheninhalt von M C R™.

5.15 Bemerkung. (i) Wie in Lemma 5.13 (ii) siecht man mit dem Transformati-
onssatz, dass das Integral wohldefiniert, d.h. unabhéngig von der Parametrisierung
ist.

(ii) Fiir f = 1 erhélt man wieder A(T') = [ 1dA. Fiir m = 1ist g(u) = (7'(u), 7' (u))
fir w € U = (a,b) und damit

A(F):/FldA:/abW(uﬂdu

die Bogenlénge der Kurve I'. In diesem Fall ist

/f )ds(z /f o)\

(iii) Als Beziehung zum Kurvenintegral fiir 1-Formen ergibt sich fiir m = 1 und
w(z,h) = (v(z),h) mit v: ' - R™

[o= / = [ o). Tan @ = [ (o

wobei t(y(t)) = - den Tangenteneinheitsvektor bezeichnet.

|v

(iv) Fiir m = n erhdlt man

_ / 1aA — / 1+ /det(y (w) T (w)du
:/Ul~]detfy’(u)|du:/rld$=)\n(r)a

© Robert Denk 26.08.2021

22/03:30

(08.07.21)

22/09:53

(08.07.21)




22/25:20

(08.07.21)

22/39:20

(08.07.21)

82 5. Kurvemintegrale und Flichenintegrale, der Satz von Gauf

der n-dimensionale Fldcheninhalt im R™ ist also wieder das Lebesgue-Mafl (Volu-
men).

5.16 Beispiel (Rotationsfliichen). Sei I C R ein offenes Intervall, f € C'(I;R) mit
f(t)>0,tel. Setze I' :={(z,y,2)" € R3: 2 €I, 2> +y* = f(2)?}. Dann ist

f(t)cosp
v: I x(0,21) = R3 t [ f(t)singp
t

bis auf eine Nullmenge eine Parametrisierung von I'. Es gilt

f(t)cosp —[f(t)singp
Yt o) = | f'(t)sinp  f(t)cosep
1 0

und damit

/ T 7 _ f/(t)z + 1 0
v = (T 0
Also ist \/det g(t, 0) = f(t)\/f(t)2 + 1 und damit
amy = [rar= [ A = [ [ oVFER T
- / ONIIOEEST

Speziell sei f(t) = r und I = (0, L). Dann ist I die Oberfliche eines Zylinders der
Lange L mit Radius 7, und man erhélt A(I') = 27 fOL rdt = 2w Lr.

5.17 Beispiel (Oberfliche eines Graphen). Sei U C R™™! offen, F € C*(U;R).
Dann ist I" := graph F' C R” eine (n — 1)-dimensionale Fléche mit Parametrisierung
v: U — R" uws (u, F(u))". Dann gilt

/( )_ In—l
T =AVE@W)T
und damit

det(+/(u)"'(w)) = det | (L1 VF(u) (v%ﬂ) )

= det, (]n_1 + VF(U)VF(U)T)
=1+ |VFu)?,
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wobei die Formel det(/+aa') = 1+|a|? verwendet wurde. Somit ist fiir integrierbares

f:T =R
/fdA _ / F(u, F(u)y/T+ [V E(w)Pdu.

Insbesondere erhélt man A(graph F) = [, /14 |[VF(u)?du.
Sei nun speziell U := {u € R"! : |u] < r} und F(u) := +/r?2 — |u|? fiir » > 0.
Dann ist I' := graph F' = {x € R" : |z| = r,z,, > 0} dle Nordhalbkugel mit Radius

_ u u _ 2 _ w2
r. Wegen VF(u) = e erhilt man det g(u) = 1+ [VF(u)|* = 1+ 55z =
e Somit ist

r _iflro,ry/1—u?)
fdA = flu,v/7r? —|u)|?) —=du = rt dv,
/F lu|<r ( ‘ | ) \/7”2 — |u|2 lv]<1 1 - |U|2

wobei die Substitution v = rv, du = r"'dv verwendet wurde.

5.18 Satz. Sei f: R"™ — R integrierbar. Dann gilt 22/59:55

- f(z)dz = /OOO ( o f(:c)dA(a;))d,n' (08.07.21)

Beweis. SeiU := {u € R"!: |u| < 1}. Wir betrachten die beiden Diffeomorphismen
®, und ®_, gegeben durch

O,: U x (0,00) — R, (:f) — (ir\/:“_iw),
wobei R := {z € R": +x,, > 0}. Es gilt
/ rl,_1 U
®y (u,r) = (\/%_;P +./1— MQ)

und damit

+ n—1 + n—1
det @' (u,r) = L det (]”_% 1 “ ) -

VI-TiF ~lu?) = T=TaF

Da {z € R" : z,, = 0} eine Nullmenge ist, folgt nach dem Transformationssatz

[ twia= [ faos R

RY

_ / (@ (u, )| det &, (u, r)|d(u, )
U x(0,00)
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e i

1

oo rn—
= /0 /Uf(ru,r\/ 1-— |U|2) \/TT’Q dudr

n—1

+/OOO/Uf(7’u> —ry/1=uP?) ﬁd“dr
_ /O b | fda)dr

Dabei wurde im letzten Schritt die Rechnung aus Beispiel 5.17 verwendet. [

5.19 Korollar (rotationssymmetrische Funktionen). (i) Sei f: (0,00) — R eine
Funktion, so dass die Abbildung R™ — R, x +— f(|z|) integrierbar ist. Dann gilt

[ Faldz = As™) /0 ey lr,

(ii) Sei B, = {x € R" : |z| < 1} und S™ ' := {x € R" : |z| = 1}. Dann gilt
A(S™Y) = n\,.(B,). Speziell ist A(S') = 2w, A(S?) = 4r.

Beweis. (i) Nach Satz 5.18 ist
= h A = h A
[ ebto= [ [ sispar@ar= [ se) [ 1aa@ar

— A(S™ Y /0 e

(ii) folgt aus (i) mit f = x(o,1) wegen fol rldr = % =

b) Die Integralsitze von Gaufl und Stokes
In R lautet der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung f: f=fb)—f(a)

fiir stetig differenzierbares f. Entsprechendes haben wir fiir Kurvenintegrale und
1-Formen in Bemerkung 5.6 bewiesen:

[ dr=15) - 1),
r
wobei A, B die Randpunkte von I' sind.
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In diesem Abschnitt werden wir Analoga fiir glatte bzw. stiickweise glatte m-Fléichen,
m > 1 beliebig, erhalten.

Wir benétigen dafiir noch einige geometrische Begriffe.

5.20 Definition. Sei I' C R" eine m-Fldche mit Parametrisierung v: U C R™ —
R”. Sei w € U und a := 7(u). Der von den Vektoren 01vy(u),...,0ny(u) aufge-
spannte (m-dimensionale) Vektorraum T,I" := {7/ (u)h : h € R™} C R™ heifit der
Tangentialraum an I' im Punkt a, siehe Abbildung 23. Die Elemente v € T,I" heiflen
Tangentialvektoren an I'" im Punkt a.

v(a)e N,
N oc wadeanve Letor

VY /rarl
/u Tgmj&,d\‘ﬂ/&a/{/‘w‘

Abbildung 23: Tangentialraum und Normalenvektor

5.21 Definition. a) Sei G C R". Dann heifit G := G NR" \ G der Rand von G.

b) Eine Teilmenge G C R™ heifit ein Gebiet, falls G offen und zusammenhéngend
ist (in diesem Fall ist G auch wegzusammenhéngend).

c) Sei G C R™ beschrianktes Gebiet (d.h. G ist offen, zusammenhéngend und be-
schriankt). Dann besitzt G einen glatten Rand, falls zu jedem a € 0G eine offe-
ne Umgebung V' C R" und ein ¢y € C*(V;R) gibt mit Vi (v) # 0(v € V) und
GNV ={x €V :¢(x) <0}, siche Abbildung 24.
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Abbildung 24: Ein Gebiet mit glattem Rand

5.22 Bemerkung. (i) Fiir jede Teilmenge G C R" ist der Rand von G beschrieben
durch

0G={reR":Ve>0: B(z,e) NG #0, B(z,e) N (R"\ G) # (}.

(ii) In der Situation von Definition 5.21 ¢) gilt OGNV ={z € V : ¢(z) = 0}: Sei
r € 0GNV. Falls ¢¥(z) < 0, dann existiert eine Umgebung W C V mit ¢ < 0 in
W. Insbesondere folgt W C G und damit ist = kein Randpunkt von G. (Analog fiir
den Fall ¢(z) > 0.)

Sei andererseits x € V mit ¢ (x) = 0. Fiir v := V() # 0 gilt
Uz +h) =(x) + (V(x),h) +o(|h]) = (v,h) + o(|h]), (he€R" h—0).

Fiir h := tv, t € R, erhilt man ¢(z + tv) = t|v|* + o(t[v]), t — 0. Also existiert ein
e >0 mit Y(z —tv) <0 < Y(x+tv) fir 0 <t < e. Somit enthélt jede Umgebung
von x Punkte in G und Punkte in R"\ G, d.h. x € 0G.

(iii) Sei G beschrianktes Gebiet mit glattem Rand, und a € dG. Nach dem Satz iiber
implizite Funktionen existiert nach eventueller Umnummerierung der Koordinaten
eine offene Menge U C R" !, ein Intervall (o, 8) C R und g € CY(U;R) mit

GNUxI)={x=(2,0,) €U XTI :2, <g(z)}

und

IGNU xI)={x=(2",2,) €U X I:x,=g(x)}.

D.h. man kann in Definition 5.21 ¢(z) = z,, — g(z’) wihlen. Insbesondere ist durch

v:U—=R" u— (g&))
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eine Parametrisierung von 0G N (U x I) gegeben, d.h. G ist (lokal) eine (n — 1)-
dimensionale Flache.

5.23 Definition und Bemerkung. Sei GG beschrinktes Gebiet mit glattem Rand,
und a € 0G. Dann heifit

No(0G) := (T,(0G))" := {z € R": Vv € T,(9G) : (w,v) = 0}

der Raum aller Normalenvektoren. Es gilt dim 7,,(0G) = n—1 (siehe Bemerkung 5.22
(ii)) und damit dim N,(0G) = 1. Damit existiert genau ein Vektor v(a) € N,(0G)
mit |v(a)] = 1 und der Eigenschaft a + tv(a) ¢ G fir hinreichend kleine ¢t. Der
Vektor v(a) heiit &uBerer Normalenvektor von OG im Punkt a. Andere Schreibweisen
n(a),(a).

Falls G lokal durch ¢ (z) < 0 dargestellt wird, so ist v(a) = éﬂ& (denn der Gradient
ist orthogonal zur Hohenlinie und zeigt nach aulen). Wird speziell G lokal durch

z, = g(2'), d.h. mit ¢¥(x) = x,, — g(2’) dargestellt, so ist

v(a) = Vy(a) = ! —Vy(a) a a = (a a
(a) V(o] 1+|V9(a’)!2< . > (a € DA, d = (a1,...,an_1)).

Damit ist v: 0A — R", a — v(a), stetig.

Im folgenden sei G C R” ein beschrianktes Gebiet mit glattem Rand. Der Satz von
GauB besagt, dass fiir glatte Vektorfelder V: G — R™ die Gleichheit | o divV(z)dr =
Joe(V (), v(x))dA(z) gilt. Beachte dabei divV = 0, Vi + - - - + 0, V,,. Wir betrachten
zundchst V' mit suppV C G. Dann ist V' = 0 auf G und das rechte Integral ist
gleich 0. Wir zeigen, dass [ 0;V;(z)dx = 0 fiir alle j = 1,...,n gilt:

5.24 Lemma. Sei h € C'(G;R) mit supph C G. Dann gilt [, 0;h(z)dx = 0 fiir
j=1...,n.

Beweis. O.E.sei j = 1. Setze h durch 0 zu h € C*(R™; R) fort. Dann ist Jo O5h(x)dx =
Jan Ojh(x)dz. Wihle R > 0 mit supph C [—R, R]". Fiir festes (x,,...,z,) € R"”
gilt nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

—_

R ~
/31h(x)dx1 = / O1h(x)dry = h(xq,. .., 2,) flsz =0.
R -R
Integration bzgl. (xs, ..., z,) liefert die Behauptung. O
In einem zweiten Schritt betrachten wir ein Vektorfeld V: G — R”, das nur in der
Néhe eines Punktes a € 0G nicht verschwindet. Lokal kann man den Rand durch
z, = g(a') darstellen (siehe Bemerkung 5.23 und Abbildung 25). Die Behauptung

wird wieder fiir jede Komponente von V' formuliert:
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5.25 Satz. Sei U C R"™! offen, zusammenhdingend und beschrinkt, [ = («, ) C R,
g € CHU;R) mit g{U) C I. Sei W :={x = (2/,2,) € U XTI :z, < g(z')} und

M :={zxeUxI:x,=g(a)}. Seiweiter v(z):= m(_vﬁ(w) der duflere

Normalenvektor. Fir f € CY(U x I;R) mit supp f C U x I gilt

/Wﬁjf(:n)d:v:/Mf(x)uj(x)dA(:c) (j=1,...,n).

Xn

Abbildung 25: Die Situation in Satz 5.25

Beweis. Wegen M = graph g gilt nach Beispiel 5.17 fiir integrierbares h: M — R
/ hdA — / h(u, g(u) /1 + [Vg(w) Pdu.
M U

(i) Sei j € {1,...,n —1}. Definiere F: U x I — R, F(a',2) = [ f(a/,2,)dx,.
Dann ist 2 F(2/,2) = f(2/,z) und 9;F(2',z) = [ 0;f(a', z)dw,. Setzt man h(z') :=
F(a', g(x")), so ist supp h C U kompakt, und nach der Kettenregel folgt

g(z’)
djh(z") = 0;F' (2, g(2)) = / i f (2, wp)d, + f(2', g(2"))0;9(2").

Wende Lemma 5.24 (mit n—1 statt n und U statt G) an und erhalte [, d;h(z")dz’ =
0. Damit

g(z’)
/8]‘ d:c—// f(@, z,)dw,dx’
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. / £, g(a'))B9(a")da’
_ / £, 9@y, g()) I+ [V g(@)Pda’
- [ r@m@ia)

(ii) Sei nun j = n. Fir festes 2’ € U hat z,, — f(2,2,) kompakten Tréger in
I = («, 8). Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung gilt

g9(")
/ anf(xla xn)dxn = f(xla g<xl>)

Damit

/Wa”f(x)dx:/U/ag(x/)anf(f,xn)dmndx’
:/[Jf($/,g($/)):/Uf($/,g(x/))yn($”g<x/))\/de/

_Aﬁ@%mM@.

Der folgende Satz wird auch als Divergenzsatz bezeichnet.

5.26 Satz (GauBscher Integralsatz). Sei G C R"™ beschrdanktes Gebiet mit glattem 24/34:22

Rand O0G, und v: 0G — R" die duflere Normale. Sei V : G — R™ ein glattes (15.07.21)
Vektorfeld. Dann gilt

wammz/<w@mmmw.

oG

Beweisskizze. Wir haben die “lokalen Versionen” bereits bewiesen: Falls supp V' C
G, so folgt die Behauptung aus Lemma 5.24, falls supp V' hinreichend klein mit
supp V N IG # () ist, so kann man JG in supp V darstellen in der Form xz,, = g(z/),
und die Behauptung folgt aus Satz 5.25.

Im allgemeinen Fall wird der Satz durch eine Partition der Eins bewiesen. Es existiert
eine offene Uberdeckung G C U,e; Wi mit folgender Eigenschaft: Entweder ist W; C
G oder (nach Umnummerierung) W; = U; x (a;, 3;) mit U; € R*! und G N W; =
{z € U; x (i, i) : zn < gi(2')} mit g; € CHU; R).

Da G kompakt ist, kann man eine endliche Teiliiberdeckung {W7, ..., Wy} auswihlen.
Eine zugehorige Partition der Eins besteht aus Funktionen ¢; € C*(R"™;R) mit
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suppp C W; und Zfil ¢; = 1 in G. (Eine solche Partition der Eins kann unter

L) konstruiert werden.) Wegen S°~ o, =1

Verwendung der Funktion ¢ + exp(—1=7

1st

/G divV(m)dx:iiv; /G div V(z) () dz

oG

- Z/aGW(I)%(x)’ v(x))dA(z) = / (V(z),v(z))dA(z).

Hierbei wurde fiir die mittlere Gleichheit Lemma 5.24 bzw. Satz 5.25 verwendet. [

5.27 Korollar. Sei G beschrinktes Gebiet mit glattem Rand.
(i) Fir f € CY(G;R) gilt

/ 0;f(z)dx = f(x)v;(z)dA(x).
a oG

(ii) Seien f,g € C*(G;R) und A := > i1 0% der Laplace-Operator. Dann gelten die

Greenschen Formeln'®

/ fAgdr = — / (Vf,Vg)dz + f % dA(x),
G G oG v

[ag-onnie= [ (12,2

A(x).
v 9 8y>d (z)
Dabei ist % = (Vf,v) die Richtungsableitung von f in Richtung v.
(i4i) Fiir f,g € CY(G;R) gilt die Formel der partiellen Integration:

/f(w)(ajg)(@")d@" = —/(@f)(x)g(x)dwr f(@)g(x)v;(z)dA(z).
G G oG

Beweis. (i) Setze im Satz von Gau V = (0,...,0, f,0,...,0)" (j-te Stelle) und
erhalte divV = 0;f und (V,v) = fv;.

(ii) Setze V := fVg. Dannist divV = fAg+(V f,Vg) und (V,v) = f(Vg,v) = %.
Dies gibt die erste Formel, die zweite folgt, wenn man die Rollen von f und g
vertauscht und die Gleichungen subtrahiert.

(iii) Wende (i) auf fg anstelle von f an. O

16George Green, 14.7.1793-31.3.1841
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5.28 Beispiel. Sei V(z) := z (r € R"™). Dann ist div V (z) = Z?’Zl djxj = m. Somit |24/1:18:08

folgt (15.07.21)
(@) = /G lde = * /G div V(z)dz = ~ /a o v{)dAG),

n n

Speziell fur G = B,, = B(0,1) (n-dimensionale Einheitskugel) folgt wegen v(z) = x
die Gleichheit

M(Br) = 1 /Snl(x,x>dA(w) _1 /5n1 1dA(x) = lA(S”_l).

n n n
In R? lautet der Satz von Gauf3

/(81W1 + 82W2)dl’ == / (W1V1 + WQI/Q)CZA(JZ)
G oG

Setzt man V := (_VI[/ZQ), erhéalt man

[0 =aviie = [ (Vo —Viuyiace).

le.
Falls v: (, 8) — R? eine Parametrisierung von 9G ist, gilt
1 Y5(7) )
v(y(7)) = .
00 =y (6

Das Kurvenintegral auf der rechten Seite wird dann zu

B
/8 (Vi = Viwn)dA(z) = | e (G0 + KO 0) 1 (0 ldr
B

- [ Woenenr= [

mit der 1-Form w(z, h) := (V(z), h).
Man definiert die Rotation in R? durch

rotV:R? = R, rot V := 0,V — 9, 4.

Somit erhalt man:

5.29 Satz (Satz von Stokes'” im R?). Sei G C R? beschrinktes Gebiet mit glattem 25/03:50

Rand und V € C*(G;R?). Dann gilt (19.07.21)

/GrotV(x)dx—/ (V(x),dz).

oG

17George Gabriel Stokes, 13.8.1819 — 1.2.1903
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Im R3 definiert man fiir V € C'(G;R?) die klassische Rotation durch

0,V — 05V3
rot V=V xV:=[0Vi—-0V;
OVa — 0LV;

Der Satz von Stokes im R? handelt von zweidimensionalen Flichen im R3. Sei G C M
fiir eine zweidimensionale Fliche M C R3, und sei v(z) der Normalenvektor zu M,
voc(x) der Normalenvektor zu 0G “auf M” und t(x) der Tangenteneinheitsvektor zu
OG. Dann bilden fiir z € G die Vektoren v(z), vag(x),t(x) eine Orthonormalbasis
des R3, vergleiche Abbildung 26. Der folgende Satz wird nicht bewiesen:

5.30 Satz (Satz von Stokes im R?). Set M C R3 eine zweidimensionale Fliche,
G C M beschrinkt mit glattem Rand 0G. Fiir V € CY(G;R?) gilt

/G<rot V(z),v(x))dA(z) :/ (V(x),dz).

oG

Abbildung 26: Der Satz von Stokes in R?

5.31 Bemerkung. a) Man beachte, dass auf der linken Seite ein Flichenintegral,
auf der rechten Seite ein Kurvenintegral steht. Definiert man die 1-Form w(x, h) :=
(V(x), h), so steht auf der rechten Seite [, w.

b) Es gelten die folgenden Rechenregeln: Seien f eine reellwertige Funktion und V'
wie oben, dann ist

rot Vf =0,
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divrot V =0,
div(fV) = (Vf, V) + fdivV,
rot(fV) = (Vf) xV + frotV,
divVf =Af,
AV =V divV —rotrot V,

wobei der Laplaceoperator in der letzten Zeile komponentenweise zu verstehen ist.

¢) In die Definition von fG, fa@ geht eine gewisse Orientierung mit ein, denn die
Integrale sind nur unabhéngig von Parametrisierungen in dquivalenten Klassen, d.h.
unter Transformationen ¢ mit det ¢’ > 0. Allgemein heifit eine Basis des R™ positiv
orientiert, falls det B > 0, wobei B = (by,...,b,) und {b1,...,b,} Basis des R™.
Zwei Basen heiflen gleich orientiert, falls A = ®B mit det ® > 0. Beispielsweise ist
die Standardbasis positiv orientiert und {iber v : RP — R" erhélt man eine Orientie-
rung in den Tangentialriumen des von 7y beschriebenen p-Flachenstiicks I' aus der
Orientierung von {ey,...,e,}, d.h. wir haben eine natiirliche Orientierung im Tan-
gentialraum T,)I" = Span{d1y(u),...,0,7(u)} . Eine p-Flache heifit orientierbar,
falls alle so erhaltenen Orientierungen Or(u) gleichorientiert sind.

Man sagt, dass auf G eine positive Orientierung induziert wird, falls gilt: Ist p € G
und {wy,...,w, 1} eine Basis des Tangentialraums von G in p, so ist fiir jeden
nach jauBlen* weisenden Vektor w {w,ws,...,w,_1} positiv orientiert (d.h. gleich
orientiert zur gegebenen Orientierung des R™).

d) Fiihrt man p-Differentialformen w ein fiir 1 < p < n —der Fall p = 1 ist bekannt —
sowie einen Ableitungsoperator d, der aus (p—1)-Formen geeignete p-Formen macht
— Beispiel p=1,p—1=0, f: R" — R Funktion, Nullform, so

df = Z O fdzy,

k=1
also df die zugehorige 1-Form —; so lassen sich die Sétze von Gaufl und von Stokes
vereinheitlichen zu

fM dw = faMW

wobei M eine orientierte p-Flache und w eine (p — 1)-Form ist. Fiir p = n erhalt
man den Gaufischen Satz, fiir 1 < p <n — 1 den Stokesschen Satz.

Wir haben in diesem Abschnitt gesehen, dass Flachen in verschiedener Weise be-
schrieben werden konnen. Dies wird in folgendem Satz zusammengefasst, dessen
Beweis sich im Wesentlichen aus dem Satz iiber lokale Umkehrbarkeit ergibt:

5.32 Satz. Seien M C R" eine Menge und m < n. Dann sind dquivalent:

(i) Fir alle x € M ezistiert eine offene Umgebung V- C R™ wvon x und eine
Parametrisierung v: R™ D U — R" einer m-dimensionalen Fldche mit M N

V =~(U).
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(ii) Fir alle x € M existieren offene Umgebungen V- C R, U C R™ und f €
CHU;R"™) mit M NV = graph f = {(u, f(u)) :u € U}.

(iii) Fiir alle z € M existiert eine offene Umgebung V. C R"™ und g € C*(V;R*™™)
so, dass der Rang der Matriz ¢'(y) fir alley € V' gleich n—m ist und MOV =
{r eV :g(x) =0}

95/49:58 5.33 Definition. Eine Menge M C R" heifit eine m-dimensionale (C'-)Unterman-

(19.07.21) nigfaltigkeit des R", falls M die dquivalenten Bedingungen aus Satz 5.32 erfiillt.
Eine Parametrisierung wie in (i) heifit eine Karte von M. Ersetzt man iiberall C*
durch C* mit k € NU {oo}, heifit M eine C*-Untermannigfaltigkeit.
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6. Lokale Umkehrbarkeit und implizite
Funktionen

6.1 Worum geht’s? In diesem kurzen Abschnitt werden drei wichtige Satze vorge-
stellt, welche fiir Beweise der Analysis in vielen Féllen niitzlich sind: Der Banachsche
Fixpunktsatz, der Satz iiber lokale Umkehrbarkeit und der damit verwandte Satz
iiber implizite Funktionen. Der Satz iiber implizite Funktionen wurde in den letzten
Abschnitten bereits mehrmals verwendet, z.B. um eine Nullstellenmenge als Graph
einer Funktion zu schreiben.

Wir beginnen mit einem Fixpunktsatz, der an vielen Stellen der Analysis eine zen-
trale Rolle spielt.

6.2 Definition. Sei (M, d) ein metrischer Raum. Dann heiit eine Abbildung ®: M —
M kontrahierend oder eine Kontraktion, falls es ein ¢ € [0, 1) gibt mit d(®(z), P(y)) <
cd(z,y) fir alle z,y € M.

6.3 Satz (Banachscher Fixpunktsatz). Sei (M,d) wvollstindiger metrischer Raum
und ®: M — M eine Kontraktion. Dann besitzt ® genau einen Fizpunkt z € M,
d.h. (z) = z.

Definiert zu xo € M die Folge (x)nen, C M durch x,.1 = ®(x,) (n € Ny), so gilt

Tp — 2 (n — 00) und d(z,, 2) < £ d(x1,20) (a priori-Abschiitzung).

Beweis. Es gilt d(z,, x,11) < cd(zp_1,2,) < -+ < "d(xg, 1) und damit fiir m > 1

d(.ﬁEn, xn—i—m) S d(flfn, xn—&-l) + -+ d(xn-‘rm—la xn—i—m)

C'I’L

S tet @t d(wn wnn) < 7

d(ZL‘O, [El).

Wegen ¢ — 0 (n — 00) ist (z,), C M eine Cauchyfolge. Da M vollsténdig ist,
existiert der Grenzwert z := lim,,_,o, =,,. Als Kontraktion ist ® Lipschitz-stetig und
damit insbesondere stetig, also gilt

Ple) = (05, ) = 55, () = 1, Onia =2

Da die Metrik d: M x M — R stetig ist, folgt

T

d(xn, 2) = d(x,, Im ) = im d(z,, Thim) < d(xg, 7).

m— 00 —C

Somit existiert ein Fixpunkt z und erfiillt die a priori-Abschéitzung. Zu zeigen
ist noch die Eindeutigkeit. Seien dazu z,z’ Fixpunkte von ®. Dann ist d(z,z2') =
d(®(2),P(2)) < cd(z,2'), und wegen ¢ < 1 folgt z = 2. O
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Fiir Funktionen f : U C R — R hatten wir gezeigt, dass strenge Monotonie ein
notwendiges und hinreichendes Kriterium fiir Injektivitdt ist. Fiir Funktionen f :
UCR"— R™ n > 2, existiert kein Analogon. Wir wollen hier zunéchst fiir den Fall
n = m ein hinreichendes Kriterium fiir die lokale Invertierbarkeit von Funktionen
beweisen.

925/1:17:30 | 6.4 Satz (Satz iiber lokale Umkehrbarkeit). Seien Uy C R™ offen, f € C*(Uy, R"), a €

(19.07.21) Up und det f'(a) # 0. Dann gibt es eine offene Umgebung U C Uy von a mit:
(1) flu ist injektiv.
(1)) V := f(U) ist offen.
(iii) g == (flu) ™ : V — U ist stetig differenzierbar.
Somit ist fly : U — V ein C'-Diffeomorphismus.

Beweis. O.E. kénnen wir a = 0, f(a) = 0 und f’(a) = I,, annehmen (sonst betrachte

die Funktion z — (f'(a))"'(f(a + ) — f(a))).

Wir definieren zu festem y € R™ die Funktion
Q,: Uy —>R", 2= Qy(x) : =2 — f(z) +y.

(a) Wir zeigen, dass fiir kleines r > 0 und y € B(0,r) die Abbildung ®,: B(0,2r)) —
B(0,2r) eine Kontraktion ist.

Sei f(x) = (fi(z),..., fu(@))". Fir j = 1,...,ngilt Vf;(0) = ¢, (j-ter Einheitsvek-
tor) wegen f'(0) = I,,. Da f’ stetig ist, existiert ein r > 0 so, dass

le; — Vfi(z)] < (x € B(0,2r), j=1,...,n) (6-1)

1
2\/n
Zu z € B(0,2r) und j = 1,...,n existiert nach dem Mittelwertsatz ein 6; € (0,1)
mit

1
|2 — fi(@)] = |(z; = fi(2)) = (0= f;(0)] < |{ej = Vi (0;2), )| < mm
und damit |z — f(z)| < 3|z|. Somit erhalten wir fiir alle y € B(0,r) und alle

x € B(0,2r) die Abschétzung

@y ()] < |z = f(2)]+ |yl < Fl2l + |y| < 2r (6-2)

Fir y € B(0,r) gilt insbesondere ®,(B(0,2r) C B(0,2r). Fir x,2’ € B(0,2r) ist
die j-te Komponente von ®,(z) — ®,(2") gegeben durch

(z; — fi(x) +y) — (@) = f;(2) +y) = (¢; = Vfj(x + 0;(2" —x)), 2 — '),
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und wie oben folgt |®,(z) — ®,(2)] < iz — 2/|. Also ist ®, eine Kontraktion in
B(0,2r).

(b) Nach (a) und dem Banachschen Fixpunktsatz existiert fiir alle y € B(0,r) genau
ein Fixpunkt « von ®, in B(0,2r), also genau ein z € B(0,2r) mit f(z) = y. Nach
(6-2) gilt sogar x = @, (z) € B(0,2r). Wir definieren daher

U:=f4B(0,r)NB(0,2r) cUy undV := B(0,r).

Dann ist U offen, da f stetig ist, und f|y: U — V ist bijektiv.

(c) Wir zeigen, dass g := (f|y)™': V — U stetig ist. Fiir z,2’ € U gilt wegen
®g(x) = x — f(x) die Abschitzung

|z — 2’| < [®o(@) — Ro(a)] +|f(2) — f(2)] < glo— 2’|+ |f(2) — f(a)].

Fiir y := f(x), v := f(2’) und damit = = g(y), 2’ = g(3/) erhalten wir somit

l9(y) =gl <2ly—=y'| (y,v €V),

also ist g Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante 2.

(d) Wir zeigen, dass ¢ stetig differenzierbar ist. Seien y € V und h, € R™ klein,
und sei z := g(y) € U sowie h, := g(y + hy) — g(y), d.h. x + h, = g(y + hy). Wir
schreiben

f@+he) = f(2) + [(@)he + r(, he)lha| = f(2) + F(2, he)he

F(x) +r(z, hy) e, falls hy #0,

|ha

F(z,hy) = { ) B
['(x), falls z = 0.

Wegen (6-1) ist F'(z,0) = f'(x) invertierbar, also ist auch F(z,h,) fiir kleines h,
invertierbar. Fiir G(y, hy) := F(x, h,)"" erhilt man

Gy, hy)hy = G(y, hy)(f (x+he)=f(x)) = G(y, hy) F(z, ha)he = ha = g(y+hy)—g(y).
Insgesamt haben wir also die Darstellung

gy +hy) = g(y) + Gy, hy)h,

erhalten, wobei G(y, h,) = F(z,h,)™" = (f'(x))! fiir b, — 0. Dies zeigt, dass g an
der Stelle y differenzierbar ist mit Ableitung

g ) = (f'(gly)) ™"

Aus dieser Darstellung und der Stetigkeit von f’ und g erhalten wir auch die Ste-
tigkeit von ¢’. ]
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In den Anwendungen tritt haufig folgendes Problem auf: Gegeben sei eine Abbildung
[R>S DR, (z,u) — f(z,u).
Gesucht ist nun eine Abbildung ¢ : R™ D U — R", u+— ¢(u) mit
flp(u),u) =0 (uel),

d.h. wir wollen die Gleichung f(x,u) = 0 nach z auflésen. Wir werden dazu folgende
Schreibweise benutzen: Fiir A € R™ und £ € R™ definiere

() (Z) (@ wh + i, w)k

mittels
hy
alfl e anfl 8nJrlfl o an+mf1 h
z S s 5
Ofn oo Onfu Oupifa oo Onimfo |
Em
Ohfi ... Ohfi hy On+1f1 -+ Onsm 1 ky
= : 2 s :
a1fn e 8nfn hn an—i—lfn cee an-i—m.fn km

6.5 Satz (Satz iiber implizite Funktionen). Seien D C R™ x R™ offen und f €
CY(D,R"). Es gebe a € R",b € R™ mit f(a,b) = 0 und det f{(a,b) # 0. Dann
existieren eine Umgebung U = U(b) C R™ won b und eine eindeutig bestimmte
Abbildung p € C'(U,R™) mit p(b) = a und

fle(u),u) =0 (ucU).

Beweis. Definiere

F:D—>R™™, (z,u)— F(z,u) = <f(x’“)) = <y)

u

Es gilt F(a,b) = (0,b) sowie

P - ( e Fiew )

Wegen det F'(x,u) = det f{(a:, u) # 0 kann Satz 6.4 angewendet werden. Somit exi-

stiert eine Umgebung W C D von (a,b) so, dass F|y: W — F(W) ein Diffeomor-
phismus ist. Sei G := (Fly)~': F(W) — W die Umkehrabbildung. Wir definieren
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g: F(W) — R™ als die erste Komponente von G, d.h. falls G(y, u) = (z,u), so setzen
wir g(y,u) := x. Wegen F(G(y,u)) = (y,u) folgt insbesondere

flo(y,uw),u) =y ((y,u) € F(W)).

Da (0,b) € F(W) und F (W) offen ist, existiert eine Umgebung U C R™ von b so,
dass (0,u) € F(W) fir alle u € U. Definiert man ¢(u) := ¢(0,u) (u € U), so gilt

flo(u),u) =0 (uel),
also ist o die gewiinschte Auflosung.

Zu zeigen bleibt die Eindeutigkeit dieser Auflésung: Nach Definition der Abbildung
g ist g(f(x,u),u) = z: Aus f(x,u) = 0 folgt somit ¢(0,u) = x, was dquivalent ist
zux = @(u). O

6.6 Beispiele. a) Seienn =m = 1lund f : RxR = R, (z,u) — f(z,u) = r+2>—

26/1:19:10

u2. Dann sind f(0,0) =0, fl(z,u) =1+ 2z, also f1(0,0) = 1. Die Voraussetzungen (22.07.21)

des Satzes iiber implizit gegebene Funktionen sind somit fiir (a,b) = (0,0) erfiillt.

Durch formales Auflésen erhalten wir: p(u) = —1+4/1 + 2 fiir u € R (da ¢(0) = 0).

b) Seien n =2, m =1 und

fiR®x R R?, <x,y,u>~>f(x,y,u)—< Loty -u )

—l4+z+y +u

Fiir (a,b) = ((0,0),1) erhalten wir f(a,b) = (0,0) und aus

det f](a,b) = 2y — 1 = —1. Die Voraussetzungen des Satzes sind somit erfiillt.
y=0
Formales Auflosen und die Bedingung ¢(1) = (0,0) liefert:

e =5 (")
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A. Zusammenfassung und Veranschaulichung

a) Anschauliche Interpretation der Integralformeln

Im Folgenden werden die behandelten Integrale durch Betrachtung von kleinen Zei-
tintervallen [¢,¢ + At] bzw. kleinen Strecken [z, + Ax] etc. veranschaulicht. Die
prézisen Definitionen, die in den vorigen Kapiteln angegeben wurden, ergeben sich
dann als Grenzwert At — 0 bzw. Ax — 0. Hierbei handelt es sich natiirlich nicht
um mathematisch exakte Beweise.

A.1 Beispiel (Weglinge). Sei v: [a,b] — R™, t +— 7(t) eine Parametrisierung einer
Kurve I'. Dann legt man in der Zeit von t bis ¢ + At die Weglidnge
Y (t+ At) =~ (@) = [y ()] At

zuriick, sieche Abbildung 27. Aufsummiert iiber alle Zeiten von a bis b, erhédlt man
die Weglédnge

b
L) = [ pol

Abbildung 27: Die Wegléange

A.2 Beispiel (Skalare Integrale iiber Kurven). Sei wieder ~y: [a,b] — R™ eine Para-
metrisierung einer Kurve I', und sei f: I' — R eine skalare Funktion, etwa die Dichte
einer Grofe, die sich auf dem Weg pro Léngeneinheit befindet. Um die Gesamtgrofie
auf dem Weg zu berechnen, hat man lokal die Menge pro Langeneinheit f(y(t)) mal
die zuriickgelegte Langeneinheit |y(t + At) — v(t)| zu berechnen. Man erhilt also
lokal

FO@)(E+ At) = (] = f(y() Y @) At.

© Robert Denk 26.08.2021



A. Zusammenfassung und Veranschaulichung 101

Aufsummiert erhilt man

/fMMW@WzAﬂMM@,

wobei hier [...dA(z) = [...ds(xz) das eindimensionale Flichenintegral (Strecken-
integral) bezeichnet.

A.3 Beispiel (Kurvenintegrale). Wieder sei 7: [a,b] — R" eine Parametrisierung
der Kurve I', und V: I' — R" sei ein Vektorfeld (z.B. Kraftfeld). Nach der Regel
,Arbeit ist Kraft mal Weg® ist die lokal zu verrichtende Arbeit bzw. die Energie
gegeben durch

(V(v(1),v(t + At) —4(1)) = (V(7(1), 7 () At.

Man beachte, dass hier das Skalarprodukt zu nehmen ist, da sowohl die Kraft als
auch die zuriickgelegte Strecke Vektoren sind. Insgesamt erhélt man

[ e roa= [oe.aw= [

r

mit der 1-Form w: I' X R" — R, (z,h) — w(x, h) := (V(z), h), siche Abbildung 28.

Lokal: Globel :
\/AL’(\N’(@[/
Km#ﬁ Vv (}’M/
V(yl) (leest) -
Leg [
Yt O,

< \/(}gHD X(ékm)_ X/H> f(\/(x), dx >
’ r
w LV, Y107 AL - (Ytglo, o> dt

Abbildung 28: Kurvenintegral

A .4 Beispiel (Flicheninhalt). Sei v: R? D U — R? die Parametrisierung einer
zweidimensionalen Fliche I' C R3. Man betrachtet ein kleines Rechteck an der
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(
@) i :
(“4, Upe Auy ﬂz) / 6/ >’—\J
lg(u,ﬁAw 2, Uz) ~ b/(u)l

4= o) (g ey )
Abbildung 29: Flacheninhalt in lokaler Approximation

Stelle u € U mit den Seitenldngen Awu; in Richtung e; = ((1)) und Auwus in Richtung
ez = (). Dieses Rechteck mit Fliche (Auy)(Aus) wird durch  abgebildet auf das
Parallelogramm mit den (nicht mehr rechtwinkligen) Seiten v(u-+ Awuje;) —v(u) und
v(u + Auges) — v(u), siche Zeichnung 29.

Falls o« der Winkel zwischen diesen beiden Vektoren ist, so ist die Fliache des Paral-
lelogramms gegeben durch die Lénge der Seiten mal sin ar, d.h. durch

AA(Y(u) = [y(u+ Auyer) = y(u)] [y(u + Auges) —y(u)] sina
~ [017(u)|Auy|Oyy(u)|Aus sin
= [01y(w)] [92y(w) V1 — cos? a Auy Auy
= V017 () P[0y ()2 = (Dry(u), Bry(u))? Ay Aus.

Dabei wurde (017(u), O2y(u)) = |01y (w)| |O2y(u)| cos o verwendet. Unter der Wurzel
steht genau die Gramsche Determinante g(u) wegen

= (s )

oy (u
_ ((@W(U% Oy(u)) (O1y(u), 327(10))
(02y(u), Ory(u))  (Fxy(u), Oxy(u))

und damit

Vdet g(u) == +/det(v’ ' (u))
|

- \/Iﬁw @ w(u) > (0 (u), 0 (w))2.

Aufsummiert iiber alle kleinen Rechtecke erhélt man den gesamten Flécheninhalt

AT = /F 1dA(z / V/det g(u)du.
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A.5 Beispiel (Volumenintegrale). Sei M C R? eine (messbare) Menge. Dann ist
das dreidimensionale Volumen der Menge M lokal gegeben durch Az Az,Axs. Auf-
summiert iiber alle in M enthaltenen Rechtecke erhélt man das Lebesgue-Mafl der
Menge

/\3(M):/ 1dx1dx2dx3:/ ldz.
M M

Falls z.B. fir einen Stoff eine Dichte f(x) pro Volumeneinheit an der Stelle x € M
gegeben ist, erhélt man fiir die Gesamtmenge des Stoffes lokal f(x)AzAzsAzs und

global
/ f(x)dx
M

A.6 Beispiel (Integrale iiber Flichen). Sei I' C R? eine zweidimensionale Fliche,
und sei f: I' — R eine Dichte eines Stoffes pro Flacheneinheit. Dann ist die lokale
Flache an der Stelle © = y(u) gegeben durch AA(z) (siche Beispiel A.4), die lokale
Menge des Stoffes durch f(x)AA(x), und die globale Menge durch das Fliacheninte-

gral
/F F(x)dA(z) = / £ (3()) /et g(w)du.

mit dem Lebesgue-Integral.

A.7 Beispiel (Der Satz von GauB}). Sei G C R3 ein Kérper, der von einer Fliissigkeit
durchstromt wird. Dabei sei F': G — R? die Stromungsdichte. An einem Punkt z
auf der Oberfliche G des Korpers stromt lokal in einem Flidchenstiick AA(x) die
Stromung
(F(z),v(z))AA(x)

aus dem Korper, wobei v(z) der duflere Normalenvektor an der Stelle x sei, siehe
Abbildung 30, linke Hélfte. Die Gesamtmenge der aus dem Korper G stromenden
Fliissigkeit ist dann

/8 (F(a@). (@) dAz).

Fiir die Stromung im Inneren des Korpers betrachtet man einen kleinen Wiirfel, siehe
Abbildung 30, rechte Hélfte. In Richtung der x;-Achse sieht die Fliissigkeitsbilanz
folgendermaBen aus: Auf der rechten Seite des Wiirfels stromt die Fliissigkeit Fy(z+
Azxie1) Az Axs aus dem Korper, auf der linken Seite stromt die Menge Fi () Azo Az
in den Korper (beachte, dass F die Stromungsdichte in x;-Richtung ist). Insgesamt
stromt also in x1-Richtung die Menge

(F(x + Azqey) — F($))A5E2A:B3 ~ O F(z) Ar1Axs Az
aus dem kleinen Wiirfel. Fiir alle drei Richtungen erhilt man dann lokal

(01F1(z) + Do Fo(x) + 05 F3(2)) Awy Ao Ay = div F(2) Az Az Azs.
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LX3
oz
AV (K) <) { s Tl A, e
SRS = e
T X/ X+DX424
< Tle), V(0> AA ) (Fleenee,) ~Flx)) Ak, Axg

Abbildung 30: Der Satz von GauB: Oberflichenstromung (links) und innere
Stromung (rechts).

Diese Fliissigkeitsmenge kann man sich als in dem Wiirfel erzeugte Fliissigkeit den-
ken, deshalb wird die Divergenz auch als Fliissigkeitsquelle im Inneren des Korpers
veranschaulicht. Fiir den gesamten Korper erhélt man die im Korper generierte
Fliissigkeit als

/G div F()dz.

Der Satz von Gaufl besagt nun, dass die im Korper erzeugte Fliissigkeit dieselbe
ist wie die aus dem Korper ausstromende Fliissigkeit (man beachte dabei, dass die
Stromung sich nicht mit der Zeit dndert), es gilt also

/G div F(z)dz — /8 (F(a). (@) dAz).

Man kann das auch so interpretieren, dass die Strémungen auf den Wiirfelseiten
im Inneren des Korpers sich alle aufheben (die ausstromende Fliissigkeit des einen
Wiirfels ist die einstromende des Nachbarwiirfels) und somit bei der Summe aller
inneren Stromungen nur die Stromung durch die Oberfliche des Korpers iiberbleibt.

b) Zusammenfasssung: Fragen und Antworten

Im Folgenden werden einige typische Fragen gestellt und mit den Methoden beant-
wortet, die im Laufe dieser Vorlesung vorgestellt wurden.

e Frage: Was nehme ich als Norm fiir Vektoren im R"?
Antwort: Haufig verwendet man die euklidische Norm, da diese von einem
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Skalarprodukt (Definition 1.2) induziert wird. Etwas allgemeiner ist auch noch
die p-Norm fiir p € [1, 00| iiblich (Beispiel 1.3).

Frage: Der Zwischenwertsatz aus dem ersten Semester sagt, dass eine ste-
tige Funktion alle Zwischenwerte annimmt. Wie sieht das fiir Funktionen
f:R® - R™ aus?

Antwort: Den Zwischenwertsatz gibt es in allgemeiner Form fiir metrische
Réume und verwendet den Begriff des Zusammenhangs, siehe Satz 1.12.

Frage: Gegeben sei die Funktion f: R? — R, x — —2* — 9% + 4zy. Wo wird f
maximal?

Antwort: Das ist eine typische Frage nach dem globalen Extremum. Man be-
rechnet dazu den Gradienten und evtl. die Hessematrix. Der entsprechende
Satz ist Satz 2.33, das Beispiel dazu ist Beispiel 2.34.

Frage: Welcher Quader hat bei gegebener Summe der Seitenléngen das grofite
Volumen?

Antwort: Das kann man mit der Methode der Extrema unter Nebenbedingun-
gen losen, siehe Satz 2.42 und Beispiel 2.41. Man kann auch eine Seitenléange
aus der Nebenbedingung durch die anderen ausdriicken und hat dann wieder
ein globales Extremum zu berechnen.

Frage: Wie lege ich am besten ein Polynom vom Grad 3 durch gegebene Mes-
spunkte (curve fitting)?
Antwort: Methode der kleinsten Quadrate, siche Beispiel 2.35.

Frage: Wie lege ich mein Geld am besten an?
Antwort: Portfolio-Optimierung, siehe Beispiel 2.45.

Frage: Wie lange ist mein Weg zur Uni?
Antwort: Wegléange, siche Definition 3.4.

Frage: Wie kann man Oberflichen beschreiben?
Antwort: Lokal durch Parametrisierungen (Definition 3.13), dquivalent als
Nullstellenmenge oder Graph einer Funktion (siehe Satz 5.32).

Frage: Welche Teilmengen im R? besitzen iiberhaupt einen Flicheninhalt?
Antwort: Mindestens die Borelmengen, denn fiir diese ist das zweidimensionale
Lebesgue-Maf} definiert, siehe Definition 4.9 und Definition 4.11.

Frage: Wie berechne ich das Volumen einer Kugel?
Antwort: Das Volumen ist das Lebesgue-Maf}, berechnen kann man das konkret
z.B. mit dem Prinzip von Cavalieri (Korollar 4.36).

Frage: Wie berechne ich die Kugeloberfliche?
Antwort: Das ist definiert als Flacheninhalt bzw. Integral iiber Flachen, siche
Definition 5.12.

Frage: In der Analysis 1 hatten wir den Begriff der Stammfunktion. Wie sieht
das im Mehrdimensionalen aus?
Antwort: Eine Art Stammfunktion fiir Funktionen, die auf Kurven definiert
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sind, ist das Kurvenintegral (Definition 5.4). In diesem Zusammenhang ist der
Begriff exakt wichtig, der sagt, wann eine 1-Form eine Stammfunktion besitzt
(Definition 5.6).

e Frage: Wie integriere ich im R" partiell?
Antwort: Das ist der Satz von Gauf}, Satz 5.26.

e [rage: Ich hab eine komplizierte Gleichung in (z,y, z) gegeben, die ich nach y
auflosen soll. Geht das?
Antwort: Das ist der Satz iiber implizite Funktionen, Satz 6.5.
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