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1. Motivation und Grundbegriffe

1.1 Worum geht’s? In diesem kurzen einleitenden Abschnitt geht es um die Idee
der Interpolation von Banachrdumen und einige wesentliche Begriffe. Als Motivation
geben wir den Satz von Riesz-Thorin ohne Beweis an.

1.2 Bemerkung. Liegt der Raum L3(R") ,zwischen® den Rdumen L?*(R") und
L*(R™)? Und falls ja, in welchem Sinne kann man das formalisieren? Einer der
Hauptgedanken der Interpolationstheorie von Banachrdumen liegt darin, dass Zwi-
schenrdume systematisch definiert werden kénnen und Eigenschaften von Operato-
ren in diesen Rdumen ohne zusétzliche Rechnung bewiesen werden konnen. So ist es
z.B. méglich, nichtganzzahlige Sobolevriaume wie H¥2(R") oder W;/*(R") zu defi-
nieren. Es gibt im Bereich partieller Differentialgleichungen zwei zentrale Methoden,
Zwischenrdume zu definieren: die reelle Interpolation und die komplexe Interpolati-
on, welche beide spiter behandelt werden. Im Zusammenhang mit LP-Sobolevraum-
en erhélt man, falls p # 2, unterschiedliche Rdume vom Sobolevtyp, welche héufig
als Besovraume bzw. Bessel-Potentialrdume bezeichnet werden.

Der folgende Satz wird spéter bewiesen werden und ist ein gutes und zugleich auch
wichtiges Beispiel fiir Interpolationstheorie. Wir geben hier nur eine einfache Version
an. Hier und im Folgenden wird stets 1/00 = 0 gesetzt. Wir verwenden die Standard-
Bezeichnungen L(X,Y) fiir die linearen stetigen Operatoren von X nach Y, R(T)
bzw. ker T' fiir den Wertebereich bzw. Kern eines Operators 7' € L(X,Y).

1.3 Satz (Riesz-Thorin). Sei Q C R™, und seien po, p1,qo, 1 € [1,00]. Ferner sei
T: LPo(Q) + LP(Q) — LO(Q) + L2(Q) ein linearer Operator mit

T € L(LP(Q), L®(Q)) N L(L (), L ().
Definiert man fiir 0 € (0,1) die Parameter pg und qg durch
1 1-60 6 1 1—-6 4
= + =

Do Po p1 Qo qo q’

so gilt
T e L(LP(9), 1%(2))

sowie

||T||L(LP9(Q),Lq8(Q)) < ||T||ngo(ﬂ),mo(n))||TH%(LP1(Q),L(11(Q))-

Der Beweis dieses Satzes liegt in der Tatsache, dass in obiger Situation LP?(2) der
komplexe Interpolationsraum zwischen LP(€2) und L' () ist. Die Stetigkeitsaussage
des Satzes ist dann genau eine definierende Eigenschaft eines Interpolationsfunktors,
wihrend die Abschétzung der Normen aus der sogenannten Exaktheit des Funktors
folgt.
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2 1. Motivation und Grundbegriffe

Der Satz von Riesz-Thorin impliziert folgende Eigenschaft der Fourier-Transforma-
tion .#, welche fiir Schwartz-Funktionen f € .(R™) durch

FI(E) = (2m) " / e f(x)dr (€ € RY)

n

definiert ist und fiir temperierte Distributionen f € .%/(R™) durch Dualitt.

1.4 Satz (Hausdorff-Young). Sei p € (1,2] und p' der zu p konjugierte Exponent,
d.h. %—l— 1% =1 (also p’ = £ ). Dann gilt

F € LILP(R"), L (R")) und ||F[|ppogzn) 1o gny < (2m) 02712,

Beweis. Die Fourier-Transformation ist stetig von L'(R™) nach L>(R™) mit Norm
nicht gréBer als (27)™/2 und eine Isometrie in L2(R™). Daher konnen wir im Satz
von Riesz-Thorin py = ¢o = 2 und p; = 2, ¢; = oo wihlen. Fiir 6 € (0, 1) erhélt
man pg = ﬁ und ¢p = ﬁ = pp. Wenn 0 die Menge (0, 1) durchlduft, erhélt man
die Werte py € (1,2). Die Normabschétzung folgt ebenfalls direkt aus dem Satz von
Riesz-Thorin. O

Nach diesen ersten Beispielen definieren wir nun einige wesentliche Begriffe. Im
Folgenden seien Xy, X1, Yy und Y] stets vier reelle oder vier komplexe Banachréaume.
Fiir zwei Banachrdume X und Y schreiben wir X = Y, falls X und Y dieselben
Elemente und &dquivalente Normen besitzen, sowie X C Y, falls X eine Teilmenge
von Y ist und die Inklusion stetig ist.

1.5 Definition. a) Das Paar (Xj, X;) heifit ein Interpolationspaar, falls ein haus-
dorffscher topologischer Vektorraum Z mit Xo C Z und X; C Z existiert. In diesem
Fall werden die Rdume Xy N X; und Xy + X; in kanonischer Weise mit den Normen

||U||X00X1 = maX{HUHXov ||'U||X1}’

||UHX0+X1 = inf{HxOHXO + ||$1HX1 X € Xo, T € Xl, To+ T = U}
zu Banachraumen, fiir welche Xo N X; C X; C X+ X1, ¢ = 0,1, gilt.

b) Seien (Xo, X7) und (Yo, Y;) Interpolationspaare. Wir schreiben T € L(Xj,Yy) N
L(X1,Y1), falls T: Xo+ X7 — Y+ Y ein linearer Operator ist mit T'|x, € L(X;, Y;)
fir i = 0, 1.

Ein Interpolationsfunktor {-,-} ist eine Abbildung (X, X;) — {Xo, X1}, welche je-
dem Interpolationspaar (X, X) einen Banachraum {X,, X;} zuordnet mit X, N
X7 C {Xo, X1} C Xo+ X7, und fiir welche folgende Eigenschaft gilt: Seien (Xy, X;)
und (Yp,Y7) Interpolationspaare, und sei T € L(X,Yy) N L(X4,Y:). Dann gilt
T|(xo,x3 € L({ X0, X1}, {Y0,Y1}). In diesem Fall heifit {X(, X1} auch Interpola-
tionsraum zwischen X, und X;.
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1. Motivation und Grundbegriffe 3

c¢) Ein Interpolationsfunktor {-,-} heifit exakt (vom Typ 6 € [0,1]), falls fiir alle
Interpolationspaare (Xo, X7) und (Y, Y1) und fiir jeden Operator T' € L(Xg,Yy) N
L(Yp, Y1) gilt:

TN 2exo iy 00w < NTH LR vy 1T vy

1.6 Bemerkung. a) Der Begriff Funktor ist hier kein Zufall, ein Interpolations-
funktor lasst sich kategoriell definieren.

b) Man kann leicht zeigen: Falls E ein Interpolationsraum zwischen X, und X ist,
so gilt fur alle T € L(Xo) N L(X;) eine Abschétzung der Form

17| 2y < Cmax{[|T| Lixo), 1T Lex
wobei die Konstante C' nicht von T abhéngt.
(Beweis siehe [7], Lemma 0.1).

c) Falls fiir einen Interpolationsfunktor die Abschétzung der Form

1T 2etxoxin0vomn < CHTI LR o 1712 v 1)

gilt, folgt C' > 1, wie man mit der Wahl Xy = X; = Yy = Y5 und T = idy,
sieht. Somit wird bei der Definition eines exakten Interpolationsfunktor die optimale
Konstante gewahlt.

c¢) Die Abbildung (Xo, X;) — Xj ist ein exakter Interpolationsfunktor vom Typ 0,
die Abbildung (Xo, X7) — X ist ein exakter Interpolationsfunktor vom Typ 1.

d) In vielen Féllen gilt X; C Xj. In diesem Fall ist Xy + X; = Xg, und (Xy, X;) ist
stets ein Interpolationspaar. Fiir jeden Interpolationsraum FE gilt dann X; C E C
Xo.

Ebenfalls kategoriell definieren lésst sich der Begriff einer Retraktion. Wir formu-
lieren dies in der Kategorie normierter Rdume und stetiger linearer Operatoren,
analoge Definitionen gelten etwa in der Kategorie lokalkonvexer topologischer Vek-
torrdume oder in der Kategorie der Banachrdume. Ein typisches Beispiel einer Re-
traktion ist die Einschréankung einer Funktion auf eine Teilmenge des Definitionsbe-
reichs. Eine entsprechende Koretraktion ist dann ein Fortsetzungsoperator.

1.7 Definition. Seien X und Y normierte Rdume. Dann heif3t ein linearer Operator
r € L(X,Y) eine Retraktion, falls ein Operator e € L(Y, X) existiert mit re = idy-.
In diesem Fall heif}t e eine Koretraktion zu r.

1.8 Bemerkung. a) Offensichtlich ist jede Retraktion surjektiv.

b) Seien r, e wie in Definition 1.7. Dann ist p := er € L(X) eine Projektion, d.h. es
gilt p?> = p, und wir erhalten eine direkte Zerlegung X = R(p) ® R(1 — p). Weiter
gilt e € Ligom (Y, R(p)) und R(1 — p) = kerp = kerr.
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4 1. Motivation und Grundbegriffe

Denn es gilt p* = (er)(er) = e(re)r = er = p sowie R(1 — p) = kerp D kerr. Fiir
x € ker p folgt aber auch 0 = rpx = rerxz = rx. Also folgt ker p = kerr.

c¢) Falls in der Situation von Definition 1.7 der Raum X vollsténdig ist, so gilt dies
auch fiir Y.

Denn nach b) ist R(p) = ker(1—p) C X abgeschlossen und damit vollstandig. Wegen
e € Lisom (Y, R(p)) ist auch Y vollsténdig.

1.9 Lemma. Seien (Xg, X1) und (Yy, Y1) Interpolationspaare, und sei {-,-} ein In-
terpolationsfunktor. Weiter seien r € L(Xo,Yo) N L(X1,Y1) und e € L(Yp, Xo) N
L(Y1,X1). Falls r und e Retraktion und Koretraktion sowohl bzgl. der Riume X, Yo
als auch bzgl. der Rdaume X4,Y; sind, so ist

r e L({Xo, X1}, {Yo,V1})

eine Retraktion in {Xo, X1} und e € L({Yo, Y1}, {Xo, X1}) die zugehdrige Koretrak-
tion.

Beweis. Dies folgt direkt aus den kategoriellen Eigenschaften von Interpolations-
funktoren bzw. Retraktionen und Koretraktionen. O
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2. Reelle Interpolation

2.1 Worum geht’s? Die vielleicht wichtigsten Interpolationsraume sind die reellen
Interpolationsrdume. Ausgehend von ganzzahligen LP-Sobolevrdumen, erhélt man
mit reeller Interpolation die Besovraume. Es gibt verschiedene Methoden, den reellen
Interpolationsfunktor zu definieren. Wir werden hier nur die K-Methode und die
Spurmethode behandeln. Die Aquivalenz der beiden Methoden impliziert auch einen
Spursatz z.B. fiir Sobolevriaume.

a) Die K-Methode

Im Folgenden seien stets K € {R,C} und (Xo, X;) ein Interpolationspaar aus K-
Banachrdumen. Fiir ein Intervall I C (0, 00) schreiben wir L2(I) := LP(I; %). Man
beachte L (J) = L*>(J).

2.2 Definition. a) Fiir z € Xy + X; und ¢ > 0 definiert man

K(t,z) == K(t,z, X0, X1) := inf {||al|x, + t]|bl|x, : a € Xo, b€ X1, a + b=z}

b) Fiir 6 € (0,1) und p € [1,00] definiert man den reellen Interpolationsraum
(Xo, X1)g, als die Menge aller z € X, + X, fiir welche ¢ — ¢t K (t,2) € L?((0,00))
gilt. Auf (X, X1)g, definiert man die Norm

1zllop == 112/l (x0,x0)0, = It = 7K, )| 12 ((0,00)-

2.3 Satz. Fir alle § € (0,1) und p € [1,00] ist (Xo, X1)g, €in Banachraum mit
XoNX; C (Xo, X1)97p C Xo+ Xy

Beweis. (i) Wir zeigen zunéchst: Es existiert eine Konstante ¢ = ¢(6, p) mit
0K (t,2) <cllzllo, (€ (0,00), x € (Xo,X1)g,p)- (2-1)

Fiir p = oo ist dies nach Definition von || - ||g, trivial. Fiir p < oo verwendet man,
dass K (-, z) monoton steigend ist, und erhélt

UK () = (ep)l/p( /t h s—ep—lds)l/ "K(t,2)

< (Gp)l/p</ s 01K (s, :c)pds) !
t

< (0p)""1lo p-
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6 2. Reelle Interpolation

(ii) Nach (i) gilt ||z]|x,+x, = K(1,2) < c||z||pp. Andererseits gilt nach Definition
von K (t,z) auch K(t,z) < min{l,t}||z| x,nx, und damit

zllop < ||t — min{t‘97t1_9}|

2 (0.00n 17l xonx: < Cllz | xonx, -
Insgesamt erhalten wir also Xy N X5 C (Xo, X1)gp C Xo + Xi.

(iii) Offensichtlich definiert | -||y, eine Norm. Zu zeigen ist noch die Vollstandigkeit.
Sei dazu (z,,)nen C (Xo, X1)g, eine Cauchyfolge. Nach (ii) ist dann (x,)nen auch
eine Cauchyfolge in Xy + X;. Sei x,, — = in Xy + X;.

Zu e > 0 wihle N € N mit ||z, — Zlop, < € (n,m > N). Da K(t,-) fiir jedes t > 0
eine Norm auf Xy + X ist, folgt mit der Dreiecksungleichung

tOK(t,x, —2) <tOK(t, 2y — 20) + 0 max{t, 1}||zm — 2| x4x, - (2-2)

Sei p = oo. Dann gilt fiir jedes feste t > 0 und fiir alle m,n > N
tOK(t,z, —2) < Ce 4+t max{t, 1}||zm — 7| xyrx,-

Fiir m — oo erhélt man ¢t °K(t,r, — z) < Ce fiir jedes t > 0. Also gilt = €
(X0, X1)p.00 und x,, — x in (Xo, X1)g.00, d-h. (X0, X1)g.00 ist ein Banachraum.

Sei nun p < co. Dann gilt

—0

1/6 1/p
0 = 2llop = lim ( / LK (8, — :r)pdt> .
d

Fiir m,n > N und festes § € (0, 1) gilt nach (2-2)
1/6 1/p
( / EOR (@ = @) ) < = 2oy
5

1/6 1/p
P / ot max {7, 1)t
)
S €+ 0(57 p)”xm - x||XO+X1‘

Nimmt man nun zunéchst m — oo und dann 6 — 0, so erhélt man = € (Xo, X1)s,
sowie x, — x in (Xo, X1)gp, d-h. (Xo, X1)s, ist ein Banachraum. O

2.4 Lemma. Sei (Xo, Xy) ein Interpolationspaar, und seien 0 € (0,1), p,p1,ps €
[1, 0] mit p1 < pa.

(1) Es ngt (Xo, X1)97p = (Xl, X0)1,97p.

b) Falls Xo = X1 = X, so gilt (X,X)s, = X. Fualls Xo N X7 = {0}, so gilt
(X0, X1)a,p = {0}

c) Es gilt
(X07X1)9,1 - (X07X1>6',p1 - (X07X1>9,p2 - (X(]yXl)O,oo'
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2. Reelle Interpolation 7

Beweis. a) Dies folgt direkt aus der Identitét K (¢, z, Xo, X1) = tK (1, z, X1, Xo) und
der Tatsache, dass die Transformation ¢ — 1 den Raum L?((0, 00)) invariant ldsst.

b) Die erste Behauptung folgt aus Satz 2.3, da Xo N X7 C (Xo, X1)ep C Xo + Xy
gilt. Falls Xy N X; = {0}, dann existiert zu jedem x € X, + X; eine eindeutige
Darstellung = = a + b mit a € Xy, b € X;. Damit gilt K(t,z) = ||a||x, + t||b]|x,-
Damit gilt ¢ — t YK (t,x) € L2((0,00)) nur falls a = b = 0 und damit z = 0.

c¢) Fiir po = oo folgt die Behauptung direkt aus (2-1). Sei also 1 < p; < py < 0.
Fir z € (X07X1)9,p1 gllt

el = ([ e H ()
~( / (K (1))
0

o 1/p _
S ( / t_ele(t, .Z.);Dl ﬂ) 2 ( sup t_eK(t, .1')) (p2—p1)/p2
0

t

1/p2

1/p2

t>0
1_
= |5/ ]y 2P
S C||:E||97p17

wobei im letzten Schritt die Einbettung (Xo, X1)gp, C (Xo, X1)s,00 verwendet wurde.
[l

2.5 Bemerkung. Seien 6§ € (0,1), p € [1,00], und z € (Xo, X1)g,p. Dann existieren
zu jedem t > 0 Elemente a; € Xy und b, € Xy, a; + by = x, mit ||a¢||x, + t]|be]| x, <
2K (t,x). In diesem Fall gilt = lim;_,¢ b; in X, + Xj.

Denn nach Lemma 2.4 ¢) gilt (Xo, X1)g, C (X0, X1)g,00- Damit ist ¢ — ¢t ?K(t,x)
beschrankt, und es folgt lim;,o K'(t,2) = 0. Nach Definition von K (t,z) bedeutet
das lim; ¢ ||at|| x, = 0 und damit ||z — bl x,+x, = |lae|| xo+x; < [lat]lx, — 0 (2 — 0).

Das folgende Lemma zeigt, dass der erste Parameter 6 im Vergleich zum zweiten
Parameter p in gewissem Sinne dominant ist. Ohne die Voraussetzung X; C X, gilt
dies iibrigens nicht.

2.6 Lemma. Seien X, C Xy, p,q € [1,00] und 0 < 0y < 05 < 1. Dann gilt

(X0> X1)927;D - (X0> X1)917Q'

Beweis. Es geniigt, (Xo, X1)g,.00 C (X0, X1)g,.1 20 zeigen. Sei z € (Xo, X1)g,.00- Wir
verwenden K (t,z) < ||z]lx,4ex; = |zllx, (t > 1) und K(¢t,2) < t%2||2]/gy00 (t < 1)
(nach (2-1)) und erhalten

1 [e'e)
Wmuz/tﬁlK@@ﬁ+/t9”K@®ﬁ
0 1
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8 2. Reelle Interpolation

1 00
< [ en et [ ol
0 1

<
=9, =

< CIIxHez,om

1
5 17lloz00 + - llllx,

wobei im letzten Schritt (Xo, X1)g,.00 C Xo + X1 = X verwendet wurde. O

2.7 Satz. Fir alle 0 € (0,1) und p € [1,00] ist (-,-)o, ein exakter Interpolations-
funktor.

Beweis. Seien (Xg, X7) und (Yp,Y)]) Interpolationspaare, und sei T" € L(X, Yy) N
L(X1,Y)). Wir miissen zeigen, dass

HTHL (X0:X1)0,p,(Y0,Y1)0,p) = HTHL(XO YO)“TH%(Xl,Yl)' (2'3>

Falls T = 0, so ist nichts zu zeigen. Sei zunéchst ||T||1(x,vy) # 0, und sei €
(Xo, X1)g,p. Fiir alle a € Xg und b € X; mit x = a+ b und alle ¢ > 0 gilt

17| L )
1Tallve + 1Ty, < 17|z cxo,v0) (||a|lxo +t|IT|| o ||b|!y1 :
Nimmt man das Infimum iiber alle a, b, erhélt man
HTHL(XhYl)
K(t, T2, Y0, Y1) < Tl oxovo) K | trmm———— 2, Xo, X1 ) -
170l (x0,v0)

_ I Tleex vy

Wir verwenden die Transformation s :=
17N 2. (xq,vp)

t in der Definition von |- ||¢vy,v1),,,

und erhalten
1Tl )
"Tx"(YO»YI)G,p < ||T||L(X0,Y0) = Hx”(XO,Xl)G,p
HTHL(XmYO)
und damit (2-3).

Falls T' # 0 und ||7'|| (xo,v5) = 0, s0 gilt ||T||L(x,,v1) # 0, und die Behauptung folgt,
indem wir die Indizes 0 und 1 vertauschen und ¢ durch 1 — 6 ersetzen (Lemma 2.4
a)). O

2.8 Korollar. Fir alle 8 € (0,1), p € [1,00] existiert eine Konstante ¢(6,p) > 0
mit
]l o000, < @2l 2lk, (2 € Xo N X7).
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2. Reelle Interpolation 9

Beweis. Zu x € XoNX; definiere T' € L(K, Xo) N L(K, X;) durch T'(\) := Az. Dann
gilt |T|lox,x,) = llzllx;, 7 = 0,1. Mit (K,K)g, = K (mit dquivalenten Normen)
erhdlt man
2]l xo.x100, = 1Tl X0 x0)0,) < €O PINT N i K101 (X0.X100.0)
< (0. p) 2]l l=l%,

b) Anwendungen: Hélderrdume und Lorentzriume

Wir wollen die reelle Interpolation auf Funktionenrdume anwenden. Dazu definieren
wir zunéchst einige Notationen.

Fiir Q C R" offen definiert man Cf(Q), k € Ny, der Raum aller k-fach stetig diffe-
renzierbaren (reell- oder komplexwertigen) Funktionen auf R", fiir welche alle Ab-
leitungen bis zur Ordnung k in €2 beschrdnkt sind, mit Norm

I lop@ = D ID*fll=o)-
la|<k

Falls die Funktion f bzw. deren Ableitungen alle gleichméfig stetig sind, schreiben
wir BUCK(Q) statt CF(Q). Fiir & = 0 schreibt man auch Cy(Q).

Fiir 0 € (0, 1) sei C?(Q) der Raum aller beschriinkten und gleichmiiBig Holderstetigen
Funktionen f: Q — K mit Exponent # mit der Norm

: . |f(x) = f(y)]
[ llco@y = Ifllee@) + [fleow) = I f]l=@) +§¥’Qw-
z#y

Setzt man in der Definition der Norm 6 = 1, so erhélt man den Raum Lip(Q2) =
C%1(Q) aller Lipschitz-stetigen und beschridnkten Funktionen. Fiir 2 = R™ schreibt
man {iblicherweise CY (R") statt C’(R™).

2.9 Satz. Fir alle und 0 € (0,1) gilt

(Cb(Rn>7 CI} (Rn))e,oo - Cg(Rn>7
(L=(R"), Lip(R™))g,00 = Cy (R™),

1
(BUC(R"), BUC(R"))p.c = CH(R").
Beweis. (i) Sei f € (Cp(R™), CLH(R"))g.oo- Fiir jede Zerlegung f = a + b mit a €
Cy(R™) und b € CHR™) folgt || flloo < [lalloo + ||b]loc und damit
1flloo < K (L, f) < [ fllo.c0-
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10 2. Reelle Interpolation

Weiter gilt fiir x # y

[f(2) = f(y)] < la(x) — a(y)] + [b(z) — b(y)] < 2[|allec + [16]lcy @ |z —yl-

Also folgt
() = F()l < 2K(jz —yl, ) < 20z =y’ || fllo.co

Somit ist f Holderstetig mit Exponent # und
[ lco@ny < 3111600,

d.h. es gilt (Cy(R™), CHR"))g.00 C CY(R™).

(ii) Sei fect (R”) Wihle ¢ € Z(R™) mit den Eigenschaften ¢ > 0, suppy C
B(0,1) und [g, ¢(x)dx = 1. Fiir ¢t € (0,1) definiert man

() =t | fe(= ")y (@B,
a(r) == f(z ) —bi(z) (reR").
Dann gilt a;(x) =t [, (f f(z —y))p(¥)dy und damit
lailloo < [flco@mt™ ’y|0 (¥)dy =1’ [fleo@ny - w|’(w)dw

Weiter gilt ||b|loc < || f|loo und fiir i =1,...,n

x [—

Orbilw) =t [ F)one (S )y
R™

=t | [l = y)(0n0)()dy
R

= [ (fa = )~ F@) @) (D
wobei [p, 05, ¢(y)dy = 0 verwendet wurde. Wir erhalten
||@Izb||00 < te_l[f]C"(R") = |w|9|8$1g0(w)|dw

Insgesamt folgt fiir ¢ € (0,1)
tK(t, ) <t (llacll oy @n) + tbellcr @) < Cll fllco@ny-
Fiir ¢ > 1 verwendet man t YK (t, f) <t f|loc < ||f|loe. Damit gilt

1 fllo,00 = supt K (¢, f) < Cllfll oo ny.
>0 b

© Robert Denk 03.08.2017



2. Reelle Interpolation 11

(iii) In der obigen Konstruktion in (ii) gilt sogar b, € BUC'(R") und a; € BUC(R™).
Somit folgt
1
(BUC(R"), BUC(R™))y 0 = CL(R™).

Andererseits gilt die Argumentation in Teil (i) auch fiir a € L>°(R™) und b € Lip(R"™),
und damit folgt auch

(L*(R"), Lip(R"))g,cc = Cy (R").

2.10 Bemerkung. Sei 2 C R” offen. Der Rand 9 sei gleichmiflig C!, d.h. es exi-
stieren ein NV € N und abzahlbar viele offene Kugeln B(xy,, ) mit (J, o B(2x, rx) D
08 so, dass der Durchschnitt von je N+1 Kugeln leer ist, sowie C'1-Diffeomorphismen
D, B(ZEk,Tk) — @(B(xk,rk)) C R" mit q)k(B(Ik,T’k> N Q) = {y S q)k(B(l’k,Tk)) :
Y > 0} und || ®p)lc, + |9} e, < C fiir alle k € N.

Dann existiert ein Fortsetzungsoperator in €2, d.h. ein Operator
eq € L(Cy(Q), Gy(R™)) N L(Cy (), Gy (R™))

mit roeq = ido,,(ﬁ)a wobel

ro: Cp(R™) = C(2), f — fla

die Einschrinkung auf Q ist. Es gilt sogar eq € L(CY(Q2), CY(R™)) fiir alle 6 € (0, 1).

Die Existenz von eg folgt mit Lokalisierung und Partition der Eins aus der Existenz
von egr , wobei R} := {z € R" : z, > 0}. Der Operator ern kann mittels Reflektion
explizit angegeben werden:

f(z), falls x,, > 0,
ERn f(l') = , ,
* 3f(a, —x,) — 2f (2, —2x,), falls z, <O0.

Hier ist 2’ := (z1,...,%p_1).

2.11 Lemma. Sei 2 C R" offen, 0 € (0,1). Es existiere ein Fortsetzungsoperator
eq € L(Cy(Q), Gy(R™)) N L(C,(9), Gy (R™)) N L(CY(Q), CF (R™)).

Dann gilt

(Cb(ﬁ)a CZ} (5»9,00 = Cg(

2

).

© Robert Denk 03.08.2017



12 2. Reelle Interpolation

Beweis. Nach Definition eines Interpolationsfunktors gilt

eq € L((Cb(ﬁ), Cl}(ﬁ»aoov (Cb<Rn)a Cl}(Rn))Gyoo)’
ro € L((Cy(R™), Gy (R™))g,00, (Co(2), Cy (©))p,00) -

Damit sind die folgenden Abbildungen alle stetig:

(Cb<ﬁ)v O;(ﬁ))e,oo ﬁ) (Cb<Rn)= Ol}(Rn))G,oo = CZ?GRTL) & Cg(ﬁ),
Cp(Q) =% CH(R™) = (Co(R™), G5 (R"))g.00 — (Co(Q), C3 () )g.00

Mit roeq = idg, g folgt die Behauptung. O

Im Folgenden sei (€2, .27, i) ein o-endlicher Mafiraum. Mit A wird das Lebesgue-Maf3
bezeichnet, und (X)) steht fiir die Borel-o-Algebra eines topologischen Raums X.

2.12 Definition. Sei f: 2 = K messbar. Dann definiert man

m(o, f) = p({x € Q- [f(x)] > o}) (0 €[0,00)),
fX(t) :==1inf{ec > 0:m(o, f) <t} (t€[0,00)).

Die Funktion m(o, f) heiit auch die Verteilungsfunktion von f, die Funktion f* die
monotone Umsortierung von f.

2.13 Lemma. a) Die Funktionen m(-, f) und f* sind nichtnegativ, monoton fallend
und rechtsseitig stetig. Es gilt m(f*(t), f) <

b) Fir alle o > 0 gilt

A{t>0: f*(t) > 0}) =m(o, ) = p({z € Q: [f(x)] > o}).

Somit gilt die Gleichheit der Mafe Ao (f*)™t = po (|f])~" auf B([0,00)), und fiir
alle p € [1,00) gilt

1y = / @) Pdu(z) = / TP = 1 o

Fiir p= o0 qult
[f 1oy = F7(0) = [[f* Il 2o ((0.00))-

n(A)
/A | f(z)]dp(r) < /0 FE(t)dt.

© Robert Denk 03.08.2017
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Beweis. Ubung. [
2.14 Definition. Seien p,q € [1,00]|. Die Lorentz-Raume LP?(f2) sind definiert
durch

Lp’q(Q) = {f € LI(Q) + LOO(Q) : ||f||Lp,q(Q) < OO},
1

oo * /
| £l rae) = (fo (#77f (t))q%) 0 falls ¢ < o0,
Supt>0 tl/pf*(t)7 falls q=0o0

(d.h. ||f||Lp,q(Q) = ||t — tl/pf*
Es gilt

L2((0,00))-

LP(Q) = {f € LY(Q) + L=(Q) : supom(o, f)/P < 0o}

>0

Der Raum LP*°(£2) heifit auch Marcinkiewicz-Raum oder schwacher LP-Raum, Schreib-
weise LPY(Q) := LP*>(Q).

2.15 Bemerkung. a) Im Allgemeinen ist || - ||r.a(q) keine Norm, sondern nur eine
Quasi-Norm, d.h. statt der Dreiecksungleichung gilt nur || f + g|| < C(||f|| + [|g]])-

b) Nach Lemma 2.13 b) gilt LPP(Q2) = LP(2) fiir alle p € [1, o0].

2.16 Satz. (L'(Q),L°°(Q)) ist ein Interpolationspaar, und fiir alle @ € (0,1) und
q € [1,00] gilt
(L'(2), L(9))p,q = LY=9(1).

Speziell gilt fiir alle p € (1,00)

(Ll (9)7 LOO(Q))l—l/p,p = LP(Q)‘

Beweis. (i) Sei Z der Raum aller messbaren Funktionen, welche p-fast iiberall end-
lich auf €2 sind. Auf Z wird eine Topologie durch die Konvergenz nach Maf} auf allen
Mengen A € o/ mit pu(A) < oo induziert. Dabei konvergiert eine Folge (f,,)nen auf
A nach Mafl gegen f, falls fiir alle ¢ > 0 gilt: lim, oo u({z € A : |f(z) — fu(z)| >
e}) = 0. (Bei Wahrscheinlichkeitsmafen entspricht dies der Konvergenz nach Wahr-
scheinlicheit oder der stochastischen Konvergenz.) Dann ist Z ein topologischer Vek-
torraum, hausdorffsch, und L'(Q) C Z, L=(Q) C Z. Also ist (L*(2), L>(9)) ein
Interpolationspaar.

(ii) Sei f € LY(Q) + L>=(Q). Wir zeigen

K(t, f) = /0 fsds (> 0). (2-4)

© Robert Denk 03.08.2017



14 2. Reelle Interpolation

Fiir festes ¢ > 0 und x € Q) definiert man

ailr) = {ﬂm) — FOFE,  falls [f@)] > f(2),

0, sonst,

Dann gilt

ar()] = |f(x)|— f*(t), fallsz e FE,
=0, falls 2 € Q\ E,

wobei F = {x € Q: |f(x)| > f*(t)}. Somit gilt
el = [ (£@)] =7 O)ina).
Nach Lemma 2.13 a), b) gilt

WE) = (o [FI7H((f* (1), 00)) = (Xo (f)7H)((f*(#), 00))
=A{s > 0: f(s) > f1(O)}) =m(f*(1), f) <t

und damit (wieder mit Lemma 2.13 b), ¢))

w(E) t
lallLi (o) S/O (f*(S)—f*(t))dSS/o(f*(S)—f*(t))dS-

Wegen

), fallszeE,
()] = {\f(a:)\, falls 2 € Q\ E

folgt b, (x)| < f*(t) = 1 [/ f*(t)ds (x € Q). Damit erhalten wir

t
K(t, f) < larllz + bl < / £*(s)ds,
0

d.h. die Ungleichung ,,<* in (2-4). Fiir die andere Ungleichung verwendet man, dass
fiir jede Zerlegung f = a + b gilt

[ (s) <a*((1 —¢)s)+b"(es) (s>0,e€(0,1))

(Ubung). Damit erhélt man

/Otf*(s)dsg/Ota*((l—e)s)ds+/0tb*(ss)ds
< 1i5/0ma*(7>d7+tb*<o>

© Robert Denk 03.08.2017



2. Reelle Interpolation 15

1
L / la(@)|du(z) + el =)
€ Ja

Fiir € N\, 0 erhélt man fo s)ds < ||a||t1q) + t]|b]| L= () und damit ,>* in (2-4).

(iii) Da f* monoton fallt, folgt aus (2-4) K(t, f) > tf*(t) (t > 0). Fiir ¢ < oo ergibt
sich

_ > dt
s R Pllzgooon = | K0T
0

o dt
> [Tt % = v
0

Fiir ¢ = oo verwendet man

S;ugt ‘K(t, f) > Sup?f1 1) = £l pra-oreo -
>

Damit gilt (L*(Q), L=(Q)),9 C LY1=9:9(Q).

Fiir die andere Inklusion schreibt man unter Verwendung der Hardy-Young-Unglei-
chung (Satz A.2)

_ o0 3 t § dS q
|t 1t 6K<taf>”ng((oﬁoo)):/0 i 9q</0 sf (3)_ -

—_ o — * d
< g / SO ()12 = 07 N2 1oy
0

falls ¢ < 0o, bzw.
t
[t = K (¢, )l (oo0p < 0N T”f*(T)HLoo((o,oo))/ s~lds
0

- EHfHLl/(l—@)’OO(Q)-

c) Die Spurmethode

Im Folgenden sei wieder (X, X;) ein Interpolationspaar von K-Banachrdumen. Fiir
eine offene Teilmenge U C R", k € Ny, p € [1,00] ist WF_ (U) definiert als die
Menge aller u: U — K, fiir welche u|x € WF(K) fiir alle kompakten Teilmengen

K C U gilt.

2.17 Definition. Fiir 6 € (0,1) und p € [1,00] sei V(p, 8, X1, Xo) die Menge aller
Funktionen u € W) 1,.((0,00); Xo + X), fiir welche

t s tPu(t) € L2((0,00); X1),

© Robert Denk 03.08.2017



16 2. Reelle Interpolation

t e t%/(t) € LP((0,00); Xo)

gilt. Wir versehen V (p, 6, X1, Xo) mit der kanonischen Norm

ullvpo,x1,%0) = It = u(t)l] 2(0,00)21) + 11 = 70 ()] 220,000

2.18 Bemerkung. a) Der Raum V(p, 0, X1, X;) ist ein Banachraum.

b) Es gilt V(p,0, X1, Xo) C C([0,00); Xo + X1). Um dies zu sehen, sei zunéchst
p € (1,00) und 0 < s < t. Dann folgt aus u(t) — u(s) = f; o' (1)dr die Abschétzung

! ip, [t )
u(t) —u(s)| x, < ( / ||79—1/pu'(7)||§(0d7) ( / 7= (0-1/p)p dT)

_ 9))*1/1)’ (tp’(l—H) _ Sp’(1—9)>1/p"

1/p'

< |y (p0,x:,x0) (' (1

Dies zeigt sogar die gleichméBige Stetigkeit von u € C([0,00); Xo + X7). (Man
beachte, dass zwar u(t) — u(s) € Xo, aber im Allgemeinen u(t) ¢ X, gilt.) Die
Aussage fiir p =1 und p = oo folgt analog.

c¢) Nach b) ist insbesondere die Spur u(0) € Xy + X; wohldefiniert.

Der folgende Satz ist zentral in diesem Abschnitt und liefert eine dquivalente Be-
schreibung der reellen Interpolationsraume, welche auch fiir Anwendungen auf par-
tielle Differentialgleichungen niitzlich ist.

2.19 Satz. Seien 6 € (0,1) und p € [1,00]. Dann gilt
(X0, X1)op ={u(0) :u e V(p,1—-0,X,Xo)},
und die Norm
][5, = inf {[Jullvpa-o.x.x0 1 7 =u(0), u € V(p,1 -0, X1, Xo) }

ist dquivalent zu || - ||g,p-

Beweis. (i) Sei z € (Xo, X1)s,. Gesucht ist uw € V(p,1 — 60, X5, Xy) mit u(0) = =.
Fiir alle t > 0 existieren a; € Xo, by € X7 mit a; + by = x und ||as||x, + t]|be]| x, <
2K (t,x). Wegen t179||b;]|x, < 2t °K(t,x) und t — t 9K (t,2) € L2((0,00)) sowie
lim; ,ob; = x (siehe Bemerkung 2.5) kénnte die Funktion ¢ — b, ein geeigneter
Kandidat fiir u sein. Allerdings stimmt im Allgemeinen die Messbarkeit nicht, daher

muss b, noch modifiziert werden.

Fiir n € Nseien a, € Xo, b, € X; mit a,+b, = z und ||a, || x,+ = |ba]| x, < 2K (3, ).
Fiir ¢ > 0 definiere

u(t) =3 buar X/ mrnam(t) = Y (T = @ngt) X1/ 1),1/m) ()

neN neN

© Robert Denk 03.08.2017



2. Reelle Interpolation 17

und v(t) := 1 fotu(s)ds. Dann gilt b, — = in Xy + X; und somit x = lim; o u(t) =

1
lim; .o v(¢). Da K(-, ) monoton wichst, folgt

[ u®) e, <t txasminam (020 + DK (7, 2) < 447K (1, 2).
neN

Also gilt t — 77 %(t) € LP((0,00); X;). Nach Korollar A.3 gilt t +— wvy(t) :=
tl_e’l)(t) < LZﬁ((O, OO);Xl) und HUGHLQ((O,OO);Xl) < 49_1”'1'“97;0' Es gllt

1 t
v(t) =z — Z/ ZX(l/(n+1),1/n](s)an+1d37
0 neN

also ist v fast iiberall differenzierbar mit Werten in X, und

1

V) = 3 [ ao)ds = Jo00

wobel g(t) = ZnGN X(1/(n+1),1/n] (Zf)an+1. Es gilt

lg()llx, < ZX(l/(nH)J/n](t)?K(%H,:U) < 2K (t,x)

neN

und

£ Ollxg < 7 sup llg(s)x, + ¢ o0l x, < 40K (La) (¢>0),
<s<

Damit erhalten wir t — wy(t) := 7%/ (t) € L2((0, 00); Xo) mit Norm
[

£2((0,00):x0) < 4zl p-

(ii) Sei nun z = w(0) mit u € V(p,1 — 6, X3, X;). Dann folgt

r=x—u(t)+ut) = —/0 u'(s)ds +u(t) (t>0)

und damit .
R () <0 / d(s)ds|| A+ )] x,. (2-5)
t J, o
Nach Korollar A.3 gilt ¢ — tYK(t,z) € LP((0,00)), d.h. x € (Xo, X1)g,, sowie
zllop < Fllll5 a

2.20 Korollar. Seip € (1,00).
a) Der Raum (Xo, X1)1-1/pp ist der Spurraum von W ((0, 00); Xo) N LP((0, 00); X1).
b) Es gilt W, ((0, 00); Xo) N LP((0, 00); X1) € BUC([0, 00); (X0, X1)1-1/p)-

© Robert Denk 03.08.2017



18 2. Reelle Interpolation

Beweis. a) Dies ist Satz 2.19 mit 6 =1 — .

b) Sei u € W, ((0,00); Xo) N LP((0,00); X1). Fiir t > 0 gehdrt dann u(t + -) ebenfalls
zum Durchschnitt dieser Réume, d.h. es gilt u(t) € (Xo, X1)1-1/p, fiir jedes t > 0.
Mit (2-5) gilt

1

[u(®)l[1-1/pp < 1_—l(|lu”W,§((0,00);Xo) +[ull e oooyxy) (€= 0). (2-6)
p

Also ist ¢t — u(t) beschrankt in (Xo, X1)1-1/pp-

Wir approximieren u durch eine Folge
(n)nen € W, ((0,00); Xo) N LP((0, 00); X1) N BUC([0, 00); X1)

(z.B. durch gerade Fortsetzung auf R und Friedrich-Glattung). Dann ist w, €
BUC([0, 00); XoNX:) € BUC([0, 00); (Xo, X1)1-1/pp)- Nach (2-6) ist u der gleichmaBi-
ge Limes der u, und damit ebenfalls in BUC([0, 00); (Xo, X1)1-1/pp)- O

2.21 Lemma. a) Seien 0 € (0,1),p € [l,00]. Sei x € (X, X1)pp, und u €
V(p,1—0, X1, Xo). Dann existiert zu u einv € V(p,1—0, Xy, Xo) mit v(0) = x und
zusdtzlicher hoherer Glattheitseigenschaft: Es gilt v € C*((0,00); Xo + X1), und zu
jedem n € N existiert eine Konstante ¢, > 0 mit

[t — "0 (1)

L2((0,00):X0) < Cnlltllvip,1-6,x1,%0), (2-7)

[ 0 (1) a0y < eallullvon-o.x,.x0)- (2-8)

b) Die Fortsetzung in a) kann zusdtzlich mit kompaktem Trager in [0,00) gewdhlt
werden.

Beweis. a) Sei ¢ € 2((0,00)) mit ¢ >0 und [~ ¢(s)% = 1. Man definiert

v(t) == /000 gp(s)u<z>§ (t >0).

S

Siehe [7], Remark 1.16.

b) Man multipliziert das v aus a) mit einer Abschneidefunktion ¢ € C*°([0,c0)),
o(x) =1 fir z € [0, 1]. O

d) Weitere Eigenschaften und Reiteration

Wie bisher sei (Xp, X;) ein Interpolationspaar von K-Banachraumen. Die folgenden
Aussagen werden hier nicht bewiesen.

© Robert Denk 03.08.2017
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2.22 Lemma. Fir 6 € (0,1) und p € [1,00) ist Xo N X7 dicht in (Xo, X1)a,-

Fiir einen Beweis kann man etwas die sogenannte Mittelungsmethode verwenden
(siehe [9], Theorem 1.6.2).

2.23 Satz (Reelle Interpolation und Dualrdume). Sei Xo N X7 dicht sowohl in Xo
als auch in X1. Dann gilt fir alle 8 € (0,1) und p € [1,00)

((X07 Xl)ﬁ,p)/ = (th)a X{)G,p"

Sei (Xo, Xl)g,oo die Vervollstindigung von Xo N Xy in (Xo, X1).c0. Dann gilt
(X0, X1)§00)" = (X4, X1)o,1-

Fiir einen Beweis siehe etwa [7], Theorem 1.18, p. 69.
Die Idee der Reiteration besteht darin, Interpolationsrdume wieder zu interpolieren.

Dazu definieren wir zunéchst einige Begriffe.

2.24 Definition. a) Fiir 6 € [0,1] wird Jy(Xo, X;) definiert als die Menge aller
Banachrdume F mit Xy N X; C F C Xy + Xy, fiir welche ein ¢ > 0 existiert mit

lzlle < cllzll5’llzl%, (€ XoNXa).

b) Fiir 0 € [0, 1] wird Ky(Xo, X1) definiert als die Menge aller Banachraume E mit
XoN X, C EFC Xy+ Xy, fir welche ein k > 0 existiert mit

K(t,z) <kt’|z||p (x€E, t>0).

2.25 Bemerkung. Nach Definition gilt immer X, € Kq(Xo, X1) N Jo(Xo, X7) und
X € K1(Xo, Xq)NJ1(Xo, Xy). Fir E € Jy(Xo, X1) sagt man auch: E ist von Klasse
Jp.

2.26 Lemma. Sei 0 € (0,1), und sei E ein Banachraum mit XoN Xy C E C
Xo + Xi.

a) Es gilt E € Jo(Xo, X1) genau dann, wenn (Xo, X1)p1 C E.
b) Es gilt E € Ky(Xo,X1) genau dann, wenn E C (Xo, X1)p.00-

Beweis. a) Aus (Xo, X1)p1 C E folgt E € Jy(Xo, X1) nach Korollar 2.8.

Es gelte also E € Jp(Xo, X1). Sei € (Xo, X1)g1, und sei v € V(1,1 — 0, X1, Xo)
mit u(0) = z, u(t) = 0 (¢ > 1). Nach Lemma 2.21 existiert dann ein v € V(1,1 —
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0, X1, Xo) mit U(O) = z und den Glattheitseigenschaften (2-7) und (2-8). Wir schrei-

ben x = — [0/ (t)dt. Wegen E € Jy(Xo, X1) gilt fiir alle ¢ >0

')z < cllv' @1 I Ollk, =t e~ O1 1870 (@)1,

Nach der Holderschen Ungleichung (mit p = 1%9 und g = %) und den Abschétzungen
(2-7), (2-8) folgt

lells = || | vat], < 16 lexcomre

< cllt = £ ()l .

|t — 2% (t)

0 00); X0) £((0,00);X1)

< cllullvi-0,x1,%0) S cl|z[o,1-

Damit gllt (X(),Xl)g,l C E.

b) Diese Aquivalenz ist nur eine Umformulierung der Definitionen von (Xo, X1)g.c
und von Ky(Xo, X7). O

2.27 Korollar. a) Fiir einen Banachraum E mit XoN X, C E C Xy + X, gilt

E e J@(Xo,Xl) N Kg(Xo,Xl) < (Xo,Xl)QJ C FC (X(),Xl)gpo.

b) Fir alle 6 € (0,1), p € [1,00] gilt
(X07X1>9,p S J@(X07 Xl) N K@(X()aXl)-
¢) (Interpolationsungleichung) Sei E € Jo(Xo, X1), 6 € (0,1). Dann existiert fir

jedes € > 0 ein c. > 0 mit

2l < ellzllx, +ellzllx,  (z € Xon Xy).

Beweis. a) ist klar nach Lemma 2.26.
b) ist Lemma 2.6.

c) folgt sofort aus der Youngschen Ungleichung ab < ap + 5 L' fir a,b > 0, p €
(1,00) mit geeigneter Wahl von a, b, p. H
Der folgende Satz ist niitzlich fiir Anwendungen der Interpolationstheorie.

2.28 Satz (Reiterationssatz). Seien p € [1,00], 0 < 6; < 0y < 1,0 € (0,1) und
w:=(1—60)fy+ 00,.
CL) Falls E; € Kgi(Xo,X1>, 1= O, 1, S0 gllt (EO,El)@p C <X07X1)w,p
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b) Falls E; € Jgi(Xo,X1>, 1= O, 1, S0 gllt <X07X1)w,p C (Eo, El)g’p.

Insbesondere gilt fir E; € Ky,(Xo, X1) N Jp,(Xo, X1), i = 0,1 die Gleichheit
(E07E1)9p (X0>X1)wp

mit dquivalenten Normen.

Beweis. a) Sei K(t,z) = K(t,z, X, X;) < k;t%
und a € Ey, b € Fy mit x = a + b folgt

1 =0,1. Fir x € (Eo, E1)op

K(t,r) < K(t,a) + K(t,b) < kot”||a| g, + k1t"|b]| &,
Damit erhilt man
K(t,z) < max{ko, ki O K (t"~% 2 Ey, E).
Durch die Substitution s = t17% folgt
t—t7“K(t,z) € L2((0,00)),
d.h. z € (Xo, X1)wyp, sowie

12| (X0, X100, < max{ko, k1}(01 — 00) ||zl (80,51,

b) Sei nun z € (Xo, X1),p, und sei v € V(p,1 —w, X3, Xo) mit v € C((0, 00); XoN
Xi), v(o0) =0, v(0) = z, sowie

|t =t/ (1)
|t = 2790/ (1)

£((0,00);X1) < C||x||(X07X1)w,p7

P((0,00):X0) <= CllZl| (x0,X1)up

(siehe Lemma 2.21). Definiere g(t) := v(t/1=%)) (¢ > 0). Wir zeigen, dass g €
V(p7 1- 07 El) EO) gllt

<CszH g}l fir alle x € Xo N Xy,4=0,1. Wir
wenden dies auf v'(s) fiir festes s> 0 an und erhalten

C;
10/ (s)ll, < s [[s" v ()],

Wegen90+1—w:1—9(91—90) und 0; + 1 —w =1+ (1 —0)(0; — 0) folgt

0;
X3

(i=0,1).

||8 = Sl_a(el_eO)Ul(S) £((0,00);Ep) < C”'CCH(XOyXl)w,p’ (2_9)
HS = $1+(1_0)(91_00)UI(3) 2((0,00);E1) < CH':CH(X(LXl)w,p' (2'10)
Mit v(t) = — ft s)ds und (2-10) und der Hardy-Young-Ungleichung folgt
C

O (g1 SR A
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22 2. Reelle Interpolation

Fiir g impliziert dies

||t . tl_eg<t)HL£((0,oo);E1) = (6, — 90)—1/P||t — t(l—@)(Gl—Go)U@)‘

LZ((0,00);E1)

S CH':UH(XO,Xl)w,p'

Fiir die Ableitung von g gilt ¢'(t) = ﬁt*1+1/(91*ao)v’(tl/wl*eo)). Mit (2-9) folgt

[t "0 = () — Op) "1 VP|[t > 100 —00) (1)

O 20,0010 L2((0,00)30)

S C||x||(X07X1)w,p'

AISO gllt g - V(p, 1-— Q,El, Eo) und HxH(EO,El) < CH'Z'H(Xogxl)w,p' D

0,p —

2.29 Korollar. Fiir alle 6y,6,,0 € (0,1) und p,q € [1, 00| gilt
((X07 Xl)e(),qo) (X0> X1)91,q1)97p = (X07 Xl)(179)90+991,p-

Dies gilt auch noch fir 6y = 0 bzw. 61 = 1, wenn man (Xo, X1)g,,p durch Xy bzw.
(Xo, X1)g, p durch X ersetzt.

Beweis. Folgt sofort aus dem Reiterationssatz nach Korollar 2.27 b) bzw. Bemer-
kung 2.25. O]

Wir geben noch einige Anwendungen fiir Funktionenrdume an.

2.30 Korollar. a) Fir0<#6, <6, <1,60¢€(0,1), gilt
(CJ(R™), C2 (R™))g.0 = Cf 72 (R7).

Falls Q C R™ ein Gebiet mit gleichmdfigem C'-Rand ist, so gilt dies auch mit Q
statt R™.

b) Sei (0, o7, ) ein o-endlicher Mafiraum. Dann gilt fir alle 1 < py < p; < 00,
0e€(0,1), qel,o0]

1 1-—
= LPQ)  fir - = L

(L7, (€) P P M

97

Speziell folgt fiir po < q < p1
) Do Po\ !
LP(Q), LP(Q)), = LI(Q m«@::<1——)(1——>.
(L), LM(Q),, = LQ) o) (1 - 2
Fiir 1 <pg <py <o0,0€(0,1) und 1< qy < q < oo gilt
1—-6 40

1
(LPano (9)7 LPth(Q))@q — LP#I(Q) fiir — = + —.
’ p Po p1
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2. Reelle Interpolation 23

Beweis. Dies folgt sofort aus dem Reiterationssatz und den entsprechenden Aussa-
gen iiber C? bzw. LP4. O

Im Folgenden seien (2, <7, ) und (A, .o/’ v) zwei o-endliche Mafiraume.

2.31 Definition. Seien p,q € [1,00]. Ein linearer Operator T: L'(Q) + L>(Q) —
L'(A) + L>(A) heiBt vom schwachen Typ (p, q), falls T'|ppq) € L(LP(2), L2°(A)).

T heiBt vom starken Typ (p, q), falls T'|1r) € L(LP(2), LI(A)).

Wegen LI(A) = L?9(A) C L?*°(A) ist jeder Operator vom starken Typ (p,q) auch
vom schwachen Typ (p, q).

2.32 Satz (Satz von Marcinkiewicz). Sei T: L'(Q2)+ L>(Q) — L'(A)+L*>°(A) vom
schwachen Typ (po, qo) und (p1,q1) mit po,p1 € [1,00], po < p1, und qo, q1 € [1,00],
do 7 1, Po < qo und p1 < q1. Zu festem 6 € (0, 1) definiere p und q wie tblich durch
1_1-6 , 0 1_1-0 , 0

5—p—0+p—1 unda_q_o+q_1'

Dann ist T vom starken Typ (p,q), und es gilt

||T”L Lr(Q),La(A)) = CHTHL (LP0(€),L90%° (A)) ||THL(LP1 (Q),L91:2°(A))

mat einer von T und 6 unabhdingigen Konstanten C' > 0.

Beweis. Sei M; := ||T'|| (L (e),La(a)), © = 0,1. Da (-,-)p, ein exakter Interpolati-
onsfunktor ist, ist die Norm von 7" als Operator

T: (L°(Q), LP(Q)), —> (L®™°(A), L7(A))

0,p 0,p
nicht gréBer als Mg~ M?. Nach Korollar 2.30 b) gilt
(L (), P (), = L), (LW2(8), L%(A)), = LIP(A).
Wegen po < qo, p1 < ¢1 gilt p < ¢ und damit
LPP(A) € LPY(A) = Li(A).
Also ist T € L(LP(Q), L¢(A)) mit Norm nicht groBer als C' My~ M?. O

Der Satz von Marcinkiewicz léasst sich kurz in folgender Weise schreiben, wobei die
Pfeile hier stetige lineare Operatoren bedeuten:

Aus T: LP(Q) — L©®(Q) und T': LP*(Q) — L1°°(Q) folgt bereits T: LP(Q) —
L9(€2), wobei die Indizes p und ¢ mit beliebiger Wahl von 6 oben definiert sind.

Insbesondere folgt fiir pg = ¢o und p; = ¢;:
Aus T: LPo(Q) — LPo2(Q) und T: L () — LP->(Q) folgt bereits
T: LP(Q) — LP(Q)  (p € (po; p1))-
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24 3. Komplexe Interpolation

3. Komplexe Interpolation

3.1 Worum geht’s? Neben der reellen Interpolation ist in Anwendungen auch
noch die komplexe Interpolation wichtig, insbesondere weil sie einerseits gut mit
der Fouriertransformation vertréglich ist (Bessel-Potentialrdume), andererseits die
Definitionsbereiche D(A?) fiir viele Operatoren A durch komplexe Interpolation be-
schrieben werden konnen. Grundlage der komplexen Interpolation ist die Theorie
Banachraum-wertiger holomorpher Funktionen.

a) Definition und erste Eigenschaften

Im Folgenden seien X, Xy, X; C-Banachraume, und (X, X;) sei ein Interpolations-
paar. Wir betrachten den Streifen S := {2 € C:0 < Rez < 1}.

3.2 Definition. Die Menge F (X, X;) ist definiert als die Menge aller Funktionen
f € Cy(S; Xo + X4), fiir welche f|g: S — Xy + X; holomorph ist und fiir welche
t— f(it) € Cp(R; Xp) und t — f(1+it) € Cp(R; Xy) gilt. Auf F(Xo, X;) wird die
Norm
I Lreoocn = mawx { sup L £(i8) L, sup L FC1 -+ 6, }
teR teR

definiert.

Die Definitheit der Norm erhélt man aus folgendem Satz:

3.3 Satz (Dreiliniensatz). Seien f € F(Xq, X1), 0 € [0,1]. Dann gilt fir allet € R
||f(9 + it)||Xo+X1 < M()l_gM197

wobei M; := sup,ep || f(j +it)||x,, 7 =0,1.

Beweis. Wir schreiben im Beweis || - || := || - || x,4x,- Fiir 6 € {0,1} ist die Aussage

trivial. Sei also @ € (0,1). Seien € > 0, A € R. Wir definieren f; z(2) := exp(ez® +
Az)f(z) fiir z € S. Dann gilt

Ifon(GON < Mo, I fer(X+at)|| <My (¢ €R).

Setze M := sup,.g || feal|- Da f beschrankt ist, gilt f. x — 0 fiir | Im 2| — oco. Daher
existiert ein K > 0 mit ||fox(2)]| < & fiir [Imz| > K, und || f-A]| nimmt ein globa-
les Maximum in [0, 1] x [ K, K] an. Nach dem Maximumprinzip fiir Banachraum-
wertige holomorphe Funktionen wird das Maximum auf dem Rand und nach Wahl
von K sogar auf {0,1} x [—K, K] angenommen. Also gilt

| fox(2)|| € max{My, e ™M} (2 €8).
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3. Komplexe Interpolation 25

Nach Definition von f; ) folgt
1£(0+it)|| < e @) max{e " M,, e=T0=D2 My} (¢ € R).

Wihle N; > M, beliebig, j = 0,1. Fiir ¢ N\, 0 und p = €* erhilt man fiir alle
p € (0,00)
1£(0+ i) < max{p~"No, 9" N1} (t € R).

Da Ny, N; > 0, p — p'~? streng monoton steigend und p + p~? streng monoton
fallend ist, wird die rechte Seite als Funktion von p minimal, falls p=? Ny = p' =/ Ny,
d.h. p = Ny/Ny. Mit dieser Wahl folgt

IF(0+at)| < Ng "N (t€R).

Mit Ny — My und N; — M, folgt schliellich die Behauptung. O

3.4 Lemma. Der Raum F(Xo, X1) ist ein Banachraum.

Beweis. Sei (fn)nen € F(Xo, X1) eine Cauchyfolge. Nach dem Dreiliniensatz und
wegen Xo, X7 C Xo+ X gilt ||f — meCb(g;XOJFXl) < | fo = [l #(x0,x1), also exi-
stiert ein f € Cy(S; Xo + X1) mit f, — f in Cy(S; Xo + X1). Als Grenzwert einer
gleichméfig konvergenten Folge holomorpher Funktionen ist f wieder holomorph in
S nach dem Weierstrafischen Konvergenzsatz.

Andererseits ist nach Definition von F(Xo, X1) auch (f,(i-))neny C Cp(R; Xy) eine
Cauchyfolge, und somit existiert ein fy € Cp(R; Xo) mit f,(i-) — fo in Cp(R; Xp).
Wegen X, C Xo+X; gilt die Konvergenz auch in Xy+ X7, und mit der Eindeutigkeit
des Grenzwerts folgt fo = f(i-). Somit gilt f(i-) € Cy(R; Xp). Genauso sieht man
f(A+i) € Cp(R; Xy). Insgesamt erhalten wir f € % (Xo, X;) sowie f, — f in
F(Xo, X)) O

3.5 Bemerkung. Wir definieren Fy(Xo, X;) als die Menge aller f € F(Xy, X;) mit
limp oo || f(it) || xo, = 0 und limyy oo || f(1 4 it)||x, = 0, versehen mit der Spurtopo-
logie.

Dann ist Fy(Xg, X1) wieder ein Banachraum, wie man etwa im Beweis von Lem-
ma 3.4 sieht, indem man C,(R; X;) durch Cy(R; X;), j = 0,1, ersetzt.

Das folgende Lemma ist technisch recht aufwindig zu beweisen (Beweise siehe z.B.
[0], Lemma 3.8, oder [9], Theorem 1.9.1).

3.6 Lemma. Die Menge aller Linearkombinationen von Funktionen der Form S —
Xo+X1, 2= 70 mit § > 0, A\ € R und u € XoN Xy, liegt dicht in Fo(Xo, X1).
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3.7 Definition (Komplexer Interpolationsraum). Fiir § € (0,1) definiert man den
komplexen Interpolationsraum [Xg, X;]s durch

[Xo,Xl]g = {27 € XO + X1 | E|f € .F(Xo,Xl) X = f(&)}
mit der kanonischen Norm

||17||[X0,X1]9 ;= inf {”f“]:(Xo,Xl) : f € f(X07X1)7$ = f(@)}

3.8 Bemerkung. a) Sei 0 € (0,1). Wegen ||f(0)||x,+x; < |f]l#(x0,x,) ist die Ab-
bildung T': F(Xo, X1) = Xo + X1, f — f(0), stetig. Nach Definition der Normen
ist die induzierte Abbildung T: F(Xo, X1)/ker T' — [ Xy, X1]g ein isometrischer Iso-
morphismus normierter Rdume. Da ker T" abgeschlossen ist, ist der Quotientenraum
F(Xo, X1)/ ker T ein Banachraum. Somit ist auch [X, X1y ein Banachraum.

b) Fiir alle 6 € (0,1) gilt [Xo, X1]p = [X1, Xo]1—¢ mit gleichen Normen. Falls X, =
X, =: X, so gilt [X, X]p = X mit gleichen Normen. (Ubung)

¢) Man kann in Definition 3.7 den Raum F (X, X;) durch Fy(Xo, X;) ersetzen. Denn
fiir alle f € F(Xo, X1) und § > 0 ist z — fs5(z) := 20" f(2) € Fo(Xo, X;) mit
f5(0) = f(0) und lims_o || fsl| 7(x0,x0) = | f 1l 7(x0.30)-

d) Sei f € F(Xo, X1), 0 € (0,1). Fiir jedes feste t € R gilt dann f(0+it) € [Xo, X1]o
und || f(0 +it) || ixo,x110 = [1F(0)]l1x0,x1),- Dies sieht man sofort durch Betrachten der
Funktion g(z) = f(z + it).

e) Nach Lemma 3.6 ist X N X dicht in [X,, X1y fiir alle 6 € (0, 1).
3.9 Satz. Fir alle 6 € (0,1) ist [-,-]g ein exakter Interpolationsfunktor vom Typ 6.

Beweis. (1) Fur x € [Xo, X1]p und f € F(Xo, X1) mit f(0) = z gilt ||z|xpsx, =
1F O xo4x1 < ([ fllF(x0,x0) und damit [[z][ x4 x, < 2, x40,
Fiir € X, N X, definiert man f(z) := =9z, Dann gilt f € F(Xo, X1), f(0) = =
und

2l xo.xi16 < 1l Fexo.x0) < Cmax{|[z]lx,, [[#]lx,} = Cllzllxonx, -

Ingesamt erhalten wir Xo N X, C [Xo, Xi]p € Xo + X;.

(ii) Sei (Yp,Y7) ein weiteres Interpolationspaar, und sei T € L(Xy, Yy) N L(X4, Y7).
Setze Mj = ||T||L(Xj,Yj)7 ] = 0, 1.

Zu x € [Xo,Xi]p und € > 0 existiert ein f € F(Xo, X1) mit ||f]lrxo,x) <

2| (xo, 15 + € und f(#) = z. Man definiert g: S — Yy + Vi, 2z — M ' MT(f(2)).
Dann gilt g € F(Yp, Y1), und nach dem Dreiliniensatz

g1l 731y = max { sup Mg HITCf (i) llva, sup MyHIT(f(1+ i)y, }
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3. Komplexe Interpolation 27

< HfH]'—(Xle) < HxH[Xle]G +e.
Wegen g(0) = M{~*MOTx folgt
1T llyomize < Mo ™" MY (2]l x100 +€)-

Mit € — 0 folgt die Behauptung. O

3.10 Korollar. Fir alle 6 € (0,1) gilt

el ixoxae < N2l ll, (@ € Xon X0).

Beweis. Das folgt genauso wie im Beweis von Korollar 2.8, allerdings ist jetzt die
Konstante gleich 1, da [C, C], = C mit gleicher Norm. O

3.11 Lemma. Fulls Xo C X1, so gilt fir 0 < 0; <6y < 1:

Xo C [Xo, Xilg, C [Xo, X1, C X7.

Beweis. Seien € > 0, x € Xo und f € F(Xo, X1) mit f(61) = x sowie || f|| rxo,x1) <
|zl 1x0,x,), + €- Nach Lemma 3.6 sei 0.E. f eine Linearkombination von Funktionen
der Form z — ¢y mit u € Xy N X; = X.

Nach Satz 3.9 ist XO = XO N X1 C [X07X1]92 C XO + X1 = Xl; d.h. (Xo, [Xo, &]92)
ist ein Interpolationspaar. Wihle A € (0,1) mit #; = Ay und definiere p: S —
Xo + [Xo, X1]p, durch ¢(2) := e5&=*) f(6,2). Dann gilt ¢ € F(Xo, [Xo, X1]g,) und
p(A) = .

Wegen || f (62 +it)|’[X0,X1}o2 < HfH]:(Xle) gilt H(:OH}'(XO’[XO,Xl]eg) < eaufo(Xo,Xl) und
damit

2]l 1x0. X116, < ClleO) | F(x0,x0.x108,) < CeENF Il Fx0.x1) < O (12l pxo,x106, +€)-

Mite — 0 fOlgt ||xH[X0,X1]92 < CH‘rH[XO,Xﬂel fur allex € X(). Da X(] dicht in [X07X1]91

iSt7 fOIgt [X07X1]91 - [XOaXl]QQ- O

3.12 Satz. Fiir alle 6 € (0,1) gilt

[X07X1]9 S JQ(X07X1) N KH(X(J?Xl)'
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Beweis. Nach Korollar 3.10 gilt [Xo, X1]o € Jo(Xo, X1). Sei z € [Xo, Xilo, f €
F(Xo, X1) mit f(f) = x. Sei zu festem ¢t > 0 der Raum X! definiert als der Raum
X, versehen mit der (zu || - || x, dquivalenten) Norm ¢|| - || x,. Dann sind die Normen
| [ xo13, und K(t,-) = || - |l xo4x: dquivalent, und es gilt f € F(Xo, X]). Nach dem
Dreiliniensatz gilt

lalloo = supt K (£, £(0))

t>0

< sup (£ sup || £m) 15 sup £ (1 + 7))
t>0 TER TER

= sup (7 sup | £(i7) 5" sup (#1171 +in)l1%,))
t>0 TER TER

= sup ||/ (m) 15, sup 1/ (1 + i7) %,
teR TER

< [ f 70, x0)-

Nehme nun das Infimum tiber alle f € F(Xy, X1) mit f(0) = x und erhalte ||z||g,c <
12| (x0,3x130> d-he [Xo, Xi]p € Ko(Xo, X1). [

3.13 Korollar. Fir0<6; <6, <1,6¢€(0,1), pe[l,o0] gilt

([X()a Xl]@p [XOJ Xl]@g)g’p - (X07 Xl)(1—9)91+092,p'

Beweis. Dies folgt direkt aus dem Reiterationssatz. O
Die folgenden Sétze werden hier nicht bewiesen (Beweise siche [1], Kapitel 4.7).

3.14 Satz (Reiterationssatz fiir komplexe Interpolation). Es gelte eine der beiden
folgenden Bedingungen

(2) Xy C X4,
(i1) Xo, X1 sind beide reflexiv und Xo N Xy ist dicht sowohl in Xy als auch in X;.
Dann gilt fir alle 0 < 67 <6y < 1,0 € (0,1)
|:[X07 X1]917 [X()) X1]92:|0 = [X(]) Xl}(179)91+992'
3.15 Satz. a) Seien Xy und X, beide reflexiv. Dann gilt fir alle 0 < 67 < 0y < 1,
0 €(0,1) und p € (1,00)

|:(X07 X1)91,p7 (XOJ Xl)@g,p}e — (X07 Xl)(1—9)91+992'
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b) Es sei mindestens einer der beiden Riume Xy und X reflexiv, und Xo N Xy sei
dicht sowohl in Xy als auch in Xi. Dann gilt fir alle 6 € (0,1)
(X0, X1)o)" = [X5, X1o-

Ohne Reflexivitdt gilt noch ,D*.

3.16 Bemerkung. Falls X, und X; Hilbertrdume sind, gilt [Xo, X1]s = (X0, X1)s2-
Es gibt aber keine allgemeine Antwort auf die Frage, unter welchen Bedingungen
die Rédume [X, X1]p und (Xo, X1)g, tibereinstimmen.

b) Anwendung: Der Satz von Riesz-Thorin

Im Folgenden sei wieder (€2, 47, 1) ein o-endlicher Mafiraum.

3.17 Satz. Fliir alle pg,p; € [1,00] und 6 € (0,1) gilt

(L7(Q), 17(Q)], = LP(Q) it ]13 _ 1]9_09 N pﬁl‘

Beweis. Der Durchschnitt L0(2) N LP1(Q2) ist dicht sowohl in LP(2) als auch in
[LPo(Q), L7 ()] (fiir letzeres siche Bemerkung 3.8 e)). Sei x € LP°(Q) N L1 (),
o.E. sei ||| r) = 1.

(i) Fiir z € S definiere f(z) durch

|lz(w)]”?

|2 (w) [P potz/p) W) gl 2(w) £ 0,
0, falls x(w) = 0.

f(2)(w) = {

Dann ist f € Cy(S; LP(Q2) + LP1(€2)) holomorph in S, und fiir jedes ¢t € R gilt

f@)(w)] = ()P,
[fA+it)(w)] = lz@)P" (we Q).

Somit gilt fiir alle t € R

L @O0 @) = 2 1p (@) = 1.

1f (1 +it)] ilm(g) = ||$||I£p(9) =1,

sowie t — f(it) € Co(R;LP(Q)) und t — f(1 + it) € Cu(R; LP*(Q2)). Insge-
samt folgt f € F(LP(Q),LP* () mit |[f|lr = 1 = ||z||r), f(0) = x. Also gilt
1 [l1zm0 @),Lo1 @)1 < [0 ()
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(ii) Sei f € F(Lr(Q), LP*(2)) mit f(0) = x. Wir verwenden
1= ol = sup {| [ stlp)du)] € @) 0 DA, Iylie) = 1},
Wie oben definieren wir zu y € LPo(Q) N LP1(Q) die Funktion g durch

g(Z)(w) — ’y((JJ)|p/((1—Z)/p6+Z/P/1) égi;w falls y<w) ?é 0’
0, falls y(w) =0,

fiir alle z € S.
Definiere F: S — C durch

/ £z @)du(w) (2 €9).

Dann ist F' € C(S), holomorph in S, und nach dem Dreiliniensatz gilt
|F(2)| < max { sup |F(it)|,sup |F (1 +it)|}.
teR teR
Es gilt fiir alle t € R
[E@OL < [1f @O Lro@ 9GO 1oy ) = 17 ()] oo Hyl\i;{p(}z) 1 (@)l £ro (@)
und analog
[F(L+at)] < |[f 1+ it)][Lr@llg( + D) 1t

= [f (1 +it)|| ) Hpr/p1 = [f (A +it)[|Ler (o

Damit folgt

F()| < max{iuﬂg £ rgen. Sup 11+ 8)onn } < 1 fllamom o
S S

Also ist | [, z(w)y(w)du(w)| = |F(0)] < ||fll#wro@),r (o). Da y und f beliebig

waren, erhalten wir

lzllze@) < llzllizro @)oo @0
Dies gilt fiir alle x € LP(2) N LP*(2) und wegen Dichtheit fiir alle x € LP(€2).
Insgesamt erhalten wir LP(Q2) = [LP0(§2), LP*(2)]y mit gleichen Normen. O

3.18 Korollar (Satz von Riesz-Thorin). Seien (2, <7, 1) und (A, &/, v) o-endliche
Mafrdume. Seien py,p1,qo0,q1 € [1,00], T € L(LPi(Q),L%(A)), 7 = 0,1. Fir alle
0 € (0,1) gilt dann T € L(LP¢($2), L?(A)) mit Norm

HTHL(LPG(QLL% NS HTHL(LPO(Q) L90 (A ))HTHHL(Lm(Q),qu(A))a

1 1- , 8 1 1-6 , 6
wobei — = =2+ Z ynd = = =% + Z.
Po PO + P1 ao o + T
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Beweis. Folgt sofort aus Satz 3.17 und Satz 3.9. [

Wie in Abschnitt 1 bereits gezeigt, folgt unter anderem der Satz von Hausdorff-
Young aus dem Satz von Riesz-Thorin.
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4. Sobolevraume

4.1 Worum geht’s? In diesem Abschnitt werden verschiedene Typen von LP-
Sobolevrdumen definiert und analysiert: Besovraume, Bessel-Potentialriume und
Sobolev-Slobodecki-Réume. Wihrend die Letztgenannten eher die klassischen Rau-
me darstellen, wird sich zeigen, dass tatsdchlich die grundlegenden Réaume die Be-
sovraume und die Bessel-Potentialrdume sind. Dabei sind die Besovraume mit reel-
ler Interpolation verkniipft, die Bessel-Potentialriume mit komplexer Interpolation.
Durch die Spurmethode erhélt man eine Aussage iiber Spuren von Funktionen auf
dem Rand eines Gebietes, was fiir Anwendungen auf partielle Differentialgleichun-
gen eine zentrale Rolle spielt. Wir verwenden hier einen einheitlichen Zugang, wie
er inzwischen Standard wurde, iiber dyadische Zerlegungen.

a) Definition der Sobolevriaume

Im Folgenden betrachten wir die Fourier-Transformation .%: ./(R") — /(R")
auf dem Raum der temperierten Distributionen. Dabei wird .#”(R™) wie iiblich mit
der schwach-*-Topologie versehen, welche durch die Abbildungen u +— wu(?)) mit

Y € S (R™) erzeugt wird.

Da die Multiplikation Z(R") - #'(R") — '(R™) wohldefiniert ist (wie iiblich
durch (pu)(v) = u(pv)), ist fir ¢ € #(R") die Abbildung op|e]: '(R") —
S'(R™), u v+ F 1o Fu ebenfalls wohldefiniert.

4.2 Definition. Eine Folge (¢ )ren, von Funktionen heifit eine dyadische Zerlegung,
falls gilt:

(i) Es ist ¢ € Z(R"), ¢r > 0, supppo C B(0,2) sowie suppyr C {{ € R :
2k=1 < |¢] < 2K+1Y fiir alle k € N.

(ii) Es gibt ein ¢ > 0 mit ), @x(§) > c fiir alle £ € R™.
(iii) Fir alle o € Ny existiert ein ¢, > 0 mit
|§“a|‘aa<ﬂk(f)‘ <co (E€R" keNy).
4.3 Bemerkung. Es gibt viele Methoden, dyadische Zerlegungen zu konstruieren.

Sei etwa ¢ € Z2(R"™) mit ¢ > 0, suppt) C { € R": 1 < [¢] < 2} sowie ¢(§) > 0,
falls \/Li < €] € V2. Dann definiert man ¢ (€) := (27%¢) fiir € € R* und k € N,

Sei weiter ¥y € Z(R™) mit supp g C B(0,2), 1o > 0 und o(£) > 0 falls [¢| < 1.
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Dann gilt >~ ¥x(§) > 0 (£ € R"), und fir

o) = <@ e cr ke

2 im0 ¥5(8)

gilt Eigenschaft (i) aus Definition 4.2 sowie Y ;- r = 1, was auch (ii) zeigt. Um
Eigenschaft 4.2 (iii) fiir ¢, zu zeigen, schreibt man fiir £ € supp ¢

€l l|ovun(e)] = [el 271 (0%) (27R¢) | < 2Dl g7y o = 21|09 .
Fiir ¢y folgt dann Eigenschaft (iii) mit der Leibniz-Regel fiir Ableitungen.

4.4 Definition. Sei X ein C-Banachraum. Zu s € R und ¢ € [1, oo] definiert man
den Raum /£3(X) als die Menge aller X-wertigen Folgen x = (24)ren, C X, fiir
welche ||z[|gs(x) < oo gilt. Dabei ist die Norm || - [|gs(x) definiert durch

1/q
2°|x q} . falls g < oo,
i = | [ Drer (2llx) .

e, )
SUPgen, 2 |2kl x falls ¢ = oo.

Man beachte, dass £3(X) = LI((No, Z(Ny), (s); X) mit dem gewichteten Zihlmaf
(s, definiert durch ¢,({k}) := 2°* gilt. Insbesondere ist £;(X) ein Banachraum. Wir
schreiben wie iiblich £ := (3(C).

Im Folgenden fixieren wir stets eine dyadische Zerlegung (¢x)ren,- Die folgende

Definition ist zentral fiir alle Typen von Sobolevraumen.

4.5 Definition. a) Seien s € R, p,q € [1,00]. Dann wird der Besovraum B; (R")
definiert durch B, (R") := {u € '(R") : ||lu[|ps rn) < 00}, Wobei

lullzg, ) = || (oPlonlte) ey gz ey
b) Fiir s € R und p,q € [1,00) definiert man den Lizorkin-Triebel-Raum F;, (R™)

durch F, (R") := {u € Z'(R") : [Jul 5, gn) < 00}, wobei

[ull &g, gny = I ( OP[SOk]“)keNo HLp(Rn;eg)'

c) Fiir s € R und p € [1, 00) wird der Bessel-Potentialraum H;(R") definiert durch
Hy(R™) := Fj,(R").

d) Fiir p € [1,00) und s € [0, 00) wird der Sobolev-Slobodecki-Raum W (R") defi-

niert durch

WS (R") = H3(R"),  falls s € Ny,
P By (R"), falls s € (0,00) \ N.

Die Raume W7 (R"), s € Ny, heiflen auch (klassische) Sobolevrdume.
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4.6 Bemerkung. a) Fiir p,q < oo lauten die Normen explizit

sy = [ 224 [ foplworas)”]",

keNp

P (&) = [/Rn < Z 2Skq|(0p[gpk]u)(x)’q>p/qui| 1/p'

keNy

lul

[l

Im Fall p = 0o bzw. ¢ = oo ergeben sich die offensichtlichen Modifikationen. Im Fol-
genden wird aber an einigen Stellen p, g < oo vorausgesetzt, da nicht alle Satze auch
fiir die Grenzfille unveréndert gelten. Insbesondere spielen die Riume BZ,  (R") eine
Sonderrolle.

b) Man kann zeigen, dass die Definition dieser Raume nicht von der Wahl der dya-
dischen Zerlegung abhéngt im Sinn, dass verschiedene Wahlen von dyadischen Zer-
legungen #quivalente Normen ergeben (siehe [9], Theorem 2.3.2).

c¢) Sei u € .'(R"). Da supp(¢x-# u) kompakt ist, ist nach einem Satz von Paley und
Wiener uy := oplpr]u = F 1 (opF u) holomorph in C" (fortsetzbar). Insbesondere
ist ux, € C°(R™) und somit eine regulére Distribution. Weiter gilt

oplprlu = F " (prFu) = (F 'op) xu

mit der Funktion Z ¢, € S (R").

d) Nach Definition 4.2 (iii) gilt |¢]l*!|0%p(€)| < ¢, fiir alle £ € R™ und o € N,
Damit sind die Voraussetzungen des Satzes von Michlin erfiillt, und es folgt op[px] €
L(LP(R™)), d.h. ¢y ist ein Fourier-Multiplikator.

Im Folgenden fixieren wir eine dyadische Zerlegung (¢r)ren, mit >, cn, ¢r = 1.

4.7 Lemma. Sei u € ./(R"). Dann gilt

u = Z opleklu in S (R™).

keNg

Beweis. (i) Sei ™) = > rent1 k- Nach Definition einer dyadischen Zerlegung
ist o € Z(R"), und die Summe besteht an jeder Stelle nur aus endlich vielen
nichttrivialen Summanden. Daher ist V) € C(R").

Zum € N sel py,(f) := Supyepn MaX|qj<m (1 + |2]?)™]|0* f(2)|, d.h. die Topologie von
< (R"™) wird von den Seminormen {p,, : m € N} erzeugt. Sei nun f € Z(R") und
K = supp f. Fiir jedes feste m € N gilt dann ™| cmxy — 0 (N — 00) sowie

PPN ) < Coll @™ omucypm(f) = 0 (N = o00).
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Da 2(R") dicht in . (R™) liegt, gilt dies auch fiir f € #(R"). Damit erhalten wir
eMf =0 in.Z(R") firalle f €.7(R").
(ii) Sei f € .#(R"). Nach Definition der Fourier-Transformation auf .#’/(R") ist

(opler]u)(f) = u(fe) mit f, == Fep.F'f. Da F'f € S (R"), gilt nach (i)
eN(FZ71f) = 0 in .7 (R™).

Da #: /(R") — 7 (R") stetig ist, folgt
Fle™M(FH] =0 in SR).

Da u: Z(R") — C stetig ist, erhélt man

u(f) =D (opleru)(f) = D (oplpdu)(f) = D ulfi)

- u(ﬁ‘ [¢<N>(ﬁ—1f)}> 50 (N = o0)

fiir alle f € .7(R™). Also gilt " ., opler]u — 0 (N — o0) in #/(R"). O

4.8 Satz. Seien s € R, p € (1,00), 1 < q1 < ¢ < 00 und e > 0. Dann gilt
B, (R") C B, ,(R") C B, (R") C B ,(R") (4-1)

pP,q1 Psq2

sowte

S (R") € ByL(R™) € By (R") € By (R") C By1°(R") € '(R"). (4-2)

Beweis. (i) Es gilt le, C L, fiir 1 < g1 < go < 0o, woraus sofort (4-1) folgt.

(ii) Wir zeigen die inneren Inklusionen in (4-2). Sei v € B3t5(R"). Dann gilt

lull 5, =my = > 2| oplewlull L)

keNp

< ( Z 2_8’“) sup 229k op[pr|u|| Lr @)
keNg keNy

< COl|ul

Bp s (R")”

Dieis zeigt ByTS(R™) C By (R™). Ersetzt man s durch s — ¢, erhélt man B _(R") C
By #(R™).

(iii) Zur Inklusion 7 (R™) C By55(R™): Sei f € &(R™). Dann gilt fiir jedes k € Ng
und hinreichend grofles m € N

2k(s+s)|| Op[<,0k]u||LP(Rn) < CQk(ere)H(l + ‘I|2)n op[gok]UHLOO(Rn)
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< 020+ 3 0 | F 0 (on T )|y

|a|<2n

< C2k(s+€) Z Haa(ﬂpkcng)HLl(R”)

la]<2n

< O N [+ 1€ (1 f)l|ooen

|a|<2n

<C Z (sup 1+|§| )n+m|aaf (§)|>

|a|<2n gerr

7 (s + kg0 euE) )

laj<2n  SER"
< C'sup (1 + [¢*)" 0" f(8)]-
£ERn
Hier wurde im letzten Schritt Eigenschaft (4.2) (iii) verwendet. Da .%: ./ (R™) —
< (R") stetig ist, folgt .7 (R") C Byfs(R").

(iv) Wir zeigen noch B; *(R") C /(R"). Sei dazu u € B, *(R") und ¢ € 7 (R").
Wir wihlen eine zweite dyadische Zerlegung (@ )ren, mit @r = 1 auf supp ¢y fiir
alle k£ € Ny. Dann gilt

op[@k] oplpr] = F ' okerF = F o F = oplp.
Nach Lemma 4.7 gilt

()| = | D (opliru)(w)|

keNg
= ’ > (Op[wk]U)(Opm]iﬂ)‘
keNg
< Z | (op[ek]u) (op SOkW)’
keNp
= 3| [ (oplirua)oplais) @z
keN, Y R"
<Y (2’“(5‘5)“ opipk]ull Lo@m 27| OP[@W||LP’<R")>
keNp
< ||U| B;;E(Rn)H@Z}HB;f;E(Rn)'

Wegen .7 (R") C B;f;E(R”) folgen u € ./ (R™) sowie die Stetigkeit der Einbettung
By (R") € 7'(R™). O

4.9 Lemma. a) Fir s € R und p,q € (1,00) gilt
B, (R") C ;. (R") C B, (R")  falls ¢ < p,
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B, (R") C F, (R") C B, (R")  falls ¢ > p.
Weiter gilt B, (R") = F; (R") und
H3(R") = Fp(R") = B, (R").

b) Es gilt fir s € R, p,q € (1,00) und 1 < g1 < ga < 00
S R") C F=(R") C F,, (R") C F; ,(R") C F;,f(R") € ' (R").

p,q2 p,q2 p,q1

Beweis. a) Sei ¢ < p. Wegen (; C (5 folgt F; (R") C F, (R") = B, (R") direkt nach
Definition der Rdume. Fiir u € B, (R") gilt mit uy := op[px|u

e = ([ (2 hatol)ar) ™

keNy

= [ 3= 2

keNp

1/q
< ( Z QSqu |y |7 HLp/Q(R")>

keNy

lul

1/q
Lp/q(Rn)

|ul

= s neri iy uogeyy = lellmg, ey

Analog gilt fiir p < ¢ und u € F}; (R")

Bjg(RY) = H (/ 28kp|uk($)|pd$>keNo .

1/p
< ([l u@p) ., i)

= [lull g, -

1/p

[[ul

Dies zeigt Teil a). Teil b) folgt nun direkt aus a) und Satz 4.8. O

Die folgende Aussage gilt wiederum auch fiir p, ¢ € [1, 00|, der Beweis fir p,q = oo
erfordert aber einige Modifikationen, auf welche wir hier verzichten.

4.10 Lemma. Fir s € R, p,q € (1,00) sind B, (R") und F;, (R") Banachrdume.

Beweis. Zu zeigen ist nur die Vollstandigkeit. Sei dazu wieder (@ )ken, eine dyadi-
sche Zerlegung mit ¢ = 1 auf supp ¢y (k € Np).

Definiere e € L(B;, (R"), £3(LP(R"))) durch

eu 1= (op[gpk]u)k (u € B, (R")).

€Np
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Dann ist e nach Definition von By (R") eine Isometrie. Sei r definiert durch

r((fidken) == 3 opl@lfi ((fidren, € (L7 (R™))).

keNg

Nach Definition einer dyadischen Zerlegung und nach dem Satz von Michlin gilt
op|@x] € L(LP(R™)) mit || op[@k]|| r(zr@ny) < C1 mit einer von k unabhéngigen Kon-
stante C; > 0. Damit folgt

1/q
I (Cidnesi) L gy < C( S 2470 0BG FillE ey )

keNp

< 00 (32 2 il

keNy

Y

€5 (Lr(R™))-

Somit gilt r € L(3(R"), By, (R™)). Wegen op|@] op[pr] = op[@rpr] = oplps] gilt
reu =Y op|@ oplerlu = Y _ oplpklu =

keNy keNp

Somit ist 7 eine Retraktion mit zugehériger Koretraktion e. Da £;(LP(R")) ein Ba-
nachraum ist, ist nach Bemerkung 1.8 ¢) auch B; (R") ein Banachraum.

Die Vollstandigkeit von F; (R") zeigt man analog. O]

b) Aquivalente Beschreibungen und
Interpolationseigenschaft

Die folgenden Aussagen zeigen, dass in Spezialfillen die oben definierten Sobolev-
rdume mit den klassischen Rdumen iibereinstimmen. Im Folgenden setzen wir ¢y :=

09 = l5(Np).
4.11 Satz. Seien s € R und p € (1,00). Dann gilt
H:R") = {ue ' R"): ||ul

ey = | F 1+ |- ) Ful| o@ny < 00},

(e 15t eine zu || - [|ps ,mn) dquivalente Norm auf Hj(R™).

Beweis. (i) Seiu € .&'(R") mit ||u/| gs@n) < co. Definiere g := F~(14]-]*)*2.Fu €
LP(RY). Zu k € Ny sei my(€) := 2°F(1 + [€2)=/2px(€) (¢ € R"). Aus den Eigen-
schaften einer dyadischen Zerlegung folgt (unter Beachtung der Tragereigenschaft)

€]l|0vmy(€)| < C, (k € Ny) sowie, da die Summe nur aus endlich vielen Summan-
den besteht, auch

>l mi€)l < G (€ Np)

keNg
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mit einer gednderten Konstanten C\,. Wir definieren fiir £ € R™ die unendliche
Matrix M (§) € L(¢3) durch

M(f)((xk)keNo) = (mk(f)ﬂfo)kem ((l"k)keNo € fQ)a
d.h.

Dann gilt
1/2
1o M@©)ell,, = 61/ 3 10°mu(©)Plwol?) < Calool < Callzll, (2 € 1)
keNy

Damit sind die Voraussetzungen fiir den Satz von Michlin im Raum LP(R";{5)
(Satz B.2) erfiillt, und wir erhalten fiir g := (op[my]g) mit der Bezeichnung

g:=1(9,0,0,...)7

ITgll ety = || F T MFG| gy < Clalo@nieny = Cllgllzony.

keNy

Damit gilt

1/2
lull gy = || (D2 2241 oplinJul?)
keNp

~(Z fovtmalal)"”

= |Tgl|r®ni2) < Cllgllzo@ny = Cllull msgn).-

Ly (R)

Ly (R)

Somit gilt u € FJ,(R"), und die Einbettung F;,(R") C Hj(R") ist stetig.
(ii) Wir nehmen o.E. an, dass ),y #r(§) = 1 (§ € R?) gilt. Sei u € H(R") =
Fyo(R™). Wir modifizieren die dyadische Zerlegung durch

(1+1¢*)

o wr(&) (EER ke Ny).

Yp(§) =

Dann ist (¢y)gen, wieder eine dyadische Zerlegung, und es gilt
S G O - X
s Yk(€ ee(§) =1 (£€R").
s/2
i, (L 1€1)Y ey

Wieder sei (@ )ken, eine weitere dyadische Zerlegung mit ¢ = 1 auf supp ¢,. Dann
gilt YrYr = 1, und man erhélt

s@n = 177 1+ ] )PP poen)
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2ks
— || z-1 1 2\s/2 gr
7 (kz T e O +IeP) FuO) |,
€Ng
— 2ks ‘
> # ot
keNg
| S o i,
keNg
Zu & € R™ definieren wir die unendliche Matrix M (§) € L({3) durch
M (&) ((z)revo) = (Yr)keny, mit yo == Z Ok()re, =12 = ... =0,
keNg
d.h. o
Yo P12
0 0 0

Damit konnen wir schreiben

[wll ey = |‘y_1Mﬂ(2k8 Opwk}“)keNOHLp(Rn;ez)
< CH (ka Op[¢k]u) keNg HLP(R";Ez)
< Clul

F;Q(Rn).
Hier wurde wieder der Satz von Michlin in der Hilbertraum-wertigen Version ver-

wendet (Satz B.2). O

4.12 Satz. Seien s € N und p € (1,00). Dann gilt

/
WiR") = {ue S ®) : fulwgan = ( 3 10ulen) < o0},

lof<s

und || - lwsgny ist eine zu || - |
auf Hj(R™).

Hy@ey (und damit zu || - ||Fs,@n)) dquivalente Norm

Beweis. Die Funktion & —
gilt

(Héﬁ’ la| < s, erfiillt die Michlin-Bedingung. Daher

0%ullo@ny = |7 () Fulloeny < O F L+ |- P)Pul|ogny = Cllull ),

d.h. es gilt W7 (R") C H3(R").
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Sei nun u € LP(R™) mit dfu = (22 )su € LP(R") (j =1,...,n), und sei p € C=(R")

8:ch
mit ¢(t) = 0 fiir [t| < 3, p(t) = 1 fir ¢ > 1, ¢(t) > 0 fiir ¢ > 0 sowie () =

—p(—t) (t € R). Dann erfiillen sowohl ¢ die Michlin-Bedingung in R als auch

(14 €))7
L+ 300 (p(&)&)°

die Michlin-Bedingung in R". Damit gilt

[ull g mny < C'Hﬁ_l (1 + Z @(gj)sgj>ﬁu||LP(R")

i=1

< O(llulleran + 3 | 17706 211 | e
j=1

Lp(R*—1)

< C(llullzren) + D 10]ull o))
j=1

< Cllullwg ).

Hier ist .%; die eindimensionale Fourier-Transformation. O

4.13 Bemerkung. a) Es wurde im Beweis von Satz 4.12 gezeigt, dass auch

n 1/p
(HUIILP(W) +) Haf’“HiP(R"))
j=1

eine dquivalente Norm auf H;(R") = W (R") ist.

b) Die ,klassischen* Sobolevriaume sind die Sobolev-Slobodecki-Réume

H(R™) = W, (R") fiir s € Ny und
By (R") = W)(R") fiir s € (0,00) \ Ny

sowie die Bessel-Potentialriume H>(R"), s € R. Nach den obigen Sétzen gilt

H3(R™) C BS,(R™), falls p € [2,00),
By, (R") C Hj(R™), falls p € (1,2],
H: (R, By (R™) C B3, (R") C H:*(R"), B3, “(R")
fir alle s € R, p € (1,00), q € [1, ).
c¢) Fir s = 0 gilt
Fp(R") = Hy(R") = LP(R"),
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und damit insbesondere

HUHU’(R”) ~ ” (Op[gpk]u)kENo HLP(]R“;(Q)'

Derartige Zerlegungen heiflen auch Paley-Littlewood-Zerlegungen. Man beachte,
dass
0 n n .
B,,(R") # LP(R") fiir p # 2.

4.14 Satz (Interpolation von Besovraumen). Seien sg,s1 € R, sg # s1, p € (1,00),
q,q0,q1 € [1,00], 6 € (0,1). Dann gilt
(B;?qo (R"), B, (Rn))o,q - B;q(Rn>’

wobei s = (1 — 6)sg + 0s1. Im Falle gy < oo gilt auch
[BSO (Rn)’ B, (Rn)}g = B;q(Rn)a

psq0 p,q1

wobei L = =0 4 &
q 0

Beweis. Wir betrachten die Operatoren e und r aus dem Beweis von Lemma 4.10.
Wegen B3, (R") € BriXs0s3(Rny) (Satz 4.8) ist (B2, (R"), B3 (R")) ein Inter-
polationspaar. Da fiir 1 = 0, 1

re L(G (L (R), By, (R)
eine Retraktion mit Koretraktion

e € (B}, (R"), (1" (R"))

ist, folgt

el 30, (R, B33, By = | (OP[PRT ) ko

+Briay (g0 (LP(R™)) g} (LP(R™)))g,q"

Ahnlich wie bei der Interpolation der LP-Riume kann man zeigen, dass

(o (L2 (®™), GH(LPR™)) = (L7 (R™)).

Q1 0.q
Dies zeigt die erste Behauptung.

Analog folgt die Behauptung iiber komplexe Interpolation aus

[Ca (LP(R™)), £ (LP(R™))] , = (5(LP(R™)).

T q1
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4.15 Satz (Interpolation von Lizorkin-Triebel-Rdumen). Seien so, s1 € R, sg # s1,
Po,P1, G0, @1 € (1,00), 0 € (0,1). Definiere s,p,q durch

s=(1—0)so+ 0sy, 113:11);09_’_1%, %:ﬂ—i—i.

© @
Dann gilt
(Foao R™): gy (R)) 5, = By (R™),
[Froao(R™), Bty (R™)] = Fy(R™).

Insbesondere gilt wegen Hs(R") = F,(R"):
(o (R"), Ht (R)), , = By (R"),
[Hyo (R™), HpH (R™)], = H(R™).

Der Beweis dieses Satzes folgt mit einem Retraktions-Koretraktions-Argument ge-
nauso wie im Beweis von Satz 4.14 aus den Beziehungen

(L (R 6), L7 (R™ 651)) = L (R™ (653,65 )0,).

’ ¥ qo Y a1 q0’ “q1
(L (R 630, L7 (R™ £51)] = L7 (R™ [0, 631]5),

q0°

welche hier nicht bewiesen werden.

4.16 Bemerkung. Seien 0 < s < k mit £ € N. Dann gilt nach Satz 4.15

B, (R") = (L(R"), WHR™),,

Dies wird haufig als eine Definition der Besovraume verwendet.

4.17 Korollar. Seien s € R und p,q € (1,0).
a) Pir alle o € Ny gilt 0* € L(H3(R™), Hy~*/(R")) und 0 € L(Bs,(R™), Bjg “'(R™)).

b) Zur € R sei A, :=op[(1+ |- |2)?| = F Y1+ | )2F (= (1 — A)/?). Dann
gilt Ay € Ligom(HS(R™), H™"(R™)) und A, € Lisom(B5,(R™), B5,"(R™)).

Beweis. Beide Aussagen sind klar fiir H3(R"), wobei fiir a) verwendet wird, dass
& W die Michlin-Bedingung erfiillt. Da nach Satz 4.15 die Besovraume

durch Interpolation aus den Bessel-Potentialriumen entstehen, folgt die Behauptung
fiir B, (R™) mit reeller Interpolation. O
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c) Spurrdume und Sobolevridume in Gebieten

Der Begriff der Sobolevraume lésst sich leicht vom Ganzraum auf Gebiete des R"
iibertragen. Man beachte, dass in der folgenden Definition keine Glattheit des Ran-
des vorausgesetzt wird.

4.18 Definition. Seien p,q € [1,00] und s € R. Fiir ein Gebiet Q C R" definiert
man

Hi Q) :={ue 2(Q): Iue HI(R") : u=1lo}

mit der kanonischen Norm

[ull s (o) := inf {||ﬂ| Hy(Rn) D U= ﬂ|g}

Man beachte dabei, dass die Einschrénkung u|q einer Distribution v € 2'(R")

definiert wird durch @|q := u|y(q).

Analog wird B (€2) definiert. Wie im R" setzt man fiir s € [0, 00)

W Q) = H3(§2),  falls s € Ny,
U B,(), falls s € (0,00) \ N.

Die Aussagen iiber die Spurmethode erlaubt es, den Spurraum von Sobolevraumen
in Gebieten zu bestimmen. Wir betrachten zunéchst den Halbraum R} := {z € R" :
z, > 0}.

4.19 Satz. Seip € (1,00). Dann gilt W, (R) = V(p, ]lj, Wy (R*1), LP(R™1)), wo-
bei die Identifizierung LP(R") = LP((0,00), LP(R""1)) verwendet wurde, bei welcher
eine Funktion v € LP(R") mit der Funktion x, — u(-,z,) identifiziert wird.

Somit ist die Spurabbildung

1—-1
Yo: U > Ulgn-1, W;(Ri) — Bpy "(R™H)

wohldefiniert und surjektiv, und die Norm |[v|| j1-1/» ist dquivalent zur Spur-
pp

(R»=1)
norm inf{{|ullwi®n) : you = v}.

Beweis. Die Norm auf V (p, %, W, (R™1), LP(R™~1)) ist nach Definition dieses Raums
gegeben durch

[[ull 2o (0,000 w3 @n-1)) + [|Onell Lo (0,00)sL0 R 1)

und damit offensichtlich dquivalent zur Norm
n
lullw @n) = ull ogn) + > 105ull Lo gen)-
j=1
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Unter Verwendung der im Satz angegebenen Identifizierung erhélt man also
W,(RY) =V(p, 5, W,(R"™), LP(R"™)).
Wegen (LP(R™1), I/Vp1 (Rn_l))1_1/p,p = B;p_l/p(R"_l) folgt
W, (RY) € BO((0,00); By, /P(R" 1)),

und die Spur yo: W, (R?}) — By, PR, s u(0) ist wohldefiniert. Die Surjek-
tivitit und Aquivalenz der Normen ist gerade die Aussage des Spursatzes 2.19. [

4.20 Bemerkung. Die Aussage wurde der Einfachheit halber nur fiir W, (R?) for-
muliert. Man kann aber mit denselben Methoden und einer leichten Variation des
Raums V(p, 8, X1, Xy) auch folgende Aussage zeigen: Seien k € N und p € (1,00).
Dann ist die Spurabbildung yo: W} (R") — By e (R"!) wohldefiniert und surjek-
tiv. Tatséchlich ist vy eine Retraktion, d.h. es existiert eine zugehdrige Koretraktion
e, € L(BE P (R, W} (R%)) (Fortsetzungsoperator).

4.21 Korollar. Seien k € R™ und Q ein gleichmdfiges C*-Gebiet. Dann ist die
Spurabbildung
Yo W;(Q) — B;f;l/p((?Q), u > ulag

wohldefiniert, stetig und eine Retraktion.

Beweisidee. Dies folgt aus der entsprechenden Aussage im Fall des Halbraums mit
Hilfe von Lokalisierung (mit C*-Diffeomorphismen) und einer Partition der Eins. [J
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A. Integralungleichungen

A.1 Worum geht’s? Hier wird die wichtige Hardy-Young-Ungleichung wiederge-
geben, welche in der Integrationstheorie der gewichteten LP-R&ume die Rolle der
Hoderschen Ungleichung spielt. Wir schreiben wieder L?((0,00)) := LP((0, 00), %).

A.2 Satz (Hardy-Young-Ungleichung). Seien T € (0,00], o € (0,00), p € (1,00).
Dann gilt fir jede nichtnegative messbare Funktion ¢: (0,T) — R

[om(f byt [omark

[o(fsobytee [rart

Diese Ungleichung (mit 77 = oo) kann man folgendermafien lesen: Sei ®(t) :=
fot ©(s)% die ,,Stammfunktion* von ¢. Dann gilt

[t > (1)

P((0,00))- (1-3)

LP((0,00)) = Cly||5 = s %0(s)

Fiir einen Beweis der Hardy-Young-Ungleichung betrachtet man die multiplikative
abelsche Gruppe (0, c0) mit dem Haar-Maf} %. Die Youngsche Ungleichung in dieser
Gruppe lautet dann

1S * gl 1((0.00)); (1-4)
wobei die Faltung definiert ist durch
Fea®= [ 1
Wendet man dies an auf f(s) := s7%p(s) und g(s) := s7*X(1,00)(5), so erhélt man

(f*g)(t) = / T () () oy (1) = / o(s) 2 = (1),

Weiter gilt
L((0,00) = / E X (100 (1) % = / totdt =1
0 1

Daher folgt (1-3) direkt aus der Youngschen Ungleichung (1-4).

A.3 Korollar. Seien X ein Banachraum, T € (0,00], 6 € (0,1), p € [1,00]. Sei
u: (0,T) = X eine Funktion mit t — tu(t) € LP((0,T); X). Dann gilt fiir v(t) :=
%fot u(s)ds (t € (0,T)) die Abschitzung

1
It = o)l 2 (0.ryx) < m”t = P u ()| Lz 0.1y
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Beweis. Dies folgt sofort aus Ungleichung (1-3), angewendet auf ¢(s) = s|u(s)|, mit
a=0-1. ]
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B. Der Satz von Michlin

B.1 Worum geht’s? Der Satz von Michlin ist ein zentraler Satz, um die LP-
Stetigkeit von Operatoren zu beweisen, welche mit Hilfe der Fourier-Transformation
definiert sind bzw. beschrieben werden konnen. Wir geben hier eine Hilbertraum-
wertige Version an, welche im Abschnitt iber Sobolevraume verwendet werden kann.

Im Folgenden sei [z] die GauB-Klammer, d.h. die groite ganze Zahl, welche < x ist.

B.2 Satz (Satz von Michlin). Sei p € (1,00), sei H ein komplexer Hilbertraum,
und sei M € CEIFY R\ {0}; L(H)). Es gelte fiir alle « € Ny mit |af < [2] + 1:

€10 M) ) < Ca (€ € R\ {0}).
Definiere op[M| durch op[M|u := F'M.Fu, wobei F: ' (R"; H) — ' (R"; H)

die H-wertige Fouriertransformation bezeichne, welche auf .7 (R"™; H) wie tblich

durch

(F)€) = (2m) " / e p(a)dr (€ € R, p € SR H))

definiert ist. Dann ist op[M] € L(LP(R"; H)) und

op[M ny < C max Oy,
loplM e @m) < € max

wobei C' nur von p,n und H abhdngt.

© Robert Denk 03.08.2017



Literatur 49

Literatur

[1]

Adams, R. A., Fournier, J.: Sobolev spaces. 2nd edition, Academic Press, Am-
sterdam etc., 2003.

Amann, H.: Linear and quasilinear parabolic problems I. Birkhéiuser, Basel etc.,
1995.

Arendt, W., Batty, C. J. K., Hieber, M., Neubrander, F.: Vector-valued Laplace
transforms and Cauchy problems. Birkhauser, Basel etc., 2001.

Bergh, J., Lofstrom, J.: Interpolation spaces. An introduction. Grundlehren der
Mathematischen Wissenschaften, No. 223, Springer, Berlin., 1976.

Engel, K.-J., Nagel, R.: One-parameter semigroups for linear evolution equati-
ons. Springer, New York etc., 2000.

Hummel, F.: Interpolationsraume und nichtganzzahlige Sobolevraume. Bache-
lorarbeit, Universitidt Konstanz, 2012.

Lunardi, A.: Interpolation Theory. 2nd edition, Lecture Notes Scuola Normale
Superiore Pisa, 2009.

Maz’ya, V. G.: Sobolev Spaces Springer, Berlin etc. , 1985.

Triebel, H.: Interpolation. Function Spaces. Differential Operators. North-
Holland, Amsterdam etc., 1978.

© Robert Denk 03.08.2017



	Motivation und Grundbegriffe
	Reelle Interpolation
	a) Die K-Methode
	b) Anwendungen: Hölderräume und Lorentzräume
	c) Die Spurmethode
	d) Weitere Eigenschaften und Reiteration

	Komplexe Interpolation
	a) Definition und erste Eigenschaften
	b) Anwendung: Der Satz von Riesz-Thorin

	Sobolevräume
	a) Definition der Sobolevräume
	b) Äquivalente Beschreibungen und Interpolationseigenschaft
	c) Spurräume und Sobolevräume in Gebieten

	Integralungleichungen
	Der Satz von Michlin
	Literatur

