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1. Topologische und metrische Riaume,
Kompaktheit

1.1 Worum geht’s? Aus der Analysis sind viele Begriffe bekannt, welche mit Kon-
vergenz und Stetigkeit zusammenhéngen. Auftretende Strukturen sind hier z.B. me-
trische Rdume, normierte Rdume oder Hilbertrdume. Der gemeinsame Begriff fiir
diese Rdume sind topologische Rdume. Die Topologie ist eines Raums beschreibt
das System aller offenen Mengen und ist axiomatisch dhnlich wie eine o-Algebra
definiert. Einer der wichtigsten Begriffe bei topologischen Ridumen ist die Kompakt-
heit. Bekannte Satze wie ,,Bilder kompakter Mengen bei stetigen Funktionen sind
kompakt“ {ibertragen sich ohne Schwierigkeiten auf allgemeine topologische Raume.

a) Topologie und Metrik

Wir starten mit der Definition einiger grundlegender Begriffe der Topologie. Eine
Topologie ist dhnlich wie eine o-Algebra ein Mengensystem.

1.2 Definition. Sei X # () eine Menge; & (X) bezeichne die Potenzmenge von X.
a) Ein Mengensystem 7 C Z?(X) heifit eine Topologie auf X, falls gilt

(i) 0.XeT,
(i) Falls A,B € T,soistauch ANB €T,

(iii) Falls I eine Indexmenge ist und A; € T (i € I), so ist auch (J,. ; 4 € T.

In diesem Falls heifit (X, 7)) ein topologischer Raum.

b) Seien (Xi,7;) und (Xs,73) topologische Rdume. Dann heifit eine Abbildung
f: X1 — X, stetig, falls f~1(75) C 7. Die Abbildung f heiit offen, falls fiir al-
le U € T; gilt f(U) € T5. Die Abbildung f heifit ein Homéomorphismus, falls f
bijektiv ist und f und f~! beide stetig sind.

c) Sei % C Z(X). Dann heifit die kleinste Topologie, die % enthilt, die von %
erzeugte Topologie T (% ). In diesem Fall heifit % eine Subbasis der Topologie.

d) Sei (X, T) ein topologischer Raum. Dann heifit ein Mengensystem % C T eine
Basis der Topologie T, falls sich jedes Element von T als Vereinigung von Elementen
aus % schreiben lésst.

e) Sei I eine Menge und (Y, 7;) topologischer Raum fiir ¢ € 1. Sei F' = {f;: X —
Yi}ier eine Familie von Abbildungen. Dann heifit die kleinste (grobste) Topologie
auf X, fiir die alle f € F stetig sind, die F-schwache Topologie T (F') auf X.
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2 1. Topologische und metrische Rdaume, Kompaktheit

f) Sei X = [],c; Xi das kartesische Produkt, wobei (Xj,7;) ein topologischer Raum
fiir ¢ € I ist. Sei pr;: X — X, die Projektion auf die i-te Komponente. Dann heifit
T ({pr;: i € I}) die Produkttopologie auf X.

g) Sei (X, T) ein topologischer Raum, und sei Y C X eine nichtleere Teilmenge. Das
Mengensystem Ty = {UNY: U € T} C Z(Y) heifit Spurtopologie auf Y (auch
Teilraumtopologie oder relative Topologie oder induzierte Topologie genannt). Dies
ist die grobste Topologie auf Y, fiir die die Inklusionsabbildung ¥ — X, y — v,
stetig ist.

1.3 Bemerkung. a) Die kleinste (grobste) Topologie auf einer Menge X ist gegeben
durch 77 := {0, X'}. Die grofite (feinste) Topologie ist gegeben durch 73 := P(X).

b) In der Situation von 1.2 d) gilt
TR =T({7'(U): Vie T, ieT}).

[[Sei % .= {f7"(U:): U; € T;, i € I}.

T(F) D T(%): Da jedes f; stetig ist, gilt f;*(U;) € T(F) (U; € Tiyi € I), dh. % C T(F). Da
T (F) eine Topologie ist, welche % enthélt, gilt T(F) D T(%).

T(F) C T(%): Wegen f; " (U;) € T(%) ist jedes f; stetig. Damit ist 7 (%) eine Obermenge der
kleinsten Topologie, in welcher jedes f; stetig ist.]]

c) Die erzeugte Topologie T (%) ist das System aller Mengen der Form | J,, NN, Us,
mit U, € %, N; € Ny, I eine Indexmenge. Dabei ist 02:1 Uin = Nheg Un = X.
Insbesondere ist eine Subbasis einer Topologie bereits eine Basis, falls sie durch-
schnittstabil ist, d.h. falls der Durchschnitt endlich vieler Mengen aus der Subbasis
wieder Element der Subbasis ist.

[[Jede Menge dieser Form muss nach Definition einer Topologie in 7 (%) enthalten sein. Zu zeigen
ist daher, dass das System all dieser Mengen eine Topologie ist. Sei % := {ﬂi:;l Up,:U,€%,N €
No}. Dann gilt X € Zund zu V4,Va € Bund © € ViNV; existiert ein V € Zmitx € V C V1NV,
(denn man kann V' := V; N V5, wéhlen). Dann ist % Basis einer Topologie, und (nach Definition

einer Basis) das oben angegebene System ist gleich 7 (), also insbesondere eine Topologie. ]]

d) Zur Erinnerung: das kartesische Produkt X einer (eventuell iiberabzéhlbaren)
Familie (X;);e; von Mengen X; ist definiert als die Menge aller Abbildungen f: I —
Uier X; mit f(i) € X; fiir jedes i € I. Falls jedes X; nichtleer ist, dann ist auch das
kartesische Produkt nichtleer — dies ist dquivalent zum Auswahlaxiom, welches wir
in dieser Vorlesung immer annehmen wollen.

e) Man beachte die Ahnlichkeit zur Definition einer o-Algebra. Bei einer o-Algebra
A gilt statt a) (iii) nur

A, €A (neN)=|JA, €4

neN

© Robert Denk 03.08.2017



1. Topologische und metrische Rdaume, Kompaktheit 3

dafiir ist mit einer Menge A auch X \ A in der o-Algebra. Viele Begriffe wie die er-
zeugte o-Algebra und die Produkt-o-Algebra sind analog definiert. Es gibt allerdings
keine so einfache Darstellung der erzeugten o-Algebra wie in a).

1.4 Definition. Sei (X,7) topologischer Raum.

a) Eine Menge U C X heiit genau dann offen, falls U € T, und genau dann
abgeschlossen, falls X \ U € T. Das Innere A einer Menge A C X ist definiert als
die grofte offene Menge U mit U C A. Der Abschluss A ist definiert als die kleinste
abgeschlossene Menge V mit A C V.

b) Seien A C B C X. Dann heifit A dicht in B, falls A D B gilt.

c¢) Der topologische Raum (X, 7) heifit separabel, falls eine abzéhlbare Teilmenge
A C X existiert, welche dicht in X ist.

d) Eine (nicht notwendig offene) Menge V' C X heifit eine Umgebung eines Punktes
x € X, falls eine offene Menge U € T existiert mit € U C V. Eine Familie A4
von Teilmengen von X heifit eine Umgebungsbasis des Punktes z € X, wenn jedes
N € A4 eine Umgebung von z ist und fiir jede Umgebung M von x ein N € A
existiert mit N C M.

e) (X, T) heit Hausdorff-Raum (oder To-Raum), falls fiir jedes x,y € X mit = # y
offene Mengen U,,U, € T existieren mit z € U,, y € U, und U, N U, = 0.

f) (X,7T) heiBt normal (oder Ty-Raum), falls (X,7) Hausdorffsch ist und fiir alle
abgeschlossenen Mengen A;, A, mit A; N Ay = () offene Mengen U; D Ay, Uy D A,
existieren mit U; N Uy = ().

Die beiden folgenden Sétze werden hier nicht bewiesen.

1.5 Satz (Lemma von Urysohn). Sei (X,7) normaler topologischer Raum, und
seien Ay, Ay C X abgeschlossen mit Ay N Ay = (. Dann existiert ein f € C(X;R)
mit 0 < f <1 und f|la, =0, fla, = 1.

1.6 Satz (Erweiterungslemma von Tietze). Sei (X, 7) ein normaler topologischer
Raum. Sei M C X abgeschlossen, a,b € R mita < b und f: M — [a,b] stetig. Dann
existiert eine stetige Fortsetzung F: X — [a,b] von f.

Um hierbei die Stetigkeit der Abbildung f erkldren zu kénnen, wird M mit der
Spurtopologie ausgestattet.

Bei topologischen Rdumen kann man einige Begriffe definieren, die schon aus dem
ersten Studienjahr bekannt sind. Hier einige Beispiele:

1.7 Definition. Seien (X, 7) ein topologischer Raum, A C X eine Teilmenge und
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4 1. Topologische und metrische Rdaume, Kompaktheit

(Zn)neny C X eine Folge.

a) Ein Element € X heifit Hiufungspunkt der Menge A, falls fiir jede Umgebung
U von x ein a € A existiert mit a € U und a # x.

Ein Element z € X heifit Hiufungspunkt der Folge (z,,),en, falls in jeder Umgebung
von x unendlich viele Folgenglieder liegen.

b) Ein Element x € X heifit Grenzwert oder Limes der Folge (z,,)nen, falls in jeder
offenen Menge, die x enthilt, alle bis auf endlich viele Folgenglieder liegen. Man
schreibt lim,, o, x, := x, oder z,, = x (n — 00).

Und auch fiir die Stetigkeit einer Abbildung f: X — Y gibt es eine Beschreibung,
die dem bereits bekannten e—-6—Zugang entspricht:

1.8 Lemma. Seien (X, Tx) und (Y, Ty) topologische Riume. Dann ist eine Abbil-
dung f: X — Y stetig genau dann, wenn zu jedem xo € X und jeder Umgebung Vy
von Yo = f(xo) eine Umgebung Ux von xq existiert mit f(Ux) C Vy-.

[[ (i) Sei f stetig. Wihle W C Y offen mit yo € W C Vi (Definition Umgebung). Dann ist
Ux = f_l(W) € Tx mit f(Ux) cW CVy.

(ii) Es gelte die Bedingung des Lemmas, und sei B C Y offen. Fiir jedes » € f~1(B) ist B eine
Umgebung von f(x), und nach Voraussetzung existiert eine Umgebung V. von x mit f(V,) C B.
Damit existiert eine offene Menge U, mit z € U, C V, und f(U,) C B, also ist f~}(B) =
Uses-1(m) Us offen. 1]

1.9 Definition. Sei X eine Menge und d: X x X — R eine Abbildung. Dann heif}t
d eine Metrik und (X, d) ein metrischer Raum, falls fiir alle z,y, 2z € X gilt:

(i) d(z,y) = d(y, )
(ii) d(z,y) =0 <= x =y

(iif) d(z, z) < d(z,y) +d(y, 2)

1.10 Beispiele. FEinige Beispiele von metrischen Rdumen sind:
a) Sei X beliebig und
1 tx#y
d(z,y) = {
0 :x=y

(diskrete Metrik).
b) Die Standardmetrik auf X = R oder C ist gegeben durch d(z,y) = |z — y|.

© Robert Denk 03.08.2017



1. Topologische und metrische Rdaume, Kompaktheit )

c¢) Sei X = C([0,1];R). Dann sind

di(f,9) = If — 9l = sup [f(x) — g(x)],

161[0,1}
da(f.9) = IIf — gll,s = / f(x) - g(a)|da

zwel Metriken auf X.

1.11 Definition. Sei (X, d) ein metrischer Raum.

a) Die (offene) Kugel um xy mit Radius r > 0 ist definiert als B(xg,r) := {z €
X:d(xg,x) <r}.

b) Eine Teilmenge U C X heift offen, falls fiir alle u € U ein € > 0 existiert mit
B(u,e) C U. Dies definiert die Topologie Ty, d.h. jeder metrische Raum ist damit
ein topologischer Raum (X, 7y).

c¢) Ein topologischer Raum (X, 7") heifit metrisierbar, falls es eine Metrik d gibt mit
To=T.

[[Zu b): Man sieht direkt aus der Definition, dass
To:={UCX:VueU3e>0: Blu,e) CU}

eine Topologie ist: Offensichtlich ist #, X € Ty. Fiir Uy, Us € Ty und u € U;NUs existieren e1,e9 > 0
mit B(u,e1) C Uy und B(u,e2) C Uy. Damit ist B(u,e) C Uy N Us fiir € := min{ey,e2}.

Falls Uy € T3 fiur A € A und v € |J, Uy, so existiert ein A\g mit u € Uy,. Damit existiert ein € > 0
mit B(u,e) C Uy, und damit B(u,e) C Jy Uy. |]

1.12 Beispiel. Das folgende Beispiel zeigt, dass nicht jeder topologischer Raum
metrisierbar ist: Sei X ein Menge mit mindestens zwei Elementen und 7 := {0, X'}
Falls (X, 7) metrisierbar mit Metrik d wére, so wére fiir zwei Elemente x # y € X
der Abstand v := d(z,y) positiv und es folgt B(x,2) € Tg. Wegen § C B(z,3) € X
erhalten wir einen Widerspruch.

Metrische Réume sind zwar weniger allgemein als topologische Rdume, aber sie
verfiigen iiber einige niitzliche Eigenschaften, wie in den beiden folgenden Bemer-
kungen ausgefiihrt:

1.13 Bemerkung. Sei X ein metrischer Raum und A C X. Dann sind dquivalent:

(i) Die Menge A enthilt alle ihre Haufungspunkte.
(ii) Es gilt A = A.
(iii) Die Menge A ist abgeschlossen.

© Robert Denk 03.08.2017



6 1. Topologische und metrische Rdaume, Kompaktheit

1.14 Bemerkung. Jeder metrische Raum ist ein Hausdorffraum: Betrachte

U :B(L d(ﬂ;y)) Uy:B(% d(:r?,y))'

1.15 Beispiel. Wir greifen das Beispiel 1.10 ¢) noch einmal auf. Die identische
Abbildung idy : f — f ist zwar bijektiv, aber die Stetigkeit hdngt von der gew&ahlten
Metrik ab:

So ist id: (C([0,1]),dy) — (C([0,1]),d2) stetig, denn es gilt

do(f. g) = / (@) - g@)|de < sup (@) — g(a)| = di(f,9).

z€[0,1]

Hingegen ist id: (C(]0,1]),d2) — (C([0,1]),dy) nicht stetig: Definiere zu n € N die
Funktion f, wie in folgender Abbildung:

Dann gilt

! 1 1 1 1
d?(fmo) :/0 ’f(l’)|d$: 5 (Qn—l B 2n_|_1) - (zn_l)(2n+1) — 0,

aber: di(f,,0) = SUP,e(0,1] | fu(z)] = 1.

1.16 Definition. Seien (X, dx), (Y, dy) metrische Rdume. Dann heifit eine Abbil-
dung f: X — Y eine Isometrie, falls

dy(f(x), f(y)) = dx(z,y) (2,y € X) (1-1)

gilt. Eine bijektive Isometrie heifft isometrischer Isomorphismus.

1.17 Beispiel. Versicht man R"™ mit der euklidischen Metrik, so sind die durch
orthogonale Matrizen gegebenen Abbildungen Isometrien von R™ nach R™.

1.18 Definition. Sei (X, d) ein metrischer Raum.
a) Eine Folge (z,)nen C X heifit eine Cauchyfolge, falls gilt
Ve>0dno e NVn,m>ng: dz,, x,) <c.

Der Raum heifit vollstandig, falls jede Cauchyfolge konvergent ist.

b) Eine Menge A C X heifit beschréinkt, falls ein 7 > 0 und ein xy € X existieren
mit A C B(xg, 7).

© Robert Denk 03.08.2017



1. Topologische und metrische Rdaume, Kompaktheit 7

1.19 Beispiel. Sei (X, d) ein metrischer Raum mit diskreter Metrik, und sei (z,)nen
eine Cauchyfolge. Dann existiert ein xy € X und ein ng € N so, dass fiir alle n > ny
gilt: x,, = xo.

1.20 Satz. Sei (X,d) ein metrischer Raum.

a) Es ezistiert ein beschrinkter metrischer Raum (X,d’), welcher homéomorph zu

(X, d) ist.

b) Es existiert ein vollstindiger metrischer Raum (Y, dy ) und ein dichter Teilraum
Yo CY so, dass (X,d) und (Yo, dy ) isometrisch isomorph sind.

Beweis. a) Man wihlt d'(x,y) := li(dw—(f)y) (z,y € X).

b) wird hier nicht bewiesen. O

Auch der folgende Satz, der aus der Analysis bekannt sein sollte, wird hier nicht
bewiesen.

1.21 Satz (Banachscher Fixpunktsatz). Sei (X,d) ein wvollstindiger metrischer
Raum, und T: X — X eine Kontraktion, d.h. es ezistiere ein k € [0,1) mit

d(Tz,Ty) < k-d(z,y) (z,y€ X).

Dann existiert genau ein Fixpunkt von T, d.h. genau ein x* € X mit Ta* = x*. Fiir
alle zo € X konvergiert die Folge (T"xo)nen gegen x*, und es gilt die Abschdtzung

n

11—k

d(x*,T"zg) < ~d(Txg, xo).

b) Kompaktheit

1.22 Definition. Sei (X,7) ein topologischer Raum und A C X.

a) Eine offene Uberdeckung von A ist eine Familie (Uy)xca (Wobei A eine beliebige
Indexmenge ist) mit Uy € 7 und A C [J,., U Eine endliche Teiliiberdeckung der
offenen Uberdeckung (Uy)aeca ist eine Uberdeckung der Form A C U?:l Uy, mit
n € Nund \; € A.

b) Die Menge A C X heifit kompakt, wenn jede offene Uberdeckung von A eine
endliche Teiliiberdeckung besitzt.

1.23 Satz. Seien (X, Tx) und (Y, Ty ) topologische Riume. Falls X kompakt ist und
[ (X, Tx) — (Y, Ty) stetig, so ist der Wertebereich f(X) kompakt.

© Robert Denk 03.08.2017



8 1. Topologische und metrische Rdaume, Kompaktheit

Beweis. Sei f(X) C Uyep Va mit Vi € Ty. Setze Uy := f~'(V4). Da f stetig ist,
folgt UyeTyx, und X C UAe A Uy ist eine offene Uberdeckung von X. Wegen der
Kompaktheit von X existiert eine endliche Teiliiberdeckung X C U?Zl Uy,. Dann
ist aber f(X) C Jj_, V), ebenfalls eine endliche Teiliiberdeckung, und f(X) ist
kompakt. O

1.24 Bemerkung. In (R, ||) gilt: Eine Teilmenge A ist genau dann kompakt, wenn
A beschriankt und abgeschlossen ist. In beliebigen metrischen Raumen (X, d) gilt nur
eine Richtung: Jede kompakte Teilmenge A ist beschrankt und abgeschlossen, aber
nicht umgekehrt, wie das unten stehende Beispiel 1.25 b) zeigt.

1.25 Beispiele. a) Sei X eine unendliche Menge mit diskreter Metrik. Dann ist X

beschrénkt und abgeschlossen, aber X = J,.y B(z, 1) ist eine offene Uberdeckung
von X, zu welcher keine endliche Teiliiberdeckung existiert.

b) Sei
X =0 = {a: = (&,&,...): & R, Z!§J|2 < oo}
j=1

Durch

) = (3l - nf?)’

wird eine Metrik auf ¢2 definiert. Fiir die Einheitsvektoren

e; =(0,0,...,0, _1_,0,...)

j-te Stelle

gilt v =72 §e; und d(e;, e5) = V2 (i # j). Die Einheitssphére S := {z: d(z,0) =
1} ist beschrankt und abgeschlossen, aber nicht kompakt.

Denn S C |J,cg B(x, 1) ist eine offene Uberdeckung von S. Angenommen, es gébe ei-
ne endliche Teiliiberdeckung S C Uj_, B(z;, 5). Dann kann jede Umgebung B(z;, 1)
hochstens einen Einheitsvektor e;, enthalten, wegen 1 < v/2. Es gibt aber unendlich
viele solche Einheitsvektoren. Widerspruch. Also ist S nicht kompakt.

c) Wiére in einem metrischen Raum jede abgeschlossene, beschrinkte Menge auto-
matisch kompakt, so wére jeder metrische Raum kompakt, da jeder metrische Raum
homdéomorph zu einem beschréankten, metrischen Raum ist.

1.26 Definition. Sei X ein topologischer Raum.

a) Der Raum X heifit folgenkompakt, wenn jede Folge in X eine konvergente Teil-
folge besitzt.

© Robert Denk 03.08.2017



1. Topologische und metrische Rdaume, Kompaktheit 9

b) Eine Menge A C X heifit relativ kompakt, wenn A kompakt ist.

c¢) Sei nun X sogar ein metrischer Raum mit Metrik d. Der Raum X heifit total-
beschrankt oder priakompakt, wenn es zu jedem € > 0 eine endliche Menge £ C X
gibt mit:

X =] B(,e). (1-2)

zel

E heifit (endliches) e-Netz fiir X.

1.27 Bemerkung. a) Sei (X,d) ein metrischer Raum. Dann ist eine Teilmenge
A C X (mit der induzierten Metrik) genau dann prikompakt, wenn eine endliche
Teilmenge E C X existiert mit (1-2). Denn mit Hilfe der Dreiecksungleichung kann
man sich dann ein e-Netz in A konstruieren.

b) Sei (X, d) ein metrischer Raum. Dann kann man leicht zeigen, dass X genau dann
kompakt ist, wenn X folgenkompakt ist.

Der folgende Satz ist einer der wichtigsten Sétze der Topologie; der Beweis (der
etwa mit Hilfe von Ultrafiltern gefithrt werden kann) ist aber zu aufwéndig fiir diese
Vorlesung.

1.28 Satz (Tychonov). Seil eine Menge und X = [[,.; X; das kartesische Produkt

der topologischen Riume (X;,T;). Falls jedes (X;,T;) kompakt ist, dann ist auch X
i der Produkttopologie kompakt.
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10 2. Normierte Rdaume und Hilbertrdume

2. Normierte Raume und Hilbertraume

2.1 Worum geht’s? Unter den topologischen Rdumen haben die Hilbertraume die
meiste Struktur: Sie besitzen ein Skalarprodukt, d.h. man kann von Orthogonalitét
und auch von Winkeln sprechen. In Kombination mit der Vollstdndigkeit ergeben
sich eine Vielzahl von in Anwendungen wichtigen Sétzen, wie etwa die Existenz
des orthogonalen Komplements und eine einfache Darstellung des Dualraums. Jeder
nichttriviale Hilbertraum besitzt zudem eine Orthonormalbasis, beziiglich welcher
alle Elemente des Hilbertraums als Reihe geschrieben werden konnen. Dies verall-
gemeinert den Begriff eines linearen Erzeugendensystems, wie er aus der linearen
Algebra fiir endlich-dimensionale Vektorrdume bekannt ist.

Im folgenden sei X ein K-VR, wobei K € {R, C}.

a) Normierte Rdume und Banachriume

2.2 Definition. Eine Norm ist eine Abbildung ||-|| : X — [0,00) mit folgenden
Eigenschaften:

i) [|z]| =0 <= z=0(xe€X),
(i) flazl] = laf - [lz]] (e € K, z € X)
(iif) [lz +yll <=l +[lyll (z,y € X)

In diesem Fall heifit (X, ||-|]]) normierter Raum. Falls in (i) nur die Richtung ,<*
gilt, so heifit ||-|| eine Halbnorm oder Seminorm.

2.3 Bemerkung. a) Ein normierter Raum (X, ||-||) wird mit d(z,y) := ||z — y|| zu
einem metrischen Raum (X, d). Die Umkehrung gilt i.A. nicht.

b) Sei (X,d) ein metrischer Vektorraum, so ist d: X — R, d(z) := d(z,0) eine
Norm genau dann, wenn gilt

(i) d(z +z,y+2) =d(z,y), Vo,y,2 € X
(it) d(azx,ay) = |ald(z,y), Yo,y € X,a € K

Wenn dies gilt, dann ist die von der Norm d induzierte Metrik wieder d.
2.4 Definition. Ein Banachraum ist ein vollstdndiger normierter Raum.

2.5 Beispiele. a) Der Raum (R™, ||-||), |||l = - | ist ein Banachraum.

b) Sei A kompakter, metrischer Raum und Y Banachraum. Dann ist der Raum
C(A;Y) aller stetigen Funktionen von A nach Y, versehen mit der Supremumsnorm
1/ lloc := supeea | f(a)]ly, ein Banachraum.
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2.6 Definition und Satz. a) Sei p: X — [0,00) eine Seminorm. Dann ist das
System

{UCX:VxEUE|5>O: B(m,e)CU}

eine Topologie auf X und heifit die von p erzeugte Topologie (vgl. Definition 1.11).
Dabei ist B(x,e) :={y € X : p(v —y) < e}.

b) Diese von einer Seminorm p erzeugte Topologie ist genau dann Hausdorffsch,
wenn die Seminorm sogar eine Norm ist. Die Menge {B(x,¢) : x € X, e > 0} bildet
eine Basis der Topologie. Die von p erzeugte Topologie ist die gribste Topologie auf
X, beziiglich der alle Abbildungen x — p(x — xo) mit xg € X stetig sind.

[[Das das System T, := {U € X : V2 € U 3¢ >0: B(x,e) C U} eine Topologie ist, sieht
man sofort wie in 1.11. Falls die Seminorm eine Norm ist, ist X Hausdorffsch nach Bem. 1.14.
Ansonsten existiert ein € X \ {0} mit p(z) = 0, und fiir die Punkte 0 und z ist die Bedingung
eines Hausdorff-Raums verletzt.

Aufgrund der Dreiecksungleichung ist B(z,e) € 7T, fiir alle x € X und ¢ > 0. Andererseits 14sst
sich jedes U € T, in der Form U = (J,;; B(%,¢,) schreiben, d.h. die Menge aller B(z,¢) bildet
eine Basis der Topologie.

Sei 71 die von allen Abbildungen p,, : « — p(z — zg) erzeugte Topologie auf X. Dann gilt
B(xo,€) = py;((—¢,€)) € T und damit 7, C Ti.

Fiir die Richtung 7, D Ty ist zu zeigen, dass jedes pg,: (X, 7T,) — R stetig ist. Dazu verwendet
man Lemma 1.8: Sei x € X und W C R eine Umgebung von p,,(x) = p(z — o). Dann existiert
ein € > 0 mit V := (pg, (z) — €,ps,(x) +€) C W. Mit Hilfe der Dreiecksungleichung sieht man,
dass U := B(x,¢) eine Umgebung von x ist mit p,,(U) C V C W. |]

Der Beweis des folgenden Satzes sollte aus der Analysis bekannt sein.

2.7 Satz. Seien X,Y normierte Raume, T: X — Y linear. Dann sind dquivalent:
(i) T ist beschrinkt, d.h. 3¢ > 0: ||Tz|y <cllz|y (r € X).

(il) T: X =Y st stetig.

(i) T: X =Y ist stetig an der Stelle 0 € X.

2.8 Definition. Seien X,Y Vektorrdaume, ausgestattet mit Topologien. Der Raum
L(X,Y):={T: X —» Y : T linear, stetig}

heifit der Raum der linearen stetigen Operatoren von X nach Y (im Falle von nor-
mierten Raumen X und Y sind diese Operatoren dann auch beschrénkt). Wir setzen
L(X) := L(X, X). Der Raum X’ := L(X,K) heifit der (topologische) Dualraum von
X. Oft schreibt man Tz statt T'(x).
Fir T e L(X,Y) (mit normierten Rdumen X und Y) definiert man

7],

|T|| := sup = sup [Tzl -
zeX\{0} HZUHX z€X, ||zl x <1
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12 2. Normierte Rdaume und Hilbertrdume

|T|| heifit die Operatornorm von T'. Sei

kerT := N(T) :={z € X: Tx =0},
ImT:=R(T) :=T(X) :={Tz: z € X}

der Kern (englisch ,null space”) bzw. der Wertebereich (englisch ,,range“) von 7'

2.9 Bemerkung. Es gilt
[Txlly < [IT] - llzlx  (z € X)
und

|IT|| =inf{C >0: VoeX: ||Tz|y <Clz|y}-

2.10 Definition und Satz. Sei X ein K-Vektorraum, und sei L = {py: A € A}
eine Familie von Seminormen py: X — [0,00). Definiere T als das System aller
Mengen U C X, fiir welche gilt

VeeU3IreNIA, ..., N, €ATe>0: BM(z,e)n---NnBM(z,6) CU.

Dabei sei BM) (z,¢) :={y € X : py,(x —y) < e} die Kugel um = mit Radius € bzgl.
der Seminorm py,. Dann ist T eine Topologie auf X, die sog. lokalkonvexe Topologie
zu L auf X. Dies ist die grobste Topologie auf X, fir die jede der Abbildungen
pa(- — ) mit X € A und xy € X stetig von X nach R ist, vgl. Definition 1.2. Fine
Subbasis von T ist gegeben durch

{(BY(z,r): A€ A, z€X, r>0}
[[Das zeigt man analog zum Beweis von Satz 2.6.]]

2.11 Definition. Sei X K-VR und 7 eine Topologie auf X. Dann heifit (X, 7T) ein
topologischer Vektorraum , falls die Abbildungen

s: X xX — X, (x1,22) = 1 + 22
m: Kx X — X, (o, ) = ax

beide stetig sind.
2.12 Bemerkung. Normierte Rdume sind topologische Vektorraume.

2.13 Definition. a) Sei X ein K-Vektorraum und X* := {f: X — K, f linear }
der algebraische Dualraum von X. Fiir ¥ C X* bezeichnet man die Y-schwache
Topologie T(Y) (vgl. Definition 1.2) auf X auch mit o(X,Y").
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b) Sei X topologischer Vektorraum und X’ C X* der topologische Dualraum. Dann
heifit (X, X’) die schwache Topologie auf X und o(X’, X) die schwach-*-Topologie
auf X’. (Wir werden spéter sehen, dass man X als Teilmenge von X" auffassen
kann.) Fiir die schwache Konvergenz schreibt man x,, — = oder x, —5 x, fir die

schwach-*-Konvergenz schreibt man f,, = f oder f, SN fin X'

Als Warnung vermerken wir, dass die schwache Topologie eines unendlichdimensio-
nalen Raumes im Allgemeinen nicht metrisierbar ist. Wir konnen in Zukunft also
nicht davon ausgehen, dass jeder von uns benétigte Raum eine Metrik besitzt, die
zu seiner Topologie passt.

2.14 Bemerkung. Sei X ein topologischer Vektorraum. Dann gilt:

a) Die Verschiebung einer in X offenen Menge um einen konstanten Vektor ergibt
in X wieder eine offene Menge.

b) Wenn A C X eine offene Teilmenge ist und B C X eine beliebige Teilmenge,
dann ist A + B offen in X.

2.15 Definition (Quotientenraum fiir topologische Vektorrdume). Sei (X,7T) ein
topologischer Vektorraum (nicht unbedingt Hausdorffsch), und M C X ein Unter-
vektorraum, sowie X/M := {[z] = x4+ M : x € X} der algebraische Quotientenraum.
Wir schreiben @ fiir die (lineare) Quotientenabbildung,

Q: x> 2], O: X — X/M,

und wir statten X /M mit der feinsten Topologie aus, fiir die ®: X — X/M stetig
ist.

2.16 Bemerkung. Die oben definierte Topologie auf X/M ist gegeben durch
T ={V C X/M :® (V) C X offen}.

Somit besteht diese Topologie aus genau jenen Mengen H + M C X /M, fiir die
H + M eine in X offene Menge ist. Und aus Bemerkung 2.14 bekommen wir dann:
wenn H C X offen in X ist, dann ist ®(H) offen in X/M, d.h. die Abbildung ® ist

offen.

[[Man sieht direkt aus der Definition, dass Ty eine Topologie auf X/M ist und dass ® bzgl. dieser
Topologie stetig ist. Falls andererseits ® : (X,7T) — (X/M,T’) fiir eine beliebige Topologie T’
stetig ist, so folgt fiir alle V' € T’ schon ®~1(V) € T und damit V € Ty, d.h. Ty ist die maximale
Topologie mit dieser Eigenschaft.]]

Wie bendtigen noch eine Eigenschaft dieser Quotientenriume, welche hier nicht
bewiesen wird.
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14 2. Normierte Rdaume und Hilbertrdume

2.17 Bemerkung. Sei X ein Vektorraum mit einer Seminorm p(-), ausgestattet
mit der davon gemifl Definition 2.6 erzeugten Topologie; und es sei M C X ein
Untervektorraum. Dann ist der Quotientenraum X /M Hausdorffsch genau dann,
wenn M eine abgeschlossene Teilmenge von X ist.

2.18 Definition und Satz (Quotientenraum fiir normierte Raume). Sei X nor-
mierter Raum, M C X ein Untervektorraum, und X/M der Quotientenraum. Dann
15t
= dist(x, M) := inf —
I[=]ll = dist(z, M) := inf ||z -yl
eine Seminorm auf X/M. Falls M abgeschlossen ist, so ist ||[-]|| eine Norm und

(X/M,||[']ll) ein normierter Raum. Falls X Banachraum ist und M abgeschlossen
ist, so ist auch X/M Banachraum.

Beweis. Nur die letzte Aussage folgt nicht durch direktes Nachrechnen. Sei ([,])nen
Cauchyfolge in X/M.

(i) Ubergang zur Teilfolge: Da ||([zn]) — ([zm])]| — 0 (n,m — 00), existiert eine
Teilfolge ([#n,])ken von ([Zn))nen, 50 dass ||[zn,] — [T, ]]| < 27*FD. Schreibe wieder
[zx] statt [z, ].

(ii) Wahl einer Cauchyfolge in X: Wir wéhlen induktiv eine Folge von Représen-
tanten zp € [rg], beginnend mit z; := x;. Sei 2z, = x + my mit my, € M bereits
gewihlt. Dann wahlt man my; € M so, dass

k1 — @k + Mg || < l[zpa] — [l + 27
gilt. Setzt man 2,1 := Tpy1 + Mpy1 = Teg1 + Mes1 + My, SO erhalt man
21 — 2kl = lleers — 2+ Mgl < we] = [2alllxm +27% (R €N).

Damit
k+m

l2kim = 2llx < D llze = ze1llx
l=k+1
k+m

< > (e = el +27°)
l=k+1
k+m

< jg: 24l+14< 27k+1’

l=k+1

d.h. (z;)r C X ist eine Cauchyfolge. Setze z := limy, z;,. Wegen

lzw] = [2llx/ne = [ll2] = 2llxar < 2k = 2llx =0

gilt [zx] — [2] in X/M. O
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2.19 Definition und Satz (direkte Summe). Seien (Xi,|-||,), (X2, ||-||,) normierte
Riume. Dann wird durch

@y, z2)|| = llaally + [lz2ll,  ((21,22) € Xy X X)

eine Norm auf X = Xy x Xy definiert. Mit dieser Norm heifit X die direkte Summe
von X1 und X, Schreibweise X = X; & Xy. Fulls X7 und X5 beide Banachrdume
sind, so ist auch X1 & Xy ein Banachraum.

Beweis. Nur die letzte Aussage ergibt sich nicht durch Nachrechnen. Falls die Folge
() pen = (2, 25"),en eine Cauchyfolge in X, & X, ist, so sind auch die ein-
zelnen Komponenten Cauchyfolgen und damit, falls X; und Xy Banachrdume sind,
konvergent gegen x; bzw. xy. Damit ist aber auch die Folge (2(),cy C X, @ X5
konvergent gegen x := (1, 3). O

2.20 Definition ((£?-Réume). Sei (Z, .o/, 1) ein Mafiraum.

a) Sei 1 < p < oo. Definiere Z?(u) als die Menge aller messbaren Funktionen

f:Z — C mit X
111, = ( [1oran) " <o

b) Fir p = oo wird £ (u) definiert als die Menge aller messbarer Funktionen
f:Z — C, fiir welche es ein Cy > 0 gibt mit u({z € Z: |f(2)| > C¢}) = 0. Man
spricht von pu-fast iiberall beschrankten Funktionen. Fiir f € £*°(u) definiert man

I fllo == inf{C’ eR: p{zeZ:|f(2)|>C}) = 0}.

¢) Fiir Funktionen f: Z — R werden die entsprechenden Funktionenridume mit
ZP(u; R) bezeichnet. Manchmal schreiben wir auch £7(u; C) statt £7(u).

Der folgende Satz aus der Analysis wird hier nicht bewiesen.

2.21 Satz. a) (Holdersche Ungleichung) Fir 1l < p,q < oo mit ;13 + % =1 gilt

1 -glly < 171 - gl (F € ZP(w), g € Z9(n)).

b) (Minkowskische Ungleichung) Firl <p < oo gilt
1f+gll, <71, + llgll, (f.g9 € 27(n).

¢) Fir 1 < p < oo ist der Raum £P(u) ein Vektorraum, und ||-||, definiert eine
Seminorm (Halbnorm) auf ZLP(u).
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2.22 Definition und Satz (LP-Réume). Sei (Z, o, p) ein Mafraum, und sei
1 < p < oco. Den Vektorraum X := £LP(u) versehen wir mit der Seminorm ||-||,
und anschlieflend mit der sich daraus ergebenden Topologie. Definiere eine Menge
M C £P(u), bestehend aus all jenen Funktionen, fir die die Seminorm den Wert
Null annimmt. Dann ist M ein Untervektorraum, und auch eine abgeschlossene Teil-
menge von £P (), denn {0} ist abgeschlossen in R und [|-[|, : £P(u) — R ist stetig
per Definition.

Dann definieren wir
LP(p) == 27 () /M

als Quotientenraum. Dieser besteht aus Aquivalenzklassen von Funktionen, die pi—
fast diberall tibereinstimmen.

Mit dieser Konstruktion wird (LP(u),[-]|,) zu einem Banachraum.

Falls das Maf durch das Lebesque—Maf Nq auf einer messbaren Mengen 0 C R™
gegeben ist, schreibt man auch LP(QY) statt LP(Nq).

2.23 Beispiele. Die folgenden Beispiele sind Spezialfiille der oberen Definition.

a) Der Raum R™ oder C" wird mit jeder der Normen

[zl :== (Z Ifjl”) (1<p<o0),
j=1

ol = max {Iglj =1,....n}

zu einem Banachraum.

b) Definiere fiir 1 < p < oo die P-Rdume durch
> 1/p
ro={r= (66 G eCllal, = (X I6P) " < oo},
=1

und fiir p = oo den Raum ¢°° durch

2= o= (6,6, )l € C, el = sup {J&5].5 € N} < oo}

Dann ist (7 fiir alle 1 < p < oo ein Banachraum. Hier ist jeweils Z = N und u das
Zahlmaf3.

b) Hilbertraume
Im folgenden sei stets K = R oder K = C.
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2.24 Definition. a) Ein K-Vektorraum X, versehen mit einer Abbildung (-, -) : X x
X — K, heif3t ein Vektorraum mit Skalarprodukt oder ein Prahilbertraum, falls gilt:

(i) Fiir alle y € X ist die Abbildung z +— (z,y) linear.
(i) Fur alle z,y € X gilt (x,y) = (y,x).
(iii) Fiir alle x € X gilt (x,z) > 0. Es gilt (z,x) = 0 genau dann, wenn x = 0.

b) Zwei Vektoren x,y € X heiflen orthogonal (in Zeichen z L y), falls (z,y) = 0
gilt. Eine Familie {x;};c; von Vektoren heiBt orthonormal, falls gilt:

(i, 2;) = 04 1= {1 falls i = j,

0 sonst.

¢) In einem Préihilbertraum (X, (-,-)) wird durch ||z]| := (z,z)"? die kanonische
Norm definiert. Ein vollstdndiger Prahilbertraum heifit Hilbertraum.

2.25 Beispiele. a) Mit dem Skalarprodukt (z,y) := >°7_| x;7; werden R" und C"
zu einem Hilbertraum.

b) Der Raum C'([0, 1]) wird mit dem Skalarprodukt
1
()= [ falg@rdo
0

c) Sei (X, A, p) ein MaBraum. Dann wird L?(u), versehen mit dem Skalarprodukt

(f.9) /f (@) (f.g € L)

zu einem Prahilbertraum.

zu einem Hilbertraum. Insbesondere ist L?(€) fiir  C R™ ein Hilbertraum.

Auch die folgenden elementaren Eigenschaften von Préahilbertraumen werden als
bekannt vorausgesetzt, sie konnen aber auch leicht direkt nachgerechnet werden.

2.26 Satz. Sei X Prdahilbertraum.
a) (Satz von Pythagoras) Seien x,y € X orthogonal. Dann gilt

2 2 2
[l +yll™ = ll=lI” + [lylI”-

b) Sei {x,}\_, orthonormal. Dann gilt

N
2
l1* =D [ @,z |+
n=1

2

N
T — Z (x, ) Ty
n=1
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18 2. Normierte Rdaume und Hilbertrdume

c) (Besselsche Ungleichung). Sei {x,}_, orthonormal. Dann ist

lzl* =) e, za) P (2 € X).

d) (Cauchy—Schwarz-Ungleichung). Es gilt

[y <zl -llyll (2,9 € X).

e) (Parallelogramm-Identitat) Fir x,y € X gilt

lz +ylI” + lle = ylI* = 2 |z|* + 2|yl

f) (Polarisationsformel) Fir z,y € X gilt

(z,y) = i(llz + yl* =l —yl*), falls K = R,
Pl +yll* = llz =y +ille +iyl® = ifle —iyl*), folls K=C.

Die Bedeutung der Polarisationsformel liegt daran, dass Identitdten nur fiir die Norm
nachgerechnet werden miissen und dann automatisch fiir die Skalarprodukte gelten.

Die Summe von zwei Hilbertraumen X und Y ist wieder ein Hilbertraum, wenn man
das Skalarprodukt auf X &Y durch

<<£l:1,y1), <x27y2)>X€BY = <ZL’1,£L’2>X + <y17y2>Y

definiert. Man beachte, dass die zugehorige Norm gegeben ist durch

1/2
I lxey = (N2l + 19l ) ™

Diese Norm ist dquivalent zur Norm aus Satz 2.19.

c) Der Approximationssatz und der Satz von Riesz fiir
Hilbertrdume

Im folgenden sei (X, (-, -)) ein K-Hilbertraum.

2.27 Definition. a)M C X heifit konvex, falls gilt

Ve,ye MVael0,1]: ar+ (1 —a)y € M.
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b) Zu M C X heifit
M+ ={zeX:VyeM: (r,y) =0}

das orthogonale Komplement von M in X.
2.28 Lemma. FEs ist M+ ein abgeschlossener linearer Teilraum von X .

Beweis. Die Teilraumeigenschaft ist klar. Fiir die Abgeschlossenheit vermerken wir

M= () {y'},

y*eM

sodass es geniigt nachzuweisen, dass jede Menge {y*}* abgeschlossen ist. Wir defi-
nieren eine lineare Abbildung

Ty: X - K, Tz (z,y").

Dann ist {y*}* = ker T;-. Wegen der Ungleichung von Cauchy-Schwarz ist T« eine
beschrinkte Abbildung vom normierten Raum X in den normierten Raum K!, und
aufgrund von Satz 2.7 ist T}« stetig. Bei jeder stetigen Abbildung ist das Urbild einer
abgeschlossenen Menge wieder abgeschlossen. Nun ist aber {0} eine abgeschlossene
Teilmenge von K, also ist auch ker - = T.."({0}) abgeschlossen in X. O

2.29 Bemerkung. a) Es ist M+ = M = (spanM)*.

b) Es gilt M N M+ C {0}. Denn sei z € M N M~*. Dann ist (z,z) =0, d.h. x = 0.
Insbesondere gilt M N M+ = {0}, falls 0 € M (z.B. falls M ein Untervektorraum
von X ist).

2.30 Satz (Approximationssatz). Sei X ein Hilbertraum, M C X nichtleer, konvex

und abgeschlossen, sowie zg € X. Dann existiert genau ein x € M mit ||z — z|| =
dist(zg, M) := inf{||y — 20|| : vy € M}.

Beweis. Ohne Einschrankung sei zp = 0 (betrachte die verschobene Menge M — zp).
Sei d := inf{||y|| : y € M}. Wéhle eine Folge (y,)neny € M mit ||y,| — d.

Unter Verwendung der Parallelogrammgleichung folgt

Yn + Ym ||?

2
eM

< 2lyul® + 2 |lyml® — 4d® — 0,

e = 3l = 2 il + 2 il 4|
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20 2. Normierte Rdaume und Hilbertrdume

da ||y,|| — d. Daher ist (y,)nen Cauchyfolge. Da M vollsténdig ist, existiert x :=
lim, y, € M. Es gilt ||z|| = lim, ||y,|| = d. Damit folgt ||z|| < ||y| fiir alle y € M.

Eindeutigkeit: Sei ||z1]] < ||yl , ||z2|| < |ly|| fiir jedes y € M. Dann ist

21 = @2])” = 2|21 |” + 2|z2®  [loy + 22

2 2
2 T+ o 2 T1+ T2
:2(”1‘1\\— 5 )+2(|\a:21|— . )go.
<0 <0

]

2.31 Satz (Projektionssatz). Seien X ein Hilbertraum und M C X ein abgeschlos-
sener linearer Teilraum wvon X. Dann existiert fir alle x € X eine eindeutige
Zerlegung * = m +m' mit m € M,m’ € M*. Somit ist X = M © M*. Es ist
[ = m|| = mingen [l —yl|.

Beweis. Nach dem Approximationssatz existiert genau ein m € M mit ||m — z|| =
inf{||ly — z|| : y € M}. Setze m’' := x—m. Fur alley € M ist dann |m/|| < ||y — z|| =
I — (y —m)|.
(i) Wir zeigen m/ € M~*. Es gilt |m/||> < ||m/ + ty||> (¢t € K,y € M). Andererseits
Ist

lm" -+ ty[|” = m'||” + 2 Re (m’, ty) + [t ly]|*
Fiir alle t € R gilt somit

[t lyll” + 2t Re (m’, y) > 0,

also Re (m/,y) = 0.
Im Falle K = C ersetzt man ¢ durch it und erhalt

(¢ ly[I* + 2¢ Im (m’, y) > 0,

also Im (m’,y) = 0.

(ii)) Um die Eindeutigkeit zu zeigen, sei x = m+m/ = z+ 2’ mit m,z € M, m/, 2’ €
Mt Dannist m— 2z =2 —m' e MN M+ ={0}, dh. m = z,m' = 2. O

2.32 Satz (von Riesz). Seien X ein Hilbertraum und T € X'. Dann ezistiert genau
e xp € X mit

Tx = (x,xp) (reX).
Es gilt | Ty, = ||z7|| - Die Abbildung Igies,: X' — X, T — @ ist bijektiv, isome-
trisch und konjugiert linear.
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Beweis. (i) Konstruktion von z7: Der Raum M :=ker T = T~'({0}) ist abgeschlos-
sen als Urbild einer abgeschlossenen Menge unter der stetigen Abbildung 7. Damit
ist X = M @ M~ nach Satz 2.31.

Falls M = X, so folgt T'= 0, und wir wihlen x7 = IRjes,(T") := 0.
Sei jetzt M # X. Wihle y € M+ \ {0}. Wegen M N M+ = {0} ist dann Ty # 0.

Setze 1 = IRiesz(T) 1= ”’iﬁg -y. Dann gilt ||z7|| = %, und wir merken uns, dass
Ty
TZL‘T = w : Ty = ||$Tl|2 .

Um zu zeigen, dass Tx = (x,x7) fiir jedes x € X gilt, zerlegen wir  gemafl X =
M+ @ M:
Tx . Tz L
r=—ux r——xr | = x|.
TZ'T T TQTT T + I

Dies ist tatséchlich die angestrebte Zerlegung von z, denn es ist x, ein Vielfaches
von xp € M+, und es ist

Tx Tx

Ty =T - — =T — —Tx7 =0
IEH ($ TmeT) X TajT T s
also x| € kerT' = M.

Damit haben wir dann tatsachlich

Tz Tz

(z,xr) = (w1, 27) + (7)), 27) = Ton (xp,x7) +0 = o ozl
=Tux,
wie gewiinscht.
(i) I, ist Tsometrie: Nach Cauchy-Schwarz ist 7]y, = sup | (w.27)] < x|
Andererseits haben wir || 17|, > ’T(”Z;”)‘ — el [zl <1

(iii) IRiesz(7") ist eindeutig: Angenommen, es gibe zusétzlich zu z7 noch ein T mit
Tx = (x,x7) = (z,7r) (xr € X). Dann gilt

0:<I',IL'T—%T> (I’GX)
Wiéhle © = x7 — Z7 und erhalte ||z — 27| = 0.

(iv) IRiess ist konjugiert linear: Sei T' = a1 T+ T5. Dann ist einerseits Tx = (x, zr),
und andererseits

Tr = a1Tix + aTox = oy (x, 7)) + o (T, T7,)

= (x,o2n) + (x, Q) = (x, 0127, + Catry,) ,
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22 2. Normierte Rdaume und Hilbertrdume

also IRiesz (T) =TT = Oé_lﬂle + a_2ng = OZ_IIRiesz(iZE) + a_QIRiesz (TZ)

(V) IRies, ist surjektiv: Zu y € X sei T,z := (z,y). Dann ist |T,z| < |ly| - |||, d.h.
T, stetig und damit 7, € X' und Igies,(1}) = .

(vi) IRies, ist injektiv: Aus ||T||y, = |lzr|y ergibt sich direkt, dass der Kern der
linearen Abbildung Igies,: T+ x7 nur das Nullfunktional enthalten kann. O

d) Orthonormalbasen

2.33 Definition. (i) Sei M eine Menge. Eine Relation < auf M heifit Halbordnung,
falls fiir A, B, C' € M gilt:

A=A,

A<B, B<A=— A=1B,
A<B, B<(C=A=<C.

Beachte, dass A < B oder B < A nicht fiir alle A, B € M gelten muss.

(i) Eine Menge () C M heifit total geordnet oder eine Kette, falls fiir alle A, B € Q)
gilt: A < B oder B < A.

(iii) Ein Element A € M heifit obere Schranke fiir S C M, falls B < A fiir alle
BeS.

(iv) Ein Element M € M heifit maximal, falls aus M < A folgt M = A.

2.34 Beispiel. Sei X # () eine Menge, und M eine nichtleere Teilmenge der Potenz-
menge von X. Dann definieren wir, dass A < B genau dann gilt, wenn A, B € M
und A C B.

2.35 Lemma (von Zorn). Sei M eine nichtleere Menge mit Halbordnung, fiir welche
jede Kette eine obere Schranke in M besitzt. Dann besitzt M ein maximales Element.

Dieses Lemma ist eigentlich ein Axiom und dquivalent zum Wohlordnungssatz, wel-
cher wiederum dquivalent zum Auswahlaxiom ist. Die Formulierung dieser Axiome
und der Beweis der Aquivalenz werden hier aber weggelassen.

2.36 Definition. Sei X ein Hilbertraum. Eine Teilmenge S C X heifit Orthonor-
malbasis oder vollsténdiges orthonormales System, falls S eine maximale orthonor-
male Teilmenge von X ist (maximal beziiglich Mengeninklusion). Man spricht auch
von Hilbertraumbasis.

2.37 Satz. Jeder nichttriviale Hilbertraum besitzt eine Orthonormalbasis.
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Beweis. Sei . die Menge aller orthonormalen Teilmengen des Hilbertraumes X.
Dann ist % # 0 da {3} € . fiir jedes z € X\ {0}.

Sei {Sa}aca eine Kette in .77, d.h. fiir o, 5 € A gilt S, C Sz oder Sz C S,. Setze
So = UpeaSa € X. Dann ist Sy D S, fiir alle a € A. Zu x,y € Sy existiert ein
a € Amit z,y € S,, d.h. Sy ist orthonormal, also Sy € .. Damit ist Sy eine obere

Schranke zu {S, }aeca. Nach dem Lemma von Zorn existieren maximale Elemente in
. O

2.38 Lemma. Seien X ein Prdhilbertraum und {e,: n € N} ein Orthonormalsy-

stem. Dann gilt
o0

D) (y,en)] < oo (2, € X).

Beweis. Fiir alle N € N gilt nach der Cauchy—Schwarz-Ungleichung in RY und der
Besselschen Ungleichung

ﬁj [ ) Torea)] < (ﬁ e P) (ﬁ e ) < lal - ol

Mit N — oo erhélt man die Behauptung. O]

1/2

2.39 Satz. Seien X ein Hilbertraum und S = {e, : n € N} ein abzihlbares Ortho-
normalsystem.

a) Fiir alle v € X konvergiert die Reihe ), (T, ¢e,) €n in X.

b) Seic, € C firn e Nmit )", |ca|* < 00. Dann konvergiert die Reihe
in X.

¢) x =Y cn (@ en)en € ST

neN n €n

Beweis. a) Nach der Besselschen Ungleichung (Satz 2.26 c)) gilt fiir alle N € N

N

D Haen) [P <l

n=1
Also ist >, v | (2, €,) |* < co. Nach dem Satz von Pythagoras gilt

2

M
D (wen)en
n=N

M
=) |{ze)]?—0 (N, M — o0).
n=N
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24 2. Normierte Rdaume und Hilbertrdume

Also ist (Zgzl (x,e,) en> eine Cauchyfolge, und y = Y > (z,e,)e, € X
NeN

existiert.

b) wurde im Beweis von a) mithbewiesen.

c¢) Fir m € N gilt

<x — i (x,en,) en, em> = (z,€em) — i(x, en) (én,em) =0

wegen (€, €,) = Onm. Man beachte hier, dass nach a) und wegen der Stetigkeit der
Abbildung X — K, y — (y, e,,) das Skalarprodukt in die Summe gezogen werden
darf. O

2.40 Satz. Seien X ein Hilbertraum und S = {e, : n € N} C X ein abzdhlbares
Orthonormalsystem. Dann sind dquivalent:

(i) S ist Orthonormalbasis.

ii) S+ ={0}.

iii) Fiir alley € X qilt y =, o (Y, €n) €n-

iv) Fir alle v,y € X gilt (x,y) = >,y (T, en) (1, en).
v) (Parsevalsche Gleichung) Es gilt

Izl =) [z, en) [ (2 € X).

neN

(
(
(
(

Beweis. (i)==(ii). Falls ein z € S+ \ {0} existiert, so ist S U {ﬁ} ein Orthonor-
malsystem.

(ii)==>(iii). Satz 2.39 c).

(iii)==(iv). Die Reihen konvergieren absolut nach Lemma 2.38 und Satz 2.39 a),
man darf also einsetzen.

(iv)=(v). Setze x = y.

(v)==(i). Falls S nicht maximal ist, wihlen wir ein x € S* mit ||z|| = 1. Es ergibt
sich Y, v | (,en) |* = 0, Widerspruch zu (v). O

2.41 Bemerkung. Ein topologischer Raum heifit nach Definition 1.4 separabel,
wenn er eine abzdéhlbare dichte Teilmenge besitzt. Da jeder Hilbertraum ein me-
trischer Raum ist, ergibt sich der topologische Abschluss einer Menge durch Hin-
zufiigen aller Haufungspunkte (vgl. Bemerkung 1.13), was in der Anwendung héufig
praktischer ist.
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Ein normierter Raum X ist genau dann separabel, wenn es ein abzéhlbares linear
unabhéngiges S C X gibt mit span S = X. Insbesondere ist ein Hilbertraum genau
dann separabel, wenn er eine hochstens abzahlbare Orthonormalbasis besitzt.

Um das zu sehen, betrachtet man alle Linearkombinationen der Form Y7, ajsy,
a, € Q+1Q, s, € S.

2.42 Satz. Seir X ein unendlich-dimensionaler separabler Hilbertraum mit Hilbert-
raumbasis {e; }ien. Dann ist die Abbildung X — (%, v — ((x,¢;))ien €in isometri-
scher Isomorphismus von Hilbertraumen (d.h. linear, bijektiv und isometrisch).

Beweis. Die Linearitét ist klar, [sometrie und damit Injektivitat nach Satz 2.40 (v),
die Surjektivitat nach Satz 2.39 b). O

2.43 Beispiele (Hilbertraumdimension). a) Der Raum L?*(Q2) mit Q C R" offen ist

ein separabler Hilbertraum. Speziell ist durch e, (z) := \/%761”“ (n € Z) eine Hilber-

traumbasis des Hilbertraums L?((—m, ), C) gegeben (Fourierreihen). In diesem Fall
erhdlt man

(f en) = /f e dr =: f(n) (n € Z),

die Fourier-Koeffizienten von f. Die Parsevalsche Gleichung besagt dann

1f 2@y = 1(f(7))nezllem,

und die Abbildung f > ( f (n))nez ist ein Hilbertraum-Isomorhpismus.

Eine Orthonormalbasis von L*(R) ist durch die Hermite-Funktionen gegeben, die

die Form 9, (x) = ¢, (x — %)”6*5"2/2 mit geeigneter Konstante c¢,, besitzen.

b) Es gibt auch Préhilbertraume mit iiberabzihlbaren Orthonormalsystemen.

[[Dies zeigt das folgende Beispiel: Sei Y die Menge aller Funktionen f: R — R mit f|_7 1) €
L3(~T,T) fiir alle T > 0, fiir welche

LT 1/2
mp=<ggdp[TU@Wdﬂ

existiert. Dann ist ||-||; eine Halbnorm auf Y, aber keine Norm (so gilt etwa fiir die charakteristische
Funktion f := x(_1,1) zwar || f||; =0, aber f # 0).

Sei N := {fe€Y: |f|ll; =0} Dann ist NV ein abgeschlossener Unterraum. Sei X := Y/N der
Quotientenraum mit induzierter Norm ||[f]|, := infgen ||f — gll; (f € Y). Durch

qnm&:hmf/ @@ dzr (felflo el

wird X zu einem Préhilbertraum, und es gilt ([f], [f])y = I|[f]ll5-
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Zu « > 0 definiere v, () := sin(ax)(z € R). Wegen

1 T 1 i T 00
T/_Tva(-%‘)deZ T <T_ Sln(sa )> Ti> 1

2c

gilt v, € Y und ||va|l; = ||[vallly = 1. Andererseits erhélt man fiir a #

T

—/ sin(ar) sin(Br) dr = % cos((a — B)r) — cos((a + B)r)dr

— L |:Sln((a - ﬁ)T) _ Sin((a 4 ﬁ)?‘)]T_T
2T a—pf atp .

1 [sin((a—=B)T)  sin((a+B)T)| 7oco
[ P - ot } — 0.

T

Daher gilt ([va], [vg]), = 0 fiir a # B, d.h. {va}q ist ein {iberabzéhlbares Orthonormalsystem in
X

2.44 Beispiele (Separabilitit). a) Der Raum C([a,b]) mit ||-|| . -Norm ist ein se-
parabler Banachraum, denn die Polynome mit rationalen Koeffizienten liegen dicht.
Die Riume R” und ¢? sind separabel nach Bemerkung 2.41. Ebenso separabel ist
der Raum L?(Q) fiir eine offene Teilmenge 2 C R™.

b) Der Banachraum ¢ ist ein Beispiel fiir einen nicht separablen Raum: Angenom-
men es existiert eine dichte Teilmenge {z(*): k € N} C ¢>. Schreibe z*) = (x%k))neN

und betrachte
o ()—l—l :\x,ik)|<1,
Yk - 0 : sonst.

2 und damit y := (yx)gen € €°°. Aber fiir alle & € N haben
1 und damit ||y — 2®||, > 1, Widerspruch zur Dichtheit von

Dann gilt ]yk]
wir |y, — xy, )|
{x®): k € N}.

c¢) Auch der Raum L*(€2) mit 2 C R" offen ist ein Beispiel fiir einen nicht separablen
Banachraum.

<
>
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3. Hahn-Banach-Satze und Reflexivitat

3.1 Worum geht’s? Die Sdtze von Hahn-Banach konnen auf zwei verschiedene
Arten formuliert und interpretiert werden: Zum einen als Fortsetzungssitze, bei
welchen Fortsetzungen von Funktionalen gesucht werden, zum anderen als Tren-
nungssitze, bei welchen Teilmengen durch den Wert eines Funktionals getrennt wer-
den. Beide Versionen sind fiir Anwendungen wichtig. Beiden Versionen gemeinsam
ist die Aussage, dass der topologische Dualraum eines normierten Raums hinrei-
chend viele Funktionale enthélt, um ausreichend Information iiber den urspriingli-
chen Raum zu erhalten. Als ein Beispiel einer Anwendung des Satzes von Hahn-
Banach wird hier auch die Injektivitdt der sogenannten kanonischen Einbettung
auftauchen. Diese bettet einen normierten Raum in seinen Bidualraum ein. Falls
diese Einbettung auch surjektiv ist, heiffit der Raum reflexiv, ein Begriff, der un-
ter anderem im Bereich der schwachen Topologien und entsprechender Konvergenz-
bzw. Kompaktheitsaussagen wichtig ist.

a) Hahn—Banach-Sitze

3.2 Satz (Fortsetzungssatz von Hahn-Banach, reelle Version). Sei X ein R— Vektorraum
und p: X — R konvex, d.h. es gelte

plax + (1 —a)y) < ap(z) + (1 —a)p(y) (a€l0,1],z,y € X).
Sei ferner L C X ein linearer Teilraum und \: L — R linear mait

AMz) <p(x) (z€Ll).

Dann existiert ein lineares A: X — R mit Al = X und A(z) < p(x) (z€ X).

Beweis. (i) Fortsetzung auf L & Rz:

Sei z € X \ L fest gewihlt, und definiere L= span{L,z} = L & Rz. Wir setzen
jetzt A auf L fort.

Fiir y1,y2 € L und «, f > 0 beliebig gilt:

BA(y1) + aX(y2) = MBy1 + aya) = (a+ 3) - )\(afﬂ Y1+ &iﬁ yz)

(Y1 —az) + L(?b + BZ)>

§<Q+B)P<m ot B

< Bp(y1 — az) + ap(yz + B2).
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28 3. Hahn-Banach-Sdtze und Reflexivitdt

Damit erhalten wir

1

—[Ay1) = plyr — az)] <

o [p(y2 + Bz) — A(y2)] (3-1)

™| =~

Wihle

~ A _ N 1
Az)=ap€ | sup () = p(y1 az)7 inf p(y2 + Bz) — A1)
y1€L, a>0 o y2€L, B>0 I}

und definiere A(pz +y) := pA(z) + My) auf L=L &R - 2.

\ ist linear auf L nach Definition, und es gilt

AMpz +y) = poo + My) < p(pz +y).

Denn fiir g > 0 gilt nach Wahl von «q die Abschitzung

p (Y2 + Bz) = Ay2) + Ba.

Setze nun ys := y und § := u. Den Fall p < 0 sieht man analog.
(ii) Fortsetzung auf X:

Sei .# die Menge aller Abbildungen m: M — R auf einem linearen Unterraum
M D L, welche linear sind und fiir welche gilt m|, = A und m < p|y,.

Durch
m1 < My < Ml C MQ, m2|M1 =m

wird .# partiell geordnet. Sei {m;} eine Kette in .#. Deshalb ist dann M := |, M,
ein linearer Unterraum, und durch

m(z) :==my(x) (x € My)

wird eine obere Schranke m € .# der Kette definiert. Nach dem Zornschen Lemma
existiert ein maximales Element A € # .

Da A maximal ist, ist A auf ganz X definiert. Sonst existierte nach Schritt 1 eine
Fortsetzung auf D(A) @ R -z mit z € X \ D(A). O

3.3 Satz (Hahn—-Banach, komplexe Version). Sei X ein C— Vektorraum undp: X —
R eine Abbildung mit

plazx + By) < |af p(x) + (8] ply) (a8 € C mit o] + 5] = 1).

Sei L C X linearer Teilraum und \: L — C sei C—linear mit |\(z)| < p(z) (x € L).
Dann existiert ein C-lineares A: X — C mit Al = X und |A(z)| < p(x) (z € X).
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Beweis. Setze ((x) := Re A(x). Dann ist £: L — R eine R-lineare Abbildung mit
l(z) < |Mz)| <p(z) (z€l)

Weil A C-linear ist, haben wir ¢(iz) = —Im A(z), und somit ist A(z) = ¢(x) —il(ix).

Setze ¢ nach Satz 3.2 fort zu einem R—linearen £: X — R mit L(z) < p(z) (z €

X). Dann ist
A(z) = L(x) —iL(ix)

R-linear. Wegen
A(iz) = L(iz) —1L(—x) = L(iz) + iL(x) = iA(x)

ist A tatsachlich C-linear.

Fiir 0 := arg A(z) gilt:
IA(2)] = e A(x) = Ae™™x) = L(e72) < ple™x) = p(z).

Hier wurde Re A = £ und A(e ?z) = |A(x)] € R verwendet. O

3.4 Korollar. Sei X normiert, L C X linearer Teilraum und X € L'. Dann existiert
ein A € X" mit ||All, = [l s AlL = A

Beweis. Sei p(z) = [|All, - [J«]]. Dann'ist [A(z)] < p(z) (v € L).

Nach Satz 3.3 existiert eine Fortsetzung A mit
@) < A - llzll (2 € X)),

dh. A e X' und ||All < ||All- Wegen Alp = Nist [|[A]l o = ||l - O

3.5 Korollar. Sei X normiert, o € X \ {0} fest. Dann existiert ein A € X' mit
A(xo) = ||zol| und ||Allx, = 1.

Beweis. Definiere L := span(zg), A\: L — K, M awxg) = |a| ||zol|, und setze nach
Korollar 3.4 fort. []

3.6 Korollar. Sei X normiert, M C X linearer Teilraum und xq € X. Sei

d:= inf |z —y| > 0.
Inf lzo =y

Dann existiert ein A € X' mit ||A|| =1, A(xg) = d und A|p = 0.
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Beweis. Definiere A auf L := M @ span(zg) durch A(y + axg) := ad. Dann gilt

lad]| |ad]|

Al = sup 7 = T
ack ||y +azoll  ozaex ||y + azol|
yeM yeM
< |aud| < d d d 1
0#acK | =z + azo| 0#acK lzo — 2|| inf.en [|lzo — 2| d
zeM zeM

Die Behauptung folgt nun aus Korollar 3.4. ]

Die letzte Aussage kann bereits als Trennungseigenschaft gesehen werden: Der Vek-
tor xg wird durch das Funktional A vom Unterraum M getrennt. Etwas allgemeiner
gilt z.B. folgender Trennungssatz, der hier nicht bewiesen werden soll. (Falls X Hil-
bertraum ist, folgt der Beweis sehr schnell aus Ubungsaufgabe 4.2, im allgemeinen
Fall verwendet man das sogenannte Minkowski-Funktional.)

3.7 Satz (Hahn-Banach, Trennungssatz-Version). Sei X ein normierter Raum,
M C X eine abgeschlossene und konvexe Teilmenge, und sei xo € X \ M. Dann
existieren ein A € X' und ein o € R mit

ReA(y) < a < ReA(zg) (y € M).

b) Dualrdume und Reflexivitit

3.8 Satz. Seien X normierter Raum und Y Banachraum. Dann ist L(X,Y") Ba-
nachraum. Insbesondere ist X' Banachraum.

Beweis. Nur die Vollsténdigkeit ist nichttrivial. Sei (A,,)n,en Cauchyfolge in L(X,Y).
Dann ist (A,z),eny Cauchyfolge in Y fiir jedes z € X, wie man sich iiberlegt. Aus
den Analysisvorlesungen ist bekannt, dass Cauchyfolgen in normierten Rdumen be-
schrankte Folgen sind, also existiert ein C' € R mit ||A,| < C fiir jedes n.

Setze Ax :=lim, A,z € Y. Dann ist A offensichtlich linear. Wegen

[Az]ly = lim [[Apzfly, <Tim[[A,] - [lz]lx < Cllz]lx

ist Ae L(X,Y). Da ||[(A— A,)z|y = im0 ||(Arn — Ay)z ||y, erhalten wir

|A — Al = sup I Jolly = sup lim i olly < lim ||A;, — Ayl
w20 ol a0 M0 [Ed(5% Moo
<e¢€
fir n > ng, d.h. es gilt A, — Ain L(X,Y). O
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3.9 Lemma. Sei X ein normierter Raum. Die Abbildung X — X", x — T mit
TN = Ax) (Me X))
1st linear und 1sometrisch. Insbesondere gilt

|zllx = sup  [Az)] (z€X).
AEXY, || M| /=1

Beweis. Es gilt

—_—~——

(ax + By)(A) = Maz + By) = aX(z) + BA(y) = az(A) + By(A),
d.h. die Abbildung = + 7 ist linear. Weiter ist

17l = sup [#N]= sup [M@)} < sup Al - [l < fllly

IAl<1 Al<1 (A
Nach Lemma 3.5 existiert zu jedem x € X ein A\g € X’ mit |[Ao]ly, = 1 und
Ao(z) = [zl . Damit gilt ||Z]| v, = supyyy <1 [A@)] = [Ao(2)] = [l x- O

3.10 Definition. Ein normierter Raum X heifit reflexiv, falls die kanonische Ein-
bettung X — X" aus Lemma 3.9 surjektiv ist.

3.11 Beispiele. a) Jeder Hilbertraum ist reflexiv nach dem Satz von Riesz.

b) Sei 1 < p < oo und (X, o7, u) ein Maraum. Nach einem Satz von Riesz ist die
Abbildung

7 L)~ (). (X)) = [ Fodu (3-2)

ein isometrischer Isomorphismus von Banachriaumen, wobei ¢ € (1,00) definiert ist
durch p~! + ¢! = 1. Damit ist LP(u) fiir 1 < p < oo reflexiv.

[[Sei A € (LP(u))". Definiere das Funktional A; := Ao T € (L9(u))’. Nach dem Satz von Riesz,
angewendet auf den Raum (L%(u))’, existiert genau eine Funktion h € LP(u), so dass fiir alle
g € L9(p) der Wert Aq(g) gegeben ist durch

Ai(g) = /g ~hdp. (3-3)
Somit gilt fiir jedes A € (LP(p))’
AQ) = A (T1) | A=peT
= / (T7N) - hdu ‘ wegen (3-3)
= \(h) ‘ wegen (3-2)
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=h(\).

Wir haben gesehen, dass A = h gilt, d.h. dass die Abbildung h — 7L, X — X", surjektiv ist. Die
LP(p)-Riume sind fiir 1 < p < oo also reflexiv.]]

¢) In der Situation von b) gilt die Isomorphie (Ll(u)), = L*>(u), aber andererseits
LY(w) € (L®())', d.h. L'(u) ist nicht reflexiv. Diese Aussage wird nicht bewiesen.
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4. Lineare Operatoren: Grundbegriffe

4.1 Worum geht’s? Eine der zentralen Begriffe der Funktionalanalysis ist der
eines linearen Operators. Wahrend im Endlich-Dimensionalen alle linearen Abbil-
dungen stetig und damit beschrénkt sind (und durch Matrizen dargestellt werden
kénnen), treten gerade in vielen Anwendungen wie etwa bei Differentialgleichungen
unbeschrinkte Operatoren auf. Ein typisches Beispiel ist - bei geeigneter Wahl der
Réaume - der Ableitungsoperator. In diesem Abschnitt geht es um grundlegende Be-
griffe und Eigenschaften wie das Spektrum eines Operators und Eigenschaften der
Resolvente.

a) Operatoren und Spektrum
Im folgenden sei stets K € {R, C}.

4.2 Beispiel (Shift-Operatoren). a) Definiere den Rechtsshift Sp € L(£?) durch

0 n=1,

Tp1 m>1.

SR((xn)neN) = (yn)nENa Yn = {

Dann ist S stetig mit Norm 1 (sogar eine Isometrie, d.h. es gilt |Sz||, = ||z, (z €
%)), injektiv aber nicht surjektiv. Analog ist der Linksshift

SL((xn>n€N> = (anrl)neN
stetig mit Norm 1, surjektiv aber nicht injektiv.
b) Sei 2(Z;K) := {z: Z — K : |zlly == (,eplza]>)¥? < o0} und Sg der
Rechtsshift

SR(@M)nEZ) = (mn—l)nEZ-

Dann ist Si ein Norm-Isomorphismus, d.h. Sy ist bijektiv, linear, S und S;{l sind
stetig, und Sg ist eine Isometrie.

4.3 Beispiel (Ableitungsoperator). a) Sei X := C([0,1]) mit Norm |f]y :=
sup{|f ()| + |f'(t)]: t € [0,1]} und Y := C([0, 1]), versehen mit der Norm || f|, :=
| fllo :=sup{|f(¢)|: t € [0,1]}. Dann sind X,Y Banachrédume, und der Ableitungs-
operator

T: X =Y, f—f
ist ein linearer stetiger Operator mit Norm 1.

b) Wahlt man in a) fiir X die Supremumsnorm || f||_, so ist der Ableitungsoperator
T nicht mehr stetig, denn fiur f,(t) = t" gilt ||f.]|,, = 1 und ||T'f,]|,, = n, d.h.
|T|| = oo. Jetzt ist X nur noch normierter Vektorraum, aber nicht mehr vollstéandig.
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Das letzte Beispiel (Teil b)) ist typisch: Hier ist der Definitionsbereich D(T') des
Operators T ein linearer dichter Teilraum eines Banachraums X, und 7" bildet nach
X ab. In diesem Sinn ist 1" ein Operator ,,in“ X.

4.4 Definition. Seien X, Y normierte Raume.

a) Ein linearer Operator T: X D D(T) — Y ist eine lineare Abbildung vom Defini-
tionsbereich D(T') C X nach Y, wobei D(T) ein linearer Unterraum von X ist. Die
Menge G(T') := {(z,Tz): x € D(T)} heifit der Graph von 7'

b) Der Operator T heifit abgeschlossen, wenn G(T) eine abgeschlossene Teilmenge
von X @Y ist.

c) Der Operator T' heifit abschliefibar, wenn es einen abgeschlossenen linearen Opera-
tor T' gibt mit G(T') = G(T'). Der Operator T" heifit AbschlieBung oder der Abschluss
von T

4.5 Bemerkung. a) Wie iiblich bei Abbildungen, ist die Stetigkeit eines linearen
Operators T: X D D(T) — Y unter Verwendung der Relativtopologie auf D(T)
erkldart. Damit ist 7' genau dann stetig, wenn fiir alle Folgen (2, )ney € D(T) mit
x, — 0 gilt Tz,, — 0 (hierbei haben wir benutzt, dass eine Abbildung zwischen
metrischen Rdumen genau dann stetig ist, wenn sie folgenstetig ist).

b) Ein linearer Operator 7' ist genau dann abgeschlossen, wenn fiir alle Folgen
(n)ney € D(T) mit x, — 2z € X und Tz, — y € Y gilt x € D(T) und
Tr =y.

4.6 Lemma. Seien X,Y normierte Riume und T € L(X,Y). Dann ist T abge-
schlossen.

Beweis. Wir verwenden Bemerkung 4.5 b). Sei (2, )neny C€ D(T) mit x,, — x in X
und 7'z, — y in Y. Dann gilt trivialerweise x € D(T) = X, und da T stetig ist,
folgt Tx,, — Tx, d.h. Tx = y. O

4.7 Lemma. Seien X,Y Banachrdume und T: X D D(T) — Y ein linearer Ope-
rator. Dann definiert

el = llzllx + |1 Tlly  (z € D(T))

eine Norm auf D(T), die sog. Graphennorm. Der normierte Raum (D(T), ||| ) ist
genau dann ein Banachraum, wenn der Operator T' abgeschlossen ist.

Beweis. (i) Sei T abgeschlossen und (x,)neny € D(T') eine Cauchyfolge bzgl. der
Norm ||-||;. Dann ist nach Definition der Norm ||-|| sowohl die Folge (z)nen C
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X bzgl. der Norm ||-|| als auch die Folge (T'z,)nen C Y bzgl. der Norm |||y
eine Cauchyfolge. Da X und Y Banachrdume sind, existieren x € X und y € Y
mit ||z, — x|y — 0 und ||Tz, —y|ly, —> 0. Da T" abgeschlossen ist, folgt nach
Bemerkung 4.5 b) € D(T) und Tz = y. Insbesondere folgt ||z, — x| — 0. Also
ist (D(T),]|+||;) ein Banachraum.

(ii) Die andere Richtung der Aquivalenz zeigt man analog. O]

Im folgenden schreiben wir fiir einen Operator 7: X D D(T) — X statt T'— Nidx
einfach 7" — A.

4.8 Definition. Sei X ein Banachraum und 7: X D D(T) — X ein linearer
Operator.

a) p(T) == {N € C: R(T -\ = X, (T — ) injektiv, (T — \)7': R(T — \) —
X stetig} heifit die Resolventenmenge von T

b) o(T) := C\ p(T) heiit das Spektrum von 7.

c) 0,(T) :== {X € C: T — X nicht injektiv} heifit das Punktspektrum von 7' (die
Menge aller Eigenwerte von 7).

d) 0.(T) := {N € C: T — XNinjektiv, R(T—)\) = X, (T —N)"': R(T —\) —
X nicht stetig} heiit das kontinuierliche Spektrum von 7.

e) o.(T) :={\ € C: T — X injektiv, R(T — \) # X} heifit das residuelle Spektrum
(oder Restspektrum) von 7.

4.9 Bemerkung. a) Nach Definition gilt
C = p(T) Ua(T) = p(T) U o,(T) U o(T) U o, (T),
wobei U die disjunkte Vereinigung bezeichnet.

b) Nach dem Satz vom stetigen Inversen (wird spéter bewiesen) folgt fiir abgeschlos-
sene Operatoren T" aus der Bijektivitidt von (T'—\): D(T') — X bereits die Stetigkeit
von (T —A)~': X — X. Somit gilt fiir 7" abgeschlossen

p(T)={AeC|T - X: D(T) — X bijektiv},

0.(T)={\e€C|T - X: D(T) — X injektiv, R(T — ) =X, R(T — \) # X}.
Andererseits gilt: Falls T — X\: D(T) — X bijektiv ist und (7' — A\)™': X — X
stetig ist, so folgt bereits die Abgeschlossenheit von T'. Denn nach Lemma 4.6 ist

(T — \)~! abgeschlossen, und damit ist auch T'— X\ abgeschlossen (wie man z.B. mit
Bemerkung 4.5 b) sieht). Somit ist auch 7" abgeschlossen (wieder mit Bemerkung 4.5

b)).
¢) Falls dim X < oo, so ist 0.(T) = o,.(T) = 0.
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4.10 Definition. Sei T': X D D(T) — X ein abgeschlossener linearer Operator.

a) Fir A € p(T) heiBt Ry\(T) := (T — \)~! die Resolvente von T'. Die Abbildung
p(T) — L(X), A — Rx(T), heiBBt Resolventenabbildung.

b) Fiir A € 0,(T) heifit ker(7" — ) der geometrische Eigenraum von 7" zu A und
{re€D(T): IneN:ze€ D(T") und (T — \)"z =0}
der algebraische Eigenraum von 7" zu \.

Hierbei haben wir den Definitionsbereich fiir die Verkniipfung von Operatoren (ins-
besondere den Definitionsbereich von (7" — A\)") auf naheliegende Weise definiert:

4.11 Definition. Seien X, Y, Z normierte Rdume. Seien ferner S, S lineare Opera-
toren von X nach Y und T ein linearer Operator von Y nach Z.

a) Der Operator S + S ist definiert durch

D(S+S) :=D(S)ND(S) und (S + S)z := Sz + Sz (z € D(S + 9)).
b) Der Operator T'S: X — Z ist definiert durch

D(TS) :={x € D(S): Sz € D(T)} und (T'S)x :=T(Sz) (x € D(TS)).
¢) Wir schreiben S C S, falls D(S) € D(S) und §|D(S) = 9 gilt.

4.12 Beispiel. Sei X = (> und S = S € L(X) der Rechts-Shift aus Beispiel
4.2, dh. S(xy,29,...) == (0,21,29,...). Dann ist D(S) = (2, kerS = {0} und
ey —y|| > 1 fiir alle y € R(S), wobei e; := (1,0,0,...). Daher ist R(S) # X und
damit 0 € 0,.(9).

b) Eigenschaften der Resolventenabbildung

4.13 Lemma (Neumannsche Reihe). Sei X ein Banachraum und T € L(X) mit
|IT|| < 1. Dann e:cz'stz’ert (1-T)"' e L(X), und es gilt (1 =T)' =3, T" und
”(1 - ) 1” < 1— ||T||

Beweis. Es gilt

Z 17 < Z 17" < Z 17" = IITH
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d.h. die Reihe konvergiert absolut. Damit existiert S := >~ T" € L(X), und es

. 1
gilt 1S < =z

Esgilt ST=TS =% T""=5-1,dh S(1-T)=(1-T)S =1 und damit
S=(1-T)" O

4.14 Satz. Sei X ein C-Banachraum und T: X D D(T) — X ein abgeschlossener

linearer Operator. Dann ist p(T') offen und somit o(T') abgeschlossen.

Beweis. Falls p(T') = (), so ist nichts zu zeigen. Sei also \g € p(T'). Es gilt
T—X=T—=X—(A=X)=(T—=X)[L=A=X)(T—X)""]

Nach Definition der Resolventenmenge ist (7" — \g)~' beschrinkt. Fiir A € C mit
IAN = Xo| - [[(T = Xo) Y| < 1 existiert

1

(1= (A= 2)(T = X) '] € L(X)

nach Lemma 4.13. Damit existiert
(T=XN)"=[1= (A= X)(T = X)'] (T = A)! € L(X).

Somit gilt
{/\ €C: A= ol < [|(T = 2o) " } c p(T),

also ist p(7") offen. O

4.15 Korollar. a) Fir \g € p(T) gilt
| R (T)|| > [dist (Ao, o(T))] "

b) Fiir Ay € p(T) und X € C mit |A — Xo| < || R, (T)|| ™" gilt

o0

RA(T) =) (A= Xo)" Ry (T)"H.

n=0

Beweis. a) folgt aus der letzten Zeile im Beweis von Satz 4.14, b) aus der Darstellung
von R, (T) im Beweis von Satz 4.14 und der Neumann-Reihe. O

4.16 Satz. Sei X ein C-Banachraum und T € L(X). Dann ist das Spektrum
o(T) C C kompakt und nichtleer.
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Beweis. Hier wird nur die Kompaktheit von o(T") bewiesen. Fiir A € C mit |A| > ||T||
ist T— A= (=A)(1 = A"'T) nach Lemma 4.13 in L(X) invertierbar, d.h. A € p(T).
Also ist o(T') eine abgeschlossene Teilmenge von {\ € C: |[A\| < ||T||} und damit
kompakt. [

4.17 Bemerkung. Der Beweis von p(T') # 0 fir T € L(X) verwendet die Holo-
morphie der Resolventenabbildung und den Satz von Liouville aus der Funktionen-
theorie. Dabei heifit eine Banachraum-wertige Funktion f: U — X, U C C offen,
holomorph, falls fiir alle zp € U der Grenzwert lim,_, ,, % existiert, wobei die
Konvergenz in der Norm von X zu verstehen ist. Mit Hilfe der Reihendarstellung
von R, (T') aus Korollar 4.15 b) kann man zeigen, dass die Resolventenabbildung ei-
ne holomorphe Abbildung von p(T") in den Banachraum L(X) ist. Ware p(T) = C,
so wiirde aus ||Rx(T")|] — 0 fir [\| = oo und dem Satz von Liouville folgen, dass

diese Abbildung unabhéingig von A ist.

4.18 Beispiel. Die folgenden Beispiele zeigen, dass fiir unbeschrinkte Operatoren
sehr wohl die Fille o(T) = C und o(T") = ) auftreten konnen.

a) Sei X = C([0,1]) und Tf := f' fiir f € D(T) := C'([0,1]). Dann ist T unbe-
schrankt, da |Tf,|| = n und ||f,.|| = 1 gilt fur f,(t) := ™.

Wir zeigen, dass T' abgeschlossen ist: Sei (f,)neny € D(T') mit Konvergenzen f,, — f
in X und T'f, = f/ — g in X. Da (f)neny und (f/)nen gleichméfBig konvergieren,
gilt f € C([0,1]) und f; — f’. Somit ist f € D(T) und g = f' =Tf.

Weil fiir jedes A € C die Funktion f(t) := e in ker(T — \) liegt, gilt gilt o(T) =
o,(T) =C.

b) Sei X := Cy([0,1]) :={f € C([0,1]): f(0) =0} und T'f := [ fiir f € D(T) :=
{f e X: f e X} Sei A\ €C, und seien f,g € X. Betrachte die Gleichung (7" —
AN f =g, dh f'—\f =g. Versehen mit der Anfangsbedingung f(0) = 0 hat diese
gewohnliche Differentialgleichung die eindeutige Losung

ft) = e’\t/o e g(s)ds.

Es gilt f(0) = g(0) + Af(0) = 0, d.h. f* € X und damit f € D(T). Somit ist
T — X\: D(T) — X bijektiv fiir alle A € C, d.h. p(T) = C.

Der Vergleich von a) und b) zeigt, dass eine kleine Anderung des Grundraums X
das Spektrum eines unbeschrankten Operators erheblich beeinflussen kann.

4.19 Definition und Satz (Adjungierte beschrinkter Operatoren). Seien X,Y

Banachriume und T € L(X,Y). Fir jedes f € Y' wird durch f, == foT, d.h.
fi(z) == f(Tx) (x € X) ein beschrinktes lineares Funktional f; € X' definiert. Die
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Abbildung T": Y' — X', f+— foT heifst (Banachraum-)adjungierter Operator zu
T. Es gilt T" € L(Y',X'). Die Abbildung T — T', L(X,Y) — L(Y', X') ist eine
Isometrie.

Manchmal schreibt man (z, g) x«x/ := g(z) fiir z € X und g € X’. In dieser Schreib-
weise wird die Gleichung f(7Tx) = (T"f)(z) zu

<T[E, f>Y><Y’ = <I, T/f>X><X’-

Beweis. Wegen f; = f oT ist die Linearitdt und die Stetigkeit von f; klar. Wegen

|i@)] = ATl < flly - ITI- el e X,

ist || fillr < ITN - 11 flly, d.he [|[T7]] < |T||. Der Operator T” ist linear wegen

T'(of + Bg)(z) = (af + Bg)(Tx) = af(Tz) + Bg(Tz).

Ebenso ist die Abbildung 7'+ T” linear.

Zu zeigen ist noch, dass ||T|| < ||7”|| gilt. Nach Lemma 3.5 a) existiert zu z € X ein
fo €Y' mit || f;lly, =1 und f,(Tz) = ||Tx||y. Damit ist

1 Tzlly = [fo(T)| = [(T"fa) ()] < NTI] - [l x - O

4.20 Bemerkung. Es gelten die iiblichen Rechenregeln fiir den adjungierten Ope-
rator: Falls T € L(X,Y) und S € L(Y,Z), so ist (ST)" = T'S’. Denn es gilt
((ST) f)(z) = f(STz) = (S'f)(Tz) = [T'(S"f)](x) (v € X), also (ST)'f =T'S'f
fiir jedes f € Z'.

Falls T € L(X,Y) invertierbar ist, so gilt (T~!)" = (T")~!. Dies folgt aus (T~)'T" =
(TT_l)/ = ldly = idy~ und T’(T_l), = (T_lT)/ = ld,X = idy.

4.21 Definition (Adjungierte unbeschrénkter Operatoren). Seien X, Y Banachraume

und 7: X — Y ein linearer dicht definierter Operator (d.h. D(T') = X). Definiere
DT :={feY': 3fi e X'mit f(Tz) = fi(x) (x€ D(T))}

und
T'f:=f1 (feDT)).

Kurz kann man auch schreiben: D(T") = {f € Y': o — f(Tz) € X'}. Die Abbil-
dung T7": Y — X’ mit Definitionsbereich D(7T”) heifit (Banachraum-)Adjungierte
von 7.
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4.22 Bemerkung. a) T"f ist eindeutig definiert. Denn seien f, fo € X’ mit fi(x) =
f(Tx) = fo(x) (x € D(T)). Da D(T) = X und fi, fo stetig sind, folgt f; = fo auf
ganz X. Aus der Eindeutigkeit von 71" f folgt dann auch die Linearitit von 7".

b) Es gilt (f,g) € G(T") genau dann, wenn g(z) = f(Tz) (x € D(T)).

c¢) Der Operator T” ist abgeschlossen. Denn sei (f,)nen € D(T”) mit Konvergenzen
fo— finY' und T'f,, — ¢ in X'. Dann gilt fiir z € D(T):

F(Tw) = lim fu(T2) = lim (T'f,) (@) = g(z).

Damit haben wir f € D(T") und (f,g) € G(T") nach b).

Hilbertraume sind Spezialfille von Banachrdumen, daher iibertragen sich die obigen
Definitionen auch auf Hilbertrdume. Man verwendet aber meistens den Begriff der
Hilbertraum-Adjungierten. Grundlage dafiir ist die Beschreibung des Dualraums
durch den Satz von Riesz (Satz 2.32).

4.23 Definition und Satz. Seien X,Y Hilbertriume, und T € L(X,Y). Dann
existiert zu jedem y € Y genau ein x* € X mit

(Tx,y)y = (x,2") (v eX).
Setze T*y = x*. Die Abbildung T* € L(Y,X) heifit (Hilbertraum-)Adjungierte zu
T.

Beweis. Das folgt sofort aus Satz 4.19 und dem Satz von Riesz. Man beachte, dass
die Abbildung aus dem Satz von Riesz

ix: X > X',z (1)
isometrisch aber konjugiert linear ist. Damit hdngen Hilbertraum- und Banachraum-
adjungierte iiber T* = iy o T' 0 iy zusammen. O]
4.24 Definition. Seien X,Y Hilbertraume und 7: X — Y ein linearer dicht defi-
nierter Operator. Definiere
D(T*):={yeY: xw— (Tz,y) ist stetiges lineares Funktional auf D(T)}.
Fir y € D(T™) existiert ein eindeutiges z* € X mit
<Tx7y>Y = <x7x*>X (l’ < D(T))
Definiere T*: Y — X durch T*y := z* (y € D(T*)). Der Operator T* heifit

(Hilbertraum-)Adjungierte von 7.
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4.25 Definition. a) Seien XY Hilbertraume und 7' € L(X,Y’). Dann heiit T
unitér, falls 77" = idy und 7T = idx gilt.

b) Sei X ein Hilbertraum und 7" ein linearer dicht definierter Operator in X. Dann
heifit T’

(i) selbstadjungiert, falls 7' = T*,
(ii) normal, falls TT* = T*T,
(iii) wesentlich selbstadjungiert, falls 7' abschlieBbar ist und T selbstadjungiert ist,
)

(iv) symmetrisch, falls T C T gilt.

Bei dieser Definition ist zu beachten, dass zwei Operatoren genau dann gleich sind,
falls sie gleiche Definitionsbereiche haben und darauf gleiche Werte annehmen.
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5. Distributionen und Sobolevriaume

5.1 Worum geht’s? In der Theorie der partiellen Differentialgleichungen ist es
oftmals sinnvoll, den Begriff der bekannten klassischen Differenzierbarkeit aufzu-
lockern. Dies ermoglicht es etwa, Losungsbegriffe zu definieren, die zwar schwécher
sind als bereits bekannte, trotzdem aber fiir viele Anwendungen ausreichend sind.
Die Theorie der Distributionen stellt nun Begriffsbildungen zur Verfiigung, die es
uns im Folgenden erlauben werden gewisse Sachverhalte elegant zu beschreiben. Ins-
besondere werden wir in der Lage sein, der Diracschen -, Funktion® einen préazisen
Sinn zu geben. Dies wiederum wird von groflier Wichtigkeit fiir die darauf folgende
Potentialtheorie sein. Zu erwéhnen ist, dass der Name ,, Distributionen®“ von Laurent
Schwartz eingefithrt wurde.

a) Distributionen
In diesem Kapitel werden wir die praktische Multiindex-Schreibweise verwenden:

5.2 Definition (Multiindex-Schreibweise). Seien z,{ € R™ und a € Nj. Dann
definieren wir

n
x€ = Z z;&;,
j=1
n

|| == (Zx?) 1/2,

j=1
=t
la] == a; + -+ + ay.
Fiir f € Clol(R") sei
o™ 0

O () = g+ e (0)

5.3 Definition. Sei G C R" offen.

a) Fiir eine Funktion ¢: G — C heifit supp ¢ := {x € G: ¢(z) # 0} der Tréger von
p.

Die Menge C3°(G) := {¢ € C*(G): supp ¢ C G, supp ¢ kompakt} heiit die Men-
ge der Testfunktionen auf G (oder die Menge der C'*°-Funktionen mit kompaktem
Tréger). Manchmal sieht man auch die Bezeichnung C°(G) := C3°(G).

¢) Wir schreiben K € G, falls K eine kompakte Teilmenge von G ist. Sei nun
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(ve)een C C§°(G), dann definieren wir die Konvergenz wie folgt:

(i) 3K € G: Yl e N: suppp, C K

pr = 0 (£ = 00) in Z(G) = { (i) Vo € Ny = sup |[0%pg(z)] — 0 (£ — o0).
zeK

c¢) Die Menge 2'(G) wird definiert als die Menge aller Abbildungen u: 2(G) — C
mit den Eigenschaften

(i) u: 2(G) — C ist linear,

(ii) fiir alle Folgen (¢¢)een mit ¢ — 0 (£ — 00) in Z(G) gilt u(py) — 0.

2'(G) heifit Menge der Distributionen von G.

5.4 Bemerkung. a) Es existiert eine Topologie 7 auf 2(G) (in Form einer lokal-
konvexen Topologie), so dass die oben definierte Konvergenz in Z(G) gerade der
Konvergenz bzgl. T entspricht und eine lineare Abbildung u: Z(G) — C genau
dann stetig ist, wenn c¢) (ii) gilt. Versieht man 2(G) mit dieser Topologie, so ist
2'(G) ={u: 2(G) — C|u linear und stetig}.

b) Es existieren ausreichend viele Testfunktionen; ein Beispiel einer Testfunktion
lasst sich mit Hilfe der exp-Funktion konstruieren. Tatséchlich liegen die Testfunk-
tionen sogar dicht in LP(G) fiir 1 < p < oo (aber nicht in L*(G)). Der Beweis dieser
Aussage verwendet etwa den sogenannten Friedrichsschen Glattungsoperator.

5.5 Beispiel (regulire Distributionen). Sei f € Li (G) := {f: G — C: VK C G,
K kompakt: f|x € L'(K)}. Dann definiert

N: 2@ =R o= )= [ fe)e)ds
eine Distribution, denn
(7) [f] ist offensichtlich linear.
(17) Sei (¢r)een eine Folge in Z(G) mit ¢, — 0 in Z(G) fiir £ — oo, dann folgt:
Aol < [ Iferlde < 1l - sup o) — 0
G zeK
fiir £ — oo und ein passendes K € G. In diesem Zusammenhang spricht

man auch davon, dass [f] eine von f erzeugte Distribution ist. Eine von einer

L} ~Funktion erzeugte Distribution heifit regulire Distribution.
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5.6 Beispiel (Dirac-Distribution). Ein Beispiel fiir eine nicht-regulére Distribution
ist die sog. Dirac-Distribution (Diracsche ,Deltafunktion®), die fiir festes xy € G
definiert ist durch

0eo: 2(G) = C, o 0,(0) := @(x0).

Offensichtlich ist 6,,: Z(G) — C linear. Sei (p¢)eny C Z(G) eine Folge mit ¢, — 0
in Z(G). Dann gilt

020 (00)| = |e(0)] < Sulglw(-r)l —0
TE

fiir £ — oo und jedes K € G mit xg € K.

Die Dirac-Distribution ist jedoch nicht regulér. Denn sonst existiert ein f € L{ (G)
existiert mit

@d@:wmw:[jww@Mx<we@@»

Wir wéhlen € > 0 so, dass B(xg,e) C G und fB(xo 0 |f(z)|dz < 1 gilt. Weiter
wéhlen wir eine Testfunktion ¢, fiir die einerseits supp ¢ C B(zo, €) und andererseits
Ve e G: p(xo) > ¢(x) > 0 sowie p(zg) > 0 gilt. Damit ergibt sich dann aber

&d@—wﬁw—WWM—)Af@M@NﬂSw@dé@ﬂﬁ@ﬂw<¢@&

Widerspruch.

Wie zu Anfang dieses Kapitels bereits erwdhnt wurde, haben wir das Ziel, den
klassischen Ableitungsbegriff aufzulockern oder zu verallgemeinern. Das bedeutet
aber, dass sich dieser Ableitungsbegriff bei klassisch differenzierbaren Funktionen
nicht von dem klassischen Begriff unterscheiden sollte. Es sei f € C*(R") und [f]
die von f erzeugte regulire Distribution. Offenbar gilt dann fiir alle ¢ € Z(R™) und
alle « € Nj mit |o| <k

1) = | @ eds= (-1 [ forpds = (-1 (%)

n Rn

Dies motiviert die folgende

5.7 Definition. Fiir beliebiges u € Z'(G) sei fir a € Nj
°u: D(G) = C, @ (=D)u(9%).

0%u heifit Ableitung der Distribution v vom Grad |«|.

Es ist klar, dass 0%u € 2'(G) ist, da mit ¢, — 0 in Z(G) auch 0%, — 0 in Z(G)
gilt. Also ist jede Distribution beliebig oft differenzierbar.
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5.8 Beispiel (Heaviside-Funktion). Sei

h(z) = {1 x>0,

0 :x<0.

Dann ist h € Li (R), und fiir p € Z(R), supp ¢ C [a,b] mit a < 0 < b gilt

loc

b b
M () = — / W)y (x) da = — / o () dx = p(0) = dolp).

Also erhalten wir [h] =y in Z/'(G).

b) Sobolevriume: Definition und erste Eigenschaften

Im folgenden sei G C R" ein Gebiet und 1 < p < oo.
Fiir eine Distribution v € Z'(G) und einen Multiindex o € Ny schreiben wir
0%u € LP(@G),
falls eine Funktion f € LP(G) existiert mit 0%u = [f] in 2'(G). Hier ist [f] wieder

die zu f gehorige regulére Distribution.

5.9 Definition (Sobolevrdume). a) Zu s € Ny definiere
WP(G) :={u € 2'(G): 0ue LP(G) (0<|al <s)}.
Als Norm in W*P(G) definiert man

1/p

H“HWW(G) = ”UHs,p,G = Z ”aaU”ip(G)

0<|a|<s

b) Zu s € Ny definiere H*?(G) als die Vervollstindigung von {u € C*(G): ||ull,, & <
oo}. Im Falle p = 2 schreiben wir auch H*(G) statt H*?*(G).

¢) Zu s € Ny definiere Hy"(G) als den Abschluss von C§°(G) im Raum H*P(G).

5.10 Bemerkung. a) In der Definition von W*?(G) wird insbesondere u € LP(G)
gefordert. Daher kann man auch schreiben

WoP(G) = {u € LP(G): 0*u e LP(G) (0<|a| < s)}.

b) Die Vervollstandigung eines metrischen Raums kann abstrakt definiert werden. Im
Fall von H*?(G) ist aber wegen |||| ., ) < [[l,, ¢ offensichtlich H*?(G) C LP(G),
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d.h. ein Element der abstrakten Vervollstindigung kann mit einer Funktion in LP(G)
identifiziert werden.

c¢) Im Fall p = 2 erhélt man das Skalarprodukt

(U, V) gy = Z (0%, 0V) 12 -

laf<s

5.11 Lemma. Die Riume H*?(G) und W*P(G) sind Banachrdume.

Beweis. Der Raum H*P(G) ist als Vervollsténdigung eines normierten Raumes kon-
struktionsgeméfl ein Banachraum. Sei also (u)eny € W*P(G) eine Cauchyfolge.
Nach Definition der Norm ist fir 0 < |a| < s auch (0%us)een C LP(G) eine Cauchy-

.....

Fiir die zugehorigen regulidren Distributionen gilt mit der Holder-Ungleichung fiir

alle p € 7(QG)

0%l () = [ual(9)] = /G (0% — ua)(x)p(x) d

< [|0%ue — UaHLp(G) ) ||90||Lq(c) — 0 ({ — o0),

wobei }D + % = 1 ist. Also gilt

(0°[u)) () = (=D)*u)(9%¢) = lim (=1)*'[ur) (9%¢) = lim [0"us] () = [ua](¢)

{—00 L—o0
fir alle ¢ € Z2(G). Somit ist 0%u = u, in Z'(G), d.h. u € W*P(G).
Es folgt

lue = ulll = > 0% = 0ulffp g — 0 (£ — o0),
0<||<s

also haben wir uy — w in W*?(G), und W*?(G) ist ein Banachraum. O

Die beiden Definitionen von Sobolevrdumen sind fiir allgemeine Gebiete dquivalent.
Der folgende Satz wurde erst 1964 bewiesen (wéhrend die ersten Definitionen bereits
1938 formuliert wurden).

5.12 Satz (,H = W*). Firl <p<oo unds € Ny gilt

W (G) = H*%(G).

© Robert Denk 03.08.2017



5. Distributionen und Sobolevrdume 47

Beweisskizze. (i) Es gilt H*P(G) C W*P(G): Sei u € H*?(G) und (u)eeny C C*°(G)
eine Cauchyfolge bzgl. |-, , o, welche gegen u konvergiert. Nach Definition der
[l p.c-Norm gilt wieder %y — u, mit u, € LP(G). Wie im letzten Beweis
sieht man 0%u = u, in 2'(G) und damit u € WP(G).

(ii) Fiir die Inklusion W*P(G) C H*?(G) ist zu zeigen, dass C*(G) N H*?(G) dicht
in W*P?(G) liegt. Unter Verwendung des Friedrichsschen Glattungsoperators kann
man sogar zeigen, dass

{p e C%(G): el pe < o0}

dicht in W*P(Q@) liegt. Dies geschieht iiber eine kompakte Ausschopfung von G und
eine zugehorige Partition der Eins. Die Details sind z.B. im Buch von Adams [!]
beschrieben. ]

Fallsu € C 1_@) und G ein Gebiet mit C'-Rand ist, so gilt nach dem Satz von Gauf3
fir f € C'(G;C") die Gleichheit

/Gu(x) div f(z)dx = — /G(Vu(x))Tf(x)dx +/ w(z)n(z)" f(z)dS(z).  (5-1)

oG

Dabei ist n(zx) € R” fir z € 0G der duBere Normalenvektor und dS steht fiir
das OberflichenmaB auf OG. Die Divergenz eines Vektorfeldes f € C'(G;C") war
definiert als div f := 22:1 Oy, f;- Es gilt ulpe = 0 genau dann, wenn fiir alle f €
C'(G;C") das letzte Integral in (5-1) verschwindet, d.h. falls gilt

(u, div f)r2q) = —(Vu, flrzen  (f € CHG;CY)). (5-2)

Dabei definiert man

(. ) o(cny = / (@), g(e))endz (frg € L3(G5C)

c
mit dem Standard-Skalarprodukt (-, -)cn auf C".

Der Raum Hj(G) war definiert als Abschluss von 2(G) im Raum H'(G). Da alle
Testfunktionen auf dem Rand OG den Wert 0 annehmen, ist fir v € H'(G) die
Bedingung v € H}(G) als eine Verallgemeinerung der Randbedingung u|ge = 0
(Dirichlet-Randbedingung) zu verstehen. Der folgende Satz zeigt, dass auch im So-
bolevraum eine zu (5-2) analoge Beschreibung gilt.

5.13 Satz. Sei w € H'(G). Dann gilt w € H}(G) genau dann, wenn fir alle f €
L*(G;C") mat div f € L*(G) die Gleichheit (u,div f) 2y = —(Vu, ) 12(com) gilt.

Der Satz wird hier nicht bewiesen. Man beachte, dass alle Ableitungen hier distri-
butionell zu verstehen sind.
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c) Wichtige Sitze aus der Theorie der Sobolevriume
Die folgenden Ergebnisse aus der Theorie der Sobolevriaume werden nicht bewiesen.

5.14 Satz (Sobolevscher Einbettungssatz). Seien s € N, k € Ny und 1 < p < o0,
und sei G C R™ ein C'-Gebiet.

Falls s > o+ k, dann gilt
WHP(G) — CF(G).
Insbesondere ezistiert ein C' > 0, so dass fir alle u € W*P(G) die Abschditzung
||u||c'{fG) <C HUHWs,p(G)
qgilt.
5.15 Definition. Seien X und Y normierte Rdume und K: X — Y eine (nicht

unbedingt lineare) Abbildung. Dann heift K kompakt, falls fiir jede beschréankte
Folge (2,,)neny C X die Folge (Kx,)neny C Y eine konvergente Teilfolge besitzt.

5.16 Satz (Rellich-Kondrachov). Sei G C R" ein beschrinktes C'-Gebiet.
a) Firl <p< oo und s € N ist die Einbettung

WeP(G) — LP(G)
kompakt.
b) Firl <p<oounds¢eN mitsp>n ist die Einbettung
WP (G) — Cy(G)
kompakt.

Die folgende Ungleichung ist sehr wichtig, um Abschédtzungen beweisen zu kénnen.

5.17 Satz (Erste Poincarésche Ungleichung). Es sei G C R™ ein Gebiet, welches in
eine Richtung beschrinkt ist. Dann existiert eine Konstante b > 0 so, dass

lull 2y < 0lIVUllpegeny (v € Hy(@)).

Damit ist durch

) 1/2
uline = (Y 107ulta) )

jal=1

auf Hy(G) eine Norm gegeben, welche zur Norm ||-|| () dquivalent ist.

© Robert Denk 03.08.2017



5. Distributionen und Sobolevrdume 49

Beweis. Es sei G ohne Einschrankung in x,-Richtung beschrénkt, d.h. es gelte
GCc{reR":0<x, <b}

fiir ein b > 0. Wir beweisen die Aussage zunéchst fir u € Z(G), wobei wir u(z) := 0
fir x € R™\ G setzen. Offenbar gilt nach dem Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung

u(x) = / ' 1-Opu(xy, ..., 20 1,t)dt.
0

Damit kénnen wir unter Verwendung der Cauchy—Schwarz—Ungleichung wie folgt
abschétzen:

Tn b
lu(z)|* < b/o Opu(zy, ... Ty 1, t)|?dt < b/o |Vu(xy, ... 2, 1,t)2dt.

Somit folgt

b b
ull 72 gb/o {/R /0 |Vu(:zc1,...,xn_l,t)|2dtdxl---dwn_l}dxn

< VIVl 72
und das war zu zeigen. Da 2(G) C H}(G) dicht liegt, folgt die Abschiitzung fiir
beliebige u € Hy(G) durch Approximation in der ||-|| ;1 g-Norm. O

5.18 Satz (Zweite Poincarésche Ungleichung). Sei G C R™ ein beschrinktes C*-
Gebiet. Dann existiert ein ¢ > 0 mit

il < ¢ (19l + | [ wtoyaal) - we i),

Damit ist durch

) o\ 1/2
lull g1y = (||VU||L2(G)n + [ (1) 12 | )

eine Norm auf H*(G) gegeben, welche zur Norm [l gy dquivalent ist.

Beweis. Wir nehmen indirekt an, dass eine Folge (ug)ren C H'(G) existiert mit
[uell 2y = 1 und

1
Vel o + | (e, Do < 5 (CEN).

Nach dem Satz von Rellich-Kondrachov existiert eine Teilfolge (ty)een, die etwa
gegen ug € L*(G) konvergiert. Wegen ||V — 0 folgt, dass (@) ey C H'(G) eine
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Cauchyfolge ist. Da H'(G) vollstindig ist, existiert ein @y € H'(G) mit w, — Uy
in H'(G). Wegen der Eindeutigkeit des Grenzwertes ist vy = uy. Wegen (uy, 1) —
0 folgt (up,1) = 0. Andererseits gilt Vuy = lim,,_,., Vu, = 0, also ug = const.
Insgesamt folgt also uy = 0, was im Widerspruch zu

luoll 2 = Jim [l = 1

steht. ]

© Robert Denk 03.08.2017



o1

6. Klassische Sitze der Funktionalanalysis

6.1 Worum geht’s? Zu den klassischen Sétzen der Funktionalanalysis gehort (ne-
ben dem Satz von Hahn-Banach) der Satz von Baire mit seinen Folgerungen. Der
Satz von Baire ist wesentliches Beweismittel fiir einige Sétze aus der Operatortheo-
rie, welche wichtige Aussagen iiber abgeschlossene Operatoren liefern, z.B. der Satz
vom stetigen Inversen und der Satz vom abgeschlossenen Graphen.

Weitere klassische Sétze (ebenfalls unter Verwendung des Satzes von Baire beweis-
bar) sind das Prinzip der gleichméfiigen Beschrianktheit bzw. der Satz von Banach-
Steinhaus. Dieses Prinzip besagt, dass man aus einer punktweisen Abschéatzung be-
reits eine gleichméfige Abschétzung einer Familie von Operatoren erhalten kann.

6.2 Satz (Bairescher Kategoriensatz). Sei (X, d) ein vollstindiger metrischer Raum,
A, C X abgeschlossen. Falls A := |, oy An eine offene Kugel enthilt, so existiert
ein ng € N so, dass A, (schon) eine offene Kugel enthdlt.

Beweis. Sei B(zg,r) C A eine offene Kugel. Angenommen, kein A, enthélt eine
offene Kugel (also: jede offene Kugel B(x,¢) ,ragt iiber jedes A, hinaus“), d.h.

VneNVe>0VaeeX: (X\A,)NDB(z,e) #0.

Dann ist einerseits (X \ A;) N B(xg, ) nichtleer (enthdlt also ein x;), andererseits
offen (als Durchschnitt zweier offener Mengen), also gibt es ein £; € (0,1/2) mit

B($1,51) - (X\Al) ﬂB(l’o,T).

Wihle nun im néchsten Schritt erst ein xs und danach ein €5, sodass B(zs,e2) C
(X \ As) N B(z1,€1) (offen, nicht leer) und 0 < &5 < 7.

Allgemein wéhle ,41,&,.1 mit B(zpi1,6n11) C (X \ Apy1) N B(xy,,e,) und 0 <
Ens1 < 27771 Zusitzlich kénnen wir €,41 so klein wihlen, dal B(z,1,6,41) C
B(xy, yaen) gilt, mit einer geeigneten Konstanten -, < 1.

Wegen ¢, — 0 und x,41 € B(xy,,&,) ist (2,)nen Cauchyfolge, d.h. z,, — = € X.
Hier verwenden wir, dass X vollstédndig ist. Wegen

m—00

d(z,xz,) = lim  d(xp,,z,) < Ynen <én
—_——

<Ynén falls m>n

haben wir dann auch z € [ B(xy,&n).
neN

Aber es gilt sowohl
(M) Blanzn) © )X\ A) = X\ 4

neN neN
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52 6. Klassische Sitze der Funktionalanalysis

als auch
ﬂ B(xy,e,) C B(w1,e1) C B(zo,7) C A.
neN
Somit ist (), ey B(Zn, en) = 0 im Widerspruch zu z € (), oy B(%n, €n)- O

6.3 Bemerkung. Eine Menge A C X heifit nirgends dicht, falls A keine inneren

Punkte enthilt, d.h. A = . Dies ist dquivalent dazu, dass A keine offene Kugel
enthalt.

Eine Menge A C X heifit von erster Kategorie (mager) in X, falls A € ([~ 4,
mit nirgends dichten Mengen A,, gilt. Gibt es keine solche Darstellung, heifit A von
zweiter Kategorie.

Damit erhalten wir folgende Formulierung des Satzes von Baire: Sei (X, d) vollsténdi-
ger metrischer Raum. Falls A C X eine offene Kugel enthélt, dann ist A von zweiter
Kategorie in X. Insbesondere ist X von zweiter Kategorie in sich.

6.4 Satz (Prinzip der gleichméfigen Beschrénktheit). Sei (X, d) vollstindiger me-
trischer Raum, T eine Familie stetiger Abbildungen f: X — K. Die Familie T sei
punktweise gleichmdfig beschrdankt, d.h. es gilt

VeeX3e, >0V feT: [f(x)] <c.
Dann existiert eine offene Kugel K und ein ¢ > 0 mit

Vee KV feT: |f(x)] <c

Beweis. Die Menge

Ay={zeX: VfeT:[f(x)| <n}=[{ze€X:|f(x)] <n}
feT

ist (als Durchschnitt abgeschlossener Mengen) abgeschlossen. Fiir x € X existiert
nach Voraussetzung ein ¢, > 0 mit |f(x)] < ¢, (f € T), d.h. es existiert eine
natiirliche Zahl n mit x € A,. Somit ist X = J, o An-

Nach dem Satz von Baire existiert ein ng € N und eine offene Kugel K C A4,,.
Damit ist |f(x)| <no (ze€ K,feT). O

6.5 Satz (von Banach-Steinhaus). Sei X Banachraum und Y normierter Raum.
Sei T C L(X,Y) eine punktweise gleichmdfig beschrinkte Familie, d.h. es gelte

VeeX3e,>0VT eT: ||Txly <c,.

Dann existiert ein ¢ >0 mit |T|| <c¢ (T'eT).

© Robert Denk 03.08.2017



6. Klassische Sitze der Funktionalanalysis 53

Beweis. Definiere T := {fr: T € T} als Familie stetiger Abbildungen fr: X —
K durch fr(z) := ||Tz|y. Nach Voraussetzung ist diese Familie 7’ punktweise
gleichméfig beschrankt.

Nach Satz 6.4 existieren B(zg,79) und ¢ > 0 mit
Ve Bxg,ro) VT €T: ||[Txlly <.

Seinun z € X, ||z|| =1 und 7" € 7. Dann gilt

2 To
Tl = = [7(Ge —aot o), <
2 4
<2 (|rge-sl, | 23 |,) < he e
To 2 Y ~~ lly To
EB(.T(),T()) GB(xo,To)
Somit gilt ||| <c¢ (T €T). O

Man beachte fiir den folgenden Satz, dass eine Abbildung offen heifit, falls offene
Mengen auf offene Mengen abgebildet werden (siehe Definition 1.2).

6.6 Satz (Prinzip der offenen Abbildung). Seien X,Y Banachriume und T €
L(X,Y) surjektiv. Dann ist T' offen.

Beweis. Wir setzen B,, := B(0x,n) C X fiir n € N.

(i) Es existiert ein ¢ > 0 mit B(0y,e) C T(B;): Da T surjektiv ist, gilt ¥ =
Unen T(Br). Nach dem Satz von Baire ist das Innere von T'(B,,) fiir mindestens ein

n € N nichtleer, d.h. es existieren n € N, gy > 0 und yo € Y mit B(yo,e0) C T(B,).

Da T surjektiv ist, existiert ein o € X mit Txy = yo. Es ist B(yo,e0) = Txo +
B(0y, o) und damit

B(Oy,€0) - (Bn) —Txy = T(??,Bl — l’o) C T(mB1) =m T(Bl)

fiir ein m € N. Beachte dabei, dass nB; — x¢y C mB; fiir grofles m gilt. Wir erhalten

B(0y,e) C T(By) fiir € := gg/m.

(ii) Es gilt T(B,) C T(By): Dazu sei y € T(B;) und € wie im Schritt 1. Nach
Definition des Abschlusses gibt es ein z; € By mit y — Tz, € B(0y, §).

Nach Schritt (i) ist B(0y, §) € T(B(0x, 3)). Wihle nun z, € B(0x, 3) mit

y—Txy —Tay € T(B(0x, 1)) C T(B(0x, 1))

Wir erhalten iterativ eine Folge (7,)ney C X mit z, € B(0x,27"™!) und y —
Sor Tx; € B(0y,2 "¢). Nach Wahl der =, ist « := > 7 | x,, absolut konvergent.
Es gilt © € By wegen ||z]|x <> [lzallx < 2.
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Aus der Stetigkeit von T" erhalten wir y = >0, Tw; = T(Y 2, 2;) = Tz € T(By).
(iii) 7" ist eine offene Abbildung: Sei U C X eine offene Menge, und sei = € U.

Dann existiert ein § > 0 mit B(x,0) C U. Nach (ii) gilt B(0y,e) C T(Bz) und
damit B(0y, %) C T(B(0x,d)). Damit gilt

B(Tz,%) =Tz + B(0y,%) C Tz + T(B(0x,6)) = T(B(z,8)) C T(U).

Also ist T(U) C Y offen. O

6.7 Korollar. Seien X,Y Banachriume und T: X D D(T) — Y ein abgeschlosse-
ner linearer Operator. Falls R(T) abgeschlossen ist, dann ist

T (D(T), |- lx) = (R(T), [[ - [Iy)

offen.

Beweis. Versehen mit der Graphennorm ||z = ||z|x + || Tz]]y, ist D(T") ein Ba-
nachraum nach Lemma 4.7. Der Operator T: (D(T), Ill7) = R(T), © — Tz, ist
surjektiv per Definition, und er ist beschrinkt mit Operatornorm < 1, also ist er
stetig. Der lineare Raum R(7') ist (als abgeschlossener Unterraum des Banachraums
Y') ein Banachraum. Also sind alle Voraussetzungen von Satz 6.6 erfiillt, und

ist eine offene Abbildung.

Sei U eine offene Teilmenge von (D(T), ||-||), und sei v € U. Dann existiert ein
e > 0so, dass {v € D(T): |lu—v|y < e} C U. Dann gilt aber erst recht {v €
D(T): |lu—vl|; < e} C U, dh. die Menge U ist auch eine offene Teilmenge von

(D(T), || - |lr). Da T offen ist, ist T(U) = T(U) offen in (R(T), | - [ly)- O

6.8 Satz (Stetigkeit des Inversen). Seien X,Y Banachrdiume und T: X C D(T) —
Y ein abgeschlossener linearer Operator mit ker T = {0} und R(T') abgeschlossen.
Dann ist T~ (R(T), || - lly) = (X, || - l|1x) stetig.

Beweis. Weil T injektiv ist, existiert 77': R(T) — D(T) als lineare Bijektion. Die
Stetigkeit von T~! ist per Definition #quivalent zur Offenheit von 7. Nun wende
man Korollar 6.7 an. O

6.9 Satz (Satz vom abgeschlossenen Graphen). Seien X,Y Banachrdiume, T: X D
D(T) — Y abgeschlossener linearer Operator. Falls D(T) abgeschlossen ist, so ist
T stetig.
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Beweis. Da T abgeschlossen ist, ist G(T) mit ||(z,T2)||, := ||z|| ¢ + |/ Tz||, als abge-
schlossener Unterraum von X @Y ein Banachraum. Die Projektion 7 : G(T') — X,
(x,Tx) — =z, ist injektiv und hat Operatornorm < 1, ist also stetig, und damit
ein abgeschlossener linearer Operator. Der Wertebereich R(m) = D(T) ist abge-
schlossen in X. Nach Satz 6.8 ist 7' stetig als Abbildung von (D(T), ||-||x) nach
(G(T), |Illg)- Ebenso ist my: G(T') = Y, (x,Tx) — T, stetig als Abbildung von
(G(T),|Ill) nach (R(T),]*|ly)- Damit ist T' = mp o 7 " stetig. O

6.10 Korollar. Seien X; = (X, ||-||;) und X3 = (X, ||-||,) Banachrdiume mit
2]y < ellzll, (= e X)

fiir eine Konstante ¢ > 0.

Dann sind die Normen ||-||, und |||, dquivalent, d.h. es gibt eine Konstante ¢ > 0
mit & ||z, < [lell, <ellzll, (v e X).

Beweis. Satz 6.8, angewandt auf id: (X, ||-|,) = (X, [|]l;), = — «. O

6.11 Bemerkung. Sei X Banachraum, Y normierter Raum und 7: X — Y ein
Isomorphismus normierter Rdume, d.h. T linear, bijektiv und 7', 7! stetig. Dann
ist auch Y ein Banachraum. Denn falls (y,),eny C Y eine Cauchyfolge ist, so auch
(Tp)nen mit x, := T~ ly,. Damit existiert x := lim, z,, € X, und fir y := Tz € Y
gilt v, — v.

Man beachte, dass hier die Linearitdt entscheidend ist, vergleiche arctan: R —

(—m/2,7/2).

6.12 Lemma. Seien X,Y Banachridume und T: X D D(T) — Y abgeschlossener
linearer Operator. Dann sind dquivalent:

(i) Es existiert ein C > 0 mit ||Tx|y > C||z|x (x € D(T)).
(ii) T ist injektiv und R(T) ist abgeschlossen.

Beweis. (i)==(ii). Der Operator T': (D(T), ||||;) — (R(T),|||ly-) ist surjektiv per
Definition und offensichtlich injektiv. Weiterhin ist er beschrénkt mit Operatornorm
< 1, also stetig. Sein Inverses ist ebenfalls ein beschrinkter Operator, wegen (i).

Also ist T: (D(T'), ||-|7) = (R(T),||||y-) ein Isomorphismus von normierten Réum-
en. Da (D(T),||-||;) Banachraum ist (denn 7" ist abgeschlossener Operator), ist R(T')
abgeschlossen nach Bemerkung 6.11.

(il)==(i) folgt direkt aus dem Satz vom stetigen Inversen. O

© Robert Denk 03.08.2017



56 7. Niitzliches diber das Spektrum

7. Niitzliches iiber das Spektrum

In vielen Anwendungen ist es wichtig, das Spektrum eines Operators gut zu kennen.
So kann man etwa am Spektrum ablesen, ob die Losung einer Differentialgleichung
fiir grole Zeiten gegen Null konvergiert (Stabilitdt). Es gibt eine ganze Reihe klei-
ner Aussagen iiber das Spektrum, welche bei der Bestimmung des Spektrum helfen
konnen. Am einfachsten (aus der Sicht des Spektrums gesehen) sind selbstadjun-
gierte Operatoren. Zum Gliick sind das auch die Operatoren, welche am haufigsten
vorkommen. Fiir Anwendungen sehr niitzlich ist auch der Begriff des approximativen
Spektrums.

Im folgenden seien X und Y C-Hilbertraume.

7.1 Satz. Sei T: X D D(T) — Y ein dicht definierter Operator. Dann gilt

a) R(T)+ = WL = ker T*.

b) R(T) = (ker T*)*.

Beweis. a) Es gilt y € R(T)* genau dann, wenn fiir alle x € D(T) gilt (Tz,y) = 0.
Dies ist aquivalent zu y € D(T*) und T*y = 0, also zu y € ker T™.

b) Nach a) gilt R(T) = (R(T))** = (ker T*)*.

7.2 Bemerkung. Falls T: X D D(T) — X ein dicht definierter und abgeschlosse-
ner Operator ist, so ist T ebenfalls abgeschlossen und dicht definiert, und es gilt
T** =T. Wendet man Satz 7.1 auf 7™ an, so erhilt man

R(T)* =ker T, R(T*) = (kerT)*.

7.3 Lemma. a) Sei T € L(X). Dann ist T genau dann selbstadjungiert, falls
(Tz,x) € R gilt fiir alle x € X.

b) Sei T: X D D(T) — X dicht definiert. Dann ist T genau dann symmetrisch,
falls (Tx,z) € R (z € D(T)).

Beweis. a) (i) Sei T'=T*. Dann ist (Tz,z) = (z,Tx) = (Tx,x) € R.
(ii) Seien z,y € X und « € C. Nach Voraussetzung ist

(T(x 4+ ay),z+ ay) = (T(x+ ay),z + ay)

© Robert Denk 03.08.2017



7. Niitzliches tiber das Spektrum 57

und damit
a(Ty,z) +a(Tx,y) = aly, Tz) +a(z, Ty) .
Fir o = 1 erhalt man
(Ty,z) + (Tx,y) = (y, Tz) + (z,Ty) .

Fir o =1 erhalt man

<Ty,£lj‘> - <T$ay> = <y>T:C> - <$,Ty> :

Somit folgt
(Ty,z) = {y,Tz) (z,y € X).
Nach Definition von T gilt also T' = T™.

b) Die Rechnung unter a) zeigt, dass (T'x,y) = (x,Ty) (z,y € D(T)) gilt. Dies ist
dquivalent zu T C T™, d.h. zur Symmetrie von 7. O

7.4 Satz (Spektrum selbstadjungierter Operatoren). Sei T ein selbstadjungier-
ter linearer (nicht notwendig beschrdankter) Operator mit dichtem Definitionsbereich
D(T). Dann gilt

(i) o(T) C R.
i) (T =AY <|ImA~t (AeC\R).
iii) Fir A € 0,(T) sind geometrischer und algebraischer Eigenraum identisch.

iv) Figenvektoren zu verschiedenen Figenwerten sind orthogonal.

(
(
(
(v) 0.(T) = 0.

Beweis. (i) Sei A € C\R und = € D(T). Nach Lemma 7.3 gilt Im (T'z, x) = 0. Dann
ist mit Cauchy—Schwarz

(T =Nzl -l = (T = Nz, 2)] = I (T = Nz, )| = [ImA| - [|z]*. (7-1)

Nach Lemma 6.12 ist T'— A injektiv und R(7" — \) abgeschlossen. Weiterhin ist auch
T — X injektiv wegen A € C \ R.

T — X ist surjektiv, denn mit Satz 7.1 b) haben wir

R(T =) = R(T — \) = (ker((T' — \)*))" = (ker(T — X))L = {0} =
Insgesamt haben wir gezeigt, dass fiir A € C \ R der Operator 7' — X bijektiv ist.
(ii) Setze y := (T'— A)x in (7-1) und erhalte

Iyl > [Tm Al - [|(T =X "y -
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(iii) Sei N )(\a) (T') der algebraische Eigenraum zum Eigenwert A von T'. Die Inklusion
ker(T'—\) C N)(\a) (T') gilt immer. Sei also = € Nia) (T) \ ker(T'— X\) mit A € R. Dann
gilt x € D((T'— A\)™) und (7' — X\)"z = 0 fiir ein n > 2, aber (T'— A\)z # 0. Wegen
T =T*und A € R ist dann

(T — N a||* = (T = N, (T — )" 22) = 0.
Induktiv folgt (T — \)" 2z =0,...,(T — X\)z = 0, Widerspruch.

(iv) Das folgt wie in der linearen Algebra. Seien xq,xs Eigenvektoren zu A\ # Ao
mit A2 € R. Dann gilt

Mz, m2) = (Twy, 19) = (11, T'ra) = Ay (1, 72) -
Wegen Ay # Ay folgt (zq,29) = 0.

(v) Angenommen, es existiert ein A € ¢,.(7"). Dann ist A € R wegen (i), sowie T'— A
injektiv und R(T — \) # X wegen der Definition von o,. Schlielich ist dann

R(T =) = ((R(T = M)") " = (ker((T = \)*)* = (kex(T — A))" = {0}* = X,
Widerspruch. O

Der folgende Satz wird genauso wie Satz 7.4 bewiesen.

7.5 Satz (Spektrum unitérer Operatoren). Sei X ein Hilbertraum und T € L(X)
unitdr. Dann gilt

i) o(T) C {A e C: |\ =1}
(i) (T =27 < m fir |\ # 1.

Die Aussagen (iii)—(v) von Satz 7.4 gelten analog.

7.6 Beispiel. Sei T ein selbstadjungierter (nicht unbedingt beschréankter) Operator
in X. Dann heifit U := (T —1)(T +i)~! die Cayley-Transformierte des Operators
T. Dieser Operator U ist unitidr. Die Cayley—Transformation ist umkehrbar: sei
U € L(X) ein unitdrer Operator, fiir den 1 — U injektiv ist. Dann ist der Operator
T:=i(1+U)(1—U)"! selbstadjungiert mit Definitionsbereich R(1 — U), und seine
Cayley—Transfomierte ist wieder gleich U. Der Nutzen dieser Transformation besteht
darin, dass sich einige Aussagen iiber unbeschrinkte selbstadjungierte Operatoren
gewinnen lassen, wenn man ihre Cayley—Transformierten studiert, welche den Vorteil
haben, beschrinkt zu sein.

7.7 Definition (numerischer Wertebereich). Fir T € L(X) ist der numerische
Wertebereich definiert durch

W(T) = {(Tw,z) - [lz] = 1}.
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7.8 Lemma. Sei X ein Hilbertraum und T € L(X). Dann gilt o(T) C W(T).

~—

Beweis. Sei A ¢ W(T'). Wir wollen zeigen, dass A € p(T). Fiir ||z|| = 1 gilt nun

0<d:=dist\,W(T)) < |AN=(Tz,z)| =|{(AN—=T)z,z) |
< T =Mzl - llzll = 1T = A)z]
Damit haben wir ||(T'— A)z| > d||z|| (z € X). Also ist nach Lemma 6.12 der

Operator T'— X injektiv und R(T — \) abgeschlossen. Falls T'— A nicht surjektiv ist,
dann existiert ein xg € R(T — \)* mit ||zo| = 1, und es ist

0= (T — Nz, z0) = (Txg, z0) — A,

was im Widerspruch steht zu A € W(T). O

7.9 Lemma (approximative Eigenwerte). Sei T: X D D(T) — X ein abgeschlos-
sener linearer Operator. Die Menge der approximativen Figenwerte ist definiert als

Tapp(T) :={A € C: 3 (zn)new € D(T), [lzall =1 = [[(T' = A)zn|| — 0}

Dann gilt
0p(T)U o (T) C 0app(T) C o(T).

Insbesondere gilt fiir selbstadjungierte Operatoren T’

o(T) = 0p(T) U0e(T) = oapp(T).

Beweis. (i) Sei A € oapp(T). Falls A € p(T), so wire (T — \)~! stetig, d.h. fiir alle
z, € D(T)\ {0} ist

|2l _
—H(T_ NEN| < ||(T— A) 1” < 00.

Dies ist aber ein Widerspruch zur Definition der approximativen Eigenwerte.

(ii) Fiir A € 0,(T) setze z,, :== x mit einem normierten Eigenvektor x zum Eigenwert

A

Sei A € o.(T). Dann ist T' — X injektiv und R(T — \) nicht abgeschlossen. Nach
Lemma 6.12 existiert kein C' > 0 mit ||(T'— A)z| > C'||z||. Somit existiert eine
Folge (z,)neny mit ||x,|| =1 und [[(T" — A)z,|| — 0. O

7.10 Lemma. SeiT € L(X) selbstadjungiert. Fir m = inf|, =1 (Tx,x) und M =
Sup| =1 (I'z, ) gilt o(T) C [m, M] und m, M € o(T).
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Beweis. Die Inklusion o(T") € W(T') C [m, M] gilt nach Lemma 7.8.

Sei (zp)neny C X mit ||z,|| = 1 und (T'z,, z,,) —> m. Nach Definition von m ist die
Bilinearform [z, y] := ((T'— m)z,y) positiv semidefinit, und nach Cauchy-Schwarz
(angewandt auf [-,-]) gilt

1T = )2 = [, (T = )] < [, 2] V2T = )i, (T — )] 2
= (T — m)zp, z,)"? - ((T — m)*z,, (T — m)xn>l/2 — 0 (n — 0),

da (T — m)zn,z,) — 0 und (T —m)?z,, (T —m)z,) beschrinkt ist. Also ist
m € Oapp(T) C o(T'). Genauso zeigt man M € o(T). O

7.11 Definition und Satz. Sei T € L(X). Fir den Spektralradius
s n||1/n
r(T) = inf [T

gilt
r(T) = lim ||T"|"".
n—oo

Beweis. (i) Wir zeigen folgende Aussage: Sei (a,)ney € R mit 0 < a0y < apan,
fiir alle n,m € N. Dann gilt (a,)"/" — a := inf,(a,)"/" (n — o0).

Um dies zu beweisen, sei ¢ > 0. Wihle N € N mit (ay)" " < a + ¢ und setze
b(e) :== max{ay,...,ay}. Schreibe nun n € Ninder Formn = kN+rmit0 < r < N.
Dann gilt

(an)l/n = (akN—H")l/n < (a’]cvar)l/n

< (a4 )™V = (a4 €)(a + &) mpM"

= (a—i—é)((af_)g)r)l/n

< a+ 2e,

falls n hinreichend grof3 ist.

(ii) Setzt man a, := ||T™||, so gilt 0 < apim < anay, (n,m € N) wegen der Submul-
tiplikativitit der Operatornorm, und mit (i) folgt 7(7') = lim,, ., || 77|/ O

7.12 Satz. Sei T € L(X) selbstadjungiert. Dann gilt

r(T) = T[] = max{|A]: A € o(T)} = sup{| (Tw,2) |- [lz]| = 1}.
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Beweis. (i) Es gilt

1T = swp |Tzl|= sup (Tz,Tx))"
zeX, |lz]|=1 zeX, |lz]|=1
— s (1) < 7
zeX, |lz]|=1

d.h. ||T)* < ||T2|. Aus der Submultiplikativitit der Operatornorm folgt die andere
Ungleichung, d.h. es gilt ||T?|| = ||T||?. Tterativ folgt damit [|72"| = ||T|*" fiir
n € N. Damit ist 7(T) = lim,_,o || TV = ||T.

(ii) Sei M(T) := max{|\|: A € o(T)}. Nach Lemma 7.10 gilt M (T") = sup{| (T'z, z) |:
] = 13-

(iii) Fir |A| > ||T]| ist A € p(T") (Neumann-Reihe, vgl. Satz 4.16). Somit gilt M (7)) <
I7°]-

(iv) Zeige ||T|| < sup{|(Tz,z)|: ||z|]| = 1}: Fir z,y € X gilt
(T +y),z+y) = (Tr,2) £2Re(Tz,y) +(Ty,y)

und damit
Re(Tz,y) = 5 (T +9),7 + ) — (T(x ), = )
< MO (0 4y 4 o= yIP)
M(T)

(ll* + llyl*),

wobei die Parallelogrammgleichung verwendet wurde. Wahlt man x € X mit ||z|| =

1 und setzt y := HT ]» SO erhélt man
M(T)
5 (llzl* + llyl?) = M(T)

und damit ||T'|| < M(T). O

[Tx]| = Re(T'z, y) <

7.13 Bemerkung. a) Fiir nicht selbstadjungierte Operatoren gilt die Aussage von
Satz 7.12 i. allg. nicht, wie man an folgendem Beispiel sieht. Sei X = L?([0, 1]) und

(Az)(t) = /0 2(7) dr.

Der Operator A ist ein Beispiel eines Volterra—Operators. Es gilt o(A) = {0}.

b) Es gibt selbstadjungierte Operatoren, welche keinen Eigenwert besitzen. Betrach-
te dazu wieder X = L%([0,1]) und (Az)(t) := tz(t) (Multiplikationsoperator). Dann
ist 0,(A) = 0.
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7.14 Bemerkung. Die meisten obigen Aussagen und Beweise gelten nicht nur fiir
beschrénkte Operatoren in Hilbert- bzw. Banachrdaumen, sondern allgemein fiir Ele-
mente von Banachalgebren bzw. C*-Algebren. Die sog. Gelfand-Theorie von C*-
Algebren ermdglicht es, einen abstrakten Zugang zu Spektrum und Spektralsatz zu
finden.

7.15 Beispiel (Multiplikationsoperator). Sei X = L*((0,3)) und fiir f € X sei T'f
definiert durch (7f)(x) := ¢ (x)f(z) (x € (0,3)). Dabei sei die Funktion v definiert
durch

x, falls = € (0, 1],

P(x) =<1, falls z € [1,2],
r—1, fallsze[2,3).
Wir untersuchen das Spektrum des Operators 7.
(i) Offensichtlich ist 7" linear, und wegen

3 3
1T :/0 (@) f ()]*de < ||w|rio/0 |f(@)]Pdz = 4] f]

ist T € L(X) mit ||T] < 2.
(i) Es gilt fiir alle f € X

(Tf, f) = /0 V()| f(z)Pdr € R.

Nach Lemma 7.3 ist T' selbstadjungiert.
(iii) Wegen 0 < ¢(z) <2 (z € (0,3)) gilt fiir alle f € X mit ||f|| =1

(Tf. 1) = / ()| () P € [0,2).

Also gilt fiir den numerischen Wertbereich W (T') C [0, 2] und damit o(7") C [0, 2].

(iv) Sei A € (0,2) \ {1}. Dann ist die Menge 1)~'({\}) einelementig und damit eine
Nullmenge. Somit gilt: Falls f € X mit T'f = \f, so gilt (¢¥(z) — A)f(x) = 0 fast
tiberall und daher f(z) = 0 fast iiberall, d.h. f =0 in X. Also ist A kein Eigenwert.

Sei andererseits A = 1. Dann ist z.B. f(z) := x(1,2)(¢) ein Eigenvektor von 7. Somit
ist 1 € 0,(7"). (Man sieht sofort, dass die geometrische Vielfachheit oo ist.)

(v) Sei A € (0,2), und sei xy € (0,3) mit 1»(xg) = A. Da ¢ Lipschitz-stetig mit

Konstante 1 ist, gilt [¢(z) — ¥(x)] < L falls |2 — 20| < . Zun € Nsei [,, C (0,3)

ein offenes Intervall der Lange % mit zg € I,,. Fiir f,, :== /nyy, gilt dann f, € X

mit || f,]| = 1 sowie

(T — N foll? = i [Y(z) — ¥(x0)|*ndx < /1 #ndm = # — 0 (n — o0).
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Also gilt X € 0,,,(T) = o(T).

(vi) Da o(T') abgeschlossen ist, folgt 0 € (7)) und 2 € o(T"). Wie in (iv) folgt, dass
weder 0 noch 2 ein Eigenwert von T ist.

Insgesamt haben wir also 0,(T") = {1}, 0.(T) = [0,2]\{1} und (natiirlich) o,.(T") = 0.
Mit Satz 7.12 folgt nun auch ||T|| = maxye,(r) |A| = 2.
7.16 Beispiel (Laplace-Operator). Man definiert den Laplace-Operator in R” durch
D(A) := H*(R") c L*(R")
und A: L2(R") D D(A) = LA(R"), u s Au =37 s2su.
Dann ist A ein selbstadjungierter Operator, und es gilt
0(A) = 0.(A) = (—00,0].

Der Beweis erfordert einige Hilfsmittel, die nicht in dieser Vorlesung besprochen
werden. Es ist aber leicht zu sehen, dass A symmetrisch ist.

Falls G C R" ein beschrinktes Gebiet ist, so wird der Dirichlet-Laplace-Operator
definiert durch

D(Ap) == H*(G)N H}(G) C L*(G), Apu:= Au.

Wieder ist Ap selbstadjungiert, und es gilt o(Ap) = 0,(Ap) = {);: j € N} mit
0>XA >X>...und \; = —o0 (j — o0).
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8. Der Spektralsatz fiir selbstadjungierte
Operatoren

8.1 Worum geht’s? Der Spektralsatz ist einer der wichtigsten Sétze der Opera-
tortheorie. Es handelt sich dabei um eine Verallgemeinerung des bekannten Satzes
aus der Linearen Algebra, nach welchem selbstadjungierte Matrizen orthogonal dia-
gonalisierbar sind, also zunéchst einmal um eine Strukturaussage. Diese Darstellung
linearer selbstadjungierter Operatoren kann nun verwendet werden, um etwa Funk-
tionen von Operatoren zu definieren, was wichtige Anwendungen z.B. fiir partielle
Differentialgleichungen besitzt. Man erhélt einen Funktionalkalkiil fiir Operatoren.

a) Motivation und orthogonale Projektionen

Im Folgenden sei H ein C-Hilbertraum. Die orthogonale Diagonalisierbarkeit einer
hermiteschen Matrix kann mit Hilfe orthogonaler Projektionen geschrieben werden.
Dazu zunéchst ein kleines Lemma:

8.2 Definition. Sei M C H ein abgeschlossener Unterraum. Dann heifit die Ab-
bildung P: H — H, z + x; mit £ = 1 + 9, v1 € M, x5 € M+, die orthogonale
Projektion von H auf M.

Man beachte, dass die Abbildung nach dem Projektionssatz wohldefiniert ist.

8.3 Lemma. a) Sei M C H abgeschlossener Unterraum und P die orthogonale
Projektion von H auf M. Dann ist P € L(H) mit

1, falls M # {0},
1P|z = B
0, falls M = {0}.
Es gilt ker P = M+ und R(P) = M.

b) Ein Operator P € L(H) ist genau dann eine orthogonale Projektion, wenn P? =
P = P* gilt.

Beweis. a) Offensichtlich ist P linear. Nach dem Satz von Pythagoras gilt ||Pz||* =
z1]|* < |lz1]|? + [|z2]|* = ||z|* (x € H) und damit P € L(H) mit | Py < 1. Falls
M = {0}, so ist P = 0. Ansonsten gilt fiir z € M \ {0} die Gleichheit Pz = x und

Direkt nach Definition von P folgt R(P) = M und ker P = M*.

b) (i) Sei P die orthogonale Projektion auf M. Die Gleichheit P? = P ist klar nach
Definition von P. Seien z,y € H mit x = x1 + 22, y = y1 + Y2, wobei z1,y; € M
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und zs,ys € M*. Dann gilt
<P$,y> = <$1791 +y2> = <$17y1> + <x1ay2> = <Z’,y1> = <33,Py>,
=0
d.h. es ist tatsachlich P = P*.

(ii) Sei nun P = P* = P? € L(H). Setze M := R(P). Fiir eine Folge (y,)neny C M
mit y, — y existiert eine Folge (z,)neny C H mit y, = Pz, und es ist

Pyn = Pan - Pxn = Yn, (8_1)
und damit
lyn = Pyll = [[P(yn = | < 1PNl - llom =l — 0 (n —> 00),

d.h. Py = y wegen der Eindeutigkeit des Grenzwertes. Somit ist M abgeschlossen.
Aus Satz 7.1 und P = P* folgt dann M+ = ker P.

Weil M abgeschlossen ist, existiert die orthogonale Projektion P auf den Unterraum
M, und diese erfiillt P = P? = P* wegen Schritt b) (i).

Fiir z,y € H haben wir die Zerlegungen
N R R C R S VAP C RO Yo
und es folgt mit (8-1)
(Pz,y) = (w, Py) = (2,yV) = (z, Py + y*)) = (Pa,y).

Also gilt P= P, und P ist eine orthogonale Projektion. O]

8.4 Beispiel. Sei v € H mit [[v]| = 1. Dann ist P: X — X,z — (z,v)v die
orthogonale Projektion auf span{v}. Denn es gilt R(P) = span{v} und P?> = P = P*
wegen

P = ((x,v)v,v)v = {z,0) o] v = Pz,

(Px,y) = <(a:,v)v,y> = (z,v)(v,y) = <:E, <y,v>v> = (z, Py).

Sei nun {vy,...,v,} C H ein Orthonormalsystem, und sei P; := (-, v;)v; die ortho-
gonale Projektion auf span{v;} fiir j = 1,...,n. Dann gilt P;P, = 0 falls j # k,
und .
P:X—X z— Z(x,vj)vj
j=1
ist die Orthogonalprojektion auf M := span{vi,...,v,} wegen P? = P = P* und
R(P)=M.
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8.5 Bemerkung. Wir beginnen mit einer Darstellung bekannter Ergebnisse aus
der linearen Algebra. Sei T' = T* € L(C") = C™*" eine hermitesche Matrix. Dann
existiert eine Orthonormalbasis vy, ..., v, von Eigenvektoren von 7" zu Eigenwerten
Aj. Sei P; = (-, v;)v; die Projektion auf span{v,}. Dann gelten fiir alle z € C" wegen
der Basiseigenschaft und wegen Tw; = Ajv; die Darstellungen

x:ixvj ZPJZ
jl
Tx—Z)\ T, ;) Z)\Px

Man kann diese Darstellung noch nach gleichen Eigenwerten zusammenfassen: Sei

A € o(T) ein (eventuell mehrfacher) Eigenwert von 7', etwa A = Ay = - -+ = \; mit
d < n. Dann ist E({\}) := P, + --- 4+ P, nach Beispiel 8.4 die Orthogonalprojek-
tion auf span{vy,...,v4} = ker(T — \), d.h. auf den Eigenraum zum Eigenwert A.

Insgesamt erhélt man fiir alle x € H

r= Y E({\)z,

Xeo(T)

> AE{Mx

Aeo(T)

Ein Vorteil dieser Darstellung liegt darin, dass Funktionen der Matrix 7' einfach
dargestellt werden kénnen. Z.B. gilt TVx = > reo(T) AVE({A})z und exp(T)z =

> reo(T) e*E({\})z. Allgemein kann fiir eine beliebige Funktion f: 0,(T") — C durch
= > JWE{)z (weC)
Xeo(T)

eine Matrix f(7') definiert werden. Die obigen Darstellungen fiir z, Tz und die
Definition fiir f(7")x sollen nun auf Operatoren T' = T"* € L(H) iibertragen werden.

Die Menge der orthogonalen Projektionen besitzen eine partielle Ordnung, welche
durch folgendes Lemma charakterisiert wird.

8.6 Lemma. Seien Py, P, orthogonale Projektionen auf abgeschlossene Unterrdume
My bzw. My C H.

a) PPy ist genau dann orthogonale Projektion, falls PyPy = Py Py gilt. In diesem
Fall ist P, Py orthogonale Projektion auf den Unterraum My N M.

b) Es sind dquivalent:
(1) M1 C MQ.
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(i) Es gilt |Pix| < || Px| (€ H).
(iii) Es gilt Py < Py im Sinne von (Pix,x) < (Pyr,z) (r € H).
(IV) ESgiltPlpgz.PQPl :Pl.

Beweis. a) (i). Es gelte PP, = P, P;. Dann erhalten wir
(P\P)? = PLPR,P\P, = P}Py = PP,

und
(P1P2)*:<P2P1)*:P1*P2*:P1P2

Also ist P, P, eine orthogonale Projektion.
(ii). Sei P, P, orthogonale Projektion. Dann gilt fur z,y € H

<.I'7P2P1y> = <$7P2*P1*y> = <P1P2x7y> = <.Z', P1P2y> :
Dabher ist P1P2 = PQPl.

In diesem Fall gilt R(P,P,) C R(P;) = My und R(PP) = R(PP,) C M. Zu
x € MiNMyist x = Pyx = Py, d.h. (PyPy)x = x. Insgesamt erhalten wir R(P,Py) =
M, N M.

Der Beweis von Teil b) sei als Ubungsaufgabe iiberlassen. [

8.7 Lemma. Sei (P,)neny C L(H) eine Folge orthogonaler Projektionen in einem
Hilbertraum H mit P, < P, fir m < n. Dann konvergiert P, stark gegen eine
orthogonale Projektion P € L(H).

Beweis. Fiir z € H ist (|| P,z||)nen beschréankt, monoton steigend (Lemma 8.6 b)),
also konvergent. Fiir m < n ist

| P,z — Ppzx||” = (P, Pyx) — (P,x, P,x) — Pz, Pyx) + (Pyx, Pphx)
—_—— —_———— —_——
=|| Pz =(Py Pr,2)=(Ppx,z)=|| P/ =||Pp|)?

= || Pux|)® + || Pu||* — 2| Pp||* — 0 (m,n — 0).

Also existiert lim,, o, P,z (x € H), und der Grenzwert hingt linear von z ab; wir
kénnen ihn also Pz nennen, mit P € L(H).

Es gilt (Px,y) = lim, o0 (Prz,y) = lim, o (z, P,y) = (x, Py) und
(P?z,y) = (Pz, Py) = lim (P,z, Pyy) = lim (P,z,y) = (Pz,y).

Somit gilt P2 = P = P*und P, > P. O
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b) PV-Mafle und der Spektralsatz

Wir kommen noch einmal auf den Matrizenfall zuriick. In der Situation von Bei-
spiel 8.4 war

Te= Y ME({\)z (zeC").

Aeo(T)

Liest man hier E: o(T) — L(C™) als eine matrizenwertige o-additive Abbildung,
also als ein matrizenwertiges Maf}, kann man die rechte Seite als ein Integral inter-

pretieren, und man erhélt
T / ME().
o(T)

Man beachte dabei, dass o(T) = {A1,..., A} die disjunkte Vereinigung der ein-
elementigen Mengen {A1},...,{\n} ist und dass id: o(7T) — C eine Funktion mit
endlichem Wertebereich, also eine Stufenfunktion ist.

Dies soll im Folgenden formalisiert und auf den Fall unendlicher Spektren o(T)

verallgemeinert werden. Dabei sei stets (X, @7) ein Messraum.

8.8 Definition. Eine Abbildung F: &/ — L(H) heiit ein projektorwertiges Mafl
(PV-Ma$), falls gilt:

(i) E(A) ist orthogonale Projektion (A € ).

(i1) Sei (A,)nen C & eine Familie paarweise disjunkter Mengen. Dann gilt

[E( U An>]x =Y E(A)r (z € H).

neN neN
(iii) Es gilt B(X) = idy.
Eine Menge A € &7 heifit eine E-Nullmenge, falls F(A) = 0 (dabei ist die 0 auf der

rechten Seite der Nulloperator in H).

Falls X topologischer Raum ist und & = %(X) die Borel-o—Algebra, so besitzt
das PV-MaB kompakten Tréger, falls eine kompakte Menge K € (X)) existiert mit
E(K) =idg.

8.9 Bemerkung. Sei £ ein PV-Mafl. Durch direktes Nachrechnen kann man die
folgenden Aussagen beweisen.

a) E(0) = O0rm).
b) BE(B\ A) = E(B) — E(A) fir A, B € o/ mit A C B.
¢) E(AUB) + E(AN B) = E(A) + E(B) (A, B e o).
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d) Seien A, € o mit A, C A,11 (n € N). Dann ist E(, 4,) = s-lim, E(A,),
also mit Konvergenz in der starken Operatortopologie auf der rechten Seite.

Analog gilt fiir A, € & mit A, D A,41 (n € N) die Gleichheit E((), .y A4n) =
s-lim,, oo F(Ay).

e) E(ANB)=E(A)E(B)=E(B)E(A) (A,Be ).
f) Seien A, B € o/ mit AN B = (. Dann ist R(E(A)) L R(E(B)).
g) Sei x € H. Dann ist E,: o/ — [0,00) mit

ein endliches MaB mit ||E, ||y = E,(X) = ||z]|*.
h) Seien z,y € H. Dann ist E, ,: &/ — C mit
Epy(A) = (E(A)z,y)
ein komplexes Mafl mit ||, ,[,, < ||z] - |ly||. Dabei bezeichnet || - ||a; die Totalva-

riation.

8.10 Definition. Sei E ein PV-Maf}. Sei f: X — C eine Stufenfunktion, d.h. es
existiert eine Darstellung der Form f = >"" | fixa, mit f; € Cund A; € & disjunkt.
Dann heifit

[ rae =Y pp) e L)
i=1
das Integral von f bzgl. E.

Im Folgenden schreiben wir etwas préziser fiir eine Funktion f: X — C statt || f|«
auch

| fll.zee ) == sup [ f(A)].
AeX

8.11 Lemma. Sei E ein PV-Maf$ und seien f, g Stufenfunktionen.

a) Die Abbildung f — [ fdE (vom Vektorraum der Stufenfunktionen nach L(H))
ist linear.

b) Fiir x € H gilt ||([ fdE)z||" = [ |f2dE, < ||| %) 2]
¢) Es gilt ([ fdE)o ([gdE)= [ fgdE.
d) Es gilt ([ fdE)* = [ fdE.

Beweis. a) ist klar.
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b) Unter Verwendung des Satzes von Pythagoras erhalten wir

(e

=SB B = / P2 dE,
=1

2 2 2
< ||f||.$<>o(X) 1Bl = ||f||$°°(X) [z

2

n 2
> E(A)z
=1

¢) Mit Bemerkung 8.9 gilt

([ sam)( [oar)= (iifiEMi))(jilng(Bj))

— Z fig; E(A)E(B;) = Zfing(Ai N B;)

; i,J
= /fng.

d) folgt direkt aus der Definition des Integrals. O

8.12 Definition. Sei E ein PV-Ma8 auf (X, /) mit Werten in L(H). Dann wird
die Menge aller beschrénkten messbaren Funktionen f: X — C mit B(X) bezeich-
net. Fiir f € B(X) sei (fn)nen € B(X) eine Folge von Stufenfunktionen, welche
gleichméfig gegen f konvergiert. Definiere das Integral

/de ::/f()\)dE()\) = T}i_)rgo/fndEeL(H),

mit Konvergenz in der starken Operatortopologie. Fiir A € & setzt man [, fdE :=
f XAf dFE.

8.13 Bemerkung. a) Man beachte, dass das Integral wegen Lemma 8.11 b) wohl-
definiert ist.

b) Die Eigenschaften von Lemma 8.11 iibertragen sich in iiblicher Weise auf messbare
beschriankte Funktionen.

c¢) Falls K € & ist mit E(K) = idy, soist [ fdE = [, fdE fir alle f € B(X)
(denn E(X \ K) =0).

8.14 Satz. Sei X C R kompakt, und sei E: B(X) — L(H) ein PV-Maf.
a) Durch T := [ AdE(X) wird ein selbstadjungierter Operator T € L(H) definiert.
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b) Zu f € B(X) definiert man den Operator f(T) := [ f(\)dE()\) € L(H). Dann
qgilt:

(i) f(T') ist ein normaler Operator fiir alle f € B(X) mat || f(T)||riay < || f||.2ox)-
(it) Fir f,g € B(X) ist f(T)g(T) = (fg)(T) = g(T) f(T) und J(T) = (f(T))".
Beweis. a) Da X C R kompakt ist, gilt idx € B(X), und damit ist T := [ AdE())

L(H) wohldefiniert. Wegen A = X auf X gilt nach Lemma 8.11 auch T* = [ AdE(\)
T, d.h. T ist selbstadjungiert.

I m

b) Dies folgt direkt aus Lemma 8.11 (fiir beschrénkte messbare Funktionen). Man

beachte, dass f(T)f(T)" = f(T)J(T) = (fF)(T) = |f*(T) = f(T)"f(T) gilt und
daher f(7') normal ist. O

Der folgende Satz ist einer der wichtigsten Sétze der Funktionalanalysis und besagt,
dass zu jedem Operator auch ein PV-Mafl gefunden werden kann, so dass die obige
Darstellung gilt.

8.15 Satz (Spektralsatz fiir beschriankte selbstadjungierte Operatoren). Sei T €
L(H) selbstadjungiert. Dann ezistiert ein eindeutig bestimmtes PV-Mafs

E: B(o(T)) — L(H)

T= / AdE(N).
o(T)

Fir alle f € B(o(T)) wird durch f(T) := fU(T)f()\)dE(/\) ein normaler Operator
f(T) € L(H) definiert, und es gelten folgende FEigenschaften (Funktionalkalkiil):

(1) Fir f e B(o(T)) ist [ /(D)o < [[fll2o @y

(i1) Fir f,g € B(o(T)) ist f(T)g(T) = (fg)(T) = g(T)f(T) und f(T) = (f(T))".

(11i) Sei (fn)nen C B(o(T)) eine Folge und f € B(o(T)) mit f, — [ punktweise
und || fol| 2oy < C < oo (ne€N). Dann gilt f,(T)x — f(T)x (n — oo) fir
allex € H.

Eine Beweisidee fiir diesen Satz wird etwas spéater diskutiert.

8.16 Bemerkung. Man kann in Satz 8.15 das PV-Mafl auf ganz R fortsetzen,
indem man

BE(A):= E(ANo(T)) (Ae B(R))
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definiert. Schreibt man wieder E statt E , 50 kann man den Spektralsatz auch in der
Form

T:/RAdE(/\)

schreiben. Aus dieser Definition folgt sofort: Sei U C p(T') NR eine offene Teilmenge
von R. Dann gilt E(U) = 0.

Da p(T) offen ist, folgt fiir alle \g € p(T): Es existiert ein ¢ > 0 mit E((Ag — &, Ao +
e)) =0.

c) Folgerungen aus dem Spektralsatz, Funktionalkalkiil

8.17 Bemerkung. SeiT € L(H) ein selbstadjungierter Operator und sei E: #(c(T)) —
L(H) die zugehorige Spektralschar. Dann gilt:

(i) E(o(T)) = idn,
(ii) fiir alle A € B(o(T)) ist E(A) = xa(T),

(iii) fiir alle Polynome p: R — C, A = 320 ¢, A" stimmt p(T) = [ p(A\)dE(\) mit
der iiblichen Definition ZnN:o ¢, T™ iiberein.

Diese Eigenschaften folgen direkt aus der Eigenschaft des Funktionalkalkiils, z.B.

gilt xa(T) = fJ(T) XA(AN)dE(N) = E(ANo(T)) = E(A). Teil (iii) folgt aus T" =
Jory AME(X) und der Eigenschaft (ii) aus Satz 8.14.

8.18 Bemerkung. Sei T' € L(H) selbstadjungiert und E: o(7') — L(H) das zu-
gehorige PV-Mafl. Dann gilt fiir alle z,y € H und alle f € B(o(T))

(| / ol (BN |2,y) = [ SOAEY),

wobei auf der rechten Seite beziiglich des komplexen Mafies A — (E(A)z,y) integiert
wird. Speziell gilt fir x =y

([ foE ) = [ | sovaiEr
mit dem MaB |E(-)z|*: B(c(T)) — [0,00), A — ||E(A)z||?. Denn diese Gleichheit

gilt wegen der Linearitdat fiir Stufenfunktionen, und aufgrund der Definition des
Integrals als starker Limes auch fiir beschrankte messbare Funktionen.

8.19 Lemma. Sei T € L(H) selbstadjungiert, und sei x € H ein Eigenvektor zum
FEigenwert \g. Dann gilt f(T)x = f(Xo)x fir alle f € B(a(T)).

© Robert Denk 03.08.2017



8. Der Spektralsatz fiir selbstadjungierte Operatoren 73

Beweis. Dies gilt offensichtlich, falls f ein Polynom ist. Da die Menge der Polynome
nach dem Satz von Weierstrafl dicht in C'(o(7")) bzgl. || - || e (o)) liegen, existiert
zu jedem f € C(o(T')) eine Folge (pn)nen von Polynomen mit || f — py ||z (o)) —
0 (n — o0). Damit folgt

ATz = fQo)zll < IA(T) = pa(T) ezl + pa(Ao) = F(Ro)] ]|

<2||f = pull g @yl = 0 (n — o00)

fir alle f € C(o(T)). Damit gilt die Aussage auch fiir stetige Funktionen.

Sei nun f = x4 mit A € #(o(T)). Dann existiert eine Folge (f,)nen € C(o(T)) mit
| fall g @@y < C < oo und f, — f punktweise. Nach Eigenschaft (iii) im Spek-
tralsatz 8.15 folgt f(T)x = f(Ao)z fiir alle Stufenfunktionen f. Da jede beschrénkte
messbare Funktion gleichméfliger Grenzwert von Stufenfunktionen ist, folgt die Aus-
sage fiir alle f € B(o(T)). O

8.20 Satz (Spektrum und Spektralmafl). Sei T' ein beschrankter selbstadjungierter
Operator, sei E: B(R) — L(H) das zugehirige PV-Maf3, und sei Ay € R.

a) Es gilt \g € p(T') genau dann, falls eine offene Umgebung U C R von Ay existiert
mat E(U) = OL(H)-

b) Es ist N\g € 0,(T) genau dann, wenn E({\o}) # Orm). Fir alle Ay € R gilt
R(E({Xo})) = ker(T — \).

c¢) Es ist Ay € 0.(T) genau dann, wenn E({\o}) = Ormy und E((Ao — €, X0 +¢€)) #
Or(my fiir alle e > 0 gult.

Beweis. a) Nach Konstruktion (siehe Bemerkung 8.16 gilt E(p(7)) = 0. Falls \g €
p(T), existiert eine offene Umgebung U C p(T') mit \g € U, und es folgt E(U) = 0.

Sei andererseits A\g € R und U = (A\g — &, \g + €) mit E(U) = 0. Definiere f,g €
B(o(T)) durch f(\) := rIN) Xo(ryw und g(A) := (X = Ag) - Xo(r).- Dann gilt

FINT = 0) = JT)9(T) = (7 9)(T) = ey (D)
E(o(T)\U) = E(o(T)) = idi
)f

Wegen f(T)g(T) = g(T)f(T) folgt g(T)f(T) = idg, d.h. f(T) = g(T)"' = (T —
Xo) 1. Somit ist A\g € p(T).

b) Wir zeigen R(E({A\o})) = ker(T — \y) fiir alle Ay € R. Falls A\ € p(7T), so sind
beide Seiten gleich {0}, also kénnen wir \g € o(7T") annehmen.

Sei x € R(E({\o})). Dann gilt © = E({\o})z = xqn}(T), und wir erhalten

To=Txp @ = [ No,WdEWs = [ BN
a(T) {Ao}

© Robert Denk 03.08.2017



74 8. Der Spektralsatz fiir selbstadjungierte Operatoren

= )\0E(>\0).T = )\0517.

Also ist = € ker(T' — \).

Sei andererseits x € ker(T' — X¢). Dann gilt nach Lemma 8.19 fiir f = xy»,) die
Gleichheit f(T)x = f(M\o)x = z. Wir erhalten

v = f(T)x = / IRCVECEE /{ 4B = B}

und damit x € R(E({o})).
c) folgt aus a) und b) wegen R = (RN p(T)) U, (T) Uc(T). O

8.21 Lemma. SeiT € L(H) selbstadjungiert mit T > 0, d.h. (Tx,z) >0 (z € H).
Fiir S == +T € L(H) gilt dann S > 0 und S*> = T. Insbesondere existiert fir jedes
T € L(H) der Absolutbetrag |T'| := vVT*T.

Beweis. Aus T > 0 folgt mit Lemma 7.8 die Inklusion ¢(7) C [0,00), und damit
ist A VX € B(o(T)), und S := /T € L(H) ist wohldefiniert. Fiir alle z € H gilt
mit Bemerkung 8.18

(Sz,x) = /(T) V||[E(N)z|]? > 0.

Die Existenz von |T'| fir beliebiges T' € L(H) folgt aus der Selbstadjungiertheit von
T*T. [

8.22 Satz. Sei T € L(H) selbstadjungiert, und sei ug € H. Fiirt € [0,00) sei u(t)
definiert durch

u(t) :== eTug = / e dE(N)ug.
o(T)

Dann gilt u € C'([0,00), H), und u ist eine Lisung des Cauchyproblems (abstrakten
Anfangswertproblems)

u'(t) =Tu(t) (t€[0,00)),

u(0) = wp.

Beweis. Da A — e € B(o(T)), ist u(t) fiir alle t € [0, c0) wohldefiniert. Fiir ¢ = 0
gilt

u(0) = / 1dE(N)ug = idg ug = uo.
o(T)
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Seit >0, und sei h € R mit |h| <1 und t+h > 0. Fir A € o(T) definiere f,(A) :=
(A —e) sowie f(A) := Xe™. Dann gilt sup, <, || fall 2o (@(r)) < 0o sowie fr, — f
punktweise. Nach Eigenschaft (iii) in Satz 8.15 folgt fn(T)z — f(T)z (h — 0) fir
alle x € H. Mit dem Funktionalkalkiil erhélt man

L(u(t + h) — u(t / FaNAEO u0—>/ FINAE(
_TetTu =Tu(t) (h—0).

Also ist u: [0,00) — H differenzierbar, und es gilt «'(t) = T'u(t) (t > 0). Insbeson-
dere ist u € C([0,00), H), und wegen u'(t) = Tu(t) ist auch u’ stetig, d.h. es gilt
u € C([0,00), H). O

8.23 Satz (Spektralabbildungssatz). SeiT € L(H) selbstadjungiert, und sei f: o(T) —
C stetig. Dann gilt

o(J(1)) = fo(D)( = {/(N): A€ a(T)}).

Beweis. (1) Wir zeigen o(f(T)) C f(o(T)) fir Polynome f: Sei f ein Polynom, und
sei € o(f(T)). Wir faktorisieren

N

f(t)—ﬂzﬁN'H(t—%>» By # 0,

i=1

und erhalten f(T) — pu = By - [y (T — ). Falls y; € p(T) fiir jedes i gilte, so wiire
f(T) — p bijektiv, d.h. also u € p(f(T)), was nicht sein kann. Also existiert ein i,
fiir das T' — ~;, nicht bijektiv ist. Das heifit aber v;, € o(T"). Wegen f(7vi,) —pu =0

folgt p € f(o(T)).

(ii) Wir zeigen f(o(T)) C o(f(T)) fiir Polynome f: Sei nun p € f(o (7)), d.h. es ist
p = f(y) mit einem v € ¢(7). Dann folgt f(y) — =0, d.h.

ft) —p=@E=)ft)
mit einem Polynom fvon Grad gleich N — 1. Also gilt
F(T) = p= (T =) (T) = F(T)T =),

Da v € o(T), ist T — ~ nicht surjektiv und damit auch f(7) — u nicht surjektiv,
oder es ist T'— 7 nicht injektiv und damit f(7") — p nicht injektiv. In beiden Féllen

folgt p € o(f(1)).
(iii) Sei nun f € C(o(T)).
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Falls p & f(o(T)), dann ist g := fflﬂ € C(o(T)), und somit

g f(T) = p) = (g (f =))T) = Xo@)(T) = idp .

Genauso folgt (f(T) — u)g(T) = idy. Also ist pu € p(f(T)).

Sei andererseits p € f(o(T)), d.h. es gibt ein A € o(7T") mit u = f(A). Wahle Poly-
nome g, € P(o(T)) mit |[f = gull goo(o(ry) < 1/n (und damit || f(T) — go(T)| ) <
1/n). Nach (i) und (ii) ist g,(A\) € 0(gn(T")). Es ist ¢,(T") ein normaler Opera-
tor, der also kein Restspektrum hat. Dann ist 0(g,(T")) = 0,(g.(T)) U 0c(gn(T)) =
Tapp(gn(T)), d.h. es existiert eine Folge (Zym)men C H mit ||y, = 1 und

(g0 (T) = gu(A)) gl < L.
Somit ist

[(F(T) = F)znnll < IF(T) = gn(T))Znnll + [[(9n(T) = gn(A))2nnl
+1gn(A) = FV] - znall < 2,

d.h. f(A) € oupp(f(T)) C o(f(T)). u

8.24 Korollar. Seien T' € L(H) selbstadjungiert und f € C(o(T)). Dann gilt
LA (D) eey = 1l 2 o y)-

Speziell gilt fiir Ao € p(T) die Gleichheit

1

(T = Xo) Ml = dist(ho, o (1))

Beweis. Fir f € C(o(T)) ist

LA DLy = sup [F(T)zl* = sup (f(T)z, f(T)z) = sup (f(T)"f(T)z,)

el =1 el =1 lzl=1
= ”11”151<|f|2(T)x,$> = sup{[Al: A € o(|f]*(T))}

= sup{|f?(N) : A e o(T)} = HfH?ZN(U(T))'
Dabei wurden Satz 7.12 fiir den selbstadjungierten Operator f(T)*f(T) = |f|*(T)
verwendet sowie der Spektralabbildungssatz 8.23.

Der Zusatz folgt aus || ||z~ @) = m fir die Funktion (f: A — /\%/\O) €

C(a(T)). O
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d) Zum Beweis des Spektralsatzes und allgemeine
Formulierung

Eine Moglichkeit, den Spektralsatz zu beweisen, liegt in der Konstruktion des Funk-
tionalkalkiils: Nach Bemerkung 8.17 (ii) gilt E(A) = xa(7T) fir alle A € Z(o(T)).
Dies kann als Definition von F(A) verwendet werden, falls man x4(T") geeignet de-
finieren kann. Dazu benotigt man messbare Funktionen des Operators T, also einen
sogenannten messbaren Funktionalkalkiil. Dieser wird schrittweise aufgebaut:

(i) Fiir alle Polynome p: R — C, p(A) = > _jax\¥, ist p(T) = > p_,axT" in
natiirlicher Weise definiert. Man rechnet unter Verwendung des Spektralabbildungs-
satzes (siche Beweis (i),(ii) von Satz 8.23) wie in Korollar 8.24 nach, dass

Ip(T) [y = [Ipllz=(o(ry) (8-2)

gilt. Offensichtlich gilt fiir zwei Polynome pq, po auch (pip2)(T) = p1(T)p2(T') sowie
pi(T) = (p(T))*, d.h. die Eigenschaften eines Funktionalkalkiils gelten.

(ii) Fiir stetige Funktionen f € C(o(T)) definiert man f(7") durch Approximation
durch Polynome. Sei (py,)nen eine Folge von Polynomen mit ||p,, — f||.ze () — 0.
Dann ist (pn)nen € C(o(T)) eine Cauchyfolge, und wegen (8-2) ist (pp(T"))nen C
L(H) auch eine Cauchyfolge und damit konvergent. Man setzt f(7°) := limy, oo pn(T).
Die Eigenschaften eines Funktionalkalkiils iibertragen sich sofort auf stetige Funk-
tionen.

(iii) Fiir die Erweiterung von stetigen Funktionen auf messbare Funktionen braucht
man einige Vorbereitungen.

8.25 Definition. a) Sei (X, .7) ein Messraum. Eine Abbildung p: &/ — C heifit
ein komplexes Maf, falls fiir jede Folge paarweise disjunkter Mengen (A, )neny C o7

gilt: . .
u( L_J An) = Zu(z‘ln),

wobei wir hier verlangen, dass die (unbedingt konvergente) Reihe fiir jede Folge von
disjunkten A,, einen endlichen Wert liefert. Die Menge aller komplexen Mafle wird
mit M (X, o) bezeichnet. Falls X ein topologischer Raum mit der von der Familie
der in X offenen Mengen erzeugten Borel-o-Algebra (X)) ist, so schreibt man
M(X):= M(X,A(X)).

b) Zu p € M(X, o) definiert man die Variation (das Variationsmaf) |u| durch
A) = su E)|,
|ul(A) ZG@I{Z (B

FEeZ

wobei das Supremum iiber die Menge %2 aller Zerlegungen Z von A in endlich
viele paarweise disjunkte Mengen aus &/ gebildet wird. Die Totalvariation oder
Variationsnorm von g ist definiert durch ||| ,, := |[1|(X).
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8.26 Bemerkung. Man kann zeigen, dass |p| ein endliches (positives) Maf auf .o
ist. Es gilt ferner: M (X, .o/), versehen mit der Variationsnorm, ist ein Banachraum.
Beweise finden sich z.B. in [15].

8.27 Satz (Rieszscher Darstellungssatz). Sei X ein kompakter topologischer Raum.
Dann ist die Abbildung

73 M(X) > OX), po T mit (T)(f) = [ fap
X
ewn isometrischer Isomorphismus von Banachriumen.

Dieser Satz wird hier nicht bewiesen, siche z.B. [15].

Mit diesen Satzen kann man den messbaren Funktionalkalkiil definieren. Seien 1" €
L(H) ein selbstadjungierter Operator und x,y € H. Dann definiert

loy: C(a(T)) = C, [ (f(T)x,y)
eine stetige Linearform. Dabei ist die Linearitédt klar, die Stetigkeit folgt aus

[y (D < D) - Y11 < A oo oy - 1l - Nl

Hier wurde der stetige Funktionalkalkiil verwendet. Nach dem Rieszschen Darstel-
lungssatz 8.27 existiert ein komplexes Maf ji,, € M(o(T")) mit

(f(T)z,y) = fdpay  (f € C(a(T))) (8-3)

o(T)

Ebentfalls nach Satz 8.27 gilt [| eyl 5y = [[layll (o)) < 2 - [[y]l- Die rechte Seite

von (8-3) ist aber nicht nur fiir stetige f, sondern auch fiir beschriankte messbare f
definiert. Fiir f € B(o(T)) betrachte also die Abbildung

(z,y) = / fdpiey.
o(T)
Diese Abbildung ist bilinear, und wegen

‘ / Jdpta,y
o(T)

auch stetig. Damit existiert ein eindeutiger Operator f(T) € L(H), der diese stetige
Bilinearform darstellt, d.h. es gilt

<ﬂﬂ%w=/mfww (2.y € H).

S AN ooy - Nrwyllag < WF N Lo iy - N0l - M1yl

Dies definiert f(7") fiir beschréankte messbare Funktionen. Wieder lassen sich die
Eigenschaften des Funktionalkalkiils nachrechnen. Schlielich wird durch E(A) :=
xa(T) das zu T gehorige PV-Maf3 definiert. Die Eigenschaften des PV-Mafles aus
Satz 8.15 lassen sich nun direkt zeigen, was den Beweis des Spektralsatzes beendet.
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8.28 Bemerkung. Der Spektralsatz wird hdufig auch mit Hilfe von Spektralscharen
formuliert. Dabei heifit eine Familie { F)\} er C L(H) eine Spektralschar, falls gilt:

(i) F) ist eine orthogonale Projektion fir alle A € R.
(ii) F,F\ = F)\F, = F), fiir alle p < .

(ili) F,xz — Fhx fur p Ny A (v € H) (Rechtsstetigkeit).
(iv) Fyx — 0 fiir A — —o0o (z € H).

(v) Fxe — x fiir A — 400 (z € H).

Sei T' € L(H) selbstadjungiert und E das zugehorige PV-Mafl. Dann wird durch
Fyi= B((—00,) (\€R)

eine Spektralschar definiert. Definiert man das Integral iiber Spektralscharen geeig-
net (etwa im Sinne eines Riemann—Stieltjes—Integrals), so gilt

T://\dE(/\):/ AdF.
R —0

Die Spektralscharen entsprechen den Verteilungsfunktionen in der Wahrscheinlich-
keitstheorie.

Der Spektralsatz wurde oben fiir beschriankte selbstadjungierte Operatoren formu-
liert. Tatsédchlich gilt dieser Satz aber fiir allgemeinere Operatoren: Zum einen kann
die Selbstadjungiertheit 7" = T* durch die Normalitat 77" = T*T des Operators
T ersetzt werden, zum anderen kann 7" auch unbeschriankt sein. Man beachte, dass
zwei unbeschrinkte Operatoren genau dann gleich sind, wenn sie gleichen Defini-
tionsbereich besitzen und auf diesem iibereinstimmen. Der folgende Satz wird hier
nicht bewiesen, der wesentliche Teil des Beweises wurde aber oben schon skizziert.

8.29 Definition und Satz (Integral iiber PV-Ma$ fiir messbare Funktionen). Sei

(X, ) ein Messraum, E: o — L(H) ein PV-Maf. Zu x € H sei wieder E,.: o/ —
[0,00) durch E,(A) := |E(A)z||* definiert. Sei f: X — C messbar-

Definiere
D(/de) = {er: /|f|2dEx<oo}.

Dann existiert fiir alle x € D([ fdE) eine Folge von Stufenfunktionen f,: X — C
mit f,, — f punktweise und [ |f, — fI*dE, — 0 (n — 00), und der Operator

/de:HDD(/de)—>H7.7:|—>(/de)x:zJL&(/fndE)x

1st wohldefiniert.
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8.30 Satz (Spektralsatz, allgemeine Formulierung). Sei H ein C-Hilbertraum und
T: H D D(T)— H ein normaler Operator in H. Dann existiert genau ein PV-Maf$
)

E: B(o(T)) — L(H) mit
T:/ id, ) dE.
o(T)

Fiir jede messbare Funktion f: o(T) — C wird durch
fr) = [ rae
o(T)
D(f(T)) := {x €H: / |fI?dE, < oo}
o(T)

ein normaler Operator definiert. Falls f ein Polynom ist, stimmt f(T) mit der bli-
chen Definition tberein. Weiter gilt fir messbare Funktionen f,g: o(T) — C:
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9. Schwache Konvergenz

9.1 Worum geht’s? In diesem Abschnitt gehen wir noch einmal auf die schwache
Konvergenz ein, welche fiir Anwendungen wichtig ist, da die Konvergenz in der Norm
héufig nicht gegeben ist. Im Gegensatz zur Normtopologie liegt in der schwachen
Topologie haufiger eine kompakte Situation vor. So ist etwa die Norm-Einheitskugel
in einem reflexiven Raum immer schwach folgenkompakt. Dies kann man ausniitzen,
um Gleichungen zu 16sen: Falls man eine Folge approximativer Losungen hat und
diese in der Norm beschrénkt sind, so konvergiert eine Teilfolge zumindest schwach.
Damit existiert ein Grenzwert, der in vielen Féllen die Gleichung exakt 16st.

Im Folgenden sei X ein normierter Raum, und wie iiblich sei X’ = L(X, K) der topo-
logische Dualraum. Versehen mit der Operatornorm ||2’||x/ := sup,e x|z =1 17/ (2)]
ist X' stets ein Banachraum. Wir werden in diesem Abschnitt die Schreibweise 2’z :=
o'(x) fiir Funktionale ' € X’ und Elemente x € X verwenden. Mit Jy: X — X",
x +— T, wobei Z(z') := 2'z, bezeichnen wir die kanonische Einbettung X «— X"

Wir wiederholen noch einmal verschiedene Konvergenzbegriffe.

9.2 Definition. a) Eine Folge (z,)neny € X heifit normkonvergent gegen = € X,
falls ||z, — z||x — 0 (n — o0).

b) Eine Folge (z,)neny € X heifit schwach konvergent, falls fiir alle 2’ € X' gilt:
'z, — 2’z (n — o0). In diesem Fall schreibt man z,, — x.

c¢) Eine Folge (2))nen C X’ heiBt schwach-*-konvergent gegen 2’ € X', falls fiir alle
r € X gilt: /2 — 2'x (n — o). In diesem Fall schreibt man !, = 2.

9.3 Beispiel. Seien X ein Hilbertraum und (e, ),en ein Orthonormalsystem in X.
Dann gilt e, — 0. Denn fiir alle © € X gilt > [{z,en)|* < [|z[|* (Besselsche
Ungleichung) und damit (z,e,) — 0 (n — o0). Wegen |le,|| = 1 gilt aber nicht
en — 0.

9.4 Bemerkung. a) Normkonvergenz impliziert schwache Konvergenz wegen |2'x,,—
x| < ||2'|| x|z — x||x. Die Umkehrung gilt nicht, wie das obige Beispiel zeigt.

b) Da X’ selbst Banachraum ist, ist der Begriff der schwachen Konvergenz auch in
X' sinnvoll. Aus der schwachen Konvergenz in X’ folgt die schwach-*-Konvergenz
wegen

|zl x — 2'z| = |(Ixx)xl, — (Jxx)z'| = 0 (n— o0).

Falls X reflexiv ist, so sind schwache Konvergenz und schwach-*-Konvergenz auf X’
identisch.

© Robert Denk 03.08.2017



82 9. Schwache Konvergenz

9.5 Lemma (Eindeutigkeit der Grenzwerte). a) Falls x, — = und x,, — T, so gilt
r=1.

b) Falls !, = 2/ und 2/, = 2/, so gilt ' = .

Beweis. a) Nach Voraussetzung gilt 2/(z — z) = 0 fir alle 2/ € X’. Nach dem Satz
von Hahn-Banach folgt = — z = 0.

b) Aus der Voraussetzung folgt 2’z = 2'z fiir alle € X und damit 2/ = 2. m

9.6 Satz. Sei M C X. Dann ist M genau dann beschrinkt, wenn fir alle x' € X'
gilt: sup e, |7'z| < oc.

Beweis. Falls M beschriankt ist, so gilt fur alle ' € X’ die Abschitzung |2’z <
" [ xeflzllx < Clla’flxe-

Sei F = Jx(M) = {Jxz :x € M} C X". Zu f € F existiert ein x € M mit
f = Jxx. Wegen |f2'| = |(Jxx)(2")| = |a'z| folgt sup;cz|f2'| < oo. Nach dem
Satz von Banach-Steinhaus existiert ein & > 0 mit ||f||lx» < k (f € F). Wegen
| Jxx||x» = ||z||x folgt daraus ||z||x < k (x € M), d.h. M ist beschrénkt. O

9.7 Satz. a) Seien (xp)pen C€ X und x € X mit z, — x (n — o0). Dann ist
(Tn)nen normbeschrinkt, und es gilt ||z||x < lminf, . ||z.] x-

b) Sei (2! )nen C X' und 2’ € X' mit !, = 2'. Dann gilt ||2'||x» < liminf, . |2/, || x.
Falls X Banachraum ist, so ist (x])pen C X' beschrankt.

Beweis. a) Fiir alle 2’ € X' gilt sup,,cy |2'2,| < co. Nach Satz 9.6 ist M = {z, :
n € N} C X beschriankt. Weiter gilt

2] = Tim [o/a,| < lminf |o'lLx e lx (2 € X)
Wegen ||z]|x = supcxs, =1 [7'2] folgt [[z]| < liminf, o ||z, ||
b) Fiir alle z € X gilt
'al = Jim [+a] < iminf o]l

und damit [|2'||x» = sup), = [2'z] < liminf, e [|27, [ x-

Sei nun X ein Banachraum. Aus der schwach-*-Konvergenz folgt sup,,cy |2),2| < 00
fir alle z € X, und mit dem Satz von Banach-Steinhaus erhalten wir ||z, || x» < C <
oo (n € N). O

© Robert Denk 03.08.2017



9. Schwache Konvergenz 83

9.8 Lemma. a) Falls x,, — x und x!, — 2’ gilt, so folgt x/ x, — x'x.

b) Falls X Banachraum ist und x, — x, 2!, = 2/, so folgt x! x, — z'z.

Beweis. a) Nach Satz 9.7 a) existiert ein C' > 0 mit ||x,|| < C. Damit erhalten wir

|y —a'z] < oy, — 2| x|zl x + |2"2n — 22| < Cllal, =2l x + |22, — 2’| = 0.

b) Analog erhélt man mit Satz 9.7 b)
|2) v, — 2| < |2 || x||en — || + |22 — 2’2 = 0 (n— o).

]

In Anwendungen hat man oft Folgen von Elementen eines normierten Raums oder
Folgen von Funktionalen gegeben. Fiir die schwache Konvergenz sind daher die fol-
genden Begriffe sinnvoll:

9.9 Definition. a) Eine Folge (2,)neny € X heifit schwache Cauchy-Folge, falls
(2'Tp)nen C K fiir jedes 2’ € X’ Cauchyfolge ist. Der Raum X heifit schwach
folgenvollstéandig, wenn jede schwache Cauchyfolge schwach konvergiert.

b) Eine Menge M C X heifit schwach folgenkompakt, wenn jede Folge (z,)neny C M
eine schwach konvergente Teilfolge besitzt.

c¢) Eine Menge M C X’ heifit schwach-*-folgenkompakt, wenn jede Folge (2] )nen C
M’ eine schwach-*-konvergente Teilfolge besitzt.

9.10 Beispiel. Das folgende Beispiel zeigt, dass vollstdndige Rdume nicht unbe-
dingt schwach folgenvollstédndig sind. Sei X = C([0, 1]), versehen mit der || - ||oo-
Norm, und sei x,, € X definiert durch z,(t) := " (n € N). Man sieht sofort, dass
T, punktweise gegen x := x 1} konvergiert.

Nach dem Rieszschen Darstellungssatz, Satz 8.27, ist X' = M([0,1]), die Menge
aller komplexen Borelmafle. Fiir p € M([0,1]) kann man mit einer Variante der
majorisierten Konvergenz zeigen, dass [ x,(t)du(t) — [ 2(t)du(t) (n — oo). Damit
ist (2'z,)nen C K konvergent und somit eine Cauchyfolge fiir jedes ' € X', d.h.
(Zn )nen ist eine schwache Cauchyfolge.

Angenommen, es existiert ein y € X mit z, — y. Dann gilt insbesondere fiir die
Funktionale §;, € X', f — f(tp) mit ¢o € [0,1] (d.h. fiir die Diracmafle) die Kon-
vergenz o, (tyg) = 0¢(n) — 04, (y) = y(to). Also konvergiert x,, punktweise gegen .
Damit folgt aber y = z = x{1; im Widerspruch zu y € X.

9.11 Satz. Sei X normiert und separabel. Dann ist Bx: = {2’ € X' : ||2'[|x < 1}
schwach-*-folgenkompakt.
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Beweis. Sei {z, : n € N} C X eine dichte abzidhlbare Teilmenge, und sei {2/, : n €
N} C By eine Folge.

Da die Folge (z,x1)neny C R durch ||z|| beschrankt ist, enthélt sie eine konver-
gente Teilfolge (7, ,71). Analog ist (2, ,72)nen C R beschrénkt und enthélt eine
konvergente Teilfolge (7, ,72) etc.

Fiir die Diagonalfolge 7, := 7, ,, konvergiert dann (Z7,7;)nen fiir jedes j € N. Somit
existiert fir alle y € Y := span{xz,, : n € N} der Grenzwert 7'y := lim,_,o Z,,y.
Offensichtlich ist 7 € L(Y,K) mit [|2/||pyvx) < 1. Wegen Y = X existiert genau
eine Fortsetzung 2’ € X’ von 7', und es gilt ||2'[|x < 1.

Fiir alle z € X gilt
(@ = Fal < @ — Tyl + (& —F) (e — ) < 5+ 2w -yl <e,

wobei y € Y geeignet gewihlt wird und n hinreichend gro8 ist. Also gilt 7, = /. [

9.12 Bemerkung. a) In Satz 9.11 ist die Separabilitidt notwendig. Man kann zeigen,
dass etwa fiir X = ¢*° die Aussage nicht gilt.

b) Falls X reflexiv ist (und damit insbesondere ein Banachraum), so folgt aus
Satz 9.11 sofort, dass By: schwach folgenkompakt ist. Denn fiir reflexive Rdume
stimmen die schwache und schwach-*-Konvergenz auf X’ iiberein.

¢) Verwandt mit obigem Satz ist der Satz von Banach-Alaoglu: Sei X ein (nicht
notwendig separabler) Banachraum, und sei Bxs := {2’ € X" : ||z||x» < 1} im Dual-
raum X' die Einheitskugel in X’. Dann ist Bxs schwach-*-kompakt. Man beachte,
dass hier die Kompaktheit im Sinn der Uberdeckungskompaktheit definiert ist (siehe
Kapitel 1), bzgl. der schwach-*-Topologie.

d) Der Zusammenhang zwischen Satz 9.11 und dem Satz von Banach-Alaoglu ist
gegeben durch folgende Tatsache: Sei X ein separabler Banachraum. Dann ist By,
versehen mit der schwach-*-Topologie, metrisierbar. Fiir metrisierbare topologische
Réume ist aber die Kompaktheit identisch mit der Folgenkompaktheit (Bemer-
kung 1.27).

9.13 Lemma. Sei X normierter Raum und X' separabel. Dann ist auch X sepa-
rabel.

Beweis. Sei (2))reny C X' eine dichte Teilmenge. O.E. sei x} # 0 fir alle £ € N.
Dann existiert fiir alle k¥ € N ein j, € X mit ||2x|x = 1 und |2z}2y| > 1||2}]|x. Wir
setzen M := span{xy : k € N}.

Angenommen, es gilt M # X. Dann existiert nach Korollar 3.6 zum Satz von Hahn-
Banach ein 2’ € X’ mit ||2'||x = 1 und 2|5y = 0. Da (2},)ren dicht in X' liegt,
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existiert eine Teilfolge (2, )nen mit ||z}, — 2'[|x» — 0 (n — o0). Andererseits gilt
wegen ||z, ||x = 1 fiir alle n € N:

12, — 2l = [k, — 2w, | = |k, 20| = 3ll2%, lx0-

Fiir n — oo konvergiert die linke Seite gegen 0, die rechte wegen r), — 2’ aber
gegen %, Widerspruch.

Also gilt M = X. In M liegen aber endliche Linearkombinationen mit rationalen
Koeffizienten dicht, d.h. X ist separabel. O

Die folgende Aussage ist sehr niitzlich fiir viele Anwendungen.

9.14 Satz. Sei X refleziver Banachraum. Dann ist Bx = {x € X : |jz||x < 1}
schwach folgenkompakt.

Beweis. Sei (x,)nen C By eine Folge, und sei M := span{x,, : n € N}. Dann ist M
ein abgeschlossener Teilraum eines reflexiven Raums und damit selbst reflexiv.

[[Zu m" € M" sei 2"(2') := m"(2'|pr). Dann ist 2 € X", und da X reflexiv ist, existiert
ein x € X mit 2'(x) = 2"(2) = m"(2'|m) (' € X'). Falls ¢ ¢ M, existiert nach dem Satz
von Hahn-Banach ein 2/ € X’ mit 2/(z) = 1, 2|,y = 0. Dies ist aber ein Widerspruch wegen
1=2a'(x) =m"(z'|pr) = m”(0) = 0. Somit folgt € M. Fiir m’ € M’ gilt dann

m”(m') = m" (2'|m) = 2'(z) = m/ (2),
wobei 2’ € X' eine beliebige Fortsetzung von m’ € M’ ist (welche wieder nach Hahn-Banach
existiert). ||

Da Jy: M — M" ein isometrischer Isomorphismus ist, ist auch M" separabel.
Nach Lemma 9.3 ist auch M’ separabel, und nach Satz 9.11 ist By :={m” € M" :
|m”||pr» < 1} schwach-*-folgenkompakt.

Somit besitzt (Jarzy)nen eine Teilfolge (Jaran, Jren S0, dass ein m” € M” existiert
mit ||m”||p < 1 und

(Jyxn,)m' — m"m’  (k — oo) fiir alle m’ € M'.

Sei ¥ := Jym" € M C X. Da J)y, eine Isometrie ist, gilt ||| x < 1, und es folgt fiir
alle m" € M’
m'z,, — m'z (k— 00).

Also gilt z,, — = (k — 00). O

9.15 Korollar. a) Sei X ein refleziver Banachraum. Dann ist X schwach folgen-
vollstandig.

b) Der Raum C(|0,1]) ist nicht reflexiv.
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Beweis. a) Sei (z,)neny C X eine schwache Cauchyfolge. Dann existiert nach Satz 9.6
ein R > 0 mit ||z,|| < R (n € N). Danach Satz 9.14 die Menge B(0, R) C X schwach
folgenkompakt ist, existiert eine konvergente Teilfolge.

b) folgt direkt aus a) und der Tatsache, dass C'([0, 1]) nicht schwach folgenvollsténdig
ist (Beispiel 9.10). O

9.16 Definition. Sei X normierter Raum und M C X. Dann heifit M schwach
folgenabgeschlossen, falls fiir jede Folge (x,,)neny € M mit z,, = x € X folgt © € M.

9.17 Bemerkung. a) Abgeschlossene Mengen sind nicht immer schwach folgenab-
geschlossen, wie man an folgendem Beispiel sieht: Sei X Hilbertraum, (e, ) ey ein
Orthonormalsystem. Dann gilt e,, — 0, d.h. die Menge {x € X : ||z|| = 1} ist zwar
abgeschlossen, aber nicht schwach folgenabgeschlossen.

b) Falls M schwach folgenabgeschlossen ist, so ist M auch abgeschlossen, denn jede
in der Norm konvergente Folge ist auch schwach konvergent.

Der folgende Satz zeigt, dass bei konvexen Mengen die beiden Versionen der Abge-
schlossenheit dquivalent sind.

9.18 Satz. Sei X normierter Raum und M C X konvex und abgeschlossen. Dann
1st M schwach folgenabgeschlossen.

Beweis. Sei (xy)ney € M mit z, — z € X. Falls ¢ M, so existiert nach dem
Trennungssatz 3.7 ein 2’ € X’ und ein « € R mit

Rea'z, < a <Rez’z (n eN).

Dies widerspricht aber der Konvergenz z'z,, — 'z (n — 00). ]

9.19 Definition. Seien X ein K-Vektorraum und M C X. Dann ist die konvexe
Hiille conv M von M definiert als die kleinste konvexe Menge, welche eine Ober-
menge von M ist, d.h. es gilt

conv(M) := m Z.

Z konvex
MczZcX

9.20 Bemerkung. a) Die konvexe Hiille ist gleich der Menge aller endlichen Kon-
vexkombinationen )37, Ajz; mit A; >0, 377 A\ =1,2; € M, neN.

b) Der Abschluss conv(M) ist wieder konvex. Denn seien z,y € conv(M). Dann
existieren Folgen (2, )nen, (Yn)nen € M mit z, — x, y, — y, und fiir alle A € [0, 1]
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gilt Az, + (1 — Ny, = Az + (1 — N)y. Wegen Az, + (1 — Ny, € conv(M) folgt

Ax 4 (1 = Ny € conv(M).

Der folgende Satz besagt, dass man bei Ubergang zu Konvexkombinationen aus
schwacher Konvergenz sogar starke Konvergenz erhalten kann.

9.21 Satz (von Mazur). Seien X normierter Raum und (z,)neny C X mit x, — x €
X. Dann existiert eine Folge (yn)neny mit y, € conv{zy,...,x,} so, dass y, — .

Somit existieren A, .. A" >0 mit > )\E.") =1 und

Z )\g-”)xj —x  (n— o0).
=1

Beweis. Die Menge M := conv({z, : n € N}) ist konvex und abgeschlossen. Nach
Satz 9.18 ist M schwach folgenabgeschlossen, d.h. es gilt x € M. Wegen conv(M) =

Unen convi{zy, ..., z,} existiert zu jedem & € Nein n, € Nund ein y,, € conv{zy,...,
T, } Mit |2 =y, || < 7. Nun kann man die Folge (yy, )ren noch stiickweise konstant
ergénzen zu einer Folge (y,)neny mit y, € conv{zy,...,x,}, etwa durch
Ni=Y2=.-..=Yn-1=11
Yni+1 = Yni+2 = - -+ = Yna—1 = Ynys
Yno+1 = Unot2 = -+ - = Ynz—1 = Yn,  €tC.
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10. Die Fourier-Transformation

10.1 Worum geht’s? Die Fourier-Transformation beschreibt mathematisch die
Zerlegung einer Funktion oder eines akustischen oder elektromagnetischen Signals
in Grundschwingungen. Innerhalb der Mathematik tritt die Fourier-Transformation
insbesondere im Rahmen der partiellen Differentialgleichungen auf. Dies liegt dar-
an, dass die Ableitung in der Fourier-Transformierten zur Multiplikation mit der
Koordinatenfunktion wird.

Die Fourier-Transformierte ist zunéchst fiir Funktionen in L'(R™) definiert. Schrinkt
man die Fourier-Transformation auf den Schwartz-Raum .(R") ein, so erhalten wir
eine Isometrie bzgl. || - [|[--Norm. Damit kénnen wir die Fourier-Transformation auch
auf L?(R") definieren, was fiir Anwendungen wichtig ist, da es sich bei L2(R") um
einen Hilbertraum handelt.

Im folgenden wird die Multiindex-Schreibweise aus Definition 5.2 verwendet, wobei
zusétzlich
0 0

D* = (—i)w(a—m)al a—xn)a”

gesetzt wird.

10.2 Definition. Fiir f € L*(R") heifit .% f, definiert durch

(TN = ) = oy [ ) e (€ <),

die Fourier-Transformierte von f.

10.3 Lemma (Elementare Eigenschaften). Seien f € L'(R"), @ > 0 und a € R".
a) Fiir g(x) := f(x)e™ gilt §(&) = f(& - a).

b) Fiir g(x) := f(z — a) gilt §(&) = f(&)e™.

¢) Fiir g(x) := f(—x) gilt §(¢) = f(5).

d) Fiir g(x) := %) gilt §(¢) = " f(af).

e) Sei g € LY(R™) und h := f % g. Dann, gilt h(€) = (2m)"2f(€) - §(€).

Beweis. Die Aussagen a)-c) folgen unmittelbar aus der Definition, Teil d) folgt aus
dem Transformationssatz. Fiir e) verwende man den Satz von Fubini und erhalte

h(€) = (27) "/2/ /f:v— } e~
=0 [ [ [ 1= powis]e e
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= 2n) 2m) " [ gw[en 7 [ e ey

= (2m)"2f(£)4(¢).
Il

10.4 Satz. Fir f € LY(R") ist Zf € Co(R™). Die Fourier-Transformation F :
LYR™) — (Co(R™),|| - |leo) ist ein stetiger linearer Operator mit Norm ||F| <
(2m)~™/2,

Beweis. Offensichtlich ist . f messbar mit |7 flle < (27)7"2||f]l1, d.h. F :
LY(R"™) — L>=(R™) ist stetig mit Norm nicht groBer als (27)~"/2.

(i) Wir zeigen, dass .Z f stetig ist. Sei dazu (£)zey € R mit ¢€#) — £ Dann gilt
emw€™ 5 =it (7 ¢ R") und

FIE) = ZIOI < @n 2 | 1@ e — e da =0

<2
mit majorisierter Konvergenz.

(i) Es gilt Ff(&) — 0 fiir || — oo. Dazu verwenden wir, dass Z(R") dicht in
LY(R™) ist. Da % : L' — L™ stetig ist, reicht es, Z f(£) — 0 fir f € 2(R") zu
zeigen.

Sei f € Z(R"), R > 0 und £ € R" mit |{| > R. Wihle j mit |¢;] > \%. Dann gilt

F 1O = g [ e
1

_ ‘ B W /Rn axjf(x) _1& e—ixédaﬁ‘

< (277)*"/2|]8xjf|]1 . % =0 (R— o0).

O

10.5 Definition. Der Schwartzraum . (R") wird definiert als die Menge aller f €
C>(R™), fur welche fiir alle a, 8 € N} gilt:

paslf) = sup 2" D*§(2)] < .
reR™
Versehen mit der Familie L = {p,s : o, € Ny} wird (R") ein lokalkonvexer

topologischer Raum (siehe Definition 2.10), der sogar Fréchetraum, d.h. metrisierbar
und vollsténdig ist.
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10.6 Bemerkung. a) Definiere die Familie L := {py : N € N} von Normen auf
< (R™) durch

pu(f) = sup{(1 + [z)V|Df(2)] : || <N, z € R"} (f € L(R")).

Dann wird durch L dieselbe lokalkonvexe Topologie auf . (R™) erzeugt. Im folgenden
wird . (R") stets mit dieser lokalkonvexen Topologie versehen.

Man beachte, dass fiir eine Folge (fi)ren C (R™) und fiir f € . (R") gilt
fe = f(k—00)in (R") <= VNeN: py(f—fr) =0 (k— ).

b) Der Schwartzraum .7 (R") liegt dicht in LP(R") fiir alle 1 < p < co. Denn jedes
f e .7 (R") liegt in LP(R™) wegen

F)Pda < / (1 + [2])~"dz < oo
.

n

fir mp > n. Die Dichtheit von . (R™) C LP(R™) ist klar wegen 2(R") C .7 (R").

¢) Analog zur Definition von Distributionen 7" € 2’'(R") wird auch der Dualraum
von . (R™) betrachtet. Man definiert

S'(R") :={T: S (R") — C: T linear, stetig }.

Man beachte, dass dabei auf .#(R") die obige lokalkonvexe Topologie gewihlt wird.
Der Raum ./(R"™) heifit der Raum der temperierten Distributionen.

10.7 Lemma. Fir f € /(R") und o € Ny gilt:
(i) Ff € C*(R") und D*(F f) = (—1)1*.F (z* f).
(ii) F(D*[)(€) = EX(F [)€) (£ €RM).

(iii) F f € Z(R™).

Beweis. (i) Da x — x®f € L'(R") eine integrierbare Majorante der Ableitung des
Integranden ist, folgt aus dem Satz iiber parameterabhéngige Integrale

D(F f)(&) = (2m) " f( z)Dg e~ dg
)2l

T / f(@)ate*8de = (=) (F (2" £) ().

’L

(ii) Mit partieller Integration erhalten wir

FDNE) = o [ (D D)@
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Ia\

n/2/ fw)Dre e = £ F 1)

(iii) Nach (i) gilt # f € C*(R"). AuBerdem gilt
DT Q) = (~D)AF (D22 f)(€) = 0 (¢ = o0),
€7 (R

wobel wir Satz 10.4 verwendet haben. O]

10.8 Lemma. Fir y(x) := exp(-%) gilt Fry=.

Beweis. (1) Sei n = 1. Die Funktion ~ ist die eindeutige Losung des Anfangswert-
problems

v +xy=0, y(0)=1. (10-1)
Damit gilt
0=F( +ay)=i(Fy) +i(Fv).
Wegen

(Z7)(0 =1

v R

lost #~ ebenfalls das Anfangswertproblem (10-1). Also gilt v = F#~.

(ii) Fiir n > 1 schreiben wir

(N = 57 [ (He-ﬁ/? He ) dr

_ - - 712./2 —il‘jfjd )
— (& 7" e i
31_[1 <\/27T/]R !
=[[e " =+©
=1

10.9 Lemma. a) Fir f,g € S (R"™) gilt
f(2) F g(a)d = / F f(2)g(x)dz,
RTL n

b) Fliir f € Y(R") gilt fzf(x) = f(—z) (zeR").
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Beweis. a) folgt sofort aus dem Satz von Fubini, da (z,y) — f(z)g(y)e ™ €
L1<R2n)_

b) Sei v,(x) := y(ax) fiir a > 0 mit v wie in Lemma 10.8. Nach Lemma 10.3 gilt
- §
_ . -n(g S
(F)() = a™(F7)(2).
Sei g(z) = e"™0,(x) fiir & € R™ fest und a > 0 fest. Dann ist g € .(R™) und
e+
(Z0)(E) = (Fr)(E + &) = ay (FT2),

Unter Verwendung von a) erhalten wir

(zﬂl)n/z /Rn(ﬁf)(x)g(x)dx = (27T1)”/2 /R" f(@)(Fg)(x)dx

O /R flen=ontude )

Bei der letzten Gleichheit haben wir die Substitution v = % und die Identitat
F~ =~ verwendet.

Wir nehmen den Grenzwert a — 0. Es gilt dann v(au) — 1 punktweise und
g(z) — e~ punktweise. Wegen .% f € L'(R") kénnen wir majorisierte Konvergenz
anwenden und erhalten

W /Rn(ﬁf)(:c)g(x)dx = (F21)(&)-

Um den Grenzwert fiir die rechte Seite von (10-2) zu berechnen, verwenden wir
flau — &) — f(—&) punktweise. Da ||f]|o - 7 eine integrierbare Majorante ist,
erhalten wir

o n/z/ flau = &) (u)du = (&)
Also gilt (F2f)(&) = F(~¢ 0

10.10 Definition und Satz. a) Die Fourier-Transformation # : . (R") — . (R")
15t eine Bijektion mit

1 .
W /Rn g(f)emgdﬁ-

(Fg)(x) =

b) (Satz von Plancherel.) Es gilt
12y = IF fll2@ey  (F € Z(RY)).
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Somit ist F |y mny eine Isometrie und damit eindeutig zu einem isometrischen Iso-
morphismus Fo : L*(R™) — L*(R™) fortsetzbar, der ebenfalls Fourier-Transformation
genannt wird. Insbesondere gilt

1Z2f 2= lIfll2 (f € L*(R™)).

Beweis. a) Nach Lemma 10.9 gilt #2f(z) = f(—z), d.h. F* = idy(gn). Damit gilt

(F9)e) = (FUa)(w) = (Fa)(—a) = o [ ale)eae

b) Im Beweis von Lemma 10.9 sahen wir

(ZF LD 1a@n) = (f, F 9) 1o@n)-

Setze nun ¢ := .% "7, d.h.

g=Ff =©2n)"? | f(x)etde = Ff.

Damit folgt || = [1f]|z2-

Da . (R™) C Ly(R™) dicht ist, ist die Fortsetzung %3 : Ly(R™) — Lo(R™) wohl-
definiert und ebenfalls isometrisch. Zu zeigen ist noch, dass .%5 surjektiv ist. Nach
Lemma 6.12 ist R(.%,) abgeschlossen. Wegen R(%) C Z((R™)) = L (R") ist
R(%,) dicht in L*(R™) und damit .%, surjektiv. O

10.11 Definition und Satz. Fir T € .'(R") definiere FT(p) :=T(Fp) (¢ €
Z(R™)). Dann ist F: L' (R") — S'(R") linear, stetig und bijektiv mit stetigem

Inversen.
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