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1. Viskositédtslosungen

1.1 Worum geht’s? In diesem Abschnitt definieren wir Viskositétslosungen und
betrachten einige Beispiele nichtlinearer partieller Differentialgleichungen. Die we-
sentliche Idee der Viskositétslosungen besteht in Ungleichungen, welche fiir Extre-
malstellen gelten, und welche es erlauben, ein Analogon der ersten und zweiten
Ableitung zu definieren, selbst wenn die Funktion selbst nicht differenzierbar ist.

a) Der Begriff der Viskosititslosung und das
Maximumprinzip

Im Folgenden betrachten wir Gleichungen der Form
F(z,u(z), Vu(z), Vu(r)) =0 (v €G)

mit geeigneten Randbedingungen, wobei G C R" offen ist, u: G — R die gesuchte

Funktion,
F:GxRxR"x R 5 R

sym
eine Funktion, wobei R{T die Menge aller reellen symmetrischen n x n-Matrizen

bezeichne. Weiter sei Vu(z) = (0,)j=1

X,Y € RY;T definieren wir wie iiblich X <Y <= (Xz,z) < (Y,7) (v € R"),
wobei (-, -) das euklidische Skalarprodukt im R™ sei. Wir schreiben etwa 0 < X <1,
falls 0- [, < X < [, gilt. Hier ist I,, die n x n-Einheitsmatrix. Unter || X|| verstehen
wir stets die Operatornorm der Matrix X € R'*"™,

Sym

Wir werden im Folgenden stets voraussetzen, dass F' stetig ist.

1.2 Definition. a) Die Funktion F' heifit degeneriert elliptisch, falls
F(z,r,p,X) < F(z,r,p,Y) (r€G,reR, peR" XY e RU T mit Y < X).

b) Die Funktion F' heifit eigentlich, falls F' degeneriert elliptisch ist und falls

F(z,r,p,X) < F(z,s,p,X) (x€ G, r,seRmitr <s, peR" X eRL").

Sym
Nach dieser Definition ist F' genau dann eigentlich, wenn F'(z, -, p, X) monoton stei-

gend ist und F'(z,r,p,-) monoton fallend ist. Wir werden nun eine Reihe von Bei-
spielen linearer und nichtlinearer partieller Differentialgleichungen betrachten.

1.3 Beispiele. a) Laplace-Gleichung: —Au(x) 4+ c¢(z)u(x) = f(x) in G. Hier ist

F(x,r,p,X)=—tr X + c(x)r — f(z).
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2 1. Viskositdtslosungen

Falls ¢ > 0 in G gilt, so ist F' eigentlich.

b) Lineare elliptische Differentialgleichungen zweiter Ordnung: Allgemeiner betrach-
ten wir

—Z% )0, O, u( )—{—Zbi(a:)@xiu(x)—i—c(x)u(x):f(as).

1,j=1

Hier ist
F(z,r,p, X) = —tr(A(z)X) + (b(x),p) + c(x)r — f(x),

wobel A(z) := (a;j(x))ij=1, » und b(z) := (b;(z))i=1,. »n. Offensichtlich ist F' genau
dann degeneriert elliptisch, wenn A(z) fiir alle + € G positiv semidefinit ist und
eigentlich, wenn zusétzlich ¢ > 0 gilt.

Falls sogar 0 < A < A(z) < A < oo mit Konstanten \,A € R gilt, heifit F
gleichméafig elliptisch.

¢) Quasilineare elliptische Differentialgleichungen: Betrachte

— Z aij (7, Vu(x))0y,0p,u(x) + b(z, u(z), Vu(z)) = 0.

4,7=1

Hier ist
F(x,r,p,X) = —tr(A(z,p)X) + b(x, 7, p)

eigentlich, falls A(x,p) > 0 und b(x, -, p) monoton steigend ist fiir alle z € G und
p e R™

d) Gleichungen erster Ordnung: Die Gleichung F'(z,u(z), Vu(z)) = 0 ist eigentlich,
falls F'(x, -, p) monoton wachsend ist.

e) Hamilton-Jacobi-Bellman-Gleichung: Sei I eine Parametermenge, und fiir o € T
sel

(L Z al (2)0,,0,,u(x) + Zb 2)0p,u(x) + 9 (@)u(z) — f ().
2,j=1
Dann lautet die Hamilton-Jacobi-Bellman-Gleichung

sup(L®u)(z) = 0.

acl

In diesem Fall ist

Fla,r,p, X) = sup (= tr(A@)(@)X) + (6(x).p) + ) @)r = () ).

acl

Falls 0 < A(O‘)(:c) < (C <oound 0 < c(a)(:c) < C < oo fir alle z € G gilt, ist F
eigentlich.
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1. Viskosititslosungen 3

f) Funktionen von Eigenwerten der Hessematriz: Sei g: R — R g = g(x,r,p, s1,. ..

eine Funktion, welche monoton wachsend in r, s1, ..., s, sei. Dann ist
F(z,r,p, X) = g(z,r,p, =M\ (X),..., =\ (X))

eigentlich, wobei A(X),..., A\, (X) die Eigenwerte von X sind.

g) Parabolische Differentialgleichungen: Fir jedes feste t € [0,7T] sei (z,r,p, X) —
F(t,z,r,p, X) eigentlich. Dann ist

ou(t,x) + F(t,z,u(t,z), Vu(t,z), V2u(t,z)) = 0

(als Gleichung in R™™!) eigentlich. So ist etwa die Mean Curvature-Gleichung

duult, z) = |Vu(z)| div ng\)

von der Form dyu + F(t, z,u, Vu, V*u) = 0 mit

F(t,x,r,p,X) := —tr(([n— %)X)
p

1.4 Definition. Die Funktion F heifit gleichméBig elliptisch, falls A\, A € (0, 00)
existieren mit

MrP < F(z,r,p,X — P)— F(x,r,p,X) < Atr P
fiir alle (z,7,p) € G x R x R" und alle X, P € R " mit P > 0.

Im Folgenden sei stets G C R” ein Gebiet und F: G — R x R” x R — R stetig
und eigentlich.

1.5 Bemerkung. Sei u € C%(G) mit
F(z,u(z), Vu(z), Vu(z)) <0 (€ G). (1-1)

Sei weiter ¢ € C2?(G). Falls 2o € G ein lokales Maximum von u — ¢ ist, folgt
Vu(zg) = Vip(xg) und VZu(zg) < VZp(x0). Da F eigentlich ist, folgt daraus

F (20, u(z0), Vip(xg), VZ(20)) < F(g, u(20), Vo), V3u(20)) < 0.

Insbesondere gilt fiir v € C%(G) mit (1-1) und alle ¢ € C?(G): Falls u— ¢ ein lokales
Maximum an der Stelle xq € G hat, so ist

F (o, u(x0), Vep(o), VZip(10)) < 0 (1-2)
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4 1. Viskositdtslosungen

Weiter folgt mit der Taylorreihe fiir u — ¢
u(r) < u(xo) + (p,x — o) + 3(X (x — w0), 2 — x0) + 0(|z — x9/*) (1-3)

mit p := Vp(zg) und X = VZp(zg). Falls andererseits (1-3) mit einem Vektor
p € R™ und einer Matrix X € R™*" gilt folgt bereits p = Vu(zg) und Vu(zy) < X

sym

und damit F(xq, u(xg),p, X) < 0.

Diese beiden Beschreibungen verwenden nicht explizit die Ableitungen von u und
konnen daher fiir eine verallgemeinerte Definition verwendet werden.

1.6 Definition. a) Sei E ein topologischer Raum und f: F — R eine Funktion.
Dann heifit f oberhalbstetig in xq € E, falls fiir jedes € > 0 eine Umgebung U von
zy existiert mit f(z) < f(xo) +¢ (v € U). Analog fiir f: E — R := R U {£o0}.
Wir schreiben USC(E) fiir die Menge aller oberhalbstetigen Funktionen von E
nach R bzw. R. Analog definiert man LSC(E), die Menge aller unterhalbstetigen
Funktionen.

b) Sei U C R™ eine Menge, u: U — R eine Funktion, und zy € U. Dann heift

Jtu(wg) == Jiu(xg) = {(p,X) e R* x R :
u(z) < ( )+ (p,x — o) + (X (2 — 20), x — mo) + 0|z — mo|*) (x — 20) }

der Superjet (zweiter Ordnung) von u an der Stelle zg. Analog definiert man den
Subjet Ju(zo).

c) Sei U C R" eine Menge. Eine Funktion v € USC(U) heifit eine Viskositéts-
Sublosung von F' = 0 (oder eine Viskositétslosung von F' < 0) in U, falls

F(z,u(z),p,X) <0 (xeU, (p,X)e Ju(z))

gilt. Analog definiert man eine Viskositats-Superlosung. Falls « sowohl Sublésung
als auch Superlosung ist, heifit u eine Viskositéitslosung von

F(z,u(z), Vu(z), Vu(z)) =0 in U.

1.7 Bemerkung. a) Es gilt JTu(zy) = {(V(zo), Vip(z0)) : ¢ € C*(U),u —
¢ hat lokales Maximum bei x¢}.

b) Sei u € USC(U). Dann ist u genau dann Sublosung von F' = 0, falls fiir alle
zo € U gilt: Sei ¢ € C*(U), und u — ¢ habe ein lokales Maximum an der Stelle .
Dann gilt F(xq, u(xo), Vio(zo), VZp(20)) < 0.

¢) Falls ¢ im Inneren von U liegt, so ist J; u(zg) unabhingig von U.
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1. Viskosititslosungen )

1.8 Definition. Wir definieren den abgeschlossenen Superjet 7;(%) als die Menge
aller (p, X) € R™ x R¥" fiir welche eine Folge (x,,pn, X,) € U x R™ x RIX"

sym sym

existiert mit (p,, X,,) € JTu(z,) und (2, w(z,), pn, Xn) = (o, u(xo),p, X) (n —
o0). Analog wird Ju(zq) definiert.

1.9 Bemerkung. Sei U C R” offen, xy € U, u: U — R eine Funktion. Dann ist
u genau dann zweimal differenzierbar an der Stelle xg, falls Ju(xg) := Jtu(xg) N

J u(x) # 0. In diesem Fall ist Ju(xg) = {(Vu(zo), V?u(zo))}. Denn fiir (p, X) €
Ju(zo) gilt nach Definition von J*u(x)

u(x) = u(wo) + (p, ¥ — o) + 3(X (x — m),z — xo) + 0|z — wo|?).

1.10 Lemma (Beispiel eines klassischen Maximumprinzips). Sei F/(z, -, p, X) streng
monoton wachsend. Seien u,v € C*(G) mit

F(z,u(z), Vu(z), V2u(z)) <0, F(z,v(z), Vo(z), Vu(z)) >0 (z€q).
Falls ferner u < v auf 0G gilt, so gilt u < v in G.
Beweis. Sei xyp € G ein lokales Maximum von u — v. Dann gilt Vu(xg) = Vu(xg)
und V?u(zy) < V(o) und damit

F (20, u(x0),Vu(zo), Viu(z)) < 0 < F(20,v(70), VU(20), V0(70))
< F(wo,v(70), Vu(zo), VZu(y)).
Da F(z,-,p, X) streng monoton wachsend ist, folgt u(zg) < v(xg) und damit v < v
in G. O

Im Folgenden soll dieses Maximumprinzip auf halbstetige Funktionen iibertragen
werden. Dazu muss im Beweis (Vu(zg), V2u(zg)) durch die Mengen J ¥ u(zg) bzw.
J~v(xzg) ersetzt werden. Um diese beiden Funktionen betrachten zu kénnen, verdop-
peln wir die Anzahl der Variablen und ergénzen sie zusétzlich durch einen Strafterm,
d.h. man betrachtet etwa u(z) —v(y) — £z — y|? mit einem grofien Parameter k € N.

Wir verwenden zwei technische Aussagen, die hier nicht bewiesen werden.

1.11 Lemma. Seien U C R™ eine Menge, u € USC(U) undv € LSC(U). Definiere

My, = sup (u(z) —ov(y) - §lz —yl?) (keN).

z,yeU

Es gelte M, < oo fiir hinreichend grofie k. Sei (xy, yx)ren C U? eine Folge mit

lim (Mk — (u(zg) —v(yg) — %\xk — yk\2> = 0.

k—o00
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6 1. Viskositdtslosungen

Dann gilt limy, o k|2 —yi|? = 0, und fiir jeden Hiufungspunkt xo der Folge (xy)ren
gilt
lim M, = u(zo) — v(zo) = sup (u(z) — v(z)).

1.12 Lemma. Seien G C R" offen, u € USC(G), v € LSC(G) und ¢ € C*(GxG).
Definiere w(z,y) := u(z) —v(y) (z,y € G). Sei (xg,y0) € G* ein lokales Mazimum

von w — @, und sei € > 0. Dann existieren X, Y € REIT mit

(Vo) (@0, yo), X) € T ulwo),  (=Viyp(z0,90),Y) € T v(y0)

1 X 0 9
ogars () ) save

und

wobei A = VQQD(I’Q, yO) c Rg]@xﬂn)

Damit kann der erste zentrale Satz {iber Viskositétslosungen gezeigt werden. Dazu
werden wir die beiden folgenden Voraussetzungen benotigen:

(M1) Es existiert ein ¢; > 0 mit
F(SL’,T’,p,X) - F(;E,S,p,X) > Cl(r o S)

fir aller,s e Rmit r > s, 2 € G, p € R*, X € R**",

sym

(M2) Es existiert eine Funktion w: [0, 00] — [0, 0] mit limh\o w(h) =w(0) =0 so,
dass fiir alle £ € N und fiir alle X, Y € RZX" m

sym

ks (0 —Y) < 3k (—In I, )

und alle 2,y € G, r € R gilt:
F(y,’f’,k(.f —y),Y) - F(IE,T,]{?(QT - y)7X) S w(k:|:c _y|2 + |I - y|)

1.13 Satz (Maximumprinzip, Vergleichsprinzip). Sei G C R™ beschrinkt und offen,
FeC(GxRxR"x RE) eine eigentliche Funktion, welche die Voraussetzungen
(M1) und (M2) erfiillt. Seienu € USC(G) eine Losung von F < 0 und v € LSC(G)
eine Losung von F' > 0 mit u < v auf 0G. Dann gilt w < v in G. Insbesondere ist

jede Viskositatslosung von F' =0 durch die Randbedingung eindeutig festgelegt.

Beweis. (i) Zu k € N definieren wir M}, := sup, .5 o (u(z) —v(y) — £|lz — y|?). Da
G beschrinkt ist und (z,y) — u(z) — v(y) € USC(G x G), gilt My < oo fiir alle
ke N.

© Robert Denk 22. 7. 2014



1. Viskosititslosungen 7

Angenommen, es gilt u(z) > v(z) fiir ein z € G. Dann folgt
M, >u(z) —v(z) =:d >0 (ke€N).

Wegen Kompaktheit von G x G wird das Supremum angenommen, d.h. es existieren
(ks Y )ken C G X G mit

My, = u(zy) — v(ye) — 5o — yil*
Nach Lemma 1.11 gilt fiir jeden Haufungspunkt (zo, z¢) von (xx, Yk )ren

u(zg) —v(xg) = lim My, > 4.

k—o0

Wegen u < v auf G kann kein Haufungspunkt auf 0G liegen, d.h. es gilt (xy, yx) €
G x @G fiir hinreichend grofles & € N.

(ii) Fiir & € N wenden wir Lemma 1.12 an auf ¢(z, y) := £|z —y|* (z,y € G). Dann
gilt Vap(z,y) = =Vyp(z,y) = k(z — y) und

A==k (5 ) = A=k

Nach Konstruktion ist (z, yx) ein lokales Maximum von w—¢, und nach Lemma 1.12

existieren zu jedem ¢ > 0 Matrizen X, Y € R mit

(k(ar — ), X) € T u(an),  (klwx —w),Y) € T v(y)

X 0 I, —I
1 2 n n
e (50 cuean (B ).

Wiihlt man e := 1, so erhéilt man
—3k < (i)( _OY) < 3k (_I;n _]in) .
Inshesondere gilt fiir alle ¢ € R”
(XE,6) — (Y€)= @T 5 5) ()
< (g) (G Q-

d.h. es gilt X <Y. Da u,v Sub- bzw. Superlosungen von F' = 0 sind, folgt

sowie

F(xg,u(zy), k(rr — yx), X) <0< Fyr, v(yw), k(zr — yr), Y).

© Robert Denk 22. 7. 2014



8 1. Viskositdtslosungen

Insgesamt erhalten wir unter Verwendung der Voraussetzungen (M1), (M2)

a6 < oMy = ¢ (u(zy) — v(yr) — 5w — yil?)
< cr(u@r) — v(ye))
< Flag, u(@e), k(ze — yu), X) — F(zg, v(ye), k(ze — ye), X)
= [F(azr, u(ar), k(zr — yr), X) = F (e, v(y), k(ze — yr), Y)]
+ [F (s v(yn), k(xr — yi), Y) — F(xn, v(ye), k(ze — yi), X)]
<0 —i—w(k’\xk - yk\2 + |zp — Z/k’) — 0 (k— o0)

und damit einen Widerspruch. Somit war die Annahme u(z) > v(z) falsch, und es
gilt u < v in G. O

1.14 Bemerkung. Die technische Bedingung (M2) ist intuitiv schwer nachvoll-
ziehbar. Wir zeigen, dass aus (M2) die degenerierte Elliptizitéit folgt. Dazu seien
X, Y e REP mit X <Y. Dann gilt fir £&,7 € R" und € > 0 unter Verwendung der

Sym

Youngschen Ungleichung

(X&) —(Yn,m) <(YE,8) —(Yn,m)
=2(Yn, & —n) +(Y(§E—n),§—n)

< el + (1+ ) e -

()0( _yo_g) < (1+ vy ( n —II)

Fiir hinreichend grofles £ € N erfiillen die Matrizen X und Y + ¢ also die Voraus-

setzungen von (M2). Wir setzen in (M2) y := 2 — £ und erhalten

F(x - %,r,p,Y—i—&‘) _F(:C7T>p7X) < W(%(|p|2+ |p’))
Mit £ — oo und € — 0 folgt F(z,r,p,Y) < F(x,r,p, X).

Also gilt

1.15 Beispiel. Die kritische Bedingung fiir den obigen Satz war Bedingung (M2).
Wir diskutieren hier fiir einige Klassen von Gleichungen, wann diese Bedingung gilt.

a) Sei G beschréinktes Gebiet, F'(z,r, p, X) = Fo(r,p, X)— f(x), wobei Iy degeneriert
elliptisch ist und f € C'(G). Dann gilt Bedingung (M2). Denn aus der Bedingung

X 0 L, —I,
(o v) == (4 )

folgt bereits X <Y, wie im obigen Beweis gezeigt. Da F, degeneriert elliptisch ist,
erhéalt man

F(yr k(x —y),Y) — F(z,r k(x — y), X)

© Robert Denk 22. 7. 2014



1. Viskosititslosungen 9

< F(y,r,k(x _y)aX) o F(.T,?“,k(l' - y)aX)

= f(y) = f(@) Sw(lz —yl) Swlklz —y* + |z — y)),
wobel w der Stetigkeitsmodul von f ist, w(h) := wg(h) := sup{|f(z)—f(y)| : |[zr—y| <
h}.

b) Sei F(z,r,p,X) = (b(z),p). Dann gilt (M2) mit w(r) = cr, ¢ > 0, genau dann,
wenn

(b(x) = b(y),z —y) > —clz —y* (2,9 €G)

(,, Monotonie*).

c) Sei F(z,r,p,X) = —tr (M(z)X) mit M € Lip(G; RYW) und M > ¢ > 0 in G.
Dann F' gleichméfig elliptisch, und es gilt (M2).

d) Aus den obigen Bestandteilen konnen allgemeinere Gleichungen konstruiert wer-
den, da die Bedingung (M2) unter Summen und sup-Bildung, sup inf-Bildung erhal-
ten bleibt, solange die Funktion w einheitlich gew#hlt werden kann. Durch Addition
eines linearen Terms ~r lésst sich auch Bedingung (M1) erfiillen.

b) Existenz von Viskosititslésungen

Wir betrachten im Folgenden das nichtlineare Randwertproblem

F(z,u(z), Vu(r), V?u(r)) =0 in G,

(1-4)
u=0 auf 0G.

Dabei sei G C R™ ein Gebiet, und die Funktion F' sei in diesem Abschnitt stets
eigentlich und stetig in G.

1.16 Definition. Sei u: G — [—o0, 00| eine Funktion. Dann heifit

u*(z) = i{% [sup{u(y) :y € G, [z —y| <r}] bzw.

die oberhalbstetige (bzw. unterhalbstetige) Hiille von w.

Das folgende Lemma zeigt, dass eine konvergente Folge (z,,u,(2,)) — (z,u(z))
durch Elemente des Superjets zu einer konvergenten Folge (z,, u,(2n), Pn, Xn) —
(z,u(z),p, X) ,erginzt“ werden kann.

1.17 Lemma. Seien u € USC(G) und (uy)nen C USC(G) eine Folge von Funk-
tionen so, dass fir alle konvergenten Folgen (x,)nen C G mit x, — x € G gilt:
lim sup,, .. un(2,) < u(x).
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10 1. Viskositditslosungen

Sei z € G, (p,X) € Jtu(z), und sei (zn)neny C G eine Folge mit (zn, un(2,)) —
(z,u(z)). Dann existiert eine Folge (Z,,Dn, Xn)nen mit (pn, Xp) € Jtun(Z,) und
(Zns tn(Zn), Pny Xn) = (2,u(2), p, X).

Beweis. O.E. sei z = 0 € G, und sei (z,)neny C G eine Folge mit (z,, u,(2,)) —
(0,u(0)). Zu § > 0 existiert ein r > 0 mit

u(z) < u(0) + (p,z) + (X, ) +d|z|* (x € B(0,r)). (1-5)
Wir definieren z,, € B(0,r) als Maximalstelle der Funktion

x5 uy(z) — (p,x) — 2(Xaz,x) — 6|z in B(0,r).

Dann gilt fiir alle x € B(0,r)
Un () < un(2n) + (0o — 20) + (X2, 2) — (X2, 2,)) + 26(|2]> — |2a]7). (1-6)

O.E. gelte 2z, — y € B(0,r). Wir setzen (fiir hinreichend grofies n) in (1-6) = := z,
ein und nehmen liminf,_, . ---. Wir erhalten

w(0) < liminfu,(2,) — (p,y) — 2(Xy,y) — 26]y[*.

n—o0

Nach Voraussetzung folgt liminf,, . u,(2,) < u(y) und damit

w(0) < u(y) — (p,y) — 3(Xy,y) — 28ly|* < w(0) — d|y|%,

wobei die zweite Ungleichung aus (1-5) folgt. Also gilt y = 0, d.h. 2, — 0, und
lim sup,,_, o un(Z,) — u(0).

Fiir hinreichend groBes n gilt z,, € B(0,r). Wir zeigen, dass dann (p+462,+X 2, X+
46) € Jtuy,(z,) gilt. Dazu miissen wir nach Definition von Ju,(Z,) zeigen, dass

Un () — up(2,) — (p+ 402, + X2, 0 — 2,) — %((X +48)(x — 2,),x — 2,) <0

fir kleines |z — Z,| gilt. Wegen (1-6) ist die linke Seite dieser Ungleichung nicht
grofler als

Un(2n) + (D, T — 2n) — %((anx> <XZmZn>) + 20 (|x|2 - |2n|2)
—up(Zn) — (p,x — 2,) — 4620, x — 2,) — (XZ,, 2 — Z,)

— M X(z = 2,), 2 — 2,) — 20|z — zn]2

Da beim Grenzwert n — oo die Ungleichung erhalten bleibt und 2, — 0 gilt, folgt
(p, X +40) € JTv(0). Somit gilt die Aussage des Lemmas fiir (p, X + 46) anstelle
von (p, X). Die Menge aller (q,Y), fiir welche eine Folge (2, p,, X,,) existiert mit
(Pn, Xn) € JTun(2,) und (25, un(2,), pn, Xn) — (0,0(0), ¢, Y) ist abgeschlossen. Wir
konnen daher den Grenzwert 0 \, 0 nehmen und erhalten die Aussage des Lemmas
fir (p, X). O
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1. Viskositdtslosungen 11

1.18 Lemma. Sei .# eine Familie von Lisungen von F < 0 in G. Setze w(z) =
sup{u(z) : w € F} fir x € G. Falls fur die oberhalbstetige Hiille w* gilt w*(x) <
oo (x € G), dann ist w* ebenfalls eine Losung von F <0 in G.

Beweis. Sei z € G und (p, X) € Jtw*(z). Nach Definition von w* existiert eine
Folge (2p)neny € G mit z, — z und w(z,) — w*(z). Nach Definition von w existiert
dazu eine Folge (un)nen C % mit u,(2,) — w*(z). Ebenfalls nach Definition von
w* und ¥ gilt fiir jedes = € G und jede Folge (x,,)neny mit z, — = die Abschitzung
limsup,,_, . un(z,) < w*(z). Damit sind alle Voraussetzungen von Lemma 1.17
erfiillt, und es existiert eine Folge (Z,)nen C G sowie eine Folge (p,, Xp)nen mit
(Pn, Xn) € JTw*(2,) und (2, un(Zn), P, Xn) — (2,w*(2),p, X). Da (uy)nen eine
Losung von F' < 0 ist, gilt auch F(z, w*(z),p, X) < 0, d.h. w* ist eine Sublésung. [

1.19 Lemma. Seiu eine Lisung von F' < 0 in G. Falls ein xy € G und ein (p, X) €
Jtu.(xo) mit F(xo,us(xg),p, X) < 0 existieren, so gibt es zu jedem hinreichend
kleinen € > 0 eine Losung u. von F' < 0 mit u.(x) > u(z) (v € G), sup,eq(ue —
w)(x) > 0 sowie u.(z) = u(x) fir x € G\ B(xg,e).

Beweis. O.E. sei zp = 0 € G, d.h. es gilt F(0,u,(0),p, X) < 0. Fiir 6,7 > 0
definieren wir
Us () :=u.(0) + 6 + (p,z) + Xz, 2) —~[z]* (2 € Q).
Da F stetig ist, gilt fiir hinreichend kleine €, 9, v die Abschéatzung
F(x,us.(2), Vus~(x), Vius(2)) <0 (z € B(0,¢)).
Andererseits gilt
u(z) = us(z) 2 u(0) + (p,2) + 3(Xw,2) +o(|z]*)  (z = 0).
Fiir 0 := 5%7 und kleines ¢ folgt
u(z) > usy(r) (red, §5<|z[<Le).

Nach Lemma 1.18, angewendet auf .% = {u, us,} in B(0,¢), ist

i i g

eine Losung von F' < 0 in G. Andererseits gilt fiir jede Folge (x,,u(z,))neny mit
(@, u(zn)) = (0,u.(0))

lim (ue(z,) — w(zn)) = us,(0) —u(0) =6 >0

n—oo

und damit sup,cq(us(x) —u(z)) > 0. O
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12 1. Viskositditslosungen

Wir kommen nun zur Losbarkeit von (1-4). Dabei betrachten wir eine Sublésung des
Randwertproblems (1-4). Diese ist definiert als eine Viskositétslosung von F' < 0in G
mit der Randbedingung u < 0 auf 0G. Wir sagen, dass das Vergleichsprinzip fiir (1-4)
gilt, falls fiir jede Sublésung v und jede Superlosung w von (1-4) die Abschéitzung
v <win G gilt.

1.20 Satz. Fs gelte das Vergleichsprinzip fir das Randwertproblem (1-4). Falls min-
destens eine Sublosung u und eine Superlosung w mit u, = u* = 0 auf OG ezistiert,
so definiert

u(z) == sup {w(z) :u <w <uin G, w ist eine Sublisung von (1-4)}

eine (und damit die einzige) Losung von (1-4).

1.21 Bemerkung. a) Diese Konstruktion der Losung heifit auch Methode von Per-
ron. Man beachte, dass die Eindeutigkeit sofort aus dem Vergleichsprinzip folgt.

b) Satz 1.13 gibt Bedingungen an F' an, unter welchen das Vergleichsprinzip gilt.

Beweis von Satz 1.20. Nach Voraussetzung gilt v, < u, < u < v* < @* in G und
damit u, = u = u* = 0 auf 0G. Nach Lemma 1.18 ist u* eine Losung von F' < 0, und
nach dem Vergleichsprinzip folgt u* < w. Nach Definition von u heifit dies u = u*,
d.h. u ist eine Sublésung.

Falls u, an einer Stelle xy € G keine Superlosung ist, so wéihle u. zu u wie in
Lemma 1.19. Es gilt 7 < w. in G, und falls € > 0 hinreichend klein ist, stimmen u
und u,. auf G iiberein, d.h. es gilt u. = 0 auf 0G. Wieder nach dem Vergleichsprinzip
folgt u. <w in G. Da w nach Definition die maximale Sublésung zwischen u und
ist, erhalten wir v, < wu im Widerspruch zur Konstruktion nach Lemma 1.19.

Somit ist wu, auch eine Superlosung von (1-4). Nach dem Vergleichsprinzip folgt
u* = u < uy, d.h. u = u, = u*. Somit ist u stetig und eine Losung von F = 0. ]

1.22 Lemma. FEssei G C R"™ ein beschrinktes Gebiet. Die Funktion F' sei eigentlich

und erfille die Bedingung (M2) (siehe Satz 1.13). Weiter seien f,g € C(G) und u,v
Lésungen von

u(z) + F(x,u(z), Vu(x), Viu(r))
v(z) + F(x,v(z), Vo(x), V2(x))

in G. Dann gilt mit r* := max{r, 0}

u(z) — v(z) < max { ys;lag(U(y) —o(y))*, Zgg(f(y) —g9w)*t} (x€q).
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Beweis. Wir setzen w(z) = u(x) — max{sup,coc(u(y) — v(y)) ", sup,ea(f(y) —
g(y))*T}. Dann gilt JTw(x) = JTu(x) und, da F eigentlich ist,

w(z) + F(z,w(z), Vw(x), Vw(z)) — g(z) <0

sowie w < v auf JG. Nach dem Vergleichsprinzip (Satz 1.13) folgt w <vin G. O

Als Anwendungsbeispiel fiir den Existenzsatz 1.20 geben wir eine Beispielklasse von
nichtlinearen Gleichungen an.

1.23 Satz. Sei G C R" ein beschrinktes C*-Gebiet. Betrachte die Gleichung

u(z) + g(Vu(x)) — f(x) =0 in G,

u(z) =0 auf 0G. (1-7)

Dabei seien f € C(G) und g € C(R™) mit g(p) — oo (|p| = o0) und g(0) <
inf .z f(z). Dann besitzt (1-7) eine eindeutige Viskositdtslosung.

Beweis. Nach Beispiel 1.15 a) erfiillt F'(z,r,p) := r+g(p) — f(x) die Voraussetzung
(M1) und (M2), d.h. Satz 1.13 ist anwendbar, und fiir (1-7) gilt das Vergleichsprin-
zip. Nach Satz 1.20 folgt die eindeutige Losbarkeit, wenn wir eine Sub- und eine
Superlosung mit verschwindenden Randwerten angeben kénnen.

Nach Voraussetzung gilt F'(z,0,0) <0 (x € G), d.h. u := 0 ist eine Sublésung von
F = 0. Somit miissen wir noch eine Superlésung konstruieren.

Dazu definieren wir d(z) := dist(z,0G) = infyepc ly — 2| und Gy = {z € G :
d(z) < 5} fiir A > 0. Dann ist d € C?(G,) fiir hinreichend grofies A, und fiir z € G
gilt Vd(z) = —v(z), wobei v(z) der &uflere Normalenvektor zu G an der Stelle x ist.

Da d stetig ist, existiert ein Ay > 0 so, dass |Vd(z)| > % (z € G,) fiir alle X > Ao

gilt. Nach Voraussetzung an ¢ erhalten wir

inf g(AVd(z)) - 00 (A — 00).

z€G )

Insbesondere existiert ein Ay > A\g mit

g(AVd(z)) = sup f(y) (z € Ga) (1-8)

yeG
fiir alle A > \;. Mit spater zu bestimmenden Parametern M > 0 und A > A\

definieren wir
uy(z) == M(1—e @) (2 € G)).

Dann gilt u; = 0 auf 0G. Nach Definition von G, gilt Ad(z) < 1 in G, und damit
é < e M) < (x € G)). Weiter gilt fir alle x € G,

F(a,ui(x), Vuy (2)) = ua(2) + 9(Vua (2)) = f(2)
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14 1. Viskositditslosungen

= M(1 — e M) 4 g(AMe MOV d(z)) — f(z).
Wir wéahlen nun M > 0 so grof}, dass
(1= M +9(0)~ flz) >1 (z€q), (1-9)

und dann A > max{1, 2})\;. Fiir alle z € G, gilt dann g(AMe®Vd(z)) > g(0)
nach (1-8), und wir erhalten

F(z,u1(z), Vui(x)) > g(0) — f(x) >0 (z € G,).

Wir wihlen nun ¢; € (0, M(1—1)) mit ¢; +¢(0)— f(z) > 0 (z € G) (dies ist moglich
nach (1-9)) und definieren u durch

() min{u;(z),c;}, falls 2 € Gy,
u(x) = _
c1, falls x € G\ G,.

Dann gilt w = 0 auf 0G, und nach Konstruktion ist w eine Superlésung von F' = 0
in G. Wie zu Beginn des Beweises erlautert, folgt daraus die Behauptung. m

Ahnlich wie den letzten Satz zeigt man auch die folgende Aussage:

1.24 Satz. Sei G C R" ein beschrinktes C?-Gebiet. Betrachte das Randwertproblem

u(z) — tr(A(z)V2u(z)) + (b(z), Vu(z)) — f(z) =0 in G,
u(x) =0 auf 0G.

(1-10)

Es gelte f € C(G), b € C(G;R"), A € Lip(G,R™") sowie A(x) > 0 (x € G) und

Sym

(A(x)v(x),v(z)) > 0 auf OG. Dann besitzt (1-10) eine eindeutige Viskositdtslosung.

Man beachte, dass hier keine gleichméflige Elliptizitdat vorausgesetzt wird.
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2. Weitere Eigenschaften von Viskositéitslosungen
und Verallgemeinerungen

2.1 Worum geht’s? Die im ersten Kapitel skizzierte Theorie der Viskositéatslosun-
gen lésst sich auf allgemeinere Situationen iibertragen. Hier werden als Beispiel un-
beschréinkte Losungen im Ganzraum und parabolische Gleichungen diskutiert. Eine
weitere zentrale Eigenschaft der Viskositétslosung ist es, dass das Supremum von
Losungen wieder eine Losung ist, was insbesondere dazu verwendet werden kann,
um Gleichungen zu regularisieren (etwa durch Addition eines Terms der Form eAu)
und dann den entsprechenden Regularisierungsparameter gegen 0 gehen zu lassen.
Gerade der Term A, welcher bei Evolutionsgleichungen eine Viskositét beschreibt,
war namensgebend fiir diesen Losungsbegrift.

a) Unbeschrinkte Losungen
Im Folgenden bezeichnen wir fiir G C R" mit UC(G) die Menge aller gleichméBig
stetigen Funktionen u: G — R.

Wir betrachten die autonome Gleichung
u(z) + F(Vu(z), Vu(z)) — f(z) =0 (z € R"). (2-1)

Dabei seien f € UC(R") und F': R" x RE — R stetig und degeneriert elliptisch,
d.h. F(p,-) ist monoton fallend fiir alle p € R™.

Eine Funktion f: R™ — R heifit hochstens linear wachsend, falls ein L > 0 existiert
mit u(x) < L(1+ |z]) (z € R™).
2.2 Satz (Vergleichsprinzip). Seien u € USC(R™) und v € LSC(R"™) mit

u(z) + F(Vu(z), Vu(z)) — f(z)
v(x) + F(Vu(z), Vu(r)) — f(2)

<0 (zeR"),
>0 (zeR").
Die Funktionen u und v seien hochstens linear wachsend. Dann gilt uw < v in R™.

Beweis. (i) Da f € UC(R™), existiert ein K > 0 mit

sup (f(x) — fly) — K|z —yl) < 0.

z,yeR”

Um dies zu sehen, wahlen wir § > 0 so, dass fur alle z,y mit |z —y| < ¢ gilt
|f(z) — f(y)| < 1. Fiir beliebige ,y € R" setzt man dann z), := z + £(y — ),

k=0,..., N, mit =2 e (3,6) und erhiilt f(z) — f(y) = Son, flan) — flagr) <
N < §|x -yl
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16 2. Weitere Figenschaften von Viskosititslosungen und Verallgemeinerungen

Da u, v hochstens linear wachsen, existiert ein L > 0 mit
w(z) —v(y) < LA+ [z[+yl) (z,y € R"). (2-2)

Wir wihlen nun eine Familie {pr : R > 1} C C*(R™) mit den Eigenschaften

(i) pr =0 (R =1),
(i) liminfy, e 222 > 2L (R > 1),

lz| =

(iii) [Vor(@)| +[IV*¢r()| <C (R=1,2€R"),

(iv) limpyeo r(z) =0 (z € R™).

(Dazu withlt man z.B. pr € C*(R™) mit pr(x) = 0 falls |x| < R und ¢gr(z) = 4L|x|
falls |x| > 2R.)

Sei

O(z,y) = u(x) = v(y) = 2K(1 + |z =y = pr(2) — ¢rly) (2,y €R").

Wegen (2-2) und (ii) gilt ®(z,y) — —oo fiir |(z,y)| — oo, d.h. es gibt ein (7, §) € R*"
mit O(Z,y) = max, yern P(z,y).

(ii) Wir zeigen, dass

xsylé%n (u(z) —v(y) — 2K|z — y]) < (2-3)

gilt. Falls (2-3) nicht gilt, folgt fiir hinreichend grofles R wegen (iv) ®(z,y) > 0 und
damit
2K — ] < uld) — v(3). (2-4)

Fiir p := 2KV, (1 + |Z|2)1/2’z:§:—g} und Z = 2KV2(1 + |z|2)1/2‘zzi_g rechnet man
nach, dass

(p+ Vor(2), Z + Vipr(2)) € Jtu(),
(h— Vor@), —Z — V¢r(9)) € T v(j).

Da u bzw. v Sublésung bzw. Superlésung von (2-1) ist, gilt

u(@) + F(p+ Ver(2), Z + Vier(2)) — f(2)
(

) <
(@) + F(p = Vor(), ~Z = Vier() — f(#) >
Da p und Z unabhingig von R beschrénkt sind, folgt

u(@) — () < f(@) — f@) + F(p— Ver@), —Z — VZor())
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— F(p+ Ver(#), Z + VzSOR(??))
< Kl =g+ C < 5(u(@) —u()) +
wobei in der letzten Ungleichung (2-4) verwendet wurde.

Also gilt u(Z) — u(y) < 2C mit einer von R unabhéngigen Konstante C. Wegen
O(z,y) < ©(2,9) < u(@) —v(g) <2C (z,y € R")
folgt fiir R — oo
u(@) —v(y) —2K(1+ |z —y[)"? <20 (2,5 €RY),
d.h. es gilt doch (2-3) im Widerspruch zur Annahme.

(iii) Angenommen, es existiert ein 7 € R" mit u(Z) —v(T) =: 20 > 0. Wir definieren
jetzt

®(z,y) = u(z) —v(y) = §lo —yl* — (o’ + [yI*)
mit ¢ > 0 und k£ € N. Fiir kleines ¢ gilt ®(Z,7) > §. Nach (2-3) gilt ®(z,y) —
—oo (|(z,y)| = o), und damit besitzt ® eine Maximalstelle (%, ) € R?". Fiir diese
gilt mit (2-3) und der Youngschen Ungleichung

Sle =g + (2 + 19) < w(@) — v (@)

i ) (2-5)
<2K|T —g|+C <L T — 9 + K o e

Wie im Beweis von Satz 1.13 folgt nun aus Lemma 1.12, dass X, Y € R{ T existieren

mit
(k(Z — 9) + 222, X + 2¢)
(k(7 = 9) — 25, Y —22) ), (2:6)
X 0 I, -1,
s () zm(h )
Da u und v Sub- bzw. Superlosungen sind, gilt
u(@) —v(g) < (&) = f(9) + F(k(E - 9) = 20,Y — 2¢)
— F(k(Z —9y) + 22, X + 2¢).

Andererseits gilt u(z) —v(y) > ®(7,7) > J, und (mit der letzten Zeile von (2-6))
X <Y. Somit erhalt man

0 < wp(|Z —gl) + F(k(Z — ) — 269, X — 2¢)

2.7
— F(k(i — §) + 262, X + 2¢), 21

wobei wy der Stetigkeitsmodul von f ist. Dieser ist definiert durch

wr(h) == sup |f(z) = f(y)| (h=0).

lz—y|<h
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18 2. Weitere Figenschaften von Viskosititslosungen und Verallgemeinerungen

Aus (2-5) folgt k|2 —g]? < C und (|2|* + |9]?) < C fiir alle (kleinen) € > 0 und alle
k > 1. Somit gilt ez, ey — 0 (¢ \,0), k| — 9| < C und |2 — g| = 0 (k — o0). Wir
nehmen zunéchst liminf.\ ... und dann liminf, . ... in (2-7) und erhalten

§ <liminfliminfws(|Z —g|) =0,

k—o00 eN0

Widerspruch. O

2.3 Satz (Losbarkeitssatz). Sei f € UC(R™) und F: R* x RIX" — R stetig und de-

Sym
generiert elliptisch. Dann besitzt (2-1) genau eine Viskosititslosung u mit hochstens

linearem Wachstum. Es gilt w € UC(R™).

Beweis. Nach Satz 2.2 gilt das Vergleichsprinzip (in der Menge der hochstens linear
wachsenden Funktionen) und damit insbesondere die Eindeutigkeit. Die Existenz
folgt aus Satz 1.20, falls wir linear wachsende Sub- und Superlosungen finden.

Nach Voraussetzung existiert ein X' > 0 mit |f(z)| < K(1 + |z|) (z € R"). Wir
setzen u := a + L(1 + |z]?)"/? (z € R") mit einem Parameter a > 0. Dann sind
Vu(x) und V?u(z) beschrinkt, und da F' stetig ist, gilt

c1 = sup |F(Vu(x), V*u(r))| < oc.

TER™

Setzt man nun a := c¢; + L, so gilt
u(z) + F(Vu(x), Vu(r)) — f(r) >0 (z € R"),

d.h. @ ist eine (klassische) Superlosung. Analog zeigt man, dass u := —u eine
Sublosung ist. Nach Satz 1.20 existiert eine Viskositétslosung u von (2-1).

Da F nicht von = abhéngt, ist w := u(- + y) fiir jedes feste y € R" eine Losung von
w(x) + F(Vw(r), Vw(r)) — f(z +y) = 0.
Wie im Beweis von Korollar 1.22 sieht man

u(z +y) —u(@)| = |w(z) —u(@)] < sup [f(z+y) - f(z)| (z €R").

z€ER"

Da f gleichméfBig stetig ist, folgt auch die gleichméflige Stetigkeit von u, d.h. u €
UC(R™). ]
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b) Konvergenz von Viskosititslésungen

Im Folgenden seien wieder G C R" ein Gebiet, F': G x R x R" x RE7" — R stetig
und eigentlich.

2.4 Satz. Sei (up)nen C USC(Q) eine Folge von Ldsungen von F < 0 in G.
Definiere

u(z) == limsup*u, () := lim sup{ur(y) : k>n, ly—z| < i} (z€@).

n—o0

Falls u(z) < oo (z € G), so ist u ebenfalls eine Lisung von F <0 in G.

Beweis. Sei z € (. Nach Definition von % existiert eine Teilfolge (un,)jen und
(2j)jen C G mit z; = z und uy,(2;) — w(z). Weiter gilt fiir jede Folge (2,)jen C G
und alle z € G mit x; — x die Abschitzung limsup, ., u,;(7;) < u(z). Somit
erfiillt die Folge (un,)jen die Voraussetzung von Lemma 1.17, und zu (p, X) €
J*(2) existieren (2;)jen C G und (pj, X;) € Jtup, (2;) mit (25, un, (25), pj, X;) —
(z,u(2),p,X) (j — o00). Da I stetig ist und u,, eine Sublosung ist, folgt auch
F(z,u(2),p,X) <0, d.h. @ ist auch eine Sublésung. ]

2.5 Bemerkung. a) Wie iiblich gilt auch die analoge Aussage fiir Superlésungen
und
u(x) == lig})rolf*un(m) = nh_)rglo inf{u(y) : k >n, |y — x| < t}.
b) Der Beweis zeigt, dass sogar folgende Variante gilt: Falls u, eine Losung von
F, <0 ist (wobei F, fiir alle n € N eigentlich ist), so ist @ eine Losung von F' < 0
mit
F(x,r,p,X) = h,{ii{}f*Fn(x’ r,p, X).

Hier ist liminf,, ..., analog zur Definition in Satz 2.4 definiert, bezieht sich aber auf
alle Variablen (z,7,p, X) € G x R x R" x R Dies gilt sogar, falls F' nicht stetig
ist. Falls in dieser Situation F), = F fiir alle n € N mit einer unstetigen Funktion F

gilt, so erhdlt man F' = F,.

Die letzte Bemerkung ist die Motivation fiir folgende Verallgemeinerung der Defini-
tion einer Viskositéatslosung.

2.6 Definition. Sei G C R" eine Menge, J(G) := GXRxR"xXRX". Sei W C J(G)

Sym
eine dichte Teilmenge, und F: W — R eine Funktion. Dann definiert man die
unterhalbstetige Hiille von F' durch

F.(z2) := li{‘rg)inf{F(zo) Hz—z2| <e, €W} (2 € J(G)).
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Eine Funktion u: G — R heif}t eine Viskositits-Sublosung von
F(z,u(z), Vu(z), V2u(z)) = 0

in G, falls u* < oo in G gilt und falls fiir alle z € G und alle (p, X') € J*u*(z) die Un-
gleichung F,(x,u*(z),p, X) < 0 gilt. Analog definiert man Viskositéts-Superlosun-
gen.

2.7 Bemerkung. Sei (u,)nen eine Folge von Funktionen auf G, und sei @ :=

limsup*u, und w := liminf,u,. Es gelte © = u =: v in G und —0c0 < u < 00
n—o0 n—00

in G. Dann ist u stetig (daw € USC(G) und u € LSC(G)) und u,, konvergiert auf

kompakten Teilmengen von G gleichméfig gegen wu.

Denn sonst existiert eine kompakte Teilmenge K C G, ein ¢ > 0 und Folgen (uy; ) jen,
(75)jen € K mit |u, (2;) —u(x;)| > €. O.E. gelte z; — 2 (j — 00). Da u stetig ist,
folgt u(x;) — u(x), d.h. fiir j — oo erhalten wir den Widerspruch |u(z) —u(x)| > .

Das folgende Beispiel zeigt eine Anwendung der obigen Konvergenzaussagen. Man
beachte, dass der Zusatzterm €A eine Regularisierung darstellt. Dieser Term wird
auch Viskositdt genannt (was durch die Modellierung entsprechender physikalischer
Vorgénge motiviert ist) und lieferte wohl die Basis fiir den Namen ,, Viskositétslosung*.

2.8 Satz. a) Sei G C R™ ein beschrinktes Gebiet, ¢ € [0,1], g € C(R") und
f € O(G). Betrachte das Randwertproblem

u+g(Vu) —ecAu=f inG,

u=0 auf0G. (2-8)

Seien v € C(G) und v € C(G) von € unabhingige Sub- bzw. Superlésungen von
(2-8) mit v = v = 0 auf OG. Dann hat (2-8) fiir jedes € € [0,1] eine eindeutige
Losung u., und es gilt u. — ug (€ \ 0) gleichmafig in G.

Beweis. Nach Beispiel 1.15 a) ist Satz 1.13 anwendbar, d.h. es gilt das Vergleichs-
prinzip. Nach Satz 1.20 existiert fiir jedes ¢ € [0, 1] eine eindeutige Viskositétslosung

ue. Nach Satz 2.4 ist u := lim sup*u. eine Sublésung und u := lim\iglf*uE eine Su-
e\0 €
perlosung von (2-8) mit ¢ = 0.

Da alle u. die Randbedingung u. = 0 auf 9G erfiillen, gilt dies auch fiir 7 und w.
Wir wenden das Vergleichsprinzip (mit ¢ = 0) an und erhalten 7 < v in G, wihrend
nach Definition von @ und uw auch @ > u in G gilt. Also folgt @ = u = ug in G, und
nach Bemerkung 2.7 konvergiert u. gleichméflig gegen wuy. O]
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2.9 Bemerkung. Ahnlich wie im Beweis von Satz 1.23 kann man zeigen, dass die
Voraussetzungen von Satz 2.8 erfiillt sind, falls G C R” ein beschrinktes C?-Gebiet
ist, f € C(G), g € C(R") mit g(p) — oo (|Jp| = o) und ¢(0) < inf,eq f(x). Um
dies zu sehen, muss man nach Satz 2.8 nur von ¢ € [0,1] unabhéngige Sub- bzw.
Superlosungen konstruieren. Wie im Beweis von Satz 2.8 kann man v = 0 wéhlen
und konstruiert sich @ mit Hilfe der Abstandsfunktion d(z) = dist(x, 0G).

c) Parabolische Gleichungen

Ausgehend von den obigen Konvergenzeigenschaften und im Hinblick auf spatere An-
wendungen, verwenden wir den verallgemeinerten Losungsbegriff aus Definition 2.6
speziell fiir parabolische Gleichungen. Wir betrachten die Gleichung

ow(t,z) + F(t,z,u(t,x), Vu(t,z), Vu(t,z)) =0 ((t,z) € (0,T) x J(G)) (2-9)

mit entsprechenden Rand- und Anfangsbedingungen. Der Begriff einer Viskositéts-
16sung ist dabei wie in Definition 2.6 definiert. Man beachte, dass V und V? sich
hier nur auf x beziehen.

Man beachte, dass es sich bei (2-9) um einen Spezialfall der allgemeinen Gleichung
handelt, bei welchem die Zeitableitung in spezieller Form auftritt. Dementspre-
chend ergeben sich Modifikationen der allgemeinen Theorie fiir diesen Spezialfall,
z.B. taucht bei Superjets die zweite Ableitung nach der Zeit nicht auf. Statt die
allgemeine Theorie anzuwenden, ist es manchmal giinstiger, auf die spezielle Form
einzugehen. Als Beispiel wird hier die Definition des parabolischen Superjets ge-
nannt.

2.10 Definition. Seiu: (0,7)xG — R eine Funktion, g € G und ¢y € (0,7). Dann
ist der parabolische Superjet Ptu(to,zo) definiert als die Menge aller (a,p, X) €
R x R™ x R?X™ mit

sym

u(t, z) < ulty, zo) + a(t — to) + (p,x — o) + 3(X(x — z0),z — zo)
+o(|t —to| + |z — x0|?)  ((t,2) = (to, 20)).

Analog definiert man P~ u(tg, z9) sowie die abgeschlossenen Super- und Subjets
FiU(to,.To).

In gewisser Weise sind parabolische Gleichungen gutmiitiger als elliptische Gleichun-
gen. Setzt man etwa u(t, z) = eMov(t, z) in (2-9), so erhilt man fiir v die Gleichung

o(t,z) + M(t,x) + e MF(t, 2, eMVo(t, ), eMV2u(t, ).

Ist etwa F'(t,z, -, p, X) monoton steigend und A > 0, so erhélt man bei der Gleichung
fiir v eine streng monoton steigende Funktion.
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Im Hinblick auf geometrische Anwendungen betrachten wir Funktionen F', welche
in Jy:=(0,7] x R x (R"\ {0}) x R2*™ definiert und dort stetig sind. Mit einigem

sym
technischen Aufwand erhélt man folgendes Vergleichsprinzip:

2.11 Satz (Parabolisches Vergleichsprinzip). Sei G C R™ ein beschrinktes Gebiet,
und sei F': Jy — R eine Funktion mit folgenden Eigenschaften:

(P1) F ist stetig und degeneriert elliptisch in Jy,

(P2) fiir alle M > 0 ezistiert eine Konstante co(M) so, dass r — cor + F(t,r,p, X)
fir alle (t,r,p, X) € Jy mit |r| < M monoton wachsend ist,

(P3) es gilt —oo < Fi(t,r,0,0) = F*(t,r,0,0) < oo fir allet € [0,T] und r € R.

Seien u bzw. v eine Sub- bzw. Superlosung von (2-9) in Gr = (0,T] x G. Es gelte
u* < v, auf dem parabolischen Rand

0,Gr = ({0} x G) U ([0,T] x 0G).
Dann gilt v* < v, in Gr.

Dieser Satz wird hier nicht bewiesen, der Beweis erfolgt im Wesentlichen analog zum
Beweis von Satz 1.13. Am schwersten zu zeigen ist ein Analogon zu Lemma 1.12
(Lemma von Ishii). Aus dem Vergleichsprinzip erhélt man sofort die Eindeutigkeit:

2.12 Korollar. Unter den Voraussetzungen von Satz 2.11 existiert zu jedem g €
C(0,G) hdochstens eine Viskosititslosung u von (2-9) mit u* = u, = g auf 0,G.

Die Methode von Perron ist auch auf die parabolische Gleichung anwendbar (als
Spezialfall der elliptischen Gleichung in n+1 Variablen). Man erhélt damit folgendes
Existenzresultat, mit identischem Beweis wie im elliptischen Fall.

2.13 Satz (Existenzsatz fiir parabolische Gleichungen). Sei G ein beschrinktes Ge-
biet, und sei F': Jo — R eine Funktion mit den Eigenschaften (P1)-(P3). Es gebe
eine Sublosung u und eine Superlésung w von (2-9) mit u <@ auf Gp und u, = u*
auf 0,Gr. Dann ezistiert eine Viskositdtslosung u € C(Gr U 0,Gr) von (2-9) mit
u<u<uinGrUJoGr.
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3. Anwendungen von Viskosititslosungen

3.1 Worum geht’s? Hier sollen examplarisch zwei Klassen von Gleichungen dis-
kutiert werden, bei welchen das Konzept der Viskositéatslosung eine zentrale Rolle
spielt: Bellman-Gleichung und geometrische Gleichungen. Dabei werden nur eini-
ge Ideen diskutiert, es wird weder ein allgemeiner Losbarkeitssatz formuliert noch
wird die allgemeine Form der Gleichung betrachtet. Beides wiirde technische Details
bendtigen. Bei den Bellman-Gleichungen verwenden wir deterministische Kontroll-
probleme. In vielen Anwendungen werden stochastische Kontrollprobleme behan-
delt. Die dann entstehenden Hamilton-Jacobi-Bellman-Gleichungen kénnen grundsétz-
lich mit denselben Ideen, aber technisch komplizierter behandelt werden.

a) Bellman-Gleichung

Im Folgenden seien A C R™, m € N, und A := {a: [0,00) — A|« messbar}. Weiter
seien g: R” x A — R” eine stetige Funktion, f: R® x A — R eine Funktion, und
wy: [0,00) = [0, 00) eine stetige Funktion mit w;(0) = 0.

Zux € R" und o € A sei X(+,z,a) die Losung des Anfangswertproblems

X'(t) = g(X(1),a(t)) (t>0), (3-1)

X(0) = z.

Dabei werden wir Bedingungen an g stellen, welche die eindeutige Losbarkeit von
(3-1) implizieren. Das Kostenfunktional J: R™ x 4 — R ist gegeben durch

J(z,a) == /000 e F(X(tx,a),a)dt (zeR" acA).

Dabei ist v > 0 der sogenannte Abzinsungsfaktor (Diskontfaktor), welcher bei ge-
eigneten Bedingungen an f auch die Endlichkeit des Integrals garantiert. Ziel des
Kontrollproblems ist es, das Kostenfunktional zu minimieren. Genauer sucht man
das optimale Kostenfunktional (auch Wertfunktion genannt) u: R" — R, welche
gegeben ist durch

u(z) = C1!1614f4 J(z,a) (ze€R").

Das folgende Resultat ist zentral fiir alle Kontrollprobleme. Es besagt, dass man
das Kostenfunktional minimieren kann, indem man zunéchst das Zielfunktional nur
bis zur Zeit T betrachtet und dann die Wertfunktion u an der Stelle X(7),z, «)
auswertet.

3.2 Satz (Prinzip der dynamischen Programmierung). Es gelte
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(A1) supgeq (11 £(sa)|loony + l9(- @) lwpeny) < oo,
(A2) supeqlf(x,a) — f(y,a)] S ws(lz —yl]) (z,y € R").

Dann gilt fir alle T > 0 und x € R"

u(z) = inf </0T e (X (t, 2, a), at)dt + e T u(X(T, x, a))).

acA

Beweis. Fiir festes T' > 0 sei v(x) die rechte Seite in der obigen Formel.

(i) Wir zeigen u(x) > v(z) (x € R"). Zu & > 0 wihle o, € A mit

u(x) +¢ > / e (X (¢ @, ap), ac(t))dt.
0
Wir verwenden, dass aus der eindeutigen Losbarkeit von (3-1) die Identitat X (¢ +

T,x,a) = X(t,X(T,z,a), (- + T)) folgt. Man erhélt fir # := X(T,z,a.) und
G:(t) == ae(T +t) (t > 0) die Gleichheit

/Oo e F(X (L7, 0), 0e(t))dt = /T e (X (1w ), ac(t))dt
0 0
o=V eVt Z,6.), a.(t))d
N / F(X(t &, 62), e (1)) dt

2/0 e (X (tz,a.), a:(t))dt + e Tu().

Bei der letzten Abschéatzung haben wir das Integral durch das Infimum iiber alle «
ersetzt. Ersetzt man nun die rechte Seite wieder durch das Infimum iiber alle o € A,
erhdlt man u(x) + ¢ > v(x) und damit u(z) > v(z).

(ii) Fir die Ungleichung u(x) < v(z) (z € R™) geht man &hnlich vor. Zu € > 0
wiahlt man o, € A mit

T
v(x)+e> / e (X (¢ @, a0), ac(t))dt + e_”Tu(fr)
0
mit & := X(7T, x, o). Wir wéhlen noch oy € A mit
u(z) +¢e > / e (X (t, 2, 1), aq(t))dt.
0

Dann gilt fiir oy, definiert durch o (t) := a.(t) (¢ € [0,7) und ap(t) := oy (t=T) (t >
T), die Abschétzung

v(x) + 2 > /OO eV (X (tx, ap), ag(t))dt.

0

Wieder ersetzt man hier die rechte Seite durch das Infimum iiber alle o € A und
nimmt dann € — 0. Man erhélt v(z) > u(z). O
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3.3 Satz. Fulls die Voraussetzungen (A1) und (A2) gelten, so ist die Wertfunktion
u eine Viskosititslosung der Bellman-Gleichung

sup (VU(I) —(g(z,a), Vu(x)) — f(x, a)) =0 (zeR"). (3-2)

acA

Beweis. (1) Wir nehmen an, dass u keine Sublosung ist. Dann existieren & € R",
6 > 0und (p, X) € Jtu*(zp) mit

(Sllelg (uu —(g(&,a),p) — f(ﬁv,&)) > 26.

Nach Bemerkung 1.7 a) existiert ein ¢ € C*R") mit 0 = (u* — ¢)(%) > (u* —
©)(x) (x € R") und p = Vp(z). Nach Voraussetzung (A1), (A2) existiert ein ag € A
und ein 7 > 0 mit

vop(a) = (9(x, a0), Vip(x)) — f(2,a0) 2 0 (z € B(Z,2r)). (3-3)

Nach Definition von u* und wegen der Stetigkeit von ¢ existiert fiir grofle £ € N ein
Punkt @, € B(Z, 1) mit w*(2) < u(zx) + 1 und |p(2) — @(zy)| < 7 <.

Wir definieren ag(t) := ag (t € [0,00)) und Xy (t) := X (¢, 2k, ). Dann gilt Xy (t) €
B(z,2r) (t € [0,t0]) fiir hinreichend kleines ¢, und grofies k. Nach Satz 3.2 gilt

() < /O X, an)d + (X (1)),
Dies ergibt mit u(Xx(to)) < u*(Xa(to)) < o(Xx(ts))
o) = 3 < pld) ~ b Sulen) < [ MO0, a0+ o). (34)
Wir verwenden (3-3) und erhalten
X)) — (o) = [ (X))
= [ (= v el6ule) + ¢ g6l a0). T X))l
< /Oto e (=0 — F(Xu(t), a0))dt.
In Kombination mit (3-4) ergibt dies

el

to
< —/ e odt = —g(l - e"’to).
0

Fiir £ — oo erhélt man den Widerspruch —%(1 — e V) > 0.

(ii) Analog zeigt man, dass u eine Superlésung ist. O
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3.4 Bemerkung. Das Kostenfunktional hatte hier den Zusatzfaktor e=*!. Im Be-
weis sieht man, dass beim Differenzieren nach ¢ nur die Konstante v entsteht und e=**
im Integral ausgeklammert werden kann. Dies bewirkt letztlich, dass die Bellman-
Gleichung hier keine Zeitableitung enthélt. In allgemeineren Fiéllen erhélt man eine
zeitabhingige Gleichung (Hamilton-Jacobi-Bellman-Gleichung).

b) Geometrische parabolische Gleichungen

Wir betrachten nun geometrische Gleichungen. In der spédteren Anwendung werden
wir parabolische Gleichungen betrachten, d.h. Gleichungen in R*™! mit dem Gra-

dienten (gt). Wir verzichten aber auf eine Anderung der Schreibweise. Sei daher im

Folgenden G C R™ ein Gebiet und F': G x (R™\ {0}) x RE" — R eine Funktion.
Wir betrachten die Gleichung
F(z,Vu(r),Vu(r)) =0 (€ Q). (3-5)

Man beachte, dass F' nicht von u(z) abhéngt.

3.5 Definition. Die Gleichung F' = 0 heifit geometrisch, falls fiir alle A > 0 und
p € R Konstanten Cy (A, ), Co(A, ) > 0 existieren so, dass

Cr(\ ) F(z,p, X) < F(z,Ap, AX + pp @ p) < Co(A, p) F(, p, X)
gilt, falls alle auftretenden Terme existieren.

3.6 Bemerkung. a) Falls F' = 0 geometrisch ist, so sind auch F* =0 und F, =0
geometrisch.

b) Sei F' = 0 geometrisch, sei u € C*(G) eine klassische Sublésung von (3-5), und
sei € C*(R) mit ¢ > 0. Dann gilt fiir v :=60ou

(Vo)(z) =
(V*0)()

0' (u(z)) Vu(z),
0" (u(z))Vu(r) ® Vu(x) + 0 (u(x)) V2u(z).

Damit folgt
F(z,Vo(z), V2u(z)) < Co(8' (u(x)), 0" (u(z)))F(z, Vu(x), Viu(z)) < 0.

Also ist auch v eine klassische Sublosung. Der wesentliche Schritt zur Behandlung
geometrischer Gleichungen liegt in der Ubertragung dieser Eigenschaft auf Visko-
sitdatslosungen. Dazu benotigen wir noch einige Aussagen iiber Approximationsei-
genschaften und iiber konvexe Funktionen.

Man schreibt K CC G, falls K eine kompakte Teilmenge von G ist.
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3.7 Definition. Eine Funktion u: G — C heiBt konvex, falls fiir alle konvexen
Teilmengen U C G mit U CC G gilt:

wlar + (1 —a)y) <au(z) + (1 —a)uly) (z,y €U, a €[0,1]).

Die Funktion u heifit semikonvex, falls ein C' > 0 existiert, so dass z — u(z) + £|z|?
konvex ist.

Der folgende Satz wird hier nicht bewiesen. In diesem Lemma bezeichnet Z(G) die
o-Algebra der Borelmengen auf G und %,(G) die Menge aller Mengen U € %(G)
mit U CC G.

3.8 Lemma. Sei u: G — R eine Funktion, und sei

Vu = (0y,04,u) . C (2(G)""

die Matriz mit den zweiten distributionellen Ableitungen.

a) Die Funktion u ist genau dann konvez, falls fiir alle o = (¢1,...,¢n)" € (2(G))"
gilt
' Vu(p) = Z 02,0, u(pitp;) > 0.
ij=1

In diesem Fall existieren Mengenfunktionen p;;: %Bo(G) — C, welche auf allen kom-
pakten Teilmengen von G komplexe Borelmafle sind, mit

(00,00, u) (i) = / o(@)dusi(z) (o € D(G)).

G

b) Sei G beschrinkt, sei u Lipschitz-stetig in G und semikonver in G. Sei ferner
6 € C*(R) mit 0'(t) > 0 (t € R). Dann gilt

V(@ ou) = (0 ou)V?u+ (0" ou)Vu ® Vu

als Gleichheit in (2'(G))™", und 0 o u semikonvex.

¢) Sei G beschrinkt, und sei u Lipschitz-stetig in G und semikonvex in G. Sei@ € G
eine Mazximalstelle von w. Dann existieren Folgen (xp)ren C G und (pr)ren C R™
mit x, — x, |pe| < 1 so, dass x — u(z) — (p,x) an der Stelle x), ein Mazimum
besitzt und dort zweimal differenzierbar ist.

3.9 Lemma. Sei G C R"™ beschrinktes Gebiet, u € Lip(G) semikonver, 0 € C?(R)
mit 0 > 0. Falls (3-5) geometrisch ist und u eine Subldosung von (3-5) ist, so ist
auch 6 o u eine Sublosung von (3-5).
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Beweis. Die Funktion 6 o u ist ebenfalls Lipschitz-stetig und nach Lemma 3.8 b)
auch semikonvex. Sei T € G, und sei p € C*(G) so, dass § ou — p an der Stelle T ein
lokales Maximum besitzt. Durch Anderung auBerhalb einer Umgebung von Z kann
man ¢ € C*(G) annehmen.

Nach Lemma 3.8 ¢), angewendet auf fou— ¢, existieren Folgen (xy)gen und (pg)ren C
R™ mit pp — 0, xr, — T, wobei fowu an der Stelle z; zweimal differenzierbar ist sowie

(60 w)(wk) — @lwx) = (i, i) = max (6 0 u)(z) — p() = (P, 2))- (3-6)

Da 6 € C*(R) mit # > 0, ist 6 insbesondere bijektiv mit 6~ € C*(R), und u =
0~ o (0 ou) ist an der Stelle z; ebenfalls zweimal differenzierbar. Damit gilt

V(0 ou)(zy)

T, (u(zy)) Vu(ws),
V2(6 o u)(xy)

—y
= 0" (u(zp)) Vu(zr) @ Vu(zy) + 0 (u(z)) Vu(ayg).
Da F, = 0 geometrisch ist, folgt

Fo(2p, V(0 ou)(xy), VA0 o u)(zp)) < CoF,(zy, Vu(zy), Viu(zy)) < 0.

Nach (3-6) ist V(0 o u)(zx) = V() + pr, und V(0 o u)(zy) < V2p(zy). Da F,
degeneriert elliptisch ist, erhélt man

F (g, V() + pr, Vie(zr)) <0

Nach Bemerkung 1.7 b) ist 6 o u ein Sublésung von (3-5). O

Durch Approximation kann man die Glattheitsvoraussetzungen des letzten Lemmas
noch abschwichen.

3.10 Satz. Sei F' degeneriert elliptisch, und sei F = 0 geometrisch. Sei ferner u
eine lokal beschrinkte Sublosung von (3-5). Falls § € C'(R) eine monoton wachsende
Funktion ist, so ist auch 6 o u eine Subldsung (analog fir Superlosungen).

Beweisskizze. O.E. sei G beschrinkt und u damit beschrénkt in G, da das Problem
lokal ist.

(i) Zunichst approximiert man 6 durch eine Folge (0 )ren C C?(R) mit 6}, > 0. Dazu

definiert man agk) = sup{t € R: () < £} fiir j € Z und k € N. Da ¢ monoton

wachst, besitzt die Folge (ag-k)) jez. C RU {£o0} keinen endlichen Haufungspunkt,

und es gilt ag-k) < ayi)l, falls beide Zahlen endlich sind.

Sei 0,(:) die stiickweise lineare Funktion, deren Graph durch die Punkte (a§-k), 9(a§k)), ES
(k

7Z geht. Dann ist 8% stetig, monoton wachsend und glatt bis auf die Stellen a; ),
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j € Z. Durch Glatten an diesen Stellen erhélt man eine Funktion 91(3) € C*(R) mit
1617 — 6]]oc — 0 (k — o0).

Sei o € C?(R) beschréinkt mit o/ > 0. Definiert man 6(t) := 6,22) (t) + &,:) (k e N),
so gilt 6, € C*(R), 6}, > 0 und |0 — 0]|c — 0 (k — o).

(ii) Fiir € > 0 approximieren wir u durch

(o) = s (u(o) - B2 yed

Man kann zeigen, dass u® € Lip(G) gilt und u® semikonvex ist. Fiir Ag := (2]|u]/o0)
ist das Supremum iiber alle y € G gleich dem Supremum {iiber alle y € G mit

|z —y| < VEo.

Definiert man
Fo(x,p, X) :=inf{F(y,p, X) : [y — 2| < VeX, y € G},
so ist u® eine Sublésung von
F.(z, Vu(z), Viu(z)) =0 (3-7)
in G° :={x € G : dist(x,0G) > /e }.

(iii) Nach Lemma 3.9 ist 6y, o u. ebenfalls eine Sublosung von (3-7). Es gilt u®(z) \
u*(r) (r € G) (monotone Konvergenz), und v* € USC(G). Nach dem Satz von
Dini folgt sogar gleichméBige Konvergenz von uf gegen u* in G und damit auch
gleichméflige Konvergenz von 0,ou® gegen fou fiir K — oo und ¢ — 0. Wie in Satz 2.4
folgt, dass 6 o u* eine Sublésung von (3-5) ist, und wegen 6 o u* = (f o u)* ist f o u
eine Sublosung von (3-5) (wobei Sublésung hier jeweils im Sinne von Definition 2.6
zu verstehen ist). O

1/2

Wir spezialisieren nun die obigen Aussagen auf parabolische Gleichungen der Form
w(t,x) + F(t,Vu(t,z), Vu(t,z)) =0 ((t,z) € (0,T) x R"),

w(0,z) =a(x) (x€R"). (3-8)

Dabei sei im Folgenden F': (0,7] x (R™\ {0}) x RZX" — R stetig und degeneriert

sym

elliptisch, a € C.,(R") := {a € C(R"™) : supp(a — a) kompakt} mit einem o € R.

3.11 Bemerkung. a) Die Gleichung (3-8) ist genau dann geometrisch, falls fiir alle
A>0und o € R gilt:

F(t,\p,A\X + op® p) = A\F(t,p, X).
b) Aus Satz 3.10 folgt: Sei (3-8) geometrisch, und sei u eine lokal beschrinkte

Sublosung von (3-8) in (0,7] x R™. Falls 6 € C(R) monoton wachsend ist, so ist
auch 6 o u eine Sublésung von (3-8).
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3.12 Beispiele. a) Sei u: [0,7] x R* — R eine Funktion. Wir betrachten die

Nullstellenmenge I'; := {z € R" : u(t,z) = 0} (oder allgemeinere Niveaumengen
{z € R" 1 u(t,z) = c¢}). Dann ist |§Z£i’g\ der Normalenvektor an I'; und div(‘gzg’igl)

beschreibt die mittlere Kriimmung, sowie \%ZE?& die Normalengeschwindigkeit von

I';. Damit lésst sich der mittlere Kriimmungsfluss fiir I'; in der Form

Opu(t,x) — [Vu(t, )| div (Rars) =0 ((t,2) € R})

schreiben. Hier ist die linke Seite definiert, falls Vu(t, z) # 0. Man kann zeigen, dass
dies eine geometrische Gleichung ist.

b) Allgemeiner betrachtet man etwa die geometrische Gleichung

duult, ) — |Vu(t, )| Z:; a% (%(%)) - ,@(%) Vu(t, z)| = 0,

wobei H € C?(R™\{0}) konvex und positiv homogen vom Grad 1 und f3 stetig auf der
Einheitssphére sind. Dies ist eine anisotrope Version des mittleren Kriimmungsflus-
ses und wird etwa verwendet, um anisotrope Phaseniiberginge wie Kristallwachstum
zu beschreiben.

3.13 Lemma. Die Gleichung (3-8) sei geometrisch, und es gelte

F.(t,p,—1I)
F*(t,p,I)

c(Ipl),

e, (p) (39)

<
>

mit Funktionen c. € C*([0,00)), c+(s) > ¢y > 0.
a) Definiere u™(t,x) := £(t + we(|z|)) mit we(s) == [ —mydr. Dann ist u™ eine
Sublisung von (3-8) und ut eine Superlésung von (3-8).

b) Zu xy € R" und h € C(R), h monoton wachsend, definiere

U:I:

xg,h

(t,7) = (hou™)(t,x —x) ((t,z) €[0,T] x R™).

Dann sind U, ), und U, Sub- und Superlosungen von (3-8).

T

c) Zu a € C(R"™) existiert eine Sublosung v— € LSC(R™) und eine Superlosung
vt € USC(R™) von (3-8) mit v~ (t,z) < a(x) < vt (t,z) ((t,x) € [0,T] x R™) und
v (0,z) = a(x) = vt (0,2) (z € R™).

Beweis. a) Wir beweisen die Aussage nur fiir v := u~ und setzen p := |z|. Nach
Definition von wu ist u stetig. Es gilt

Vw_(p) =w’_(p)Vp,
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Viw_(p) = w" (p)Vp® Vp +w'_(p)Vp,
i
vp )
4
1
Vip = ;(I —Vp® Vp).

Da (3-8) geometrisch ist, folgt

F.(t,Vu, V2u) = F.(t, —w' (p)Vp, — =2 1) = ““OLp (1, —pVp, —1I).

P P

Verwendet man w_(s) = —— und pVp = z, erhiilt man

c—(s)

uy + F,(t, Vu, V2u) = -1+ c_;(p)F*(t, —x,—1).

Nach (3-9) folgt u; + Fi(t, Vu, V?u) < 0, d.h. u ist eine Subldsung.

b) Da F nicht von x abhéngt, ist auch (¢,2) — u_(t,x — x¢) eine Sublésung, und
nach Satz 3.10 ist auch (¢, z) — Uy n(t,z) = (hou_)(t,x — xp) eine Subldsung.

¢) Nach Konstruktion ist u~ eine monoton fallende Funktion von ¢ und |z| mit
u~(0,0) = 0. Damit existiert fiir jedes zyp € R"™ eine monoton wachsende Funktion
hy, € C(R) mit h,, € C(R) mit hy,(0) = a(zp) und s hag (t,x) = (hgy ou™)(t,x —
7o) < a(x) fur alle (¢,z) € [0,7] x R". Man definiert

v~ (t,x) :=sup {U:c_o,hzo (t,x): g € Rn}
und erhélt v~ (t,z) < a(z) ((t,z) € [0,T] x R"™) sowie v~ (0,2) > U,p,(0,2) = a(z)

und damit v=(0,-) = a(-). Da U, stetig ist, gilt v~ € LSC(R"), und nach Satz 2.4
ist auch v~ eine Sublésung von (3-8). O

3.14 Lemma. Sei (3-8) geometrisch, und es gelte (3-9). Definiere

GE(7) = {$(]a:| —wt)t, falls |z| > wt,
0, sonst.

Dann sind ¥~ fiir w > c_(1) eine C*-Subldsung und ™ fir w > c, (1) eine C?-
Superlisung von (3-8).

Beweis. Nach (3-9) gilt
F(t,p,0) = [p|F(t, 5,0) < [p|F (¢, 5, —1) < |ple-(1).
Da ¢~ € C*((0,00) x R") konvex ist, gilt V*)~ < 0 und damit

FL(t, V™, V7)< Bi(t, V4, 0) < [V |e_(1).
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Man rechnet direkt nach, dass ¢, + w|V¢~| = 0 gilt und damit
Yy + Fu(t, VYT, V) <+ e (DIVET] = (e (1) —w)| V| < 0.
O

3.15 Satz (Vergleichsprinzip). Sei F': (0,7] x (R™\ {0}) x R2*" — R stetig und

Sym

degeneriert elliptisch, und sei (3-8) geometrisch. Es gelte (3-9) und
o0 < FL(1,0,0) = F*(£,0,0) < 0o (t € [0,T)).

Seien a € C.o(R"), b € C.5(R"™) mit a(z) < b(z) (r € R"), und seien u, und ug
Losungen von (3-8) mit den Anfangswerten uy(0,-) = a und ug(0,-) = b. Dann gilt
ua(t, z) <wug(t,z) ((t,z) € [0, 7] x R™).

Beweis. Mit den Funktionen 1% aus Lemma 3.14 und einem Parameter R > 0
definiert man

fr(t,z) :=min{y(t,2) — R*,a} ((t,z) € [0,T] x R"),
gr(t,z) = max{y"(t,z) + R* B} ((t,z) € [0,T] x R™).

Fiir grofies R gilt dann fr(0,2) < a(z) < b(z) < gr(0,z) (x € R™). Da ¢~ und ¢
Sub- bzw. Superlésungen von (3-8) sind und die Funktionen

0_:R— R, s+ min{s — R* a},

0,: R — R, s+ max{s+ R* 3}

stetige monoton wachsende Funktionen sind, sind nach Satz 3.10 auch fr =60_ovy~
und gr = 0, o™ Sub- bzw. Superlésungen. Wihle nun R; > 0 so grof, dass

supp(fr — @), supp(gr — ), supp(a — «), supp(b — 3) C B(0, Ry).
Nach Satz 2.11, angewendet auf das Gebiet B(0, Ry), gilt u,(t, z) < ug(t, x) fur alle

(t,x) € [0,T] x B(0, Ry) und damit fiir alle (¢,z) € [0,T] x R™. O

3.16 Satz (Losbarkeitssatz). Unter den Voraussetzungen von Satz 3.15 existiert
zu jedem a € C.o(R™) genau eine Lisung u, € C([0,7] x R™) von (3-8) mit dem
Anfangswert u(0, ) = a.

Beweis. Wir setzen b := a und § := a. O.E. sei a = 0. Wie im Beweis von
Satz 3.15 sind fr und gr Sub- bzw. Superlésungen von (3-8) mit fz(0,z) < a(z) <
gr(0,2) (x € R™). Seien nun v* wie in Lemma 3.13 ¢) definiert, und sei

f(t,x) == max{fr(t,z), v (t,2)}, g(t,z):=min{gr(t,z),v"(t,2)}
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fir (t,z) € [0,7] x R™. Dann sind f und g Sub- bzw. Superlésungen mit f(0,-) =
a(-) = ¢(0,+) und supp f, supp g C B(0, R;) fir hinreichend grofies R;. Wir wenden
Satz 2.13 im Gebiet B(0, R;) and und erhalten die Existenz einer Losung u, in
B(0, Ry). Setzt man nun noch u,(t,z) := 0 ((¢t,x) € [0,T] x (R"\ B(0, Ry))), so ist
u, eine Losung von (3-8) in R™ mit u(0, ) = a. O

3.17 Beispiel (Mittlerer Krimmungsfluss). Wir betrachten wieder die Gleichung
des Mittleren Kriimmungsflusses
. ( Vu(t,z "

duu(t, ) — |Vult, z)| div (W) —0 (zeRY) (3-10)
(siehe Beispiel 3.12). Diese Gleichung ist von der Form d,u + F(Vu, V*u) = 0 mit
F(p,X):=—tr (I - & ® &)X).
Fiir c4(s) 1= supj,_; tr(/ —p®p) (unabhingig von s) gilt dann die Bedingung (3-9),
so ist z.B.

Ft,p,—1I) =tr(I = o L&) <c(lpl) (peR"\{0}).

Ip|

Sei D(0) C R™ ein beschranktes Gebiet und I'(0) € R™\ D(0) eine kompakte Menge
mit I'(0) D 9D(0). Man definiert fiir beliebiges a < 0 die Funktion a € C(R™) durch

(2) = d(z,1'(0)), falls € D(0),
alw) = max{—d(z,T'(0),a}, fallsx ¢ D(0).

Dann gilt a € C.,(R"). Nach Satz 3.16 existiert eine eindeutige Losung u, von

(3-10) mit u4(0, -) = a. Die zeitliche Evolution der Fliche I'(0) unter dem mittleren
Kriimmungsfluss ist dann gegeben durch die Fliache T'(t) := {x € R™ : u,(t,x) = 0}.
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4. Maximale Regularitét

4.1 Worum geht’s? In den bisherigen Abschnitten wurden Viskositétslosungen be-
trachtet, welche sich dadurch auszeichnen, dass die Existenz und Eindeutigkeit der
Losung fiir eine grofie Klasse von Gleichungen gegeben ist, welche andererseits aber
nur sehr geringe Glattheitseigenschaften besitzen. Nun wird in gewisser Weise der
entgegengesetzte Standpunkt eingenommen: Wir suchen von Anfang die Losungen
in gewissen Rdumen und fragen uns, wann die hochste zu erwartende Regularitét
der Losung garantiert ist (maximale Regularitit). Dieses Konzept wurde in den
letzten Jahrzehnten sehr erfolgreich und wird heute vor allem in Hélder- und Sobo-
levrdumen (bzgl. der Zeitvariablen) angewendet. Wir diskutieren hier insbesondere
die Sobolevraumtheorie.

a) Der Begriff der maximalen Regularitit und die Losung
quasilinearer Gleichungen

Im Folgenden werden wir semilineare und quasilineare Gleichungen betrachten, wel-
che abstrakt geschrieben werden kénnen in der Form

Ou— A(uw)u = F(u) in (0,Tp),

u(0) = uyp. (+1)

Dabei ist Ty € (0, 0o]. Wir fixieren folgende Situation: Es sei p € (1,00), X, und X
seien Banachrdume mit X; C Xy, d.h. die Identitéit auf X ist stetig. Weiter sei X;
dicht in X,. Fiir festes T" € (0, Tp] wéhlen wir als Grundraum

F .= FT<X0) = Lp((O,T), X())
Der passende Raum fiir die Losung wird dann

E :=Er(Xy, Xo) := LP((0,7); X7) N Wpl((O,T);XO).

4.2 Definition. Wir definieren den Spurraum yoE := {you : u € E}, wobei yg: u —
u(0) die Zeitspur von u an der Stelle 0 bezeichne. Der Raum 1E = vE(X1, Xo)
wird mit der kanonischen Norm

[wol5or = inf{||ulls : v € E, u(0) = uo}
versehen. Wir setzen noch
OE = OET<X1, Xo) = {U - ET(Xl,X()) YU = 0},

das ist der Raum aller Losungen, welche an der Stelle t = 0 den Wert 0 annehmen.
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4.3 Lemma. a) Der Spurraum ist gleich dem reellen Interpolationsraum mit Para-
metern 1 — }D und p, d.h. es gilt vE = (Xo, X1)1-1/pp. Es gilt die stetige Inklusion
E c BUC([0,T];%E). Insbesondere ist die Spur vo: E — %E, u — u(0) wohldefi-
niert, und Yol ist unabhdngig von T .

b) Die Norm der stetigen Einbettung E C BUC([0, T']; v0E) héingt von T ab, sie wird
im Allgemeinen grofler fir kleinere Zeitintervalle. Auf dem Teilraum oE kann diese
Norm jedoch unabhdingig von T > 0 abgeschditzt werden, d.h. es existiert eine von
T > 0 unabhdngige Konstante Cy mit

1u(0)[lco,m1m0E) < Cillulles(xi,x0) (w0 € oEr (X1, Xo)).

Dies sieht man, indem man u durch 0 auf das Intervall t € (—1,0) fortsetzt und
damit mindestens die Intervalllinge 1 erzielt.

b) Der Spurraum ist ein Banachraum mit X; C yE C X (jeweils stetige Inklusion,).

Beweis. Diese Aussage ist Teil der Interpolationstheorie von Banachrdumen. O]

Fiir den zentralen Begriff der maximalen Regularitit betrachten wir eine lineare
Version von (4-1):
Owu+ Bu=f in (0,7),
u(0) = up.
Dabei sei B € L>((0,7); L(X1, Xo)). Wir identifizieren die Funktion B: (0,7) —
L(Xy, Xp) mit einer Funktion auf E vermége der Definition

(4-2)

(Bu)(t) := B(t)u(t) (t€(0,7), ueE).
Wir werden diese beiden Interpretationen von B nicht in der Notation unterscheiden.

4.4 Definition. a) Seien f € F und uy € 7E. Dann heifit eine Funktion u: (0,7) —
Xy eine starke (L?)-Losung von (4-2), falls u € E gilt und falls (4-2) fiir fast alle
t € (0,7) als Gleichheit in L*((0,7"); Xo) gilt.

b) Die Abbildung B € L*>°((0,T"); L(X1, X)) besitzt maximale (LP-)Regularitit auf
(0,7, falls fir alle f € F und ug € 1 genau eine starke Losung u € E von (4-2)
existiert. Man definiert MR (X7, Xj) als die Menge aller B € L>((0,7T); L(X1, Xo)),
welche maximale Regularitét in (0,7) besitzen. Der Raum MRy (X7, Xo) wird mit
der Spurtopologie von L*>((0,7"); L(X1, X)) versehen.

c) Man definiert MR(X1, Xy) als die Menge aller Operatoren C' € L(X7, Xj), fiir
welche die konstante Abbildung (0,7) — L(X;, Xo), t — C maximale Regularitét
besitzt. Der Raum MR(X;, X() wird wieder mit der Spurtopologie, d.h. mit der
Norm auf L(X;, Xy) versehen.
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4.5 Bemerkung. Sei T' < oo, und sei H(X;, Xy) die Menge aller abgeschlossener
Operatoren B: Xy D D(B) = X; — X, fiir welche —B eine holomorphe Cj-
Halbgruppe in X, erzeugt.

Falls B € H(X1, Xy) und ug € YE, dann ist u(t) := e *Bug die eindeutige Losung
des Anfangswertproblems
dwu(t) + Bu(t) =0 (t € (0,7)),

u(0) = uy.

Es gilt u € E.

4.6 Lemma. SeiT < oo, und es gelte H(Xq, Xo) # 0. Fir B € L>((0,T); L(X1, Xo))
sind dquivalent:

(Z) B e MRT(Xl,X()),
(i) Oy + B € Lisom(oE, F),
(ZZZ) (8t + B,’}/()) € LIsom(]E,]F X ’}/OE)

Beweis. (i)=(ii). Nach Definition von MRy (X7, Xj) ist die Abbildung 0;+ B: (E —
F eine Bijektion von Banachrdumen. Da B € L*((0,7); L(X1, X)) und 0; €
L(oE,F), ist diese Abbildung stetig. Nach dem Satz vom stetigen Inversen ist (J; +
B)~! ebenfalls stetig, d.h. d; + B ist ein Isomorphismus von Banachriumen.

(ii)=(iii). Sei (f,up) € F x yE. Wir wihlen einen festen Operator By € H (X1, Xj)
und setzen v := e "Poyy. Dann gilt v € E und damit (9; + B)v € F. Eine Funktion
u € E ist genau dann eine Losung des inhomogenen Anfangswertproblems
(0 + B(t))u(t) = f(t) (t€(0,T)),
u(0) = wy,

wenn w = u — v eine Losung von
(0r + B(t))w(t) = f(t) = (9 + B@))v(t) (€ (0,T)),
w(0) =0

ist. Nach (ii) existiert aber eine eindeutige Losung w € E dieser Gleichung. Also ist
auch die Abbildung
(0;+ B,70): E—TF x yE

eine stetige Bijektion von Banachrdumen und damit wie oben ein Isomorphismus
von Banachrdumen.

(iii)=-(i). Diese Richtung ist trivial. O
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Die beiden folgenden Sétze sind die wichtigsten Beispiele maximaler Regularitét,
werden hier aber nicht bewiesen. Im Folgenden sei stets T € (0,00), d.h. wir be-
trachten nur ein endliches Zeitintervall.

4.7 Satz. Sei B € C([0,T], L(X1,Xo)). Dann gilt B € MRy (X1, Xo) genau dann,
wenn B(t) € MR(Xy, Xo) fir alle t € [0,T] gilt.

Ein Beweis findet sich z.B. in [2], Theorem 7.1. Hier werden insbesondere Stérungs-
argumente fiir Erzeuger holomorpher Halbgruppen verwendet.

4.8 Satz. Sei V. C H C V' ein Gelfand-Tripel reeller Hilbertrdume, und sei B €
L>((0,7); L(V,V")). Es gelte mit Konstanten o >0 und 8 >0

(v, Bt)o)vxvr + BllollF > alvlli,
fiir fast alle t € (0,T) und fir alle v € V. Fir p=2 gilt dann A € MRp(V,V’).

Der Beweis verwendet das Ritz-Galerkin-Verfahren, siehe Skript zur Theorie parti-
eller Differentialgleichungen II.

Wir wollen nun mit der Methode der maximalen Regularitdt quasilineare Evoluti-
onsgleichungen behandeln. Wir betrachten Gleichungen der Form

Opu(t) + At u(t))u(t) = F(t,u(t)) (¢ € (0,Tp)),

u(0) = ug (+3)

Dabei sei Ty € (0,00), ug € YE. An die Nichtlinearititen A und F' wird folgendes
vorausgesetzt:

(A1) Es gilt A € C([0,70) x WE, L(X;1,Xp)), und fiir alle R > 0 existiert eine
Lipschitz-Konstante L(R) > 0 mit

[A(t, w)o — A(t, w)vl x, < L(R)[lu = ullyellv]lx,
fir alle t € [0,7}], v € X; und alle u,w € yE mit |[ull,g < R und ||@|,& < R.
(A2) Fiir die Abbildung F': [0, Tp] x vE — X, gilt:
(i
(ii

(iii

F(-,u) ist messbar fiir jedes u € YE,

F(t,-) € C(E, X,) fiir fast jedes t € [0, Tp),

f() = F(,0) € LP((0, Tp); Xo),

tir jedes R > 0 existiert ein ¢ € LP((0,75)) mit

)
)
)
(iv) fii

1E(tu) = F(&0)|x, < er(t)llu = Ul

fir fast alle ¢ € [0, Tp] und alle u, @ € YE mit ||ull,,g < R, [T/, < R.
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Bis auf kanonische Messbarkeits- und Stetigkeitsbedingungen, die die Wohldefiniert-
heit der Terme in der Gleichung sicherstellen, bedeuten diese Bedingungen im We-
sentlichen, dass die Funktionen F'(t,-) und F(t,-) auf beschrénkten Teilmengen von
YoE Lipschitz-stetig sind.

4.9 Satz. FEs gelte (A1) und (A2) sowie Ay = A(0,uo) € MR(Xy, Xo). Dann
existiert ein T € (0,Ty] so, dass (4-3) im Intervall (0,T) eine eindeutige Losung
u € Er(Xy, Xo) besitzt.

Beweis. (1) Im Zeitintervall (0,7') mit 7" < T; verwenden wir die maximale Regu-
laritét von Ay := A(0, up), um Losungen der linearisierten Gleichung abzuschétzen.
Dabei betrachten wir zum einen die Gleichung mit Anfangswert 0,

Opw(t) + Agw(t) = g(t) (¢ € (0,T)),

4-4
w(0) = 0. (44)
Wir setzen wieder E := Ep (X7, Xo) und F := Fp(X)).

Da Ay € MR(X, Xp), existiert zu jedem g € F genau eine Losung w € E, und es
existiert ein von 7" und w unabhéngiges Cy > 0 mit

|wlle < Collgllr

(Lemma 4.6). Nach Lemma 4.3 b) existiert eine ebenfalls von 7" > 0 und w un-
abhéngige Konstante C'; > 0 mit

[wlleqoraee < Cillwle
(beachte, dass w(0) = 0 gilt).
Zum anderen definiert man die Referenzlosung u* € E als eindeutige Losung von

Orw(t) + Aow(t) = f(t) (t€(0,T)),

w(0) = up. (4-5)
Dabei ist f := F(-,0) € F nach Bedingung (A2) (iii).
(ii) Zu r € (0, 1] setze
B, :={veE:v—u" €k, |[|[v—u'g <r}.
Zu v € B, sei ®(v) := u die eindeutige Losung von
du(t) + Agu(t) = F(t,v(t)) + (A(0,u0) — At,v(t))v(t) (t € (0,T)), (46)

u(0) = up.

Wir werden zeigen, dass ®(B,) C B, gilt und ¢ in B, eine Kontraktion ist, falls
sowohl T" als auch r hinreichend klein sind.
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(iii) Wir zeigen ®(B,) C B, fiir hinreichend kleines 7" und r. Dazu schreiben wir

[®(v) =" lg = [Ju—u|le < Co<||F(-7v) = e +11(A(0, uo) —A(wv))vllw) (4-7)

Wir setzen yp 1= sup,e(o 7y | A(0, uo) — A(t, uo) || L(x,,x,) und erhalten mit Vorausset-
zung (A1) fiir festes R := Cy + ||[u*|| oo ((0,1):70E)

A0, ug)v — A(-, v)v|lr = [| A0, ug)v — A(, v)v|| Lo ((0,1):x0)
< A0, uo) — A(-, v) || zoe 0,1y L(x1,x0) 10| Lo (0.1):370)

< <||A(0, o) — A(+, uo) || oo (0,1):2.(x1,%0))
+ [ A(, uo) — A(wU('))||L°°((0,T);L(X1,Xo))> [0l
< (e + LB = wollz==(orym0m ) Iolle
< (9 + LB = wolle ) 1ol
Wir verwenden fiir 7 < 1 die Abschéatzungen
[v = uollg < [lv —ullg + [[u" = uolle <7+ [lu” — uolle

und
vl < [lv—ulle + [[u]le <7+ |Ju||e

Damit erhéilt man
A0, uo)v — A+, v)vlp < <7T + L(R)Co(r + [lu” — uO||E)) (r+ J|lu*[|e)-
Ahnlich folgt mit (A2)
1E(,0) = flle < [[F(0) = FCu?) e + [1F(u®) = F(,0) [
< llerllzromy (1o = " lieqorynoe) + 1 o)

< lemllzsqomy (Callo = wlle + "l = 0ry0m)
< lerllzrom)Ci (7 + Uz (0)70m))-

Eingesetzt in (4-7) erhélt man

[®(v) —u*[le < Co [HwRHm((O,T» (Crr + [[u*|| oo (0.1)0E) )

+ (9 + LIR)CHr + lw* = woll2))  + " 5)] (8)

< Co(Cr + [Ju™ || oo 0,m)0E)) | PRI L2 ((0,7))
+ Co(T -+ HU*HE) (’}/T + L(R)Cﬂ" -+ L(R)C'1||u* — U/O”E)

Fiir 7 — 0 gilt
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e yr — 0, da A(-,up) stetig ist,
o ||orllr(or) — 0, da pr € LP((0,Ty)),
o |[u* — ugllg — 0, da u* — uy € Eq, (X1, Xo),

° HU*HE — O, da u* € ETO(Xl,X()).

Man wahlt zunéchst » > 0 so klein, dass
C()L(R)Cﬂ” < %
gilt. Danach wéhlt man 7" > 0 so klein, dass die folgenden Abschétzungen gelten:

[ulle <
Co(Cr + |[u™[| Lo (0.1)0E)) PRI Lo ((0.1)) < 55
Co(yr + L(R)Cyl|u” — uolle) < 3.

Dies in (4-8) eingesetzt, ergibt
o) —wle <5+ (r+r)(g+5)=r

d.h. ®(B,) C B,.

(iv) Genauso wie in (iii) zeigt man, dass fiir hinreichend kleines r > 0 und 7" > 0
die Abschéitzung

[®(v) — @)k < 3llv Tl
fir alle v,v € B, gilt. Damit ist ®: B, — B, eine Kontraktion, und nach dem
Banachschen Fixpunktsatz existiert genau ein Fixpunkt u von ®. Nach Definition

von ¢ sind die Fixpunkte von ® genau die Losungen der nichtlinearen Gleichung
(4-3), woraus die Behauptung folgt. O

4.10 Satz. Es gelte (A1) und (A2), und A(t,v) € MR(Xy, Xy) fiir alle t € [0,Tp)
mit Ty € (0, 00]. Dann existiert zu jedem ug € yE genau eine mazimale Lisung von
(4-3) mit dem mazimalen Erxistenzintervall [0,T" (ug)) C [0,T0). Falls T (ug) < Ty,
d.h. falls keine globale Liosung existiert, so ist T (ug) charakterisiert durch eine der
beiden dquivalenten Bedingungen

(i) limy s+ (ue) u(t) existiert nicht in K,

(i) i ()%, + 10wtk )dt = oo.
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Beweis. Falls u € Ep (X7, Xj) eine lokale Losung auf dem Intervall (0, T) ist, so gilt
u € BUC([0,T];vE). Daher kann man Satz 4.9 anwenden im Intervall (7, 7Tp) mit
der Anfangsbedingung u; = u(7) € yE. Dies zeigt die Existenz und Eindeutigkeit
einer maximalen Losung.

Falls limy sp+ (u) u(t) € yE existiert, kann man dies als Anfangswert nehmen und
wie oben wu fiir ein kleines Zeitintervall (T (ug), T (ug) + €) fortsetzen, was der
Maximalitét von T (ug) widerspricht. Also ist T (ug) durch die Bedingung (i) cha-
rakterisiert.

Zu T < T (up) gilt nach Definition einer Lisung fOT(Hu(t)Hg(1 +[|Opu(t) |, )dt < oco.
Falls dies auch noch fiir T' = T+ (u) gelten wiirde, wére wieder u € Eq+ () (X1, Xo) C
BUC([0, T (uo)]; 0E), d.h. limy sp+ ) u(t) existiert in 1E im Widerspruch zu
(i). O

Als Anwendung der obigen Sétze erhalten wir ein Resultat iiber Storungen niedri-
gerer Ordnung (die Abbildung B im nachfolgenden Lemma).

4.11 Lemma. Sei A € C([0,T], L(X,, Xo)) mit A(t) € MR(X,, Xo) (t € [0,T]),
und sei B € LP((0,T); L(WE, Xo)). Dann besitzt das Anfangswertproblem
Owu(t) + A(t)u(t) = B(t)u(t) + f(t) (t €[0,T]),
u(0) = ug
fiir jedes f € F und ug € yE genau eine Losung u € E.

Beweis. Hier ist A(t,u(t)) = A(t) und F(t,u(t)) = B(t)u(t) + f(t). Offensicht-
lich sind die Bedingungen (A1), (A2) erfiillt mit ¢gr(t) = ||B(t)| r(yE xo)- Der
Beweis von Satz 4.9 zeigt, dass die Liange des Existenzintervalls nur von uy und
den Konstanten L(R), Cy, C; und ¢ abhingt. Da A € C([0,T], L(X;1, Xo)) und
A= |0+ A) Y Lwr) = Co(A) stetig ist, konnen alle Konstanten global im Inter-
vall [0, 7] gewéhlt werden, d.h. die Losung existiert global. ]

b) Hohere Regularitét

Wir betrachten dieselbe Situation wie im letzten Abschnitt und untersuchen die
autonome quasilineare Differentialgleichung

Opu(t) + Au(t))u(t) = F(u(t)) (1€ (0,T)),
u(0) = uyp.
Dabei sei T € (0,00), up € E(X1, Xo), A: HE — L(X1, Xo) sowie F': nE — F.

(4-9)

Parabolische Gleichungen sind ,,glédttend®, wobei in vielen Anwendungen auch reell
analytische Funktionen auftreten. Dazu zunéchst eine Definition.
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4.12 Definition. Seien X,Y Banachrdume, U C X offen und T: U — Y eine
Abbildung. Dann heif3t T" reell analytisch, falls fiir alle ug € U ein r > 0 existiert
mit B(ug, ) C U und

= D*T(u
T(u) :Z%Su—uo,...,u—uol (u € B(ug,)).
k=0 k—mal

Dabei ist D*T'(ug) € L(X x ... x X, F) die k-fache Fréchetableitung von T and der
Stelle ug. In diesem Fall schreibt man 7' € C*(U,Y).

Eine wesentliche Zutat im Beweis der Glattungseigenschaft ist der Satz iiber impli-
zite Funktionen, der analog zum endlich-dimensionalen Fall bewiesen werden kann.

4.13 Satz (Satz iiber implizite Funktionen). Seien X,Y,Z Banachriume, U C
X XY offen und T € CYU,Z). Sei ferner (zo,y0) € U mit T(zo,y0) = 0 und
D,T((x0,90)) € Lisom(Y,Z), wobei D,T die Fréchet-Ableitung nach der zweiten
Komponente bezeichnet. Dann existieren Umgebungen Ux von xg und Uy von yo
mit Ux x Uy C U und eine eindeutige Abbildung v € C*(Ux,Uy) so, dass

Tz, () =0 (v € Uy)
und ¥(xg) = yo gilt. Somit ist die Gleichung T(x,y) = 0 lokal nach y auflosbar.
Dabei hat die Funktion 1 die gleiche Regularitit wie T, d.h. gilt T € C*(U, Z) fiir
k € NU {oo,w}, so gilt auch ¢ € C*(Ux, Uy).

Damit konnen wir folgende Glattungseigenschaft beziiglich der Zeit beweisen:

4.14 Satz. Sei k € NU {oo,w}, und seien A € CF(yE; L(Xy,Xy)) und F €
C*(yE, Xo). Sei u € Ep(Xy, Xo) eine Lésung von (4-9), und es gelte A(u(t)) €
MR(Xy, Xo) fir alle t € [0,T]. Dann gilt

t = 0Ju(t) € W, (J; Xo) N LP(J; X)
fiir alle 3 € Ng mat j < k. Insbesondere folgt

u € Wyt ((e,T); Xo) N W((e,T); X1)
fiir jedes € > 0 sowie

u € C*((0,T);vE) N CH1=1P((0,T); Xo) N CFH2((0,T); X4 ).

Hier bezeichnet C*1=1/P ynd C*=YP den entsprechenden Hélderraum. Falls k = oo,
so ist u € C*((0,7); X1), und falls k = w, so ist u € C*((0,T); Xy).

© Robert Denk 22. 7. 2014



4. Maximale Regularitdt 43

Beweis. Wir fixieren ¢ € (0,1) und setzen T'(¢) := % Zul € (1—¢g1l1l+e¢)
betrachten wir die Funktion wy: [0,T(¢)] — 70E, definiert durch wuy(t) := u(At) (t €
[0,T(¢)]). Dann gilt dyux(t) = A(Opu)(At) und damit

Opux(t) + AA(ua(t))ua(t) = AF (ua(t)) (¢ € (0,T(e))),

ux(0) = ug.
Man definiert sich die Abbildung
H:(1—-¢,1+¢)xEpe)(X1,Xo) = Fre)(Xo) x 1E(X1, Xo)
durch

HOww)(t) = (at“’“) P AF“”“))) (t € (0,7())

fir A€ (1—¢,1+¢) und w € Ep)(X1, Xp). Da A und F von Klasse C* sind, gilt
dies auch fiir H. Weiter gilt H(1,u) = 0 und

DyH(\, w) = <A(w)w0— F (w)> |

Oth + MNA(w)h + NA'(w)hw — )\F’(w)h)

Do H(\ w)h = < h(0)

fir h € Ep) (X1, Xo). Dabei ist A'(u) die Fréchet-Ableitung von A an der Stelle u.
Insbesondere erhalten wir fiir A =1 und w = u

Dy H(L,u)h = (ath + A(w)h + zzl’()u)hu - F’(u)h) |

Fir t € [0,7(¢)] und v € yE definieren wir B(t)v := A'(u(t))vu(t) — F'(u(t))v.
Da A € CY(yE, L(X;, Xy)) und F € CY(yE, Xy), folgt B € LP((0,T); L(E, Xo)).
Wir sind daher in der Situation von Lemma 4.11 (wobei hier A(t) durch A(u(t))
zu ersetzen ist). Man beachte, dass ¢ — A(u(t)) € C([0,T], L(X1,Xo)) gilt, da
t — u(t) € C([0,T(¢)];vE). Nach Voraussetzung gilt A(u(t)) € MR(Xy, Xo) fiir
jedes t € [0,7], und damit gilt ¢t — A(u(t)) € MRy(X;, Xo) nach Satz 4.7. Wir
wenden Lemma 4.11 an und sehen, dass t — A(u(t)) + B(t) € MRy (X1, Xo) gilt.
Somit ist

D,H(1,u) € LIsom<ET(5)(X17XO)aFT(6)<XO) X YE(X7, Xo)).

Nach dem Satz iiber implizite Funktionen, Satz 4.13, existiert ein 6 > 0 und eine C*-
Abbildung v¥: (1 — 6,14 6) = Eq¢) (X1, Xo) mit H(X,¢¥(X) =0 (A€ (1—-9,1+0))
und (1) =

Nach Definition von H und wegen der Eindeutigkeit der Losung gilt )(A) = uy, d.h.
A= uy € CH(1—6,1+ 6), Eree) (X1, Xo)). Wegen Er)(X1, Xo) € C([0 ,T(e)] YE)
ist A = uy(t) = u(Mt) € C*((1—6,1+6),7E). Dies heiit aber u € C*((0,T(¢)), voE).
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Wir verwenden nun Zuy(t)[x=1 = tdu(t) (t € (0,T(c)). Wegen ¢ € C*((1 — 6,1+
8), Ere)(X1, Xo) ist t — t0u(t) € Er)(Xy, Xo). Iterativ sieht man t — t*9fu(t) €
ET(E) (Xl> Xo) und damit

u € WHI((0,T(2): Xo) N WE((6.T()): X1)

fiir jedes 0 > 0 und ¢ > 0. Unter Verwendung des Sobolevschen Einbettungssatzes
WE((8,T()) € C*1/7([6,T(¢)]) erhélt man, da e > 0 und 6 > 0 beliebig sind,

we CHVP((0,7); Xo) N CHYP((0,T); X4).

Im Fall k = oo erhélt man u € C*°((0,7); X;). Falls k = w, ist die Funktion 9 reell
analytisch. Da die oben genannten Einbettungen als lineare Abbildungen ebenfalls
reell analytisch sind, ist auch u € C¥((0,7), X3). O

4.15 Bemerkung. Diese Beweismethode ist als ,, Parametertrick® oder auch , Me-
thode von Angenent“ bekannt. Man beachte die beiden wesentlichen Zutaten dieses
Beweises, der in dhnlicher Form bei vielen nichtlinearen Differentialgleichungen ver-
wendet werden kann: Zum einen der Satz iiber implizite Funktionen in Banachraum-
en, zum anderen (um diesen Satz anwenden zu kénnen) die Tatsache, dass Dy, H(1, u)
ein [somorphismus ist. Dies ist aber gerade die maximale Regularitéit dieser Linea-
risierung.

Als Beispiel betrachten wir die quasilineare autonome Gleichung zweiter Ordnung
im R"”

du(t,z) — tr (a(u(t, ), Vu(t,z))Vul(t,z)) = f(ult,z), Vu(t, z))
((t,z) € (0,T) x R™), (4-10)
u(0, ) = ug(x)

Fiir die Behandlung des nichtlinearen Problems verwenden wir folgendes Resultat
aus der linearen Theorie:

4.16 Lemma. Sei b € BUC(R";R2<™) mit b(x) > cl,, fir eine Konstante ¢ > 0.

sym

Definiere den Operator B durch D(B) := W}(R") C LP(R"),

(Bu)(x) := — tr (b(z)V? Z by (2)0:0;u(z)  (z € R", u € D(B)).

i,7=1
Dann gilt B € MR(W}Z(R™), LP(R™)).

Wir erhalten folgenden Satz.
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4.17 Satz. Seien p € (n+2,00) und k € NU{oo,w}. Es gelte a € CF(R™ 1 Rx"),

sym

f € C*R"I R) mit f(0) = 0. Fiir alle (r,p) € R x R" sei die Matriz a(r,p)
positiv definit. Dann besitzt die Gleichung (4-10) fir alle uy € Wp272/p(R") eine
eindeutige mazimale Losung w € LP((0,TF); WZ(RY)) N W, ((0,T7F); LP(R™)) im
Intervall J = (0,T%) mit Tt =T (ug) > 0. Weiter gilt

we CH(J;W22P(R™)) N CHHZVP(T; LP(R™) N CR VP (T, W2 (R™).

Beweis. Fiir Xo := LP(R") und X, := WZ(R") gilt 4E(Xo, X1) = (Xo, X1)1-1/pp =
W, Bl (R™). Nach dem Sobolevschen Einbettungssatz gilt

WE = W2?P(R™) C CH(R™) := {u € C'(R") : ‘llim 0%u(z)| =0 (la| < 1)}.
T|—00

Wir definieren die Abbildungen A: v0E — L(Xy, X;) und F': yE — Xy durch
(A(v)w)(z) == —tr (a(v(z), Vo(z))Vw(z)),
(F()(z) == f(v(z), Vov(z))
fiir 2 € R", v € %E, w € W7 (R").
Sei v € WE. Wegen v € C}(R") ist die Menge {(v(z),Vuv(x)) : z € R"} Cc R*!
beschrénkt. Da a nach Voraussetzung stetig ist, ist
b, :=a(v(-), Vu(:)) € BUC(R")
sowie b,(z) > ¢,I, (z € R™) mit ¢, > 0. Nach Lemma 4.16 folgt A(v) € MR(X7, Xo)
fiir alle v € yE.

Um die Voraussetzungen (A1) und (A2) nachzuweisen, verwenden wir, dass a als
C!-Funktion auf beschrinkten Mengen Lipschitz ist. Wir erhalten fiir v,7 € YE
und w € X mit ||v|,g < R, ||7]|,0r < R

[A()Yw—A@)w|| 1o@n) = || tr (a(v, Vo)w — a(T, VT)w)

| 2o g

< C|la(v, Vv) — a(D, V)| oo mnsn) | V2w]| 1o e menm)

< CL(R)|lv = 7l cr @ l|wllx,

< CL(R)[lv — vl yellw|x, -
Dies zeigt Voraussetzung (A1), insbesondere auch die Stetigkeit von A: yE —
L(Xy, X7). Ahnlich zeigt man Voraussetzung (A2), wobei die Stetigkeit von F': v E —

X verwendet wird, dass I’ eine Variante eines sogenannten Nemyckii-Operators ist,
d.h.

F: W22P(R™) — LP(R™), F(v) == f(v(-), Vo(-)) (v e W2 P(R™).

Hier wird auch f(0) = 0 verwendet. Die Theorie von Nemyckii-Operatoren zeigt auch
A€ CF(yE, L(X1, Xp)) und F € C*(yE, X;). Damit sind alle Voraussetzungen von
Satz 4.14 erfiillt, und wir erhalten die hohere Regularitéit der Losung w. O]

© Robert Denk 22. 7. 2014



46

Literatur

Literatur

[1]

[4]

[5]

[7]

8]

[9]

[10]

[11]

[12]

[13]

H. Amann. Linear and quasilinear parabolic problems. Vol. I, volume 89 of Mo-
nographs in Mathematics. Birkhduser Boston, Inc., Boston, MA, 1995. Abstract
linear theory.

H. Amann. Maximal regularity for nonautonomous evolution equations. Aduv.
Nonlinear Stud., 4(4):417-430, 2004.

H. Amann. Maximal regularity and quasilinear parabolic boundary value pro-
blems. In Recent advances in elliptic and parabolic problems, pages 1-17. World
Sci. Publ., Hackensack, NJ, 2005.

H. Amann. Quasilinear parabolic problems via maximal regularity. Adv. Dif-
ferential Equations, 10(10):1081-1110, 2005.

Y. G. Chen, Y. Giga, and S. Goto. Uniqueness and existence of viscosity
solutions of generalized mean curvature flow equations. J. Differential Geom.,

33(3):749-786, 1991.

M. G. Crandall, H. Ishii, and P.-L. Lions. User’s guide to viscosity solutions
of second order partial differential equations. Bull. Amer. Math. Soc. (N.S.),
27(1):1-67, 1992.

Y. Giga and S. Goto. Motion of hypersurfaces and geometric equations. .J.
Math. Soc. Japan, 44(1):99-111, 1992.

H. Ishii. On uniqueness and existence of viscosity solutions of fully nonlinear
second-order elliptic PDEs. Comm. Pure Appl. Math., 42(1):15-45, 1989.

H. Ishii and P.-L. Lions. Viscosity solutions of fully nonlinear second-order
elliptic partial differential equations. J. Differential Equations, 83(1):26-78,
1990.

A. Lunardi. Analytic semigroups and optimal reqularity in parabolic pro-
blems. Progress in Nonlinear Differential Equations and their Applications,
16. Birkh&user Verlag, Basel, 1995.

J. Priiss. Maximal regularity for evolution equations in L,-spaces. Conf. Semin.
Mat. Univ. Bari, (285):1-39 (2003), 2002.

L. Wang. On the regularity theory of fully nonlinear parabolic equations. I.
Comm. Pure Appl. Math., 45(1):27-76, 1992.

L. Wang. On the regularity theory of fully nonlinear parabolic equations. II.
Comm. Pure Appl. Math., 45(2):141-178, 1992.

© Robert Denk 22. 7. 2014



	Viskositätslösungen
	a) Der Begriff der Viskositätslösung und das Maximumprinzip
	b) Existenz von Viskositätslösungen

	Weitere Eigenschaften von Viskositätslösungen und Verallgemeinerungen
	a) Unbeschränkte Lösungen
	b) Konvergenz von Viskositätslösungen
	c) Parabolische Gleichungen

	Anwendungen von Viskositätslösungen
	a) Bellman-Gleichung
	b) Geometrische parabolische Gleichungen

	Maximale Regularität
	a) Der Begriff der maximalen Regularität und die Lösung quasilinearer Gleichungen
	b) Höhere Regularität


