Skript zur Vorlesung

Funktionalanalysis

Sommersemester 2011

Robert Denk

[T1
/

Universitat Konstanz

Fachbereich Mathematik und Statistik

Stand: 20. 6. 2011



Inhaltsverzeichnis

1 Topologische und metrische Rdume, Kompaktheit . . . . .. ... .. 1
a) Topologie und Metrik . . . . . ... ... ... ... .. 1

b) Kompaktheit . . . . ... ... .. L 7

2 Normierte Raume und Hilbertrdume . . . . . . .. ... ... ... .. 11
a) Normierte Rédume und Banachrdume . . . . .. ... ... ... .. 11

b) Hilbertrdume . . . . . . . ... 17

¢) Der Approximationssatz und der Satz von Riesz fiir Hilbertraume . 19

d) Orthonormalbasen . . . . . .. .. ... ... ... 23

3 Lineare Operatoren: Grundbegriffe . . . . . . . .. .. ... ... ... 29
a) Operatoren und Spektrum . . . . . ... ... ..o 29

b) Eigenschaften der Resolventenabbildung . . . . . .. ... ... .. 32

4 Dualrdume und adjungierte Operatoren . . . . . . . .. .. ... ... 35
a) Hahn—Banach-Sétze . . . . . . .. ... ... ... ... 35

b) Dualrdume und Reflexivitéit, adjungierte Operatoren . . . . . . . . 37

5 Distributionen und Sobolevréume . . . . .. ... ..o L 42
a) Distributionen . . . . . ... 42

b) Sobolevraume: Definition und erste Eigenschaften . . . . . . . . .. 45

c) Wichtige Sétze aus der Theorie der Sobolevraume . . . . . . . . .. 49

6 Klassische Séatze der Funktionalanalysis . . . . . ... ... ... ... 52
7 Niitzliches iiber das Spektrum . . . . . . . ... . ... ... ... .. 60
8 Der Spektralsatz fiir selbstadjungierte beschriankte Operatoren . . . . 67
a) Stetiger und messbarer Funktionalkalkil . . . . . ... ... .. .. 67

b) Orthogonale Projektionen . . . . . . . . ... ... ... ...... 7

c¢) Projektorwertige Mafle und der Spektralsatz . . . . . ... .. ... 79
Literatur . . . . . . . . o e 93

A Index . . . o 94



1. Topologische und metrische Riaume,
Kompaktheit

a) Topologie und Metrik

Wir starten mit der Definition einiger grundlegender Begriffe der Topologie. Eine
Topologie ist dhnlich wie eine o-Algebra ein Mengensystem.

1.1 Definition. Sei X # ) eine Menge; &(X) bezeichne die Potenzmenge von X.
a) Ein Mengensystem 7 C Z?(X) heifit eine Topologie auf X, falls gilt

i) 0,XeT,
(ii) Falls A,B € T,soist auch ANBeT,

(iii) Falls I eine Indexmenge ist und A; € 7 (i € I), so ist auch (J,. ; 4 € T.

In diesem Falls heifit (X, 7)) ein topologischer Raum.

b) Seien (Xi,771) und (Xs,7Tz) topologische Raume. Dann heifit eine Abbildung
f: X1 — X, stetig, falls f~1(73) C 7;. Die Abbildung f heifit offen, falls fiir al-
le U € Ty gilt f(U) € T5. Die Abbildung f heifit ein Homéomorphismus, falls f
bijektiv ist und f und f~! beide stetig sind.

c) Sei %4 C Z(X). Dann heifit die kleinste Topologie, die % enthilt, die von %
erzeugte Topologie T (% ).

d) Sei I eine Menge und (Y;, 7T;) topologischer Raum fiir i € I. Sei F' = {f;: X —
Yi}ier eine Familie von Abbildungen. Dann heifit die kleinste (grobste) Topologie
auf X, fiir die alle f € F stetig sind, die F-schwache Topologie T (F') auf X.

e) Sei X = [],.; X; das kartesische Produkt, wobei (X;, 7;) ein topologischer Raum
fiir ¢ € I ist. Sei pr;: X — X, die Projektion auf die i-te Komponente. Dann heifit
T ({pr,: i € I}) die Produkttopologie auf X.

f) Sei (X, T) ein topologischer Raum, und sei Y C X eine nichtleere Teilmenge. Das
Mengensystem 7y := {UNY: U € T} C Z(Y) heifit Spurtopologie auf Y (auch
Teilraumtopologie oder relative Topologie oder induzierte Topologie genannt). Dies
ist die grobste Topologie auf Y, fiir die die Inklusionsabbildung ¥ — X, y +— v,
stetig ist.

1.2 Bemerkung. a) Die kleinste (grobste Topologie) auf einer Menge X ist gegeben
durch 77 := {0, X}. Die grofite (feinste Topologie) ist gegeben durch 73 := P(X).
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2 1. Topologische und metrische Rdaume, Kompaktheit

b) In der Situation von 1.1 d) gilt
TF) =T({7'(U): Ve T, i€ 1}).

[[Sei 7 .= {f7"(U:): U; € Ts, i € T}.

T(F) D T(%): Da jedes f; stetig ist, gilt f;*(U;) € T(F) (U; € Tiyi € I), dh. % C T(F). Da
T (F) eine Topologie ist, welche % enthélt, gilt T(F) D T(%).

T(F) C T(%): Wegen f; ' (U;) € T(%) ist jedes f; stetig. Damit ist 7 (%) eine Obermenge der
kleinsten Topologie, in welcher jedes f; stetig ist.]]

c) Die erzeugte Topologie 7 (% ) ist das System aller Mengen der Form | J,, ﬂi:f;l Uin
mit Uy, € %, N; € Ny, I eine Indexmenge. Dabei ist ﬂgzl Uin = Npep Uin = X.

[[Jede Menge dieser Form muss nach Definition einer Topologie in 7 (%) enthalten sein. Zu zeigen
ist daher, dass das System all dieser Mengen eine Topologie ist. Sei & := {02[:1 U,:U,e%,N €
No}. Dann gilt X € Zund zu Vi,V5 € Zund z € ViNV; existiert ein V € Zmit z € V C ViNVy
(denn man kann V := V; NV, wihlen). Nach Ubungsaufgabe 2.1 ist % Basis einer Topologie, und
(nach Definition einer Basis) das oben angegebene System ist gleich 7 (), also insbesondere eine

Topologie. ]]

d) Zur Erinnerung: das kartesische Produkt X einer (eventuell iiberabzéhlbaren)
Familie (X;);e; von Mengen X; ist definiert als die Menge aller Abbildungen f: I —
Uier X; mit f(i) € X; fir jedes i € I. Falls jedes X; nichtleer ist, dann ist auch das
kartesische Produkt nichtleer — dies ist dquivalent zum Auswahlaxiom, welches wir
in dieser Vorlesung immer annehmen wollen.

e) Man beachte die Ahnlichkeit zur Definition einer o-Algebra. Bei einer o-Algebra
A gilt statt a) (iii) nur
A, €A (neN)= |4, €A,
neN

dafiir ist mit einer Menge A auch X \ A in der o-Algebra. Viele Begriffe wie die er-
zeugte o-Algebra und die Produkt-o-Algebra sind analog definiert. Es gibt allerdings
keine so einfache Darstellung der erzeugten o-Algebra wie in a).

1.3 Definition. Sei (X,7) topologischer Raum.

a) Eine Menge U C X heifit genau dann offen, falls U € 7T, und genau dann
abgeschlossen, falls X \ U € T. Das Innere A einer Menge A C X ist definiert als
die groBte offene Menge U mit U C A. Der Abschluss A ist definiert als die kleinste
abgeschlossene Menge V mit A C V.

b) Seien A C B C X. Dann heifit A dicht in B, falls A D B gilt.

c¢) Der topologische Raum (X, 7)) heiit separabel, falls eine abzéhlbare Teilmenge
A C X existiert, welche dicht in X ist.
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1. Topologische und metrische Rdaume, Kompaktheit 3

d) Ein Mengensystem % C T heifit eine Basis der Topologie T, falls sich jedes
Element von 7T als Vereinigung von Elementen aus % schreiben lédsst. Ein Mengen-
system 7 heifit eine Subbasis von T, falls T die von % erzeugte Topologie ist.

e) Eine (nicht notwendig offene) Menge V' C X heifit eine Umgebung eines Punktes
x € X, falls eine offene Menge U € T existiert mit € U C V. Eine Familie .4
von Teilmengen von X heifit eine Umgebungsbasis des Punktes x € X, wenn jedes
N € A eine Umgebung von z ist und fiir jede Umgebung M von x ein N € A
existiert mit N C M.

f) (X, T) heifit Hausdorff-Raum (oder Ty-Raum), falls fiir jedes x,y € X mit x # y
offene Mengen U,, U, € T existieren mit z € U,, y € U, und U, N U, = 0.

g) (X, T) heiBt normal (oder Ty-Raum), falls (X,7) Hausdorffsch ist und fiir alle
abgeschlossenen Mengen A, A, mit A; N Ay = 0 offene Mengen U; D Ay, Uy D A,
existieren mit U; N Uy = 0.

Die beiden folgenden Sétze werden hier nicht bewiesen.

1.4 Satz (Lemma von Urysohn). Sei (X,T) normaler topologischer Raum, und
seien Ay, Ay C X abgeschlossen mit Ay N Ay = (0. Dann existiert ein f € C(X;R)
mit 0 < f <1 und fla, =0, fla, = 1.

1.5 Satz (Erweiterungslemma von Tietze). Sei (X, 7) ein normaler topologischer
Raum. Sei M C X abgeschlossen, a,b € R mita < b und f: M — [a,b] stetig. Dann
existiert eine stetige Fortsetzung F': X — [a,b] von f.

Um hierbei die Stetigkeit der Abbildung f erkldren zu kénnen, wird M mit der
Spurtopologie ausgestattet.

Bei topologischen Rdumen kann man einige Begriffe definieren, die schon aus dem
ersten Studienjahr bekannt sind. Hier einige Beispiele:
1.6 Definition. Sei (X, 7) ein topologischer Raum und (z,)n,eny C X eine Folge.

a) Ein Element x € X heiit Hiufungspunkt von (x,),en, falls in jeder offenen
Menge, die x € X enthélt, unendlich viele Folgenglieder liegen.

b) Ein Element x € X heifit Grenzwert oder Limes der Folge (z,,)nen, falls in jeder
offenen Menge, die = enthélt, alle bis auf endlich viele Folgenglieder liegen. Man
schreibt lim,, o x,, := x, oder z,, = x (n — 00).

Und auch fiir die Stetigkeit einer Abbildung f: X — Y gibt es eine Beschreibung,
die dem bereits bekannten e-6-Zugang entspricht:

1.7 Lemma. Seien (X, Tx) und (Y,Ty) topologische Riume. Dann ist eine Abbil-
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4 1. Topologische und metrische Rdaume, Kompaktheit

dung f: X — Y stetig genau dann, wenn zu jedem xo € X und jeder Umgebung Vy
von yo := f(xg) eine Umgebung Ux von xq existiert mit f(Ux) C Vy.

[[ (i) Sei f stetig. Wihle W C Y offen mit yo € W C V3 (Definition Umgebung). Dann ist
Ux = f_l(W) € Tx mit f(Ux) CcCWcCVy.

(ii) Es gelte die Bedingung des Lemmas, und sei B C Y offen. Fiir jedes x € f~1(B) ist B eine
Umgebung von f(x), und nach Voraussetzung existiert eine Umgebung V. von x mit f(V,) C B.
Damit existiert eine offene Menge U, mit z € U, C V, und f(U,) C B, also ist f~}(B) =

Uses-1(s) Us offen. 1]

1.8 Definition. Sei X eine Menge und d: X x X — R eine Abbildung. Dann heift
d eine Metrik und (X, d) ein metrischer Raum, falls fiir alle z,y, 2z € X gilt:

(i) d(x,y) = d(y, =)
(ii) d(z,y) =0 <= x =y
(iii) d(z,2) < d(z,y)+d(y,z2)

1.9 Beispiele. Einige Beispiele von metrischen Rédumen sind:

a) Sei X beliebig und
1 tx#y
d(w,y) = {
0 :zx=y

(diskrete Metrik).
b) Die Standardmetrik auf X = R oder C ist gegeben durch d(zx,y) = |z — y.
c¢) Sei X = (][0, 1];R). Dann sind

di(f,9) = If — 9l = sup [f(x) — g(x)],

a:El[O,l}
d(fg) = I = gls = / (@) - g(x)|da

zwel Metriken auf X.

1.10 Definition. Sei (X, d) ein metrischer Raum.

a) Die (offene) Kugel um zy mit Radius r > 0 ist definiert als B(xzo,r) := {z €
X:d(xg,x) <r}.

b) Eine Teilmenge U C X heift offen, falls fiir alle u € U ein € > 0 existiert mit
B(u,e) C U. Dies definiert die Topologie T, d.h. jeder metrische Raum ist damit
ein topologischer Raum (X, 73).
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1. Topologische und metrische Rdaume, Kompaktheit )

c¢) Ein topologischer Raum (X, 7") heiit metrisierbar, falls es eine Metrik d gibt mit
Ti=T.

[[Zu b): Man sieht direkt aus der Definition, dass
To:={UCX:VueU3Je>0: Blu,e) CU}

eine Topologie ist: Offensichtlich ist #, X € Ty. Fiir Uy, Us € Ty und u € U;NUs, existieren e1,e9 > 0
mit B(u,e1) C Uy und B(u,e2) C Uy. Damit ist B(u,e) C Uy N Us fiir € := min{ey, 2}

Falls Uy € T3 fur A € A und v € |J, Uy, so existiert ein A\g mit u € Uy,. Damit existiert ein € > 0
mit B(u,e) C Uy, und damit B(u,e) C Jy Us. |]

1.11 Beispiel. Das folgende Beispiel zeigt, dass nicht jeder topologischer Raum
metrisierbar ist: Sei X ein Menge mit mindestens zwei Elementen und 7 := {0, X }.
Falls (X, 7) metrisierbar mit Metrik d wére, so wére fiir zwei Elemente  # y € X
der Abstand v := d(xz,y) positiv und es folgt B(x,3) € Tq. Wegen § C B(z,3) € X
erhalten wir einen Widerspruch.

Metrische Réume sind zwar weniger allgemein als topologische Rdume, aber sie
verfiigen iiber einige niitzliche Eigenschaften, wie in den beiden folgenden Bemer-
kungen ausgefiihrt:

1.12 Bemerkung. Sei X ein metrischer Raum und A C X. Dann sind dquivalent:

(i) Die Menge A enthilt alle ihre Haufungspunkte.
(ii) Es gilt A = A.
(iii) Die Menge A ist abgeschlossen.

1.13 Bemerkung. Jeder metrische Raum ist ein Hausdorffraum: Betrachte

@:B@ygw) %:B@@%w>

1.14 Beispiel. Wir greifen das Beispiel 1.9 ¢) noch einmal auf. Die identische Ab-
bildung idx: f — f ist zwar bijektiv, aber die Stetigkeit héngt von der gewéhlten
Metrik ab:

So ist id: (C([0,1]),dy) — (C([0,1]),d2) stetig, denn es gilt

do(f. g) = / (@) - g@)|de < sup |f(z) - g(x)| = du(f,9).

z€[0,1]

Hingegen ist id: (C([0,1]),d2) — (C([0,1]), dy) nicht stetig: Definiere zu n € N die
Funktion f, wie in folgender Abbildung:

© Robert Denk 20. 6. 2011



6 1. Topologische und metrische Rdaume, Kompaktheit

Dann gilt

do(f, 0) /|f )l dz =

aber: dy(f,,0) = SUPe0,1] | f(x

1 1 1
— = —0
( —1 2n+1) (2n—1)(2n+ 1) ’
| = 1.

1.15 Definition. Seien (X, dy), (Y, dy) metrische Rdume. Dann heifit eine Abbil-
dung f: X — Y eine [sometrie, falls

dY(f('r)?f(y)) :dX<x7y) (%,yEX) (1'1)

gilt. Eine bijektive Isometrie heiffit isometrischer Isomorphismus.

1.16 Beispiel. Versieht man R" mit der euklidischen Metrik, so sind die durch
orthogonale Matrizen gegebenen Abbildungen Isometrien von R™ nach R™.

1.17 Definition. Sei (X, d) ein metrischer Raum.

a) Eine Folge (x,,)nen € X heiit eine Cauchyfolge, falls gilt
Ve>03dnyo e NVn,m>ng: d(x,,x,) <e¢.
Der Raum heifit vollstéandig, falls jede Cauchyfolge konvergent ist.

b) Eine Menge A C X heifit beschrénkt, falls ein 7 > 0 und ein xy € X existieren
mit A C B(xzg, 7).

1.18 Beispiel. Sei (X, d) ein metrischer Raum mit diskreter Metrik, und sei (z,,)nen
eine Cauchyfolge. Dann existiert ein o € X und ein ng € N so, dass fiir alle n > ng
gilt: z,, = zo.

1.19 Satz. Sei (X,d) ein metrischer Raum.

a) Es existiert ein beschrankter metrischer Raum (X,d'), welcher homéomorph zu
(X, d) ist.

b) Es existiert ein vollstindiger metrischer Raum (Y, dy ) und ein dichter Teilraum
Yo CY so, dass (X,d) und (Yo, dy ) isometrisch isomorph sind.

Beweis. a) Siehe Ubung (man wihlt ' = —1+f( :4) ))

b) wird hier nicht bewiesen. O

Auch der folgende Satz, der aus der Analysis bekannt sein sollte, wird hier nicht
bewiesen.
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1. Topologische und metrische Rdaume, Kompaktheit 7

1.20 Satz (Banachscher Fixpunktsatz). Sei (X,d) ein wvollstindiger metrischer
Raum, und T: X — X eine Kontraktion, d.h. es existiere ein k € [0,1) mit

d(Tx,Ty) < k-d(x,y) (z,y€ X).

Dann existiert genau ein Fizpunkt von T', d.h. genau ein x* € X mit Tx* = z*. Fir
alle xy € X konvergiert die Folge (T"xo)nen gegen x*, und es gilt die Abschdtzung

k’l’b

d(z*, T"xg) < T % - d(Txg, xg).

b) Kompaktheit

1.21 Definition. Sei (X,7) ein topologischer Raum und A C X.

a) Eine offene Uberdeckung von A ist eine Familie (Uy)xep (wobei A eine beliebige
Indexmenge ist) mit Uy € 7 und A C |J,., Ux. Eine endliche Teiliiberdeckung der
offenen Uberdeckung (Uy)xen ist eine Uberdeckung der Form A C U?Zl Uy, mit
n € Nund \; € A.

b) Die Menge A C X heifit kompakt, wenn jede offene Uberdeckung von A eine
endliche Teiliiberdeckung besitzt.

1.22 Satz. Seien (X, Tx) und (Y, Ty ) topologische Riume. Falls X kompakt ist und
f: (X, Tx) — (Y, Ty) stetig, so ist der Wertebereich f(X) kompakt.

Beweis. Sei f(X) C Uyep Va mit Vi € Ty. Setze Uy := f~'(V4). Da f stetig ist,
folgt Ux€Tx, und X C [J,cp Us ist eine offene Uberdeckung von X. Wegen der
Kompaktheit von X existiert eine endliche Teiliiberdeckung X C U?Zl Uy,. Dann
ist aber f(X) C Jj_, Vi, ebenfalls eine endliche Teiliiberdeckung, und f(X) ist
kompakt. [

1.23 Bemerkung. In (R, ||) gilt: Eine Teilmenge A ist genau dann kompakt, wenn
A beschriankt und abgeschlossen ist. In beliebigen metrischen Raumen (X, d) gilt nur
eine Richtung: Jede kompakte Teilmenge A ist beschrankt und abgeschlossen, aber
nicht umgekehrt, wie das unten stehende Beispiel 1.24 b) zeigt.

1.24 Beispiele. a) Sei X eine unendliche Menge mit diskreter Metrik. Dann ist X
beschrénkt und abgeschlossen, aber X = J, .y B(z, 3) ist eine offene Uberdeckung
von X, zu welcher keine endliche Teiliiberdeckung existiert.

© Robert Denk 20. 6. 2011



8 1. Topologische und metrische Rdaume, Kompaktheit

b) Sei
X:J%:{x:@b@VQ:QGRWz]§F<m}.
j=1

Durch .
d(z,y) = <Z €5 — 77j|2> ’
j=1

wird eine Metrik auf ¢2 definiert. Fiir die Einheitsvektoren

e; =(0,0,...,0, _1_,0,...)
j-te Stelle

gilt v =377 | §je; und d(e;, e;) = V2 (i # 7). Die Einheitssphire S := {x: d(x,0) =
1} ist beschrankt und abgeschlossen, aber nicht kompakt.

Denn S C J,cq B(z, %) ist eine offene Uberdeckung von S. Angenommen, es gibe ei-
ne endliche Teiliiberdeckung S C U;L:1 B(x;, 3). Dann kann jede Umgebung B(z;, 5)
hochstens einen Einheitsvektor e, enthalten, wegen 1 < v/2. Es gibt aber unendlich
viele solche Einheitsvektoren. Widerspruch. Also ist S nicht kompakt.

c) Wiére in einem metrischen Raum jede abgeschlossene, beschrinkte Menge auto-
matisch kompakt, so wére jeder metrische Raum kompakt, da jeder metrische Raum
homoomorph zu einem beschrinkten, metrischen Raum ist.

1.25 Definition. Sei (X, d) metrischer Raum.
a) Dann heifit X folgenkompakt, wenn jede Folge in X einen Haufungspunkt besitzt.

b) Der Raum X heifit totalbeschrankt, wenn es zu jedem ¢ > 0 eine endliche Menge
E C X gibt mit:

X = B(,e).

zeE

E heiBt (endliches) e-Netz fiir X.

1.26 Bemerkung. Entsprechendes gilt auch fiir Teilmengen A C X, wobei £ C X
ausreicht. Daraus ist £ C A konstruierbar (Dreiecksungleichung).

1.27 Satz. (X,d) sei metrischer Raum. Dann sind dquivalent:

(i) X ist kompakt.
(il) X ist folgenkompakt.
(i) X st totalbeschrankt und X wvollstindig.

© Robert Denk 20. 6. 2011



1. Topologische und metrische Rdaume, Kompaktheit 9

Beweis. (1)==(ii):

Angenommen, es existiert eine Folge (z,)nen, welche keinen Haufungspunkt
besitzt. Dann existiert zu jedem z € X ein €, > 0 so, dass die Menge
{n € N |z, € B(x,¢,)} endlich ist. Durch X C (J,.yx B(,¢,) ist eine offene
Uberdeckung von X gegeben, und da X kompakt ist, existieren ein m € N

und zy,...,7T,, € X mit
m

X =|JB(@;.e,).

Jj=1

Insbesondere sind alle (unendlich vielen) z,, in den endlich vielen Kugeln ent-
halten. Dies ist ein Widerspruch zur Endlichkeit der Menge [ Ji~,{n € N: z, €
B(zj,e4,)} < 00.
(ii) = (iii):

Als folgenkompakter Raum ist X vollstdndig. Angenommen, X ist nicht to-
talbeschréinkt. Dann existiert ein € > 0 mit (Jj_, B(z;,¢) € X fiir alle endli-
chen Mengen {x1,...,z,}. Wahle 21 € X beliebig, xo € X\B(z1,¢), z3 €
X\(B(z1,€) U B(w,¢)) usw. Dann gilt x4, € X\Uj_, B(z;,¢). Fir alle
v € X liegt maximal ein Element der Folge in B(z, ), da d(x,,xn41) > €.
Also besitzt die Folge (x,,), keinen Haufungspunkt in X, Widerspruch.

(ii))=(i):
Wir nehmen an, es gibt eine offene Uberdeckung A von X, welche keine end-
liche Teiliiberdeckung besitzt. Da X totalbeschrénkt ist, existieren n € N und
Y1y Yp € X mit X = U?:l B(y;, %) Wiren alle B(y;, %), j=1,...,n, end-

lich iiberdeckbar, so auch X. Also gibt es x1 € {y1,...,yn} so, dass B(xy, %)
nicht endlich iiberdeckbar ist.

Wir konstruieren induktiv eine Folge (z,),: Seien 1, ..., x, gegeben und so
konstruiert, dass B(z,_1, 271;—1) nicht endlich iiberdeckbar ist, d.h. es gibt z,, €
B(%,-1, 5=r) mit B(zy, 37) nicht endlich iiberdeckbar. Da die Abschétzung
d(zp,Tm) < 57 fiir m > n gilt, ist (2,), eine Cauchyfolge. Wegen der
Vollstandigkeit von X existiert der Grenzwert = := lim, .z, € X. Da A
eine offene Uberdeckung ist, gibt es ein V € A mit B(z,¢) C V. Dazu exi-
stiert ein Index ny € N mit B(x,,,27") C B(x,¢), denn fir y € B(x,,27")

gilt
1 1
d(y, z) < d(y, 2n) +d(za,2) < o + 5oy <€
fiir hinreichend groBes n. Somit ist y € B(x,¢) und damit B(z,,,27") C V,
Widerspruch. O

1.28 Bemerkung. a) Eine andere Bezeichnung fiir ,,totalbeschrankt* ist auch ,, pré-
kompakt*.
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10 1. Topologische und metrische Raume, Kompaktheit

b) Eine Menge A C X heit relativ kompakt, wenn A kompakt ist.

Der folgende Satz ist einer der wichtigsten Sdtze der Topologie; der Beweis (der
etwa mit Hilfe von Ultrafiltern gefiihrt werden kann) ist aber zu aufwéndig fiir diese
Vorlesung.

1.29 Satz (Tychonov). Seil eine Menge und X = [[,.; X; das kartesische Produkt
der topologischen Riume (X;,T;). Falls jedes (X;,T;) kompakt ist, dann ist auch X
in der Produkttopologie kompakt.

© Robert Denk 20. 6. 2011



11

2. Normierte Raume und Hilbertraume

Im folgenden sei X ein K-VR, wobei K € {R,C}.

a) Normierte Rdume und Banachriume

2.1 Definition. Eine Norm ist eine Abbildung ||-|| : X — [0,00) mit folgenden
Eigenschaften:

@) |zl =0 < 2=0(z€ X),
(ii) laz| = |af - [lz]| (@ €K, z € X)
(iii) [z +yll < )l + ly| (z,y € X)

In diesem Fall heifit (X, ||-|]) normierter Raum. Falls in (i) nur die Richtung ,,<*
gilt, so heifit ||-|| eine Halbnorm oder Seminorm.

2.2 Bemerkung. a) Ein normierter Raum (X, ||-||) wird mit d(z,y) := ||z — y|| zu
einem metrischen Raum (X, d). Die Umkehrung gilt i.A. nicht.

b) Sei (X,d) ein metrischer Raum, so ist d: X — R, d(z) := d(z,0) eine Norm
genau dann, wenn gilt

(i) d(z + 2,y + 2) = d(z,y), Vo,y,z € X
(ii) d(az,ay) = |o|d(z,y), Vo,y € X,a € K

Wenn dies gilt, dann ist die von der Norm d induzierte Metrik wieder d.
2.3 Definition. Ein Banachraum ist ein vollstdndiger normierter Raum.

2.4 Beispiele. a) Der Raum (R™, ||-||), |||l = - | ist ein Banachraum.

b) Sei A kompakter, metrischer Raum und Y Banachraum. Dann ist der Raum
C(A;Y) aller stetigen Funktionen von A nach Y, versehen mit der Supremumsnorm
1/ lloc := supeea | f(a)]ly, ein Banachraum.

2.5 Definition und Satz. a) Sei p: X — [0,00) eine Seminorm. Dann ist das
System

{UCX:Vx€U35>O: B(:):,e)CU}

eine Topologie auf X und heifst die von p erzeugte Topologie (vgl. Definition 1.10).
Dabei ist B(x,e) :=={y € X : p(r —y) < e}.

b) Diese von einer Seminorm p erzeugte Topologie ist genau dann Hausdorffsch,
wenn die Seminorm sogar eine Norm ist. Die Menge {B(x,¢) : v € X, e > 0} bildet
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12 2. Normierte Rdaume und Hilbertrdume

eine Basis der Topologie. Die von p erzeugte Topologie ist die gribste Topologie auf
X, beziiglich der alle Abbildungen x — p(x — xo) mit xg € X stetig sind.

[[Das das System T, := {U C X : V2 € U 3¢ > 0: B(x,e) C U} eine Topologie ist, sieht
man sofort wie in 1.10. Falls die Seminorm eine Norm ist, ist X Hausdorffsch nach Bem. 1.13.
Ansonsten existiert ein € X \ {0} mit p(z) = 0, und fiir die Punkte 0 und z ist die Bedingung
eines Hausdorff-Raums verletzt.

Aufgrund der Dreiecksungleichung ist B(z,¢) € 7, fiir alle € X und ¢ > 0. Andererseits 14sst
sich jedes U € T, in der Form U = (J, oy B(%,¢,) schreiben, d.h. die Menge aller B(z,¢) bildet
eine Basis der Topologie.

Sei 77 die von allen Abbildungen p;, : « — p(z — o) erzeugte Topologie auf X. Dann gilt
B(zo,€) = py, ((—¢,€)) € T1 und damit 7, C Ty.

Fir die Richtung 7, D 7; ist zu zeigen, dass jedes pg,: (X, 7T,) — R stetig ist. Dazu verwendet
man Lemma 1.7: Sei € X und W C R eine Umgebung von p,,(z) = p(z — x¢). Dann existiert
ein e > 0 mit V := (py, (2) — &,ps,(x) + €) C W. Mit Hilfe der Dreiecksungleichung sieht man,
dass U := B(z,¢) eine Umgebung von x ist mit p,,(U) CV c W. ||

Der Beweis des folgenden Satzes sollte aus der Analysis bekannt sein.

2.6 Satz. Seien X,Y normierte Rdiume, T: X — Y linear. Dann sind dquivalent:

(i) T ist beschrinkt, d.h. 3¢ > 0: ||Txz|y <cllz|y (reX).
(il) T: X — Y st stetig.
(iii) T: X =Y ist stetig an der Stelle 0 € Y.

2.7 Definition. Seien X,Y Vektorrdume, ausgestattet mit Topologien. Der Raum
L(X,)Y):={T: X =Y : T linear, stetig}

heiBt der Raum der linearen stetigen Operatoren von X nach Y (im Falle von nor-
mierten Rdumen X und Y sind diese Operatoren dann auch beschrénkt). Wir setzen
L(X) := L(X,X). Der Raum X’ := L(X,K) heifit der (topologische) Dualraum von
X. Oft schreibt man Tz statt T'(z).

Fir T e L(X,Y) (mit normierten Rdumen X und Y) definiert man

Tx
|T|| := sup H HY: sup [Tzl -
zeX\{0} 2l zeX, ||zl x <1

|T|| heifit die Operatornorm von 7. Sei

kerT := N(T) :={z € X: Tz =0},
ImT:=R(T):=T(X) ={Tz: z € X}

der Kern (englisch ,null space”) bzw. der Wertebereich (englisch ,,range“) von T
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2.8 Bemerkung. Es gilt
[Tzlly <ITI-llzlx (€ X)

und

|IT|| =inf{C>0: VoeX: ||Tz|y <Clz|y}-

2.9 Definition und Satz. Sei X ein K- Vektorraum, und sei L = {py: X\ € A} eine
Familie von Seminormen py: X — [0,00). Definiere T als das System aller Mengen
U C X, fiir welche gilt

VeeU3IreNIA, ..., N, €ATe>0: BM(z,e)n---NnBM(z,e) CU.

Dabei sei BN (z,¢) :={y € X : py,(x —y) < e} die Kugel um x mit Radius € bzgl.
der Seminorm py,. Dann ist T eine Topologie auf X, die sog. lokalkonvexe Topologie
zu L auf X. Dies ist die grobste Topologie auf X, fir die jede der Abbildungen
pa(s — xo) mit X € A und xg € X stetig von X nach R ist, vgl. Definition 1.1. Eine
Subbasis von T ist gegeben durch

{(BV(x,r): A€ A, z€ X, r>0}

[[Das zeigt man analog zum Beweis von Satz 2.5.]]

2.10 Definition. Sei X K-VR und 7 eine Topologie auf X. Dann heifit (X, 7T) ein
topologischer Vektorraum, falls die Abbildungen

SIXXX—)X, (1’1,$2)'—>$1+1‘2
m: Kx X — X, (o, ) = ax

beide stetig sind.
2.11 Bemerkung. Normierte Rdume sind topologische Vektorraume.

2.12 Definition. a) Sei X ein K-Vektorraum und X* := {f: X — K, f linear }
der algebraische Dualraum von X. Fiir Y C X* bezeichnet man die Y-schwache
Topologie T(Y) (vgl. Definition 1.1) auf X auch mit o(X,Y).

b) Sei X topologischer Vektorraum und X’ C X* der topologische Dualraum. Dann
heifit o(X, X’) die schwache Topologie auf X und o(X’, X) die schwach-*-Topologie
auf X’'. (Wir werden spéter sehen, dass man X als Teilmenge von X" auffassen
kann.) Fiir die schwache Konvergenz schreibt man z, — x oder x, s x, fiir die

schwach-*-Konvergenz schreibt man f, LN fin X',
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14 2. Normierte Rdaume und Hilbertrdume

Als Warnung vermerken wir, dass die schwache Topologie eines unendlichdimensio-
nalen Raumes im Allgemeinen nicht metrisierbar ist. Wir kénnen in Zukunft also
nicht davon ausgehen, dass jeder von uns benotigte Raum eine Metrik besitzt, die
zu seiner Topologie passt.

2.13 Bemerkung. Sei X ein topologischer Vektorraum. Dann gilt:

a) Die Verschiebung einer in X offenen Menge um einen konstanten Vektor ergibt
in X wieder eine offene Menge.

b) Wenn A C X eine offene Teilmenge ist und B C X eine beliebige Teilmenge,
dann ist A + B offen in X.

2.14 Definition (Quotientenraum fiir topologische Vektorraume). Sei (X,7T) ein
topologischer Vektorraum (nicht unbedingt Hausdorffsch), und M C X ein Unter-
vektorraum, sowie X /M := {[z] = x+ M : z € X} der algebraische Quotientenraum.
Wir schreiben @ fiir die (lineare) Quotientenabbildung,

O: x> [x], O X — X/M,

und wir statten X/M mit der feinsten Topologie aus, fiir die ®: X — X/M stetig
ist.

2.15 Bemerkung. Die oben definierte Topologie auf X/M ist gegeben durch
T ={V C X/M :® (V) C X offen}.

Somit besteht diese Topologie aus genau jenen Mengen H + M C X /M, fiir die
H + M eine in X offene Menge ist. Und aus Bemerkung 2.13 bekommen wir dann:
wenn H C X offen in X ist, dann ist ®(H) offen in X/M, d.h. die Abbildung ® ist

offen.

[[Man sieht direkt aus der Definition, dass 7Tjs eine Topologie auf X/M ist und dass ® bzgl. dieser
Topologie stetig ist. Falls andererseits ® : (X,7) — (X/M,T’) fiir eine beliebige Topologie T’
stetig ist, so folgt fiir alle V' € T schon ®~1(V) € T und damit V € Ty, d.h. Ty ist die maximale
Topologie mit dieser Eigenschaft.]]

Wie bendtigen noch eine Eigenschaft dieser Quotientenrdume, welche hier nicht
bewiesen wird.

2.16 Bemerkung. Sei X ein Vektorraum mit einer Seminorm p(-), ausgestattet
mit der davon gemifl Definition 2.5 erzeugten Topologie; und es sei M C X ein
Untervektorraum. Dann ist der Quotientenraum X /M Hausdorffsch genau dann,
wenn M eine abgeschlossene Teilmenge von X ist.
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2.17 Definition und Satz (Quotientenraum fiir normierte Raume). Sei X nor-
mierter Raum, M C X ein Untervektorraum, und X/M der Quotientenraum. Dann
15t
= dist(z, M) := inf ||z —
el = dist(z, M) = inf 12—yl
eine Seminorm auf X/M. Falls M abgeschlossen ist, so ist ||[-]|| eine Norm und

(X/M,||[']ll) ein normierter Raum. Falls X Banachraum ist und M abgeschlossen
ist, so ist auch X/M Banachraum.

Beweis. Nur die letzte Aussage folgt nicht durch direktes Nachrechnen. Sei ([z,])nen
Cauchyfolge in X/M.

(i) Ubergang zur Teilfolge: Da ||([zn]) — ([zm])]| — 0 (n,m — 00), existiert eine
Teilfolge ([, ])ken von ([2,])nen, so dass [|[2,,] — [#n, ][] < 27 * V. Schreibe wieder
[zx] statt [z, ].

(ii) Wahl einer Cauchyfolge in X: Induktiv sicht man, dass nach Definition der Norm
in X/M eine Folge (z¢)eeny C X existiert mit 2z € [z,] und

lzer1 = 2]l < fwen] = [zdllxm +27° (€ €N).

Damit

k+m

l2kim = 2llx < D llze = ze1llx
(=kt1
k+m

< 3 (Ul = eeillas +27)

S Z 27@4’1 S 27’€+1’
l=k+1

d.h. (zx)r C X ist eine Cauchyfolge. Setze z := limy, z;,. Wegen
Ilze] = [2]llx/ae = 2] = [2llx/ne < ll2e = 2llx =0

gilt [zx] — [2] in X/M. O

2.18 Definition und Satz (direkte Summe). Seien (Xi,|-||,), (X2, ||-||,) normierte
Riume. Dann wird durch

(@1, ) || = llzally + [lzall, (21, 22) € X1 x X3)

eine Norm auf X = X1 x Xy definiert. Mit dieser Norm heifit X die direkte Summe
von X1 und Xo, Schreibweise X = X1 @& Xy, Fualls X1 und X5 beide Banachrdume
sind, so ist auch X1 @ Xy ein Banachraum.
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Beweis. Nur die letzte Aussage ergibt sich nicht durch Nachrechnen. Falls die Folge
() en = (:pgn),xgn))neN eine Cauchyfolge in X; & X5 ist, so sind auch die ein-
zelnen Komponenten Cauchyfolgen und damit, falls X; und X, Banachrdume sind,
konvergent gegen z; bzw. xy. Damit ist aber auch die Folge (2(™),en C X1 @ X
konvergent gegen x := (x1,x3). O

2.19 Definition (ZP-Raume). Sei (Z, .o/, p) ein MaBraum.

a) Sei 1 < p < oo. Definiere .£?(u) als die Menge aller messbaren Funktionen

f:Z — C mit X
111, = ([ 1rran) " <o

b) Fir p = oo wird Z*(u) definiert als die Menge aller messbarer Funktionen
f:Z — C, fiir welche es ein Cy > 0 gibt mit pu({z € Z: |f(z)| > C;}) = 0. Man
spricht von pu-fast iiberall beschrénkten Funktionen. Fir f € Z°°(u) definiert man

1l :=inf {C € R: pu({z € Z: |(2)] > C}) = 0}.

¢) Fir Funktionen f: Z — R werden die entsprechenden Funktionenrdume mit
ZP(u; R) bezeichnet. Manchmal schreiben wir auch £7(u; C) statt ZP(u).

Der folgende Satz aus der Analysis wird hier nicht bewiesen.

2.20 Satz. a) (Holdersche Ungleichung) Firl < p,q < co mit Il? + % =1 gilt

1 -glly < 171, - gl (F € ZP(w), g € Z9(n)).

b) (Minkowskische Ungleichung) Firl <p < oo gilt
If+gll, < IfIl, +Nlgll,  (f, 9 € ZL7(w).

¢) Fir 1 < p < oo ist der Raum ZL*(u) ein Vektorraum, und ||-||, definiert eine
Seminorm (Halbnorm) auf £P(u).

2.21 Definition und Satz (LP-Réume). Sei (Z,,p) ein Mafraum, und sei
1 < p < oco. Den Vektorraum X := £LP(u) versehen wir mit der Seminorm ||-||,
und anschlieflend mit der sich daraus ergebenden Topologie. Definiere eine Menge
M C £P(u), bestehend aus all jenen Funktionen, fir die die Seminorm den Wert
Null annimmt. Dann ist M ein Untervektorraum, und auch eine abgeschlossene Teil-
menge von L7 (), denn {0} ist abgeschlossen in R und [|-[|, : £P(u) — R ist stetig
per Definition.
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Dann definieren wir

LP(p) == L% (p) /M

als Quotientenraum. Dieser besteht aus Aquivalenzklassen von Funktionen, die pi—
fast tiberall tibereinstimmen.

Mit dieser Konstruktion wird (LP(pu) ) zu einem Banachraum.

Al

Falls das Maf durch das Lebesque—Maf8 Ao auf einer messbaren Mengen Q@ C R™
gegeben ist, schreibt man auch LP(Q)) statt LP(\q).

2.22 Beispiele. Die folgenden Beispiele sind Spezialfille der oberen Definition.

a) Der Raum R" oder C" wird mit jeder der Normen

], == (Z |£j|p> (1<p<oo),
j=1

lolle = max {|g;], 5 =1,....n}

zu einem Banachraum.

b) Definiere fiir 1 < p < oo die P-Rdume durch
> 1/p
o= {o= (.6, )lg eC al, = (Y I6F7) " < oo},
j=1

und fiir p = oo den Raum ¢ durch

2= {o= (6,6, )& € Cllall, =sup{lg],j € N} < o0}

Dann ist /P fiir alle 1 < p < oo ein Banachraum. Hier ist jeweils Z = N und p das
Zahlmasf.

b) Hilbertraume
Im folgenden sei stets K = R oder K = C.

2.23 Definition. a) Ein K-Vektorraum X, versehen mit einer Abbildung (-, ) : X x
X — K, heifit ein Vektorraum mit Skalarprodukt oder ein Prahilbertraum, falls gilt:

(i) Fiir alle y € X ist die Abbildung x +— (z,y) linear.

(ii) Fir alle z,y € X gilt (x,y) = (y, x).
(iii) Fiir alle x € X gilt (x,z) > 0. Es gilt (x, ) = 0 genau dann, wenn x = 0.
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18 2. Normierte Rdaume und Hilbertrdume

b) Zwei Vektoren z,y € X heiflen orthogonal (in Zeichen x L y), falls (z,y) =0
gilt. Eine Familie {z;};cr von Vektoren heifit orthonormal, falls gilt:

1 fallsi = j,

0 sonst.

(i, 25) = 035 == {

¢) In einem Prahilbertraum (X, (-,-)) wird durch ||z| := (z,2)"* die kanonische
Norm definiert. Ein vollstdndiger Prahilbertraum heifit Hilbertraum.

2.24 Beispiele. a) Mit dem Skalarprodukt (z,y) := "7 | ;7; werden R” und C"
zu einem Hilbertraum.

b) Der Raum C/([0, 1]) wird mit dem Skalarprodukt
1
()= [ f@ig)ds
0

c) Sei (X, A, p) ein MaBraum. Dann wird L?(u), versehen mit dem Skalarprodukt

zu einem Prahilbertraum.

(f.9) /f g@ du(e) (fg € L)

zu einem Hilbertraum. Insbesondere ist L?(Q) fiir  C R™ ein Hilbertraum.

Auch die folgenden elementaren Eigenschaften von Préahilbertraumen werden als
bekannt vorausgesetzt, sie konnen aber auch leicht direkt nachgerechnet werden.

2.25 Satz. Sei X Prdhilbertraum.

a) (Satz von Pythagoras) Seien x,y € X orthogonal. Dann gilt

2 2 2
[z +ylI” = [l=I” + [lylI"-

b) Sei {x,}N_, orthonormal. Dann gilt

N N
ol =31 n) P+ o = 3 o b
n=1 n=1

¢) (Besselsche Ungleichung). Sei {x,,}_, orthonormal. Dann ist
N
Izl = Y [z, zn) [P (2 € X).
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d) (Cauchy—Schwarz-Ungleichung). Es gilt

[y [ < el -yl (zy € X).

e) (Parallelogramm-Identitéit) Fir x,y € X gilt

lz +ylI” + lla = ylI* = 2 |z)* + 2 ly||*.

f) (Polarisationsformel) Fir z,y € X gilt

oy = 4zl =l =yl), falls K = R,
’ o 2 2 . . 2 . . 2
iUz +yll” = llz =yl +illz +iy|” —illz —iy["), fallsK=C.

Die Bedeutung der Polarisationsformel liegt daran, dass Identitdten nur fiir die Norm
nachgerechnet werden miissen und dann automatisch fiir die Skalarprodukte gelten.

Die Summe von zwei Hilbertrdumen X und Y ist wieder ein Hilbertraum, wenn man
das Skalarprodukt auf X &Y durch

<({I}1,y1), <x27y2)>X@Y = <$1,QJ2>X + <y17y2>Y

definiert. Man beachte, dass die zugehorige Norm gegeben ist durch

1/2
2 2
I )lxey = (el + Iyl )

Diese Norm ist dquivalent zur Norm aus Satz 2.18.

c) Der Approximationssatz und der Satz von Riesz fiir
Hilbertraume

Im folgenden sei (X, (-,-)) ein K-Hilbertraum.

2.26 Definition. a)M C X heifit konvex, falls gilt

Ve,ye MVYael0,1]: ax+ (1 —a)y € M.

b) Zu M C X heift
M+ ={reX:VyeM: (z,y) =0}

das orthogonale Komplement von M in X.
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20 2. Normierte Rdaume und Hilbertrdume

2.27 Lemma. FEs ist M+ ein abgeschlossener linearer Teilraum von X .

Beweis. Die Teilraumeigenschaft ist klar. Fiir die Abgeschlossenheit vermerken wir

M= () {y}

y*eM

sodass es geniigt nachzuweisen, dass jede Menge {y*}+ abgeschlossen ist. Wir defi-
nieren eine lineare Abbildung

T,: X =K, Ty x— (x,y").

Dann ist {y*}+ = ker T}~. Wegen der Ungleichung von Cauchy-Schwarz ist T}« eine
beschriinkte Abbildung vom normierten Raum X in den normierten Raum K*!, und
aufgrund von Satz 2.6 ist T}« stetig. Bei jeder stetigen Abbildung ist das Urbild einer
abgeschlossenen Menge wieder abgeschlossen. Nun ist aber {0} eine abgeschlossene
Teilmenge von K, also ist auch ker T}» = T,.' ({0}) abgeschlossen in X. O

2.28 Bemerkung. a) Es ist M+ = M= (spanM)*.

b) Es gilt M N M+ C {0}. Denn sei x € M N M+. Dann ist (z,z) =0, d.h. z = 0.
Insbesondere gilt M N M+ = {0}, falls 0 € M (z.B. falls M ein Untervektorraum
von X ist).

2.29 Satz (Approximationssatz). Sei X ein Hilbertraum, M C X nichtleer, konvex
und abgeschlossen, sowie zg € X. Dann existiert genau ein x € M mit ||z — z|| =
dist(zo, M) := inf{|ly — 20| : y € M}.

Beweis. Ohne Einschrinkung sei zp = 0 (betrachte die verschobene Menge M — zy).
Sei d := inf{||y|| : y € M}. Wihle eine Folge (y,)neny € M mit |ly,| — d.

Unter Verwendung der Parallelogrammgleichung folgt

‘yn+ym 2
2

= gl = 2 llll® + 2 llgml” = 4

eM
< 2|lyall* + 2 [lym||* — 4d*> — 0,

da ||y, || — d. Daher ist (y,)nen Cauchyfolge. Da M vollsténdig ist, existiert x :=
lim, y, € M. Es gilt ||z|| = lim, ||y,|| = d. Damit folgt ||z| < ||y|| fiir alle y € M.

Eindeutigkeit: Sei [|z1]] < ||yll, [|z2|| < |ly|| fiir jedes y € M. Dann ist

21— @2))* = 2|21 |* + 2 |z2® — [loy + 22
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2 2
= ol — | 222 ) 2 el - | 22 ) <0
2 2
<0 <0

]

2.30 Satz (Projektionssatz). Sei M = M C X linearer Teilraum. Dann existiert
fiir alle x € X eine eindeutige Zerlegung x = m +m' mit m € M, m’ € M*. Somit
ist X = M @& M*. Es ist |z —m|| = mingen ||z — yl|.

Beweis. Nach dem Approximationssatz existiert genau ein m € M mit ||m — z|| =
inf{||ly — z|| : y € M}. Setze m' := x—m. Fir alley € M ist dann |m/|| < ||y — z|| =
lm” = (y —m)]|.

(i) Wir zeigen m/ € M. Es gilt |m/||* < ||m/ +ty|> (t € K,y € M). Andererseits
ist

I+ ty[|” = m'||” + 2 Re (m’, ty) + [t ly]|*
Fiir alle t € R gilt somit

It [[y]|* + 2t Re (m, y) > 0,

also Re (m’,y) = 0.
Im Falle K = C ersetzt man ¢ durch it und erhalt

[t lylI” + 2t Im (', y) > 0,

also Im (m’, y) = 0.

(ii) Um die Eindeutigkeit zu zeigen, sei x = m+m/ = z+ 2’ mit m,z € M,m/, 2z’ €
Mt Dannist m—z=2 —m' e MNM*+ = {0}, dh. m=2,m' =2 O

2.31 Satz (von Riesz). Sei X Hilbertraum und T € X'. Dann existiert genau ein
xr € X mit
Tx = (x,xp) (reX).

Es gilt | Ty, = ||zr|| - Die Abbildung Iies,: X' — X, T — wxr ist bijektiv, isome-
trisch und konjugiert linear.

Beweis. Schritt 1: Konstruktion von z7:

M := kerT = T-'({0}) ist abgeschlossen als Urbild einer abgeschlossenen
Menge unter der stetigen Abbildung 7. Damit ist X = M & M~ nach Satz
2.30.
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Falls M = X, so folgt T'= 0, und wir wihlen zp = IRjes,(T") := 0.
Sei jetzt M # X. Wihle y € ML\{O} Wegen MNM+ = {0} ist dann T'y # 0.

Setze xp = IRiess(T) = -y. Dann gilt ||z7| = ‘Iﬁl’ und wir merken uns,
dass

Tap = 5Ty = |lzr|”.

Um zu zeigen, dass Tz = (z, x7) fur jedes z € X gilt, zerlegen wir z geméaf
X =Moo M:

Tx . Tx n
r=—=x r— —=x =z .
TTT TTT 1 I

Dies ist tatséchlich die angestrebte Zerlegung von z, denn es ist z; ein Viel-
faches von zp € M=, und es ist

Tz Tx
Ty =T R Tox — —Txr =0,
“ (w TxTxT) YT T T
also x| € kerT' = M.

Damit haben wir dann tatsachlich

(@01) = {o10) + (mpyar) = 7 (ar,zr) + 0= 2 o]
=Tz,
wie gewiinscht.
Schritt 2: IR, ist Isometrie:
Nach Cauchy-Schwarz ist ||T| ., = H81”1£)1 | (x, z7) | < ||z7]||. Andererseits haben

wir [|T']|y, > |T(||£;||)| = [Jzr|.

Schritt 3: I, (1) ist eindeutig:

Angenommen, es gébe zusitzlich zu zr noch ein zp mit Te = (x,xr) =
(x,Z7) (r € X). Dann gilt

O:<CE,ZET—§T> (I’GX)
Wiéhle © = x7 — Z7 und erhalte ||z — 27| = 0.

Schritt 4: Iy, ist konjugiert linear:

Sei T'= ay T} + asT5. Dann ist einerseits Tax = (x, zr), und andererseits

Tr = a1Tix + aTox = oy (x, 7)) + o (T, T7,)

= (x,ozn) + (x,Qexp,) = (z, 0127, + Catry,) ,

also IRicsz (T) =Xr = a_lel + a_2$T2 = a_llRiosz<T1> + Q_ZIRiosz (T2)
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Schritt 5: Iy;., ist surjektiv:
Zuy € X sei Tyx := (z,y). Dann ist |T,z| < |ly|| - ||z]|, d.-h. T, stetig und
damit T, € X".

Schritt 6: IR, ist injektiv:

Aus ||T||x» = ||zr||  ergibt sich direkt, dass der Kern der linearen Abbildung
IRiesz: T +— x7 nur das Nullfunktional enthalten kann. O

d) Orthonormalbasen

2.32 Definition. (i) Sei M eine Menge. Eine Relation < auf M heifit Halbordnung,
falls fiir A, B, C' € M gilt:

A=A,
A<B, B<A=— A=0B,
A<B, B<C=A=<C.

Beachte, dass A < B oder B < A nicht fiir alle A, B € M gelten muss.

(ii) Eine Menge @) C M heif}t total geordnet oder eine Kette, falls fiir alle A, B € @
gilt: A < B oder B < A.

(iii) Ein Element A € M heifit obere Schranke fir S C M, falls B < A fiir alle
BeS.

(iv) Ein Element M € M heifit maximal, falls aus M < A folgt M = A.

2.33 Beispiel. Sei X # () eine Menge, und M eine nichtleere Teilmenge der Potenz-
menge von X. Dann definieren wir, dass A < B genau dann gilt, wenn A, B € M
und A C B.

2.34 Lemma (von Zorn). Sei M eine nichtleere Menge mit Halbordnung, fir welche
jede Kette eine obere Schranke in M besitzt. Dann besitzt M ein maximales Element.

Dieses Lemma ist eigentlich ein Axiom und &dquivalent zum Wohlordnungssatz, wel-
cher wiederum &quivalent zum Auswahlaxiom ist. Die Formulierung dieser Axiome
und der Beweis der Aquivalenz werden hier aber weggelassen.

2.35 Definition. Sei X ein Hilbertraum. Eine Teilmenge S C X heifit Orthonor-
malbasis oder vollsténdiges orthonormales System, falls S eine maximale orthonor-
male Teilmenge von X ist (maximal beziiglich Mengeninklusion). Man spricht auch
von Hilbertraumbasis.
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2.36 Satz. Jeder nichttriviale Hilbertraum besitzt eine Orthonormalbasis.

Beweis. Sei . die Menge aller orthonormalen Teilmengen des Hilbertraumes X.

Dann ist & # 0 da {3} € . fiir jedes z € X'\ {0}.

Sei {Sa}aca eine Kette in .77, d.h. fiir o, 5 € A gilt S, C Sz oder Sz C S,. Setze
So = UpeaSa € X. Dann ist Sy D S, fiir alle a € A. Zu x,y € Sy existiert ein
a € Amit z,y € S,, d.h. Sy ist orthonormal, also Sy € .. Damit ist Sy eine obere
Schranke zu {S, }aca. Nach dem Lemma von Zorn existieren maximale Elemente in

. ]

2.37 Lemma. Seien X ein Prahilbertraum und {e,: n € N} ein Orthonormalsy-
stem. Dann gilt

D wen) (goea)| <00 (2, € X).

n=1

Beweis. Fiir alle N € N gilt nach der Cauchy-Schwarz-Ungleichung in R™ und der
Besselschen Ungleichung

ﬁ [, e0) Tpoea)] < (i e [P) (ﬁ e ) < el -yl

Mit N — oo erhélt man die Behauptung. O

Im folgenden werden auch Hilbertriaume auftreten, welche eine iiberabzahlbare Hil-
bertraumbasis besitzen, d.h. man muss grundsétzlich auch Summen mit iiberabzahl-
barer Indexmenge A betrachten. Dazu dient die folgende Definition.

2.38 Definition. a) Sei A # () eine Menge und p, > 0 («a € A). Definiere

ZPO‘ = Sup{ Z Po: Ag C A endlich} € [0, oo].

acA acAg

b) Sei X Hilbertraum, A # ) eine Menge und y, € X fiir alle a € A. Dann heif}t
die Reihe ) . 1 o unbedingt konvergent gegen ein Element y € X, falls die Menge
Ay :={a € A: y, # 0} abzdhlbar ist und fiir jede Aufzéhlung Ay = {1, a9,...}
die Gleichheit " | ¥, = vy gilt. Wir schreiben in diesem Fall

D va=y.

acA
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2.39 Bemerkung. a) Fir X = K" ist eine Reihe mit abzéhlbarer Indexmenge
genau dann unbedingt konvergent, falls sie absolut konvergent ist (vgl. groffer Um-
ordnungssatz).

b) Seien A # @ und p, € R (a € A) mit ), , |[pa] < 0o. Dann ist Ay := {o €
A: p, # 0} abzdhlbar, denn

1
{aeA:pa#O}:U{aeA: |pa|>ﬁ}.

neEN

~
endlich

Da die Reihe absolut konvergent ist, ist ) ., po unbedingt konvergent nach dem
groflen Umordnungssatz.

2.40 Satz. Seien X ein Hilbertraum und S C X ein Orthonormalsystem.
a) Fir alle v € X konvergiert die Reihe ), g (,€) e unbedingt.

b) Seic. € C firee S mity., glc|* < co. Dann konvergiert die Reihe
unbedingt in X.

¢)x =,z €)ee St

e€eS Ce €

Beweis. a) Nach der Besselschen Ungleichung (Satz 2.25 c)) gilt fiir alle endlichen

ScsS
2
> [ {ze) [P <z

ecS

Alsoist 3. ¢ | (z,€) |* < 0o, und nach Bemerkung 2.39 b) ist Sy := {e € S: (z,¢) #
0} abzahlbar. Sei Sy = {ey,ea,...}.

Nach dem Satz von Pythagoras gilt
M

> e

n=N

Also ist (25:1 (x,en) en> eine Cauchyfolge, und y = > 7 (z,e,)e, € X

NeN

Z\men — 0 (N,M — o).

existiert.

Analog existiert fiir jede Permutation o0: N — N die umgeordnete Reihe y, :=
S 1 (@ €o(n)) €o(n)- Wir zeigen y = y,. Fiir z € X gilt

(y,z>:<Z<x,en>emz>zz<x,en . Z T, €x(n) <z egn>— Yoy Z) -

n=1 n=1

Dabei wurde die absolute Konvergenz der Reihe > 7 (z,e,) (2, e,) nach Lemma
2.37 benutzt. Es folgt y — 3, € X+ = {0}.
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b) wurde im Beweis von a) mitbewiesen.

c¢) Fiir e € S gilt mit der Bezeichnung aus a)

<x — i (x,e,)en, e> = (x,e) — i(x, en) (en,€e) = 0.

n=1 n=1

(Betrachte die Falle e € Sy, d.h. e = e,, und e ¢ Sy, d.h. (x,e) =0.) O

2.41 Satz. Seien X ein Hilbertraum und S C X ein Orthonormalsystem. Dann
sind dquivalent:

(i) S ist Orthonormalbasis.
(i) S+ = {0}.
(iii) Fir alley € X gilt y =3 . 5 (y,€)e.
(iv) Fir alle z,y € X gilt (v,y) =Yg (z,€) (y, ).
(v) (Parsevalsche Gleichung) Es gilt
lzl* =Y [(z,e) P (z € X).

e€eS

Beweis. (i)==>(ii). Falls ein 2 € S+ \ {0} existiert, so ist S U {;3;} ein Orthonor-
malsystem.

(i) = (iii). Satz 2.40 c).

(iii)==(iv). Die Reihen erstrecken sich nur iiber einen abzihlbaren Indexbereich und
konvergieren absolut nach Lemma 2.37 und Satz 2.40 a), man darf also einsetzen.

(iv)==(v). Setze x = y.

(v)==(i). Falls S nicht maximal ist, withlen wir ein z € S* mit ||z|| = 1. Es ergibt
sich ¢ (z,€)|*> = 0, Widerspruch zu (v). O

2.42 Bemerkung. FEin topologischer Raum heifit separabel, wenn er eine abzéhlba-
re dichte Teilmenge besitzt. Hierbei ist ,,dicht* definiert im topologischen Sinne (vgl.
Definition 1.17). Da ein metrischer Raum vorliegt, ergibt sich der topologische Ab-
schluss einer Menge durch Hinzufiigen aller Hiufungspunkte (vgl. Bemerkung 1.12),
was in der Anwendung héufig praktischer ist.

Ein normierter Raum X ist genau dann separabel, wenn es ein abzéhlbares linear
unabhéngiges S C X gibt mit span S = X. Insbesondere ist ein Hilbertraum genau
dann separabel, wenn er eine hochstens abzahlbare Orthonormalbasis besitzt.

Um das zu sehen, betrachtet man alle Linearkombinationen der Form Y, axsy,
ap, € Q+1Q, s, € S.
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2.43 Satz. Sei X ein unendlich-dimensionaler separabler Hilbertraum mit Hilbert-
raumbasis {e; }ien. Dann ist die Abbildung X — (%, x — ({x,¢€;))ien €in isometri-
scher Isomorphismus von Hilbertraumen (d.h. linear, bijektiv und isometrisch).

Beweis. Die Linearitét ist klar, [sometrie und damit Injektivitat nach Satz 2.41 (v),
die Surjektivitdt nach Satz 2.40 b). O

2.44 Beispiele (Hilbertraumdimension). a) Der Raum L?(Q2) mit Q@ C R" offen

ist ein separabler Hilbertraum. Speziell ist durch e,(z) := \/%eim (n € Z) eine

Hilbertraumbasis des Hilbertraums L?*((—, ), C) gegeben (Fourierreihen).

b) Es gibt auch Prihilbertraume mit iiberabzidhlbaren Orthonormalsystemen.

[[Dies zeigt das folgende Beispiel: Sei Y die Menge aller Funktionen f: R — R mit f|_p ) €
L3(=T,T) fiir alle T > 0, fiir welche

LT 1/2
fm:@@;T/;V@Wd%

existiert. Dann ist ||-||; eine Halbnorm auf Y, aber keine Norm (so gilt etwa fiir die charakteristische
Funktion f := x(_1,1) zwar || f||; = 0, aber f # 0).

Sei N := {f e€Y: ||f|]l; =0}. Dann ist N ein abgeschlossener Unterraum. Sei X := Y/N der
Quotientenraum mit induzierter Norm ||[f]|, := infgen ||f — gl (f € Y). Durch

1 T
QﬂMb:hmflTM@M@M (fr € flon € lg))

T—oo T

wird X zu einem Préhilbertraum, und es gilt ([f], [f])5 = [[[f]ll5-

Zu « > 0 definiere v, () := sin(ax)(z € R). Wegen

1 /7 9 1 sin(saT)\ T—oo
[ va(@)?de = - (7 - AT Ty
I]KTU (z)" da 1‘( 2

gilt v, € Y und ||va|l; = ||[vallly = 1. Andererseits erhélt man fiir a #

T

IR . 1
T /7T sin(ar) sin(f8r) dr = T/, cos((a — B)r) — cos((a + B)r) dr

1 [sin((a —B)r)  sin((a+ B)T)]T_T
2T a—f a+p —

1 [sin((a=B)T)  sin((a+B)T)] 7
T{ e ot }—>O.

Daher gilt ([va], [vg]), = 0 fiir o # B3, d.h. {v4}a ist ein iiberabzéhlbares Orthonormalsystem in
X

2.45 Beispiele (Separabilitit). a) Der Raum C([a,b]) mit ||-|| . -Norm ist ein se-
parabler Banachraum, denn die Polynome mit rationalen Koeffizienten liegen dicht.
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Die Riaume R” und ¢? sind separabel nach Bemerkung 2.42. Ebenso separabel ist
der Raum L?(9) fiir eine offene Teilmenge 2 C R™.

b) Der Banachraum ¢ ist ein Beispiel fiir einen nicht separablen Raum: Angenom-
men es existiert eine dichte Teilmenge {z(¥): k € N} C . Schreibe ¥ = (z{),,ex
und betrachte
{x,(f) +1, \x,&k)| <1,
Yr =

0 : sonst.

Dann gilt |yx] < 2 und damit y = (yg)ren € €. Aber fir alle £ € N haben

<
wir |y, — 27| > 1 und damit [ly — ¥, > 1, Widerspruch zur Dichtheit von
{z®): k € N}.

¢) Auch der Raum L>°(2) mit 2 C R™ offen ist ein Beispiel fiir einen nicht separablen
Banachraum.
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3. Lineare Operatoren: Grundbegriffe

a) Operatoren und Spektrum
Im folgenden sei stets K € {R, C}.

3.1 Beispiel (Shift-Operatoren). a) Definiere den Rechtsshift Sk € L(¢?) durch

0 n =1,

Tp—q1 :n>1.

SR((xn)neN) = (yn)neN, Y 1= {

Dann ist S stetig mit Norm 1 (sogar eine Isometrie, d.h. es gilt |Sz|, = ||z, (z €
%)), injektiv aber nicht surjektiv. Analog ist der Linksshift

SL((mn)n€N> = (anrl)nEN
stetig mit Norm 1, surjektiv aber nicht injektiv.
b) Sei (Z;K) = {2: Z = K : |zl, = (X,ez|2a/)Y? < oo} und Sg der
Rechtsshift

SR((xn)nEZ) = ('rn—1>n€Z~

Dann ist Sy ein Norm-Isomorphismus, d.h. Sy ist bijektiv, linear, Sp und S;' sind
stetig, und Sg ist eine Isometrie.

3.2 Beispiel (Ableitungsoperator). a) Sei X := C'([0,1]) mit Norm |f]y :=
sup{|f(t)| + |f'(t)]: t € [0,1]} und Y := C([0, 1]), versehen mit der Norm || f||y :=
| fllo :==sup{|f(¢)|: t € [0,1]}. Dann sind X,Y Banachrdume, und der Ableitungs-
operator

T: X =Y, f—f
ist ein linearer stetiger Operator mit Norm 1.

b) Wihlt man in a) fiir X die Supremumsnorm || f||_ , so ist der Ableitungsoperator
T nicht mehr stetig, denn fiur f,(t) = t" gilt ||fu]|,, = 1 und ||T'f,]|,, = n, d.h.
|T|| = oo. Jetzt ist X nur noch normierter Vektorraum, aber nicht mehr vollsténdig.

Das letzte Beispiel (Teil b)) ist typisch: Hier ist der Definitionsbereich D(T) des
Operators T ein linearer dichter Teilraum eines Banachraums X, und 7" bildet nach
X ab. In diesem Sinn ist 7" ein Operator ,in“ X.

3.3 Definition. Seien X, Y normierte Rdume.

a) Ein linearer Operator T: X D D(T') — Y ist eine lineare Abbildung vom Defini-
tionsbereich D(7") C X nach Y, wobei D(T') ein linearer Unterraum von X ist. Die
Menge G(T') := {(z,Tz): x € D(T)} heifit der Graph von 7'
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30 3. Lineare Operatoren: Grundbegriffe

b) Der Operator T heiit abgeschlossen, wenn G(7T') eine abgeschlossene Teilmenge
von X @Y ist.

c) Der Operator T" heifit abschliefibar, wenn es einen abgeschlossenen linearen Opera-
tor T' gibt mit G(T') = G(T'). Der Operator T" heifit AbschlieBung oder der Abschluss
von T

3.4 Bemerkung. a) Wie iiblich bei Abbildungen, ist die Stetigkeit eines linearen
Operators T: X D D(T) — Y unter Verwendung der Relativtopologie auf D(T)
erklart. Damit ist 7' genau dann stetig, wenn fiir alle Folgen (x,)neny € D(T') mit
x, — 0 gilt Tz,, — 0 (hierbei haben wir benutzt, dass eine Abbildung zwischen
metrischen Rdumen genau dann stetig ist, wenn sie folgenstetig ist).

b) Seien nun X, Y Banachrdume. Ein linearer Operator T ist genau dann abgeschlos-
sen, wenn fiir alle Folgen (z,,)neny € D(T) mit 2, — z € X und Tz,, — y €Y
gilt z € D(T) und Tx = y.

3.5 Lemma. Seien X,Y Banachriume und T € L(X,Y). Dann ist T abgeschlos-
sen.

Beweis. Wir verwenden Bemerkung 3.4 b). Sei (z,,)neny C D(T') mit z,, — z in X
und 7'z, — y in Y. Dann gilt trivialerweise x € D(T) = X, und da T stetig ist,
folgt Tx,, — Tx, d.h. Tz = y. m

3.6 Lemma. Seien X,Y Banachriume und T: X D D(T) — Y ein linearer Ope-
rator. Dann definiert

[2llz = llell x + 1 Tzlly  (z € D(T))

eine Norm auf D(T'), die sog. Graphennorm. Der normierte Raum (D(T), ||| ;) ist
genau dann ein Banachraum, wenn der Operator T abgeschlossen ist.

Beweis. (i) Sei T abgeschlossen und (z,)neny C D(T') eine Cauchyfolge bzgl. der
Norm [|-||;. Dann ist nach Definition der Norm ||-||; sowohl die Folge (z,)nen C
X bzgl. der Norm ||-||y als auch die Folge (T'z,)nen C Y bzgl. der Norm |||y
eine Cauchyfolge. Da X und Y Banachridume sind, existieren x € X und y € Y
mit ||z, — x|y — 0 und ||Tz, —y|ly, —> 0. Da T abgeschlossen ist, folgt nach
Bemerkung 3.4 b) € D(T) und Tz = y. Insbesondere folgt ||z, — x| — 0. Also
ist (D(T),]|-||) ein Banachraum.

(ii) Die andere Richtung der Aquivalenz zeigt man analog. O

Im folgenden schreiben wir fiir einen Operator T: X — X statt 7" — Aidx einfach
T — M\

© Robert Denk 20. 6. 2011



3. Lineare Operatoren: Grundbegriffe 31

3.7 Definition. Sei X ein Banachraum und 7: X D D(T) — X ein linearer
Operator.

a) p(T):={XAeC: T—X\: D(T) — X ist bijektiv, (T —\)~': X — X ist stetig}
heilt die Resolventenmenge von 7.

b) o(T) := C\ p(T') heiBt das Spektrum von 7.

¢) 0,(T) := {\ € C: T — X nicht injektiv} heifit das Punktspektrum von 7" (die
Menge aller Eigenwerte von 7).

d) 0.(T) := {N € C: T — Ninjektiv, R(T—)X) = X, (T —N)': R(T —\) —
X nicht stetig} heiit das kontinuierliche Spektrum von 7.

e) 0,.(T) :={\ € C: T — X injektiv, R(T — \) # X} heifit das residuelle Spektrum
(oder Restspektrum) von 7.

3.8 Bemerkung. a) Falls p(T) # 0, so ist T abgeschlossen. Denn (T" — A\)~! ist
abgeschlossen nach Lemma 3.5, und damit ist auch 7" — A abgeschlossen (wie man
z.B. mit Bemerkung 3.4 b) sieht). Somit ist auch T abgeschlossen (wieder mit Be-
merkung 3.4 b)).

b) Nach Definition gilt
C=p(T)Ua(T)=p(T)Jo,(T)Uoc.(T)Uo.(T),

wobei U die disjunkte Vereinigung bezeichnet.

Nach dem Satz vom stetigen Inversen (wird spéter bewiesen) folgt fiir abgeschlossene
Operatoren T' aus der Bijektivitat von (T' — \): D(T) — X bereits die Stetigkeit
von (T —A)~': X — X. Somit gilt fiir 7" abgeschlossen

p(T)={NeC|T - X: D(T) — X bijektiv},
0.(T)={\e€C|T - X: D(T) — X injektiv, R(T — ) =X, R(T — \) # X}.

¢) Falls dim X < oo, so ist 0.(T) = 0,.(T) = 0.

3.9 Definition. Sei T': X D D(T) — X ein linearer Operator.

a) Fir A € p(T) heiBt Ry\(T) := (T — \)~! die Resolvente von T'. Die Abbildung
p(T) — L(X), A — Ry\(T), heiBBt Resolventenabbildung.

b) Fiir A € 0,(T") heiit ker(7"— A) der geometrische Eigenraum von 7" zu A und
{reD(T): IneN: (T'—=\N)"z =0}
der algebraische Eigenraum von 7" zu A.
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Hierbei haben wir den Definitionsbereich fiir die Verkniipfung von Operatoren (ins-
besondere den Definitionsbereich von (7" — A)") auf naheliegende Weise definiert:

3.10 Definition. Seien XY, Z normierte Rdume. Seien ferner S, S lineare Opera-
toren von X nach Y und T ein linearer Operator von Y nach Z.

a) Der Operator S + S ist definiert durch

D(S +5) := D(S)ND(S) und (S + S)z := Sz + Sz (z € D(S + 5)).

b) Der Operator T'S: X — Z ist definiert durch

D(TS) :={x € D(S): Sx € D(T)} und (T'S)x :=T(Sz) (xz € D(TS)).
¢) Wir schreiben S C S, falls D(S) ¢ D(S) und §]D(S) = 9 gilt.

3.11 Beispiel. Sei X = (> und S = Sp € L(X) der Rechts-Shift aus Beispiel
3.1, d.h. S(z1,29,...) := (0,21,29,...). Dann ist D(S) = ¢ kerS = {0} und
lex —y|| > 1 fiir alle y € R(S), wobei ey := (1,0,0,...). Daher ist R(S) # X und
damit 0 € o,(9).

b) Eigenschaften der Resolventenabbildung

3.12 Lemma (Neumannsche Reihe). Sei X ein Banachraum und T € L(X) mit
|T|| < 1. Dann existiert (1 —T)™' € L(X), und es gilt (1 —T)"' =52 T" und
I(1-T) ) < .

Beweis. Es gilt

Z 17 < Z I7)" < Z 170" = IITH

d.h. die Reihe konvergiert absolut. Damit existiert S := Y~ T € L(X), und es

gilt 1S < =77

Esgilt ST =78 =32, 7" =85 ~1,dh. S1—T)=(1-T)S =1 und damit
S=01-7)" O

3.13 Satz. Sei X ein C-Banachraum und T: X D D(T) — X ein abgeschlossener
linearer Operator. Dann ist p(T) offen und somit o(T') abgeschlossen.
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Beweis. Falls p(T) = (), so ist nichts zu zeigen. Sei also \g € p(T'). Es gilt
T—-A=T—=X—-A=X)=(T—=X)[1=A=X)(T—=X) ']

Weil T'— )\ ein abgeschlossener invertierbarer Operator ist, ist (7— o)~ ! beschrinkt,
sieche Bemerkung 3.8. Fiir A € C mit [A — A\g| - [|(T"— Xo) Y| < 1 existiert

1

(1= (A =2)(T = X)7'] " € L(X)

nach Lemma 3.12. Damit existiert
(T=XN)""=[1= A =X)(T = X)'] (T = X)! € L(X).
Somit gilt
{/\ €C: A= Ao| < (T =20)7Y" } c o(T),

also ist p(T") offen. O

3.14 Korollar. a) Fiir \g € p(T) gilt

-1

1R, (T)]| > [dist (Ao, o(T))]

b) Fiir Ao € p(T) und X € C mit |X — Xo| < ||Ra (T)|| " gilt

o0

RA(T) =) (A= Xo)" Ry (T)"H.

n=0

Beweis. a) folgt aus der letzten Zeile im Beweis von Satz 3.13, b) aus der Darstellung
von Ry(T') im Beweis von Satz 3.13 und der Neumann—Reihe. ]

3.15 Satz. Sei X ein C-Banachraum und T € L(X). Dann ist das Spektrum
o(T) C C kompakt und nichtleer.

Beweis. Hier wird nur die Kompaktheit von o(7") bewiesen. Fiir A € C mit [A| > ||T]|
ist T— X = (=\)(1 — A7!'T) nach Lemma 3.12 in L(X) invertierbar, d.h. A € p(T).
Also ist o(T') eine abgeschlossene Teilmenge von {\ € C: |\| < ||T||} und damit
kompalkt. O
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3.16 Bemerkung. Der Beweis von p(T') # 0 fir T € L(X) verwendet die Holo-
morphie der Resolventenabbildung und den Satz von Liouville aus der Funktionen-
theorie. Dabei heifit eine Banachraum-wertige Funktion f: U — X, U C C offen,
holomorph, falls fiir alle zy € U der Grenzwert lim,_, ,, w existiert, wobei die
Konvergenz in der Norm von X zu verstehen ist. Mit Hilfe der Reihendarstellung
von R, (T') aus Korollar 3.14 b) kann man zeigen, dass die Resolventenabbildung ei-
ne holomorphe Abbildung von p(7") in den Banachraum L(X) ist. Ware p(T') = C,
so wiirde aus ||Rx(T)|] — 0 fir [\| — oo und dem Satz von Liouville folgen, dass

diese Abbildung unabhéngig von A ist.

3.17 Beispiel. Die folgenden Beispiele zeigen, dass fiir unbeschrankte Operatoren
sehr wohl die Fille o(T') = C und o(7T) = ) auftreten kénnen.

a) Sei X = C([0,1]) und Tf := f’ fir f € D(T) := C*([0,1]). Dann ist T unbe-
schrankt, da | Tf,|| = n und || f,]| = 1 gilt fiir f,(t) := ¢

Wir zeigen, dass T' abgeschlossen ist: Sei (f,)nen € D(T') mit Konvergenzen f,, — f
in X und Tf, = f/ — g in X. Da (f)neny und (f/)nen gleichmifBig konvergieren,
gilt f € C1([0,1]) und f) — f’. Somit ist f € D(T) und g = f' =Tf.

Weil fiir jedes A € C die Funktion f(t) := e in ker(T — \) liegt, gilt gilt o(T) =
o,(T) = C.

b) Sei X := Cy([0,1]) :={f € C([0,1]): f(0) =0} und T'f := f fiir f € D(T) :=
{f € X:f € X}. Sei A € C, und seien f,g € X. Betrachte die Gleichung (T —
AN f =g, dh f'—Af =g. Versehen mit der Anfangsbedingung f(0) = 0 hat diese
gewohnliche Differentialgleichung die eindeutige Losung

F = [ gty as

Es gilt f'(0) = g(0) + Af(0) = 0, d.h. f* € X und damit f € D(T). Somit ist
T — X: D(T) — X bijektiv fiir alle A € C, d.h. p(T") = C.

Der Vergleich von a) und b) zeigt, dass eine kleine Anderung des Grundraums X
das Spektrum eines unbeschriankten Operators erheblich beeinflussen kann.
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4. Dualrdume und adjungierte Operatoren

a) Hahn—Banach-Séitze

4.1 Satz (Fortsetzungssatz von Hahn-Banach, reelle Version). Sei X ein R— Vektorraum
und p: X — R konvex, d.h. es gelte

p(ax + (1 - O{)y) < CYp(JZ) + (1 - Oé)p(y) (Q& S [07 ].]7.17,y € X)
Sei ferner L C X ein linearer Teilraum und A: L — R linear mit

AMz) <p(z) (ze€l).

Dann existiert ein lineares A: X — R mit Al = X und A(z) < p(z) (z€ X).

Beweis.

Schritt 1: Fortsetzung auf L & Rz:

Sei z € X \ L fest gewshlt, und definiere L := span{L,z} = L & Rz. Wir
setzen jetzt A auf L fort.

Fir y1,y2 € L und «, 8 > 0 beliebig gilt:

BA) + aM(w2) = M +ap) = (0 8) A2+ 2 )

a+p a+p b2
< (ot (g —a2) + g+ 82)
< Bp(y1 — az) + ap(y2 + B).
Damit erhalten wir
) =l = 02)) < 3 [l + 52) = M) (1)
Wihle
X(Z) =aqg € sup )‘(yl) - p(yl - CYZ)’ inf p(y2 + /82) - )\(y2)

€L, a>0 « y2€L, B>0 15}
und definiere Az +y) == pA(z) + My) auf L=L®R - 2.

X ist linear auf L nach Definition, und es gilt

Apz +y) = poeo + Ay) < p(pz +y).
Denn fiir x> 0 gilt nach Wahl von «q die Abschéitzung

p (y2 + Bz) > A(y2) + Bag.
Setze nun y := y und S := p. Den Fall p < 0 sieht man analog.
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Schritt 2: Fortsetzung auf X:

Sei .4 die Menge aller Abbildungen m: M — R auf einem linearen Unterraum
M D L, welche linear sind und fiir welche gilt m|, = A und m < p|y,.

Durch
my < Moy <= M; C M, m2|M1 = my

wird .# partiell geordnet. Sei {my} eine Kette in .#. Deshalb ist dann M :=
U, My, ein linearer Unterraum, und durch

m(z) = my(x) (x € M)

wird eine obere Schranke m € .# der Kette definiert. Nach dem Zornschen
Lemma existiert ein maximales Element A € #.

Da A maximal ist, ist A auf ganz X definiert. Sonst existierte nach Schritt 1
eine Fortsetzung auf D(A) @R -z mit z € X \ D(A). O

4.2 Satz (Hahn-Banach, komplexe Version). Sei X ein C— Vektorraum undp: X —
R eine Abbildung mit

plax + By) < lal p(z) + (6] p(y) (. € C mit |af +[5] = 1).

Sei L C X linearer Teilraum und \: L — C sei C—linear mit |\(z)| < p(z) (x € L).
Dann existiert ein C—lineares A: X — C mit Al = X\ und |A(z)| < p(x) (z € X).

Beweis. Setze ((x) := Re A(z). Dann ist £: X — R eine R-lineare Abbildung mit
() < M) <ple) (eI

Weil A C-linear ist, haben wir ¢(iz) = —Im A(z), und somit ist A(z) = ¢(z) —il(ix).

Setze ¢ nach Satz 4.1 fort zu einem R—linearen £: X — R mit L(z) < p(z) (z €

X). Dann ist
A(z) = L(x) — iL(ix)

R-linear. Wegen
A(z) = L(iz) —iL(—x) = L(ix) +iL(z) = iA(z)

ist A tatsédchlich C-linear.
Fiir 0 := arg A(z) gilt:

IA(2)] = e A(x) = Ae™x) = L(e72) < ple™x) = p(x).

Hier wurde Re A = £ und A(e ?z) = |A(x)] € R verwendet. O
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4.3 Korollar. Sei X normiert, L C X linearer Teilraum und X € L'. Dann existiert
ein A € X' mit ||Ally, = ||\l s Al = A

Beweis. Sei p(x) := ||A||;, - ||z]|. Dann ist [A(z)] < p(z) (z € L).

Nach Satz 4.2 existiert eine Fortsetzung A mit
(A <ML - llzll (2 € X),

dh. A e X' und ||All v < ||Al- Wegen Al = Nist [|[A]l v = ||l - O

4.4 Korollar. Sei X normiert, o € X \ {0} fest. Dann ezistiert ein A € X' mit
A(zo) = [[zol| und |[Allx, = 1.

Beweis. Definiere L := span(zg), A\: L — K, AMaxg) = |af||zo||, und setze nach
Korollar 4.3 fort. [l

4.5 Korollar. Sei X normiert, M C X linearer Teilraum und xoy € X. Sei

d := inf —y|| > 0.
Jnf lzo =y

Dann existiert ein A € X' mit ||A|| =1, A(xg) = d und A|p = 0.

Beweis. Definiere A auf L := M @ span(zg) durch A(y + o) := ad. Dann gilt

lad]| |ad]|
Il = sup e = T
ock ||y +axoll  otack ||y + axol|
yeM yeM
|ad]| d d d )
= sup ————— = Ssup = - =-=1
0ack [[—az + azoll  ozack 1o — 2| infeers[lzo — 2] d
zeM zeM
Die Behauptung folgt nun aus Korollar 4.3. O]

b) Dualrdume und Reflexivitit, adjungierte Operatoren

4.6 Satz. Seien X normierter Raum und Y Banachraum. Dann ist L(X,Y") Ba-
nachraum. Insbesondere ist X' Banachraum.
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Beweis. Nur die Vollstandigkeit ist nichttrivial. Sei (A,,)n,en Cauchyfolge in L(X,Y).
Dann ist (A,z),eny Cauchyfolge in YV fiir jedes € X, wie man sich iiberlegt. Aus
den Analysisvorlesungen ist bekannt, dass Cauchyfolgen in normierten Rdumen be-
schriankte Folgen sind, also existiert ein C' € R mit ||A,| < C fiir jedes n.

Setze Ax :=lim, A,z € Y. Dann ist A offensichtlich linear. Wegen

[Azlly = lim | Ayz]ly, <l [[An[] - [lo] x < Cflx

ist Ae L(X,Y). Da |[(A — A,)z|y = limy, . ||(A — Ay)z ||y, erhalten wir

A—A A, — A
4= A = sup LA ANy g iy Mmool o gy g,
w20 |lzlly a0 M0 ]| mroo
<e€
fir n > ng, d.h. es gilt A, — Ain L(X,Y). O

4.7 Lemma. Sei X ein normierter Raum. Die Abbildung X — X", x — T mit
TN = Ax) (Me X))

ist linear und isometrisch.

Beweis. Es gilt

—_——

(ax + By)(A) = Maz + By) = aX(z) + BA(y) = az(X) + By(A),
d.h. die Abbildung z + 7 ist linear. Weiter ist

12l = sup [FA)] = sup [A@)] < sup [|A]] - flz]lx <[l]x-
[AlI<1 IAI<1 [AlI<1

Nach Lemma 4.4 existiert zu jedem x € X ein A\g € X’ mit |[Ao]ly, = 1 und
Ao(x) = ||zl - Damit gilt [|Z]| x» = supyy; <1 [M@)] = [Ao(2)] = [|2]] x- i

4.8 Definition. Ein normierter Raum X heifit reflexiv, falls die kanonische Einbet-
tung X < X" aus Lemma 4.7 surjektiv ist.

4.9 Beispiele. a) Jeder Hilbertraum ist reflexiv nach dem Satz von Riesz.

b) Sei 1 < p < oo und (X, 7, ) ein Mafiraum. Nach einem Satz von Riesz ist die
Abbildung

me%@mw,wﬂﬁF/mw (42)
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ein isometrischer Isomorphismus von Banachrdumen, wobei ¢ € (1, 00) definiert ist
durch p~! + ¢! = 1. Damit ist LP(u) fiir 1 < p < oo reflexiv.

[[Sei A € (LP(u))". Definiere das Funktional A; := A o T € (L9(u))’. Nach dem Satz von Riesz,
angewendet auf den Raum (L7(u))’, existiert genau eine Funktion h € LP(u), so dass fiir alle
g € L) der Wert Aq(g) gegeben ist durch

Ai(g) = / g-hdp. (4-3)
Somit gilt fiir jedes A € (LP(u))’
AN = Ay (T~1N) ] A=A oT !
_ / (T~1A\) - hdp ‘ wegen (4-3)
= A(h) ‘ wegen (4-2)

=h()).

Wir haben geschen, dass A = h gilt, d.h. dass die Abbildung h — h, X — X", surjektiv ist. Die
LP(p)-Réume sind fiir 1 < p < 0o also reflexiv. ||

c¢) In der Situation von b) gilt die Isomorphie (Ll(y))/ = L*(u), aber andererseits
LY(u) € (L(w))', d.h. LY(u) ist nicht reflexiv. Diese Aussage wird nicht bewiesen.

4.10 Definition und Satz (Adjungierte beschrinkter Operatoren). Seien X,Y
Banachrdume und T € L(X,Y). Fir jedes f € Y' wird durch fi(z) = f(Tx) ein
beschrinktes lineares Funktional fi € X' definiert. Die AbbildungT": Y' — X', f —
fi heifit (Banachraum-)adjungierter Operator zu T. Es gilt T" € L(Y', X'). Die
Abbildung T — T', L(X,Y) — L(Y', X') ist eine Isometrie.

Wenn wir fir die Anwendung eines Funktionals S € U’ auf ein Element u eine
Banachraums U die alternative Schreibweise (u,S) .. = S(u) vereinbaren, dann
wird die Identitat f(Tx) = fi(z) 2u

<T$= f>Y><Y’ = <I7T/f>X><X’ '

Beweis. Wegen f; = f oT ist die Linearitat und die Stetigkeit von f; klar. Wegen
[fi@)| = F(T) <A flly - IT0 - =l e X,
ist || fillxr < 7| - | flly+, d-he ||T7]] < [|T]|. Der Operator T" ist linear wegen
T'(of + Bg) = (af + Bg)(Tx) = af(Tx) + Byg(Tx).
Ebenso ist die Abbildung 7'+ T” linear.

Zu zeigen ist noch, dass ||T|| < ||T”|| gilt. Nach Lemma 4.4 a) existiert zu z € X ein
fr €Y' mit ||fylly, =1 und f,(Tz) = ||Tx||y. Damit ist

1Tzl = |fo(T2)| = [(T"fa) ()] < IT) -l x -
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4.11 Bemerkung. a) Fiir 7' € L(X,Y) ist 7" € L(X",Y") und T"|x = T'. Denn es
gilt (T"z)(f) =z2(T"f) = (T"f)(x) = f(Tx) = Tz(f). In der alternativen Schreib-
weise lautet diese Rechnung

<f7 T//§>Y’><Y” = <T/f7 §>X’><X” = <l‘, T/f>X><X’ = <TSL’, f>Y><Y’ = <f7 j;;j>

Yixyn’
also tatsichlich T"% = T fiir jedes x € X, wie behauptet.

b) Falls T € L(X,Y) und S € L(Y, Z), so ist (ST) = T'S’. Denn ((ST)'f)(x) =
f(STzx) = (S"f)(Tx) =[T'(5"f)](x), beziehungsweise

<ZL’, (ST),f>X><X’ = <STx’f>Z><Z’ - <T'r’S,f>Y><Y’ = <m’T/S,f>X><X’7
also (ST f =T'S"f fiir jedes f € Z'.

¢) Falls T € L(X,Y) invertierbar ist, so gilt (T') = (T")"!. Dies gilt wegen
(T-YYT' = (TT 'Y =idy = idy: und (T"(T7 1)) = (T7'T) = idy = idy.

4.12 Definition (Adjungierte unbeschrénkter Operatoren). Seien X, Y Banachraume

und 7: X — Y ein linearer dicht definierter Operator (d.h. D(T') = X). Definiere
D(T):={feY" 3 feX mit f(Tz) = fi(z) (x€ D(T))}

und

T'f:=fi (feD(T)).
Kurz kann man auch schreiben: D(7") = {f € Y': o — f(Tx) € X'}. Die Abbil-
dung 7": Y — X’ mit Definitionsbereich D(7”) heifit (Banachraum-)Adjungierte
von 7.

4.13 Bemerkung. a) 7" f ist eindeutig definiert. Denn seien f, fo € X’ mit fi(x) =
f(Tz) = fo(x) (€ D(T)). Da D(T) = X und fi, f, stetig sind, folgt f; = fo auf
ganz X. Aus der Eindeutigkeit von T" f folgt dann auch die Linearitidt von 7".

b) Es gilt (f,g) € G(T") genau dann, wenn g(z) = f(Tx) (x € D(T)).
c¢) Der Operator T” ist abgeschlossen. Denn sei (f,)nen € D(T”) mit Konvergenzen
fo— finY' und T'f,, — ¢ in X'. Dann gilt fiir z € D(T):

F(T) = lim f,(Tx) = lim (T'£,)(x) = g(c).

n—oo

Damit haben wir f € D(T") und (f, g) € G(17”) nach b).

Hilbertraume sind Spezialfille von Banachrdumen, daher iibertragen sich die obigen
Definitionen auch auf Hilbertraume. Man verwendet aber meistens den Begriff der
Hilbertraum-Adjungierten. Grundlage dafiir ist die Beschreibung des Dualraums
durch den Satz von Riesz (Satz 2.31).
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4.14 Definition und Satz. Seien X,Y Hilbertraume, und T € L(X,Y). Dann
existiert zu jedem y € Y genau ein x* € X mit
<T'r7y>Y: <ZE,I*> ((L’EX)
Setze T*y = x*. Die Abbildung T* € L(Y,X) heifit (Hilbertraum-)Adjungierte zu
T.

Beweis. Das folgt sofort aus Satz 4.10 und dem Satz von Riesz. Man beachte, dass
die Abbildung aus dem Satz von Riesz

ix: X = X' (1)

isometrisch aber konjugiert linear ist. Damit hangen Hilbertraum- und Banachraum-
adjungierte iiber T* = iy o T 0 iy zusammen. O

4.15 Definition. Seien X,Y Hilbertraume und 7: X — Y ein linearer dicht defi-
nierter Operator. Definiere

D(T*):={yeY: x> (Tx,y) ist stetiges lineares Funktional auf D(T)}.
Fiir y € D(T™) existiert ein eindeutiges z* € X mit
(Tz,y)y = (x,3%)x (x € D(T)).

Definiere 7*: Y — X durch T*y := z* (y € D(T*)). Der Operator T* heifit
(Hilbertraum-)Adjungierte von 7.

4.16 Definition. a) Seien XY Hilbertraume und 7' € L(X,Y). Dann heiit T
unitér, falls TT* = idy und T*T = idx gilt.

b) Sei X ein Hilbertraum und 7" ein linearer dicht definierter Operator in X. Dann
heifit T’

(i) selbstadjungiert, falls 7' = T,
(ii) normal, falls TT* = T*T,
(iii) wesentlich selbstadjungiert, falls 7' abschlieBbar ist und T selbstadjungiert ist,
)

(iv) symmetrisch, falls T C T gilt.

Bei dieser Definition ist zu beachten, dass zwei Operatoren genau dann gleich sind,
falls sie gleiche Definitionsbereiche haben und darauf gleiche Werte annehmen.
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5. Distributionen und Sobolevriaume

In der Theorie der partiellen Differentialgleichungen ist es oftmals sinnvoll, den Be-
griff der bekannten klassischen Differenzierbarkeit aufzulockern. Dies ermoglicht es
etwa, Losungsbegriffe zu definieren, die zwar schwécher sind als bereits bekannte,
trotzdem aber fiir viele Anwendungen ausreichend sind. Die Theorie der Distribu-
tionen stellt nun Begriffsbildungen zur Verfiigung, die es uns im Folgenden erlauben
werden gewisse Sachverhalte elegant zu beschreiben. Insbesondere werden wir in
der Lage sein, der Diracschen ¢-,,Funktion® einen prézisen Sinn zu geben. Dies wie-
derum wird von groflier Wichtigkeit fiir die darauf folgende Potentialtheorie sein.
Zu erwahnen ist, dass der Name ,, Distributionen® von Laurent Schwartz eingefiihrt
wurde.

a) Distributionen

5.1 Definition. Sei G C R" offen.

a) Fiir eine Funktion ¢: G — C heifit supp ¢ := {x € G: p(z) # 0} der Tréger von
p.

b) Die Menge C5°(G) = {¢ € C*(G): suppy C G, supp ¢ kompakt} heifit die
Menge der Testfunktionen auf G (oder die Menge der C*°-Funktionen mit kompak-
tem Trager). Manchmal sieht man auch die Bezeichnung C°(G) := C§°(G).

¢) Wir schreiben K € G, falls K eine kompakte Teilmenge von G ist. Sei nun
(vr)een C C§°(G), dann definieren wir die Konvergenz wie folgt:

(i) 3K € G: Yl € N: suppyp, C K
o —9 0= (17) Yoo € Ni = sup [0%pp(x)] — 0 fiir £ — o0
zeK

Versieht man den Raum der Testfunktionen mit der zu dieser Konvergenz gehoren-
den Topologie, so schreibt man Z(G). Dies bedeutet, dass C5°(G) mit der feinsten
Topologie ausgestattet wird, fiir die folgendes gilt: eine Folge (¢¢)en C C5°(G) kon-
vergiert genau dann nach Null, wenn es fiir jede Nullumgebung U ein Ny(U) gibt,
sodass ¢, € U fiir jedes ¢ > Ny(U).

In obiger Definition wurde die praktische Multiindex-Schreibweise verwendet.

5.2 Definition (Multiindex-Schreibweise). Seien z,£ € R™ und a € Nj. Dann
definieren wir

l’f = Z .I'jéj,
j=1
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n 1/2
ol = (2a1)

j=1
=t
la| ==ai + -+ .
Fiir f € Clol(R") sei
0 f(a) = oo T ),
ox{*  Oxon

5.3 Bemerkung. a) Eine Topologie fiir Z(G), zu welcher obiger Konvergenzbegriff
gehort, lasst sich als lokalkonvexe Topologie definieren. Die Definition der zur lokal-
konvexen Topologie zugehorigen Familie von Halbnormen ist jedoch relativ kompli-
ziert, was an Bedingung (i) in obiger Definition liegt.

b) Es existieren ausreichend viele Testfunktionen; ein Beispiel fiir eine Testfunktion
wird in den Ubungen konstruiert. Tatséichlich liegen die Testfunktionen sogar dicht in
LP(G) fiir 1 < p < oo (aber nicht im L>(G)). Der Beweis dieser Aussage verwendet
etwa den sogenannten Friedrichsschen Glattungsoperator.

Da die Menge der Testfunktionen offensichtlich einen C-Vektorraum bildet, sind
wir in der Lage, die Menge der linearen Funktionale, d.h. der linearen Abbildungen
T: 2(G) — C, zu betrachten. Eine stetige lineare Abbildung heifit eine Distribution
auf G. Dabei entspricht die obige Topologie auf Z(G) der Stetigkeit in folgender
Definition.

5.4 Definition. Z'(G) bezeichnet die Menge aller linearen Abbildungen von Z(G)
nach C, welche stetig sind. Es gilt:

(i) f: 2(G) — C linear, und
fe€eP(Q) <1 (i) fir (o)eny C 2(G) mit p; —>4 0 gilt
f(pe) — 0 fiir £ — 0.

2'(G) heifit Menge der Distributionen von G.

5.5 Beispiel (regulire Distributionen). Sei u € Li. (G) := {u: G — C: VK C G,
K kompakt: u|x € L'(K)}. Dann definiert

eine Distribution, denn
() [u] ist offensichtlich linear.
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Sei (¢r)een eine Folge in Z(G) mit p, — 4 0 fiir £ — oo, dann folgt:

ol < | fupdldo < [l s suplia(o)] — 0
G z€

fiir £ — oo und ein passendes K € G. In diesem Zusammenhang spricht
man auch davon, dass [u] eine von u erzeugte Distribution ist. Eine von einer

L}, ~-Funktion erzeugte Distribution heifit regulire Distribution.

5.6 Beispiel (Dirac-Distribution). Ein Beispiel fiir eine nicht-regulire Distribution
ist die sog. Dirac-Distribution (Diracsche ,,Deltafunktion). Sei zg € G fest.

(7)
(i)

(iid)

0zg: D(G) = C, @ da(p) := (0)

Linearitat ist klar.

Sei (pg)een eine Folge in Z(G) mit ¢, — 4 0 fiir £ — oo, dann folgt:

020 (00)| = |e(0)] < Slellglw(w)l —0

fiir ¥ — oo und ein K € G.

0z, ist nicht regular
Beweis: Sei angenommen, dass ein u € L

2(Q) gilt

1
loc

(G) existiert, so dass fiir alle ¢ €

00 (0) = p(20) = / u(z)p(x) de.

G

Es gibt nun sicher ein ¢ > 0, so dass B(zg,e) C G und fB(xw) lu(z)|de < 1
gilt. Weiter finden wir eine Testfunktion ¢, fiir die einerseits supp ¢ C B(xg, )
und andererseits Vo € G: ¢(xg) > ¢(x) > 0 sowie p(z) > 0 gilt. Damit ergibt
sich dann aber

(I(J:E)

Gus() = plan) = (o) = | [ u)ot@)de] < plao) [ (o)l
< (o),

was im Widerspruch zur Annahme steht.

Wie zu Anfang dieses Kapitels bereits erwdhnt wurde, haben wir das Ziel, den
klassischen Ableitungsbegriff aufzulockern oder zu verallgemeinern. Das bedeutet

aber,

dass sich dieser Ableitungsbegriff bei klassisch differenzierbaren Funktionen

nicht von dem klassischen Begriff unterscheiden sollte. Es sei f € C*(R") und [f]
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die von f erzeugte regulire Distribution. Offenbar gilt dann fiir alle p € Z(R™) und
alle « € Njy mit |a] <k

1) = |

Dies motiviert die folgende

n

(0 Nede= (1) | fopde=(=D")0").

5.7 Definition. Fiir beliebiges f € 2'(G) sei fiir a € Nj
Of: 2(G)=C. o (D07,
0% f heiBBt Ableitung der Distribution f vom Grad |a.

Es ist klar, dass 0°f € 2'(G) ist, da mit ¢, —> 4 0 auch 0%p, — 4 0 gilt. Also ist
jede Distribution beliebig oft differenzierbar.

5.8 Beispiele. Sei zp € G := R und

fir € G, dann gilt [h,,]" = 04y-
Ist ¢ € C§°(G), so folgt:

o]/ () = — / B ()0 () dz = — / o (2) dz = (o) = 8so ().

o

b) Sobolevriume: Definition und erste Eigenschaften

Im folgenden sei G C R™ ein Gebiet und 1 < p < oo.
Fiir eine Distribution v € 2'(G) und einen Multiindex o € Ny schreiben wir
0%u € LP(@G),
falls eine Funktion f € LP(G) existiert mit 0%u = [f] in Z'(G). Hier ist [f] wieder
die zu f gehorige regulére Distribution.
5.9 Definition (Sobolevrdume). a) Zu s € Ny definiere
WP(G) :=={ue 2'(G): 0ue LP(G) (0<|a] <s)}.
Als Norm in W*?(G) definiert man
1/p

ltllyny = lulspe = | D 10l

0<]al<s
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b) Zu s € Ny definiere H*?(G) als die Vervollstindigung von {u € C*(G): ||ull,, s <
oo}. Im Falle p = 2 schreiben wir auch H*(G) statt H*?*(G).

¢) Zu s € Ny definiere Hy"(G) als den Abschluss von C§°(G) im Raum H*P(G).

5.10 Bemerkung. a) In der Definition von W*?(G) wird insbesondere u € LP(G)
gefordert. Daher kann man auch schreiben

WP (G) = {u € LP(G): 0*u e L'(G) (0 < |a| < s)}.

b) Die Vervollstandigung eines metrischen Raums kann abstrakt definiert werden. Im
Fall von H*?(G) ist aber wegen |||,y < [[l,, ¢ offensichtlich H*?(G) C LP(G),
d.h. ein Element der abstrakten Vervollstdndigung kann mit einer Funktion in L?(G)
identifiziert werden.

¢) Im Fall p = 2 erhélt man das Skalarprodukt

(U, 0) go@y = Z (0%, 0"0) 12 -

laf<s

5.11 Lemma. Die Riume H¥?(G) und W*P?(G) sind Banachrdiume.

Beweis. Der Raum H*P(G) ist als Vervollstandigung eines normierten Raumes kon-
struktionsgem&f ein Banachraum. Sei also (ug)eey € W5P(G) eine Cauchyfolge.
Nach Definition der Norm ist fiir 0 < |a| < s auch (0%uy)eny C LP(G) eine Cauchy-

-----

Fiir die zugehorigen reguléren Distributionen gilt mit der Hélder-Ungleichung fiir

alle p € 2(G)

|[0%uel () = [ual ()] = /G (0% — ua)(2)p(x) du

< [|0%ue — uOtHLP(G) ) HSO”Lq(G) — 0 (£ — 00),

wobei -+ & = 1 ist. Also gilt

@) = (1)1 [u](070) = lim (~1)"/[u](9"¢) = lim [0"u](p)
= Hm [0%](¢) = [ual(v)
fir alle ¢ € 2(G). Somit ist 0°u = u, in 2'(G), d.h. u € WP(Q).
Es folgt

lue —ull? e < > 0% — 0%ull}y gy — 0 (£ — 00),
0<[al<s

also haben wir uy — u in W*?(G), und W*P(G) ist ein Banachraum. O
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5.12 Lemma. Firl <p < oo und s € Ny gilt

H%(G) € W*2(G).

Beweis. Seiu € H*?(G) und (ug)ren C C°(G) eine Cauchyfolge bzgl. |||, , o, welche
gegen u konvergiert. Nach Definition der [|-||, , ;-Norm gilt wieder 9%u; — u, mit
Uy € LP(G). Wie im letzten Beweis sieht man 0%u = u, in 2'(G) und damit
u e W*P(G). O

Tatséchlich sind die beiden Definitionen von Sobolevrdumen fiir allgemeine Gebiete
dquivalent. Der folgende Satz wurde erst 1964 bewiesen (wihrend die ersten Defini-
tionen bereits 1938 formuliert wurden).

5.13 Satz. Firl <p < oo und s € Ny gilt

WP (G) = H*(G).

Beweisskizze. Wir miissen nur noch W#P(G) C H*P(G) zeigen, d.h. zu zeigen ist,
dass C"(G)N H*P(G) dicht in W#P(G) liegt. Unter Verwendung des Friedrichsschen
Gléattungsoperators kann man sogar zeigen, dass

{p e C%(G): el pe < o0}

dicht in W*?(G) liegt. Dies geschieht iiber eine kompakte Ausschopfung von G' und
eine zugehorige Partition der Eins. Die Details sind z.B. im Buch von Adams [!]
beschrieben. O

Die Rdume H*?(G) und W*P(@G) sind typische Sobolevraume, benannt nach Sergei
L’vovich Sobolev (6.10.1908 — 3.1.1980). Wir gehen jetzt noch kurz auf den Raum
Hy?(G) ein, wobei wir uns auf p = 2 beschrianken. Im folgenden bezeichne

das L2-Skalarprodukt. Fiir vektorwertige Abbildungen F,G € L*(G)" := L*(G;C")
wird ebenfalls die Bezeichnung

(F.G)y= | 3 Rle)Giw s

verwendet. Fiir F € CY(G)" war div F =Y | 9,,F; die Divergenz.
Analog zur Definition von W*?(G) betrachtet man

Wy (G) :={u € HY(G): VF € (L*(Q))", divF € L*(G):
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(u,div F), = — (Vu, F),}.

Der Raum W, *(G) verallgemeinert die Bedingung u|se = 0. Ist némlich dG glatt
und u ebenfalls glatt, so kénnen wir zunéchst

0= / udidem+/ VuF dr = / u(i, FdS(z)) (FeCY(Q))
G G oG
und somit u|sg = 0 schlieBen.

5.14 Satz. Es gilt Hy*(G) = W, *(Q).
[[ Beweis:
Schritt 1: Hy?(G) € Wy(G):

Zu u € Hy?(G) existiert nach Definition eine Folge (u¢)reny € C2°(G) mit uy — u beziiglich der
H'2-Norm. Es ergibt sich fiir alle F € (L*(G))" mit div F € L*(G):

(u,div F), = lim (ug,div F), = —élirgo (Vug, F)y = —(Vu, F),,

£— 00

d.h. es gilt u € WO1 2 (G). Hier wurde die Holder-Ungleichung fiir p = 2 in der Form
[ (=), div F)y | < Jlu—wgll g - [[div F[ 2

verwendet.
Schritt 2: W(G) ¢ HY(G):

Zunichst ist offensichtlich, dass WO1 (@) ein Hilbertraum mit dem H'-2-Skalarprodukt ist. Weiter
ist nun Hy?(G) ein abgeschlossener Unterraum. Wir werden zeigen, dass das orthogonale Kom-
plement

(HA@) = {u e WP (G): (u,@hyany =0 (¢ € HIX(C))

1
nur die Nullfunktion enthélt. Da der Raum W, *(G) in der Form W, %(G) = H)?(G)&® (H3’2 (G))

direkt zerlegt werden kann (hierfiir benutzen wir die Abgeschlossenheit von H, é ’Q(G) als Unterraum
von Wy?(@)), folgt daraus die Behauptung.

Sei also u € (Hé’Q(G))L. Offenbar gilt dann fiir alle p € 2(G) ¢ H*(G)
(U, @l 2@y = (s )y +(Vu, Vi), = 0.
Damit gilt
(Ald])(p) = div[Vul(p) = = (Vu, Vo) = (u, ) = [ul(p) (¢ € 2(G)),
d.h. Au=u € L*(G). Daraus folgt nun wiederum
0 < [ull3 = (u,u), = (u, Au), = = (Vu, Vu), = — [ Vu[* <0

also u = 0, und das war zu zeigen. ]]
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c) Wichtige Sitze aus der Theorie der Sobolevriume
Die folgenden Ergebnisse aus der Theorie der Sobolevriaume werden nicht bewiesen.

5.15 Satz (Sobolevscher Einbettungssatz). Seien s € N, k € Ny und 1 < p < o0,
und sei G C R™ ein C'-Gebiet.

Falls s > o+ k, dann gilt
WHP(G) — CF(G).
Insbesondere ezistiert ein C' > 0, so dass fir alle w € W*P(G) die Abschitzung
||u||q§G) <C ||u||WS,p(G)
qgilt.
5.16 Definition. Seien X und Y normierte Rdume und K: X — Y eine (nicht
unbedingt lineare) Abbildung. Man spricht davon, dass K kompakt ist, falls fiir jede

Folge (,)nen in X, welche dort beschriankt ist, gilt: (K, )nen besitzt in Y eine
konvergente Teilfolge.

5.17 Definition. Sei G C R".

(1) Fiir eine beliebige Indexmenge I sei (U;)ic; eine Uberdeckung von G. Sie heifit
lokal-endlich, falls gilt:

Ve € G: e > 0: #{U;: UyN B(z,e) £ 0,i € [} < 00

(74) G besitzt die Segmenteigenschaft genau dann, wenn es eine lokal endliche offene
Uberdeckung {U;,i € I} des Randes 0G mit

Viel:3eR:VeelU NG Vte(0,1): x+t& €@
gibt.

5.18 Satz (Rellich-Kondrachov). a) Sei G C R™ ein Gebiet. Sei 1 < p < oo und
m € N. Dann ist die Einbettung

Wy™h(G) = LP(G)
kompakt.

b) Sei G C R™ ein beschrinktes Gebiet, welches die Segmenteigenschaft besitzt. Fiir
1 <p<ooundm €N ist die Einbettung

W™ (G) < LP(G)
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kompakt.

c) Sei G C R™ ein beschrinktes Gebiet, welches die Segmenteigenschaft besitzt. Fiir
1 <p<ooundm e N mit mp > d st die Einbettung

W™ (G) — Cy(G)
kompakt.

Die folgende Ungleichung ist sehr wichtig, um Abschétzungen beweisen zu kénnen.

5.19 Satz (Erste Poincarésche Ungleichung). Es sei G C R™ ein Gebiet, welches in
eine Richtung beschrinkt ist. Dann existiert eine Konstante b > 0 so, dass

lull 2@y S 0IVUllp2gyn (u€ Hy(G)).

Damit ist durch

Y 2 1/2
[uline = (3 107ullfa) )

|al=1

auf H}(G) eine Norm gegeben, welche zur Norm [l gy dquivalent ist.

Beweis. Es sei G ohne Einschréankung in x,-Richtung beschréinkt, d.h. es gelte
GC{rxreR":0<x, <b}

fiir ein b > 0. Wir beweisen die Aussage zunéchst fiir u € Z(G). Offenbar gilt nach
dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung:

u(z) :/ 1-Oqu(xy, ..., Tp1,t)dt.
0

Damit konnen wir unter Verwendung der Cauchy-Schwarz-Ungleichung wie folgt
abschétzen:

lu(z) 2 < b/ (s 21, D)t
0
b
< b/ Vu(xy, ... 2, 1,t) 2 dt.
0
Somit folgt

Tn b
||u||2LQ < b/ {/ / Vu(zy, ... 2 1,t)*dtday - d$n_1} dx,
0 Re—1Jo

<6 ||Vl

und das war zu zeigen. Da 2(G) C H}(G) dicht liegt, folgt die Abschiitzung fiir
beliebige u € Hy(G) durch Approximation in der ||-|| ;1 g-Norm. O
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5.20 Satz (Zweite Poincarésche Ungleichung). Sei G C R™ ein beschrinktes Gebiet
mit Segmenteigenschaft. Dann existiert ein ¢ > 0 mit

il < ¢ (Il +| [ te)ae]) e i),

Damit ist durch

) o\ 1/2
lllimsay = (1922 + | 1) g2y )

eine Norm auf H'(G) gegeben, welche zur Norm [l gy dquivalent ist.

Beweis. Wir nehmen indirekt an, dass eine Folge (ug)ien C H'(G) existiert mit
el 2y = 1 und

1
[Vell o + | (e, Do | < 7 (EEN).

Nach dem Satz von Rellich-Kondrachov existiert eine Teilfolge (uy)sen, die etwa ge-

gen ug € L?(G) konvergiert. Wegen || V|| ,. — 0 folgt, dass (ug)en C H'(G) eine
Cauchyfolge ist. Da H'(G) vollsténdig ist, existiert ein Ty € H'(G) mit [|@ — Tol| g1 () —
0. Wegen der Eindeutigkeit des Grenzwertes ist ug = %p. Wegen (u,, 1) — 0 folgt

(ug, 1) = 0. Andererseits gilt Vug = lim,,_,o, Vu, = 0, also ug = const. Insgesamt
folgt also ug = 0, was im Widerspruch zu

luoll 2 = Jim [l = 1

steht. ]
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6. Klassische Sitze der Funktionalanalysis

Zu den klassischen Satzen der Funktionalanalysis gehtren der Satz von Baire mit
seinen Folgerungen und der Satz von Hahn-Banach. Die Folgerungen aus diesen
Sétzen werden von entscheidender Bedeutung fiir die ganze Operatortheorie sein.

Das Prinzip der offenen Abbildung ist eine Folgerung aus dem Satz von Baire und
erlaubt recht schnell wichtige Aussagen iiber das Spektrum unbeschriankter Opera-
toren. Hier werden auch die ersten Begriffe der Operatortheorie studiert, wie etwa
die Abgeschlossenheit eines unbeschréankten Operators.

Sei (X, d) metrischer Raum. Eine Menge A C X heifit nirgends dicht, falls A keine

inneren Punkte enthilt, d.h. A = ). Dies ist dquivalent dazu, dass A keine offene
Kugel enthélt.

6.1 Satz (Bairescher Kategoriensatz). Sei (X, d) ein vollstindiger metrischer Raum,
A, C X abgeschlossen. Falls A := |, oy An eine offene Kugel enthilt, so existiert
ein ng € N so, dass A, (schon) eine offene Kugel enthdlt.

Beweis. Sei B(zg,r) C A eine offene Kugel. Angenommen, kein A, enthélt eine
offene Kugel (also: jede offene Kugel B(x,¢) ,ragt iiber jedes A, hinaus“), d.h.

VneNVe>0VaeeX: (X\A,)NDB(z,e) #0.

Dann ist einerseits (X \ A;) N B(z,r) nichtleer (enthélt also ein z), andererseits
offen (als Durchschnitt zweier offener Mengen), also gibt es ein £, € (0,1/2) mit

B(xq,e1) C (X \ A1) N B(xo, 7).

Wihle nun im néchsten Schritt erst ein xs und danach ein €5, sodass B(zs,e2) C
(X \ 42) N B(z1,¢e1) (offen, nicht leer) und 0 < g5 < 1.

Allgemein wéhle ,41,€,.1 mit B(zpi1,6n11) C (X \ Apy1) N B(xy,,e,) und 0 <
Ens1 < 27771 Zusitzlich kénnen wir €,41 so klein wihlen, dal B(z,41,6,41) C
B(x,, yaen) gilt, mit einer geeigneten Konstanten -, < 1.

Wegen ¢, — 0 und x,,11 € B(xy,&,) ist (2,)nen Cauchyfolge, d.h. z, — = € X.
Hier verwenden wir, dass X vollstédndig ist. Wegen

m—r0o0

dz,z,) = lim  d(Tpm,Tn) < Ynen < En
——

<Ynén falls m>n

haben wir dann auch z € [ B(xy,&,).
neN
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Aber es gilt sowohl

() B(zn,en) € [ (X \4,) =X\ A

neN neN
als auch
ﬂ B(xy,e,) C B(x1,61) C B(zo,7) C A.
neN
Somit ist (e B(2n, en) = 0 im Widerspruch zu = € (), B(#n, €n). O

Satz 6.1 heiit aus folgendem Grund Kategoriensatz: Eine Menge A C X heifit von
erster Kategorie (mager) in X, falls A C |J A, mit nirgends dichten Mengen A,

n=1
gilt. Gibt es keine solche Darstellung, heifit A von zweiter Kategorie.

Damit erhalten wir folgende Formulierung des Satzes von Baire: Sei (X, d) vollstandi-
ger metrischer Raum. Dann ist X von zweiter Kategorie in sich.

6.2 Bemerkung. Aus dem Satz von Baire folgt leicht folgende Aussage: Sei (X, d)
ein vollstdndiger metrischer Raum. Dann ist der Durchschnitt einer abzéhlbaren
Familie von dichten offenen Teilmengen von X wieder dicht in X.

6.3 Satz (Prinzip der gleichméafiigen Beschrianktheit). Sei (X, d) vollstindiger me-
trischer Raum, T eine Familie stetiger Abbildungen f: X — K. Die Familie T sei
punktweise gleichmdfig beschrdankt, d.h. es gilt

VeeX3de, >0V feT: [f(x)] <c,.
Dann existiert eine offene Kugel K und ein ¢ > 0 mit

Vee KVfeT: |f(z) <ec

Beweis. Die Menge

Ay={zeX: VfeT:[f(x)| <n}=[{ze€X:|f(x)] <n}
feT

ist (als Durchschnitt abgeschlossener Mengen) abgeschlossen. Fiir x € X existiert
nach Voraussetzung ein ¢, > 0 mit |f(x)] < ¢, (f € T), d.h. es existiert eine
natiirliche Zahl n mit # € A,. Somit ist X = (J, o An.

Nach dem Satz von Baire existiert ein ny € N und eine offene Kugel K C A,,.
Damit ist |f(x)| <mny (ze€ K,feT). O
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6.4 Satz (von Banach—Steinhaus). Sei X Banachraum und Y normierter Raum.
Sei T C L(X,Y) eine punktweise gleichmdf$ig beschrinkte Familie, d.h. es gelte

VeeX3e,>0VT eT: ||Tzly <c,.

Dann existiert ein ¢ >0 mit ||T]| <c (T'€T).

Beweis. Definiere T := {fr: T € T} als Familie stetiger Abbildungen fr: X —
K durch fr(z) := ||Tz|y. Nach Voraussetzung ist diese Familie 7’ punktweise
gleichméfig beschrankt.

Nach Satz 6.3 existieren B(z,7) und ¢ > 0 mit
Ve B(xy,r) VT €T: [Tzl <(.
Seinun z € X, ||z|| =1 und 7' € 7. Dann gilt

2 To
7ol = |7 (Ge =+ w), <
2 4
<2 (rGe -l | 2 ],) < e
To 2 Y ~~ lly To
GB(.T(),'I’()) GB(xo,To)
Somit gilt ||T]| <c¢ (T €T). O

Fiir eine Anwendung dieses Satzes verweisen wir auf den Beweis von Satz 7.11.
Und eine Variation des Satzes von Banach—Steinhaus ist folgendes Ergebnis, dessen
Beweis sich ideal zum Selbststudium eignet:

6.5 Satz (von Banach-Steinhaus). Seien X, Y Banachriume. Dann konvergiert
eine Folge (T,)nen C L(X,Y) genau dann punktweise gegen eine Abbildung T €
L(X,Y), wenn gilt:

(i) die Folge der Normen ||T,|| ist beschrdankt,

(i) die Folge (T, x)nen konvergiert fiir alle Elemente x einer in X dichten Teil-
menge A.

6.6 Lemma (offene Abbildung). Seien X und Y normierte Riume, und es sei
T: X =Y linear. Dann ist T' eine offene Abbildung (gemdaj$ Definition 1.1) genau
dann, wenn ein positives 0 existiert mit B(0y,d) C T(B(0x,1)).

Beweis. Lediglich die Riickrichtung ist nicht-trivial. Sei U C X offen und =z € U.
Dann existiert ein e > 0 mit B(x,e) C U. Wegen der Linearitét von 7" ist B(0y, de) C
T(B(0x,e)), nach Verschiebung also auch B(T'z,de) C T(B(z,e)) C T(U), und
somit ist 7'(U) offen in Y. O
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6.7 Satz (Prinzip der offenen Abbildung). Seien X,Y Banachriume und T €
L(X,Y).

Dann ist T genau dann eine offene Abbildung, wenn T surjektiv ist.

Beweis. Die Surjektivitit folgt schnell aus der Offenheit: jedes y € Y ist enthalten
in einer passenden offenen Kugel B(0y,r), und diese ist nach Lemma 6.6 enthalten
in T(B(0x, 0)) fur ein geeignetes o.

Es bleibt also die Riickrichtung zu zeigen. Wir fithren einige Schreibweisen ein:

BX) .= B(0x,r) c X,  BY):=B(0y,r) CY.

Schritt 1: Es gibt ein ¢ > 0 mit BY) ¢ T(fo));

hen 1 (B(X)) Nach dem Satz von Baire ist das

Da T surjektiv ist, gilt Y =
Innere von T(B ) fiir mindestens ein n € N nichtleer, d.h. es existiert ein
g0 > 0 und ein yo € Y mit B(yo,eo) C T(B(X))

Da T surjektiv ist, existiert ein zp € X mit Txg = yo. Es ist B(yo,c0) =
Txo+ Béoy) und damit

BY) c T(BYM) — Ty = T(BYY)) — T,
=T(nBX) = Tzg = T(nBY) — 29) ¢ T(mBX)) = m T(BY)

fiir ein m € N. Beachte dabei, dass an ) —x9 C mB ) fiir grofles m gilt.
Wir erhalten
BY) <« 1(BWM).

eo/m

Wihle € := g¢/m.
Schritt 2: Bs gilt 7(B) ¢ 7(B):

Dazuseiy € T(B%X)) und € wie im Schritt 1. Nach Definition des topologischen

Abschluss gibt es ein z; € B(X) mit y — Tz € BS?

Nach Schritt 1ist BY) ¢ T(B(X)) Wéhle nun x, € BS? mit y—Taxy —Txy €

/2 1/2
) ~ pepX)y
Bs/4 C T(Bl/4)

Wir erhalten iterativ eine Folge (z,), mit x, € B( QH mit y — Y T €

BQQE. Nach Wahl der z,, ist x := > ¢ (X)
wegen |lz|| <3 |zl < 2.

Aus der Stetigkeit von T erhalten wir y = > 0 Te; = T(D 2 ;) = Tz €
T(BSY).

x,, absolut konvergent. Es gilt z € B,

n=1
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Schritt 3: T ist eine offene Abbildung:

Wir haben B ¢ T(B{Y), also auch B)) ¢ T(B{")). Nun wende man
Lemma 6.6 an. u

6.8 Korollar. Seien X,Y Banachriume, T: X — Y abgeschlossener linearer Ope-
rator mit Definitionsbereich D(T'). Sei R(T') abgeschlossen. Dann ist T offen als
Abbildung von D(T) nach R(T) (wobei sowohl D(T') als auch R(T) mit der Spurto-

pologie versehen werden).

Also: wenn X undY Banachrdume sind, — die Teilmengenbeziehung benennt, und

X Y
J J (abgeschlossen)
T : D(T)—ar___, R(T)

abgeschlossen

dann st

T: (D(D), |llx) e (R(T), |- ly)

Beweis. Betrachte die Graphennorm ||z|| == ||z||yx + [|Tz|y (z € D(T)).

Dann ist ||-|| eine Norm auf D(7"), und (D(T), ||-||) ist ein Banachraum (laut Lem-
ma 3.6, da T abgeschlossen ist). Der Operator Tz (D(T), I-[l7) = R(T), x — Tz,
ist surjektiv per Definition, und er ist beschriankt mit Operatornorm < 1, also ist er
stetig. Der lineare Raum R(T') ist (als abgeschlossener Unterraum des Banachraums
Y') ein Banachraum.

GemiB Satz 6.7 bildet T offene Mengen U in (D(T), |-||7) auf offene Mengen in
(R(T); [I-lly) ab.

Nun sei U eine offene Teilmenge von (D(T'),||:||y). Dann ist U auch eine offene
Teilmenge von (D(T), ||-||) (wie wir gleich zeigen werden). Also ist dann auch TU =

TU offen in R(T).

Es bleibt zu beweisen, dass U offen in (D(T)), ||-||;) ist, wenn U C D(T') offen in
(D(T), |||l ) ist. Sei v € U. Dann existiert ein € > 0, sodass {v € D(T): |[u — vy <
e} C U. Dann gilt aber erst recht {v € D(T): |ju—v||; < e} C U. Das wollten wir
zeigen. O

6.9 Beispiel. Sei X =Y = L?((0,1)), T = 5 mit D(T) = W"((0,1)) und
R(T) =Y. Das Ausstatten von D(T") mit der Spurtopologie bedeutet hier, dass wir
W2((0,1)) mit der L?((0,1))-Norm versehen, was einen normierten Raum ergibt,

der kein Banachraum ist.
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6.10 Satz (Stetigkeit des Inversen). Seien X,Y Banachriume und T: X —'Y ein
abgeschlossener linearer Operator mit kerT = {0} und R(T) abgeschlossen. Dann
ist T™': R(T) — X stetig.

Also: wenn X und Y Banachrdiume sind und

Y

X
J J (abgeschlossen)
linear, injektiv
: D(T)

T R(T)

abgeschlossen

dann st

T (R(T), I ly) == (D(T), ||l x)

stetig

Beweis. Weil T injektiv ist, existiert 7-': R(T) — D(T) als lineare Bijektion. Die
Stetigkeit von T! ist per Definition fquivalent zur Offenheit von 7. Nun wende
man Korollar 6.8 an. O

6.11 Beispiel. Wir setzen X =Y = L*((0,1)), und wir wihlen einen Operator
T: X —Y mit D(T) =X gemiB

(Tgo)(t)::/tgp(T)dT, 0<t<1l, ¢elX.

Es gilt R(T) = {u € H'((0,1)): u(0) = 0}. Diese Menge besteht wegen des So-
bolevschen Einbettungssatzes aus Funktionen, die auf [0, 1] stetig sind, weshalb die
Bedingung u(0) = 0 sinnvoll ist. Aus dem Satz von Rellich-Kondrachov folgt, dass
die Identitét id: H*((0,1)) — C([0,1]) sogar kompakt ist. Aus der Cauchy—Schwarz—
Ungleichung erhalten wir auf elementarem Wege

To(t)] < VEIel 2oy - 0<t<1,
To(ta) = To(t)] < Vit = tal ol 20,1y » 0<tt <1,

und dies sagt uns, dass 7': X — Y ein stetiger Operator ist, also auch abgeschlossen.
Offenkundig ist ker 7' = {0}. Andererseits verrit uns ein Test mit Funktionen u,, €
R(T), gegeben durch u,,(t) :=t", dass T': (R(T), ||-|ly-) — X nicht stetig sein kann
(siche auch Beispiel 3.2 fiir eine sehr dhnliche Situation). Dann liefert uns der Satz
tiber die Stetigkeit des Inversen, dass R(T") eine nicht-abgeschlossene Teilmenge von
Y ist.

Aus diesem Beispiel erkennen wir, dass der Wertebereich eines linearen stetigen
Operators keine abgeschlossene Teilmenge des Bildraumes sein braucht.
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6.12 Beispiel. Wir wihlen X und T wie im vorigen Beispiel, aber jetzt ist Y =
H'((0,1)). Dann ist immer noch ker T = {0}, und T ist stetig, also abgeschlos-
sen. Man kann zeigen, dass R(7T') eine abgeschlossene Teilmenge von Y ist, und
tatséchlich ist 7': (R(T),|||ly) — X stetig. Siehe auch Beispiel 3.2.

6.13 Satz (Satz vom abgeschlossenen Graphen). Seien X,Y Banachridume, T: X —
Y abgeschlossener linearer Operator. Falls D(T) abgeschlossen ist, so ist T stetig.

Also: wenn X, Y Banachrdume sind und

X

Y
(abgeschlossen)] ]
T - D(T) linear R(T

abgeschlossen

)

dann st

T: (D(T), |x) e (R(T). |I-lly)

Beweis. Da T abgeschlossen ist, ist G(T) mit ||(z,T2)||, := ||z|| ¢ + |/ Tz||, als abge-
schlossener Unterraum von X @Y ein Banachraum. Die Projektion 7 : G(T') — X,
(x,Tx) — =z, ist injektiv und hat Operatornorm < 1, ist also stetig, und damit
ein abgeschlossener linearer Operator. Der Wertebereich R(m) = D(T) ist abge-
schlossen in X. Nach Satz 6.10 ist 7; ' stetig als Abbildung von (D(T), ||-|| ) nach
(G(T), |Illo)- Ebenso ist my: G(T') = Y, (x,Tx) — T, stetig als Abbildung von
(G(T),|Illo) nach (R(T),]|*|ly)- Damit ist T'= mp o 7 ' stetig. O

6.14 Korollar. Seien X1 = (X, ||-||;) und X = (X, ||-||,) Banachrdiume mit

lelly <ellzll,  (z e X)

fiir eine Konstante ¢ > 0.

Dann sind die Normen ||-||; und |||, dquivalent, d.h. es gibt eine Konstante ¢’ > 0
mit ¢ ||z, < |lzfl, < cllz]l, (= € X).

Beweis. Satz 6.10, angewandt auf id: (X, |-[|,) = (X, ||-|l;), = — =. O

6.15 Korollar (Satz von Hellinger-Toeplitz). Sei X Hilbertraum und T: X — X
linearer Operator mit D(T) = X und

(Tz,y) = (z,Ty) (z,y € X).

Dann ist T stetig.
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Beweis. Zu zeigen ist die Abgeschlossenheit von G(T') in X & X.

Sei (z,y) = lim,(x,, Tx,), d.h. x = lim, z,, und y = lim,, Tz, jeweils mit Konver-
genz in [|-|| . Fir z € X gilt

(y,z) = <li7£nTxn, z> = lim (Tx,, z) = h}ln (xn, Tz) = <1i711n :L‘n,TZ> = (z,Tz)

n

= (Tz,z).

Damit folgt (y —Tx,z) = 0 fur alle z € X. Also ist y — Tx = 0, d.h. (x,y) €
G(T). O

6.16 Bemerkung. Sei X Banachraum, Y normierter Raum und 7: X — Y ein
Isomorphismus normierter Rédume, d.h. T linear, bijektiv und T, 7! stetig. Dann
ist auch Y ein Banachraum. Denn falls (y,).en C Y eine Cauchyfolge ist, so auch
(Tp)nen mit x, := T ly,. Damit existiert x := lim, z,, € X, und fiir y := Tz € Y
gilt v, — v.

Man beachte, dass hier die Linearitdt entscheidend ist, vergleiche arctan: R —

(—m/2,7/2).

6.17 Lemma. Seien X,Y Banachriume und T: X — Y abgeschlossener linearer
Operator. Dann sind dquivalent:

(i) Es emistiert ein C > 0 mit ||Tx|y > C||z|x (x € D(T)).
(ii) T ist injektiv und R(T') ist abgeschlossen.

Beweis. (i)==-(ii). Der Operator T': (D(T), ||||;) = (R(T"),]||ly-) ist surjektiv per
Definition und offensichtlich injektiv. Weiterhin ist er beschrankt mit Operatornorm
< 1, also stetig. Sein Inverses ist ebenfalls ein beschréankter Operator, wegen (i).

Also ist T: (D(T'), ||-l7) = (R(T),|||ly-) ein Isomorphismus von normierten Réum-
en. Da (D(T),||||;) Banachraum ist (denn 7" ist abgeschlossener Operator), ist R(T)
abgeschlossen nach Bemerkung 6.16.

(ii)==(i) folgt direkt aus dem Satz vom stetigen Inversen. O
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7. Niitzliches iiber das Spektrum

In vielen Anwendungen ist es wichtig, das Spektrum eines Operators gut zu kennen.
So kann man etwa am Spektrum ablesen, ob die Losung einer Differentialgleichung
fiir grole Zeiten gegen Null konvergiert (Stabilitdt). Es gibt eine ganze Reihe klei-
ner Aussagen iiber das Spektrum, welche bei der Bestimmung des Spektrum helfen
konnen. Am einfachsten (aus der Sicht des Spektrums gesehen) sind selbstadjun-
gierte Operatoren. Zum Gliick sind das auch die Operatoren, welche am haufigsten
vorkommen. Fiir Anwendungen sehr niitzlich ist auch der Begriff des approximativen
Spektrums.

Im folgenden seien X und Y C-Hilbertraume.

7.1 Satz. Sei T: X D D(T) — Y ein dicht definierter Operator. Dann gilt

a) R(T)+ = WL = ker T*.

b) R(T) = (ker T*)*.

Beweis. a) Es gilt y € R(T)* genau dann, wenn fiir alle x € D(T) gilt (Tz,y) = 0.
Dies ist aquivalent zu y € D(T*) und T*y = 0, also zu y € ker T™.

b) Nach a) gilt R(T) = (R(T))** = (ker T*)*.

7.2 Bemerkung. Falls T: X D D(T) — X ein dicht definierter und abgeschlosse-
ner Operator ist, so ist T ebenfalls abgeschlossen und dicht definiert, und es gilt
T** =T. Wendet man Satz 7.1 auf 7™ an, so erhilt man

R(T)* =ker T, R(T*) = (kerT)*.

7.3 Lemma. a) Sei T € L(X). Dann ist T genau dann selbstadjungiert, falls
(Tz,x) € R gilt fiir alle x € X.

b) Sei T: X C D(T) — X dicht definiert. Dann ist T genau dann symmetrisch,
falls (Tx,z) € R (z € D(T)).

Beweis. a) (i) Sei T'=T*. Dann ist (Tz,z) = (z,Tx) = (Tx,x) € R.
(ii) Seien z,y € X und « € C. Nach Voraussetzung ist

(T(x 4+ ay),z+ ay) = (T(x+ ay),z + ay)
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und damit
a(Ty,x) +a(Tr,y) = aly,Tz) +a(z,Ty).

Fir o = 1 erhalt man
(Ty,z) + (Tx,y) = (y, Tz) + (z,Ty) .

Fir o =1 erhalt man

Somit folgt
(Ty, ) = (y,Tz) (2,y € X).
Nach Definition von T gilt also T' = T™.

b) Die Rechnung unter a) zeigt, dass (Tx,y) = (x,Ty) (x € D(T)) gilt. Dies ist
dquivalent zu T' C T™, d.h. zur Symmetrie von 7. O]

7.4 Satz (Spektrum selbstadjungierter Operatoren). Sei T ein selbstadjungier-
ter linearer (nicht notwendig beschrinkter) Operator mit dichtem Definitionsbereich
D(T). Dann gilt

(i) o(T) C R.
i) [(T—=XN)7Y < [ImA™' (AeC\R).

(
(iii) Fir A € 0,(T) sind geometrischer und algebraischer Eigenraum identisch.
(iv) Eigenvektoren zu verschiedenen Figenwerten sind orthogonal.

(

v) o.(T) = 0.

Beweis. (i) Sei A € C\Rund z € D(T'). Wie in Lemma 7.3 zeigt man Im (T'z, z) = 0.
Dann ist mit Cauchy—Schwarz

1T = Nall - llell = (T = Na,a)| > | (T - Na,2)] = [T A - [le]*. (7-1)

Nach Lemma 6.17 ist T'— X injektiv und R(T — ) abgeschlossen. Weiterhin ist auch
T — X injektiv wegen A € C\ R.

T — X ist surjektiv, denn mit Satz 7.1 a) haben wir

R(T = \) = R(T = X) = (R(T = \)*) " = (ker((T = \)")* = (ker(T — X))
= {0} =

Insgesamt haben wir gezeigt, dass fiir A € C \ R der Operator T'— X bijektiv ist.
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(ii) Setze y := (T'— Az in (7-1) und erhalte
Iyl > [TmA- |7 =2y

(iii) Sei N )(\a) (T') der algebraische Eigenraum zum Eigenwert A von T'. Die Inklusion
ker(T — \) € N\*(T) gilt immer. Sei also z € N\ (T)\ ker(T — ) mit A € R. Dann
gilt z € D((T — A\)") und (T — A\)"z = 0 fiir ein n > 2, aber (T'— X\)z # 0. Wegen
T =T"und A € R ist dann

(T — )\)”_le2 = (T = \)"z, (T — \)"*z) = 0.
Induktiv folgt (T — \)" 2z =0,...,(T — X\)z = 0, Widerspruch.

(iv) Das folgt wie in der linearen Algebra. Seien zq,xs Eigenvektoren zu A\ # Ao
mit A2 € R. Dann gilt

A1 <$1;$2> = <T$17$2> = <$1,T$2> = A <$17$2>-
Wegen Ay # Ay folgt (xq,29) = 0.

(v) Angenommen, es existiert ein A € 0,.(7"). Dann ist A € R wegen (i), sowie T — A
injektiv und R(T — \) # X wegen der Definition von o,. Schliefllich ist dann

R(T =) = ((R(T = N)*) " = (ker((T = 2)*)" = (ker(T = ))" = {0}* = X.
Widerspruch. O

Der folgende Satz wird genauso wie Satz 7.4 bewiesen.

7.5 Satz (Spektrum unitérer Operatoren). Sei X ein Hilbertraum und T € L(X)
unitdr. Dann gilt

(i) o(T) C {A € C: |\ = 1}.
(i) (T =7 < m fiir |\ # 1.

Die Aussagen (iii)—(v) von Satz 7.4 gelten analog.

7.6 Beispiel. Sei T ein selbstadjungierter (nicht unbedingt beschrinkter) Operator
in X. Dann heifit U := (T —i)(T +i)~! die Cayley—Transformierte des Operators
T. Dieser Operator U ist unitdr. Die Cayley—Transformation ist umkehrbar: sei
U € L(X) ein unitdrer Operator, fiir den I — U injektiv ist. Dann ist der Operator
T:=i(I+U)(I —U)! selbstadjungiert mit Definitionsbereich R(I — U), und seine
Cayley—Transfomierte ist wieder gleich U. Der Nutzen dieser Transformation besteht
darin, dass sich einige Aussagen iiber unbeschriankte selbstadjungierte Operatoren
gewinnen lassen, wenn man ihre Cayley—Transformierten studiert, welche den Vorteil
haben, beschrinkt zu sein.
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7.7 Definition (numerischer Wertebereich). Fir T € L(X) ist der numerische
Wertebereich definiert durch

WA(T) = {(Tz,z) - [l«] = 1}.

7.8 Lemma. Sei X ein Hilbertraum und T € L(X). Dann gilt o(T) C W(T).

~—

Beweis. Sei A € W(T'). Wir wollen zeigen, dass A € p(T'). Fiir ||z|| = 1 gilt nun

0<d:=dist \,\W(T)) <|N=Tz,z)| = |{((N=T)z,z)|
< T =Mzl - flzll = [T = Az
Damit haben wir ||(T'— A)z| > d||z|| (z € X). Also ist nach Lemma 6.17 der

Operator T'— X injektiv und R(T — \) abgeschlossen. Falls T'— A nicht surjektiv ist,
dann existiert ein xg € R(T — \)* mit ||zo| = 1, und es ist

0= (T — Nxo,z9) = (Txo,z0) — A,

was im Widerspruch steht zu A ¢ W (T). O

7.9 Lemma (approximative Eigenwerte). Sei T: X D D(T) — X ein abgeschlos-
sener linearer Operator. Die Menge der approximativen Figenwerte ist definiert als

Gapp(T) i= {A € C: 3 (2n)nen € D(T), Il =1 : (T = Nz | — 0}.

Dann gilt
0p(T)U o (T) C 0app(T) C o(T).

Beweis. (i) Sei A € oapp(T). Falls A € p(T), so wire (T — X\)~! stetig, d.h. fiir alle
x, € D(T) ist

ol _ N
—_— T— A\ < 00.
[CEDC

Dies ist aber ein Widerspruch zur Definition der approximativen Eigenwerte.

(i) Fiir X € 0,(T) setze z,, :== x mit einem normierten Eigenvektor x zum Eigenwert

A

Sei A € 0.(T). Dann ist 7' — X injektiv und R(7 — A) nicht abgeschlossen. Nach
Lemma 6.17 existiert kein C' > 0 mit ||(T'— N)z| > C'||z||. Somit existiert eine
Folge (x)neny mit ||z, || =1 und ||(T — X)z,|| — 0. O
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7.10 Lemma. SeiT € L(X) selbstadjungiert. Fir m = inf|, = (Tz,x) und M =
SUP||z|=1 (Tx,z) gilt o(T) C [m, M] und m, M € o(T).

Beweis. Die Inklusion o(T") C W(T') C [m, M] gilt nach Lemma 7.8.

Sei (xp)neny C X mit ||z,|| =1 und (T'z,, x,) —> m. Nach Definition von m ist die
Bilinearform [z, y] := ((T'— m)z,y) positiv semidefinit, und nach Cauchy-Schwarz
(angewandt auf [-,-]) gilt

1T = )2 = [, (T = )] < [, 2] V2T = ), (T — )] 2
= (T )xn,xn>l/2 . <(T —m)?x,, (T — m)xn>l/2 — 0 (n — ),

a (T —m)z,,r,) — 0 und (T —m)?z,, (T —m)z,) beschrinkt ist. Also ist
m € Oapp(T) C o(T'). Genauso zeigt man M € o(T). O

7.11 Definition und Satz. Se: T € L(X). Fir den Spektralradius
s n||1/n
() = inf 177

gilt
_ 1 n(1/n
(1) = Tim 77"

Beweis. (i) Wir zeigen folgende Aussage: Sei (an)ney € R mit 0 < appn < apan,
fiir alle n,m € N. Dann gilt (a,)"/" — a := inf,(a,)"/" (n — o0).

Um dies zu beweisen, sei ¢ > 0. Wihle N € N mit (ay)"" < a + ¢ und setze
b(e) :== max{ay,...,ay}. Schreibe nun n € Ninder Formn = kN+rmit0 < r < N.
Dann gilt

(an)l/n = (akN+7’)1/n < (aﬁvar)l/n
S (a+€)kN/nb1/n — (a+ E)(a_{_{_:)—r/nbl/n

:<a+€)<%>1/n

(a+¢
< a+ 2,

falls n hinreichend grof} ist.

(ii) Setzt man a, := ||T™||, so gilt 0 < apim < anay, (n,m € N) wegen der Submul-
tiplikativitit der Operatornorm, und mit (i) folgt r(T) = lim,, ., || 77]|*/™. O

7.12 Satz. Sei T € L(X) selbstadjungiert. Dann gilt
r(T) = T = max{|A]: A € o(T)} = sup{| (T, z) |: [lx]| = 1}.
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Beweis. (i) Es gilt

1T = swp |Tzl|= sup (Tz,Tx))"
zeX, |lz]|=1 zeX, |lz]|=1
— s (1) < 7
zeX, |lz]|=1

d.h. ||T)* < ||T2|. Aus der Submultiplikativitit der Operatornorm folgt die andere
Ungleichung, d.h. es gilt ||T?|| = ||T||?. Tterativ folgt damit [|72"| = ||T|*" fiir
n € N. Damit ist 7(T) = lim,_,o || TV = ||T.

(ii) Sei M(T) := max{|A\|: A € o(T)} < r(T). Nach Lemma 7.10 gilt M(T) =
sup{| (T'w,2) |- [lz] = 1}.

(iii) Fir |A| > ||T]| ist A € p(T") (Neumann-Reihe, vgl. Satz 3.15). Somit gilt M (T) <
I7°]-

(iv) Zeige ||T|| < sup{| (Tz,z)|: ||z|]| = 1}: Fir z,y € X gilt
(T +y),z+y) = (Tr,2) £2Re(Tz,y) +(Ty,y)

und damit
Re(Tz,y) = 5 (T +9),7 + ) — (T(x ), = )
< MO (0 4y 4 o= yIP)
M(T)

(ll* + llyl*),

wobei die Parallelogrammgleichung verwendet wurde. Wahlt man x € X mit ||z|| =

1 und setzt y := HT ]» SO erhélt man
M(T)
5 (llzl* + llyl?) = M(T)

und damit ||T'|| < M(T). O

[Tx]| = Re(T'z, y) <

7.13 Bemerkung. a) Fiir nicht selbstadjungierte Operatoren gilt die Aussage von
Satz 7.12 i. allg. nicht, wie man an folgendem Beispiel sieht. Sei X = L?([0, 1]) und

(Az)(t) = /0 2(7) dr.

Der Operator A ist ein Beispiel eines Volterra—Operators. Es gilt o(A) = {0}.

b) Es gibt selbstadjungierte Operatoren, welche keinen Eigenwert besitzen. Betrach-
te dazu wieder X = L%([0,1]) und (Az)(t) := tz(t) (Multiplikationsoperator). Dann
ist 0,(A) = 0.
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7.14 Bemerkung. Die meisten obigen Aussagen und Beweise gelten nicht nur fiir
beschrénkte Operatoren in Hilbert- bzw. Banachrdaumen, sondern allgemein fiir Ele-
mente von Banachalgebren bzw. C*-Algebren. Die sog. Gelfand-Theorie von C*-
Algebren ermdglicht es, einen abstrakten Zugang zu Spektrum und Spektralsatz zu
finden.
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8. Der Spektralsatz fiir selbstadjungierte
beschrinkte Operatoren

Der Spektralsatz ist einer der wichtigsten Sétze der Operatortheorie. Es handelt
sich dabei um eine Verallgemeinerung des bekannten Satzes aus der Linearen Alge-
bra, nach welchem selbstadjungierte Matrizen orthogonal diagonalisierbar sind, also
zunéchst einmal um eine Strukturaussage. Diese Darstellung linearer selbstadjun-
gierter Operatoren kann nun verwendet werden, um etwa Funktionen von Operato-
ren zu definieren, was wichtige Anwendungen z.B. fiir partielle Differentialgleichun-
gen besitzt. Man erhélt einen Funktionalkalkiil fiir Operatoren.

a) Stetiger und messbarer Funktionalkalkiil

8.1 Definition. a) Eine Banachalgebra A ist ein C-Banachraum, auf der eine bili-
neare, assoziative Abbildung A x A — A, (x,y) — x oy definiert ist (die Multi-
plikation), wobei

[z oyl <zl -yl (z,y € A).

Wir schreiben wieder xy := xoy. Die Banachalgebra A heiffit kommutativ, falls zy =
yr (z,y € A). Ein Element e € A heifit Einheit von A, fallsze = ex =z (z € A)
und |le]| = 1.

b) Eine Abbildung A — A, x — x* heifit Involution, falls gilt
(i) (x+y) =2"+y" (r,yeA),
(i) (Az)* =Az* (A €C,z € A),

(iii) 2 =2 (x € A),

(iv) (zy)* =y*a* (z,y € A).

c) Falls A eine Involution mit

lz*z|l = lz]* (2 € A)
besitzt, so heift A eine C*-Algebra. Wegen ||z*||* = ||z*z*| = ||zz*| = |j=|* ist

diese Involution eine Isometrie auf A. Ein Algebrenhomomorphismus ®: 4 — B von
C*-Algebren heifit ein x-Homomorphismus, falls ®(z*) = (®(z))* (z € A).

8.2 Bemerkung. Eine Algebra A ist also gleichzeitig ein Vektorraum (A, +,C)
und ein Ring (A, +, o). Beide Strukturen sind verkniipft iiber die Bilinearitit von o.
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8.3 Beispiele. a) Sei X ein C-Banachraum. Dann sind A = L(X) und A =
K(X) :={T € L(X): T kompakt} nichtkommutative Banachalgebren. Dabei hat
L(X) die Einheit idx, wihrend K (X) nur dann eine Einheit hat (ndmlich ebenfalls
idy), falls X endlich-dimensional ist.

b) Sei T' ein kompakter Hausdorffraum. Dann ist C'(7) eine Banachalgebra mit der
konstanten Funktion 1 als Einheit.

c) Sei (X, A, 1) ein Mafiraum. Dann ist L>°(u; C) eine Banachalgebra mit der kon-
stanten Funktion 1 als Einheit.

d) Wir statten den Lebesgueraum L'(R™) mit dem Faltungsprodukt aus,

(e o)) = [ ule = po@)dy (o e LR

und erhalten eine kommutative Banachalgebra ohne Einheit.

8.4 Bemerkung. Wir diskutieren noch die Algebren A = L(X) und B = K(X).
Weil die Komposition einer linearen stetigen Abbildung mit einer linearen kompak-
ten Abbildung wieder eine lineare kompakte Abbildung ergibt, ist B nicht nur ein
Unterring von A, sondern sogar ein Ideal. Wir statten die Vektorrdume 4 und B
wie iiblich mit der Operatornorm aus. Dann kann man zeigen, dass B nicht nur ein
Untervektorraum von A ist, sondern sogar ein abgeschlossener Teilraum.

Aus der Algebra ist bekannt, dass dann der Quotientenring C = A/B wieder ein Ring
ist. Und aus Satz 2.17 folgt, dass C ein Banachraum ist. Also ist C eine Banachal-
gebra, die sogenannte Calkin—Algebra, die in der Theorie der Fredholmoperatoren
eine wichtige Rolle spielt.

Ab jetzt sei stets X ein C-Hilbertraum.

Wir wollen im folgenden Funktionen f(7') eines selbstadjungierten Operators T €
L(X) definieren. Die Definition ist noch klar, falls f ein Polynom ist: Fiir f(t) =

Erj:[:O a,t"™ mit a, € C ist
N

F(T) =) a,T" (8-1)

n=0

(mit T := idy). Dieser sog. Funktionalkalkiil kann mit Hilfe des Satzes von Wei-
erstrafl eindeutig auf stetige Funktionen ausgeweitet werden, wie wir spéater sehen
werden. Zunéchst eine Version eines Spektralabbildungssatzes.

8.5 Lemma. Sei T' € L(X) ein Operator (nicht unbedingt selbstadjungiert), und
fiir ein Polynom f (vom Grad > 1) sei f(T') durch (8-1) definiert. Dann gilt

o(f(T) = Fo(T)( = {f(N): A€ a(T)}).
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Beweis. Schritt 1: o(f(T)) C f(a(T))
Sei p € o(f(T)). Wir faktorisieren

N

f(t)—,u:ﬂN-H(t—%), By # 0,
i=1
und erhalten f(T) — pu = By - [[ooy (T — 7). Falls ~; € p(T) fiir jedes i gilte,
so wire f(T) — u bijektiv, d.h. also u € p(f(7T")), was nicht sein kann. Also
existiert ein ig, fir das 7' — 7;, nicht bijektiv ist. Das heifit aber ~;, € o(7T).

Wegen f(7i,) —p =0 folgt u € f(o(T)).
Schritt 2: f(o(T)) C o(f(T))

Sei nun pu € f(o(T)), d.h. es ist p = f() mit einem v € o(7T). Dann folgt
J() = =0, dh. .
FO) =p=(E=2f1)

mit einem Polynom fvon Grad gleich N — 1. Also gilt

) == (T =)f(T) = f(T)T =)

Da~y € o(T), ist T —~ nicht surjektiv und damit auch f(7') — p nicht surjektiv,
oder es ist T' — v nicht injektiv und damit f(7") — p nicht injektiv. In beiden
Fillen folgt u € o(f(T)). O

Im folgenden sei 1 die konstante Funktion 1 und

P(o(T)) :== {f € C(¢(T)): 3 Polynom f mit ﬁU(T) =f}

8.6 Definition und Satz (Stetiger Funktionalkalkiil). Sei T' € L(X) selbstadjun-
giert. Dann existiert genau ein stetiger Homomorphismus von C*-Algebren

O: C(o(T)) — L(X)

mit ®(idg(ry) = T und ®(1) = idx. Die Abbildung ® heifit der stetige Funktional-
kalkil von T'. Wir schreiben f(T) := ®(f) (f € C(a(T))).

Beweis. Schritt 1: P(o(T)) ist dicht in C(o(7)):
Da T = T* € L(H), existiert ein Intervall [m, M] D o(T). Zu f € C(o(T))
existiert nach dem Erweiterungslemma von Tietze (Satz 1.5) eine stetige Fort-

setzung f € C([m, M]), denn o(T) ist abgeschlossen. Nach dem Satz von
Weierstra$ liegen die Polynome dicht in C([m, M]) und damit auch dicht in
C(a(T)).
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Schritt 2: ¢ ist eindeutig;:

Da & stetig sein soll, ist & durch die Werte auf der Menge P(o(T')) bereits
festgelegt. Wegen ®(fg) = ®(f)®(g) ist ¢ bereits durch die Werte ®(idy (1))
und ®(1) eindeutig bestimmt.

Schritt 3: ® existiert:

Definiere zunéichst eine Abbildung ®: P(R) — L(X), wobei P(R) die Menge
aller Polynome P: R — C mit komplexen Koeffizienten bezeichne. Fiir ein
Polynom f € P(R), f:t Z;V:O c;t?, setze O(f) = Z;.V:O ¢;T7. Dann ist
&: P(R) — L(H) linear, multiplikativ und erfiillt ®(F) = (®(f))*.

Fiir f € P(R) ist

ol , - [F0ra,, - [50],,, | s s
= sup{|A\|: A € o(®(Ff))} Satz 7.12
=sup{(ff)(N): A € o(T)} Lemma 8.5
= sup |f(N)I* = flcm,

A€o (T)

wobei || - [|c(o(r)) die || - || auf C(o(T")) bezeichnet.

Insbesondere folgt fiir zwei Polynome fi, f2 € P(R) mit f; = fy auf o(T') die
Gleichheit ®(f;) = ®(f2) (betrachte die Differenz).

Damit ist fiir f € P(o(T)) der Operator ®(f) := ®(f), wobei f € P(R) mit
flo(ry = f, wohldefiniert. Die obige Rechnung zeigt, dass ®: P(o(7T)) — L(X)

eine Isometrie ist, wobei P(o(7")) mit der ||-||¢(o(r))-Norm versehen wird. Somit
existiert eine eindeutige (wieder isometrische) stetige Fortsetzung auf C'(o (7).

Diese Fortsetzung ist wieder linear, multiplikativ und erfiillt ®(f) = ®(f)*.
Zum Beispiel kann man die letzte Eigenschaft folgendermafien zeigen: Falls f
der Limes von Polynomen f, ist, so gilt

(f) = ®( lim 7,) = lim &(f,) = lim &(f,)°
= [ Jim ®(£,)]" = @(lim f,)* = B(f)" m

8.7 Satz (Eigenschaften des Funktionalkalkiils). Sei T € L(X) ein selbstadjungier-
ter Operator.

a) Der Funktionalkalkil C(o(T)) — L(X), f — f(T), ist isometrisch, das heifst
(D)l xy = 1 lcoery - Die Menge {f(T): f € C(o(T))} C L(X) ist kommutative
Unteralgebra. Der Operator f(T') ist normal.

b) (Spektralabbildungssatz). Es ist o(f(T)) = f(o(T)).
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c) Bs ist (f(T))* = f(T) genau dann, wenn f = f.

d) Falls Tx = Az, so ist f(T)x = f(N)z fir f € C(o(T)).

e) Falls f >0, soist f(T) >0 (<= VYaxe H: (z, f(T)x) >0).

Beweis. Teil a): Die Isometrie wurde bereits im Beweis von Satz 8.6 gezeigt (fiir

Polynome, welche dicht liegen). Die anderen beiden Behauptungen folgen aus
Satz 8.6.

Teil b), Schritt 1: wenn u & f(o(T)), dann p & o(f(T)):
Falls i & f(o(T)), dann ist g := ﬁ € C(o(T)), und somit

g(M)(f(T) —p) =P(g) o ®(f — ) = (g (f — ) = ®(1p(r)) = idp .
Genauso folgt (f(T) — u)g(T) = idy. Also ist pu € p(f(T)).

Teil b), Schritt 2: wenn u € f(o(7T)), dann p € o(f(T)):

Seinun pu € f(o(T)), d.h. es gibt ein A € o(T") mit p = f(\). Wihle Polynome
gn € P(o(T)) mit [|f _gnHLOO(a(T)) < 1/n (und damit [|f(7) _gn(T>||L(X) <
1/n). Nach Lemma 8.5 ist ¢,,(A) € 0(gn(T)). Es ist g,(7T") ein normaler Ope-
rator, der also kein Restspektrum hat. Dann ist o(g,(7)) = 0,(g.(T)) U
0c(gn(T)) = Tapp(gn(T)), d.h. es existiert eine Folge (Zym)meny C X mit
|Znml =1 und |[(gn(T) — gn(A))Znm|| < 1/m. Somit ist

IFT) = SO nall < 1T = galT)nall + 150 (T) = g0
o) = Ol < 2

dh. f(N) € 0u(F(T)) C o(F(T)).

Teil ¢): Wenn nun f = f, dann ist (f(T))* = (®(f))* = ®(f) = ®(f) = f(T).
Und wenn andererseits (f(7T"))* = f(T'), dann ist f(7T") selbstadjungiert, also
R D o(f(T)) = f(o(T)) wegen Teil b), also nimmt f auf o(7") nur reelle Werte
an.

Teil d): Dies ist klar fiir Polynome und folgt fiir allgemeine Funktionen durch Ap-
proximation.

Teil e):
Wir haben 0 < f = ¢ mit g € C(o(T)), g > 0. Dann ist

(f(T)z,2) = (¢*(T)x,x) = [lg(T)z|* > 0,
wobei die Selbstadjungiertheit von g(7') ausgenutzt wurde. L
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Der stetige Funktionalkalkiil liefert uns z.B. die Resolvente Ry(T) := (T — \)™' =
f(T) mit f(t) := & € C(o(T)) fiir A € p(T). Aber eine gute Beschreibung von
T erhélt man erst {iber Mafle, und dafiir brauchen wir noch die charakteristischen
Funktionen von 7', z.B. X[44(T). Dazu reicht der stetige Funktionalkalkiil nicht aus,
wir bendtigen eine messbare Version.

8.8 Lemma (Stetige Bilinearformen). Sei X Hilbertraum, B: X x X — K mit

(i) z — B(z,y) linear (y € X),

(ii) y — B(z,y) konjugiert linear (x € X),

(ii)) [B(z, y)| < Ozl - [lyll (2,9 € X).

Dann ezistiert genau ein T € L(X) mit

B(z,y) = (z,Ty) (z,y € X).
Dabei ist ||T;x) die kleinste Konstante C', fir die (iii) gilt.

Beweis. Da x — B(x,y) stetig und linear ist, existiert nach Riesz genau ein y mit
B(z,y) = (x,y). Setze Ty :=7y. Es ist

<37; a1y1 + a2y2> = B(x, qy1 + aoya) = a1 B(z,y1) + @ B(z,y2)
=y (z,01) + 0 (2, Y2) = (T, 071 + @2l) .
Also ist T linear.

Wegen Eigenschaft (iii) ist T stetig: |Ty||> = B(Ty,y) < C - ||Ty| - |y, d.h.

1T < C. O

8.9 Definition. a) Sei (£2,.27) ein Messraum. Eine Abbildung p: 7 — R heifit ein
signiertes’ MaB, falls fiir jede Folge paarweise disjunkter Mengen (A, )neny C < gilt:

W(Ua) =D utan,

wobei wir hier verlangen, dass die (unbedingt konvergente) Reihe fiir jede Folge von
disjunkten A,, einen endlichen Wert liefert.

Mafle p: @/ — C mit dieser Eigenschaft heilen komplexe Mafle. Die Menge aller
K-wertigen (also signierten bzw. komplexen) Mafle wird mit M (), &) bezeichnet.
Falls € ein topologischer Raum mit der von der Familie der in €2 offenen Mengen
erzeugten Borel-o-Algebra Z((2) ist, so schreibt man M (Q2) := M (Q, B(2)).

1Signum=Vorzeichen; das Maf einer Menge darf jetzt also auch negativ sein
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b) Zu p € M(Q2, o/) definiert man die Variation (das Variationsma$) |u| durch

l(4) = sup Y (),

Eez

wobei das Supremum {iber alle Zerlegungen Z von A in endlich viele paarweise
disjunkte Mengen aus .7 gebildet wird. Die Totalvariation oder Variationsnorm von
p ist definiert durch [|ul],, = |p[(€).

8.10 Bemerkung. Man kann zeigen, dass |p| ein endliches (positives) Maf auf .o
ist. Es gilt ferner: M(€, .o/), versehen mit der Variationsnorm, ist ein Banachraum.
Beweise finden sich z.B. in [14].

8.11 Satz (Rieszscher Darstellungssatz). Sei Q) ein kompakter topologischer Raum.
Dann ist die Abbildung

73 M(9) 5 O, o T mit (Tp)(5) = [ Fdu
Q
ein isometrischer Isomorphismus von Banachrdumen.

Dieser Satz wird hier nicht bewiesen, siehe z.B. [11].

8.12 Definition (Punktweise und gleichméBig beschriankte Konvergenz). Sei 2 C C
kompakt und nichtleer, und sei B(2) der Raum der auf {2 beschrénkten messba-
ren Funktionen. Eine Folge (f,)nen € B(€) heifit punktweise und gleichméfig be-
schrankt konvergent gegen ein f € B(Q2), wenn f, — f (n — o0) punktweise
gilt, sowie sup,, || fu| oo () < 00-

8.13 Lemma. SeiQ C C kompakt und nichtleer, sowie C(Q) C U C B(R2). Es sei U
abgeschlossen bzgl. punktweiser und gleichmdfig beschrdnkter Konvergenz, d.h. falls
(fr)nen C U punktweise und gleichmdflig beschrinkt gegen f € B()) konvergiert,
so folgt f € U. Dann gilt bereits U = B(f2).

Beweis. (a) Sei V' der Durchschnitt aller Mengen S mit C(Q) C S C B(Q2), welche
abgeschlossen sind bzgl. punktweiser und gleichméfig beschréankter Konvergenz. Wir
werden zeigen, dass V' = B(2) gilt, damit folgt auch U = B(Q2). Wegen C(Q2) C S
fiir alle genannten S ist offensichtlich C'(2) C V.

Wir zeigen, dass V' ein Vektorraum ist. Sei zundchst f € C(Q) fest. Dann gelten fiir
Vi :={h € B(Q): f+h € V} die Eigenschaften C(£2) C V, und V} ist abgeschlossen
bzgl. obiger Konvergenz. Damit folgt V; D V.

Fiir jedes g € V und jedes f € C(Q) gilt also g € Vy, d.h. f+ ¢ € V. Damit ist
V, D C(2), und da V, ebenfalls abgeschlossen ist bzgl. obiger Konvergenz, folgt
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Vy D V. Insgesamt erhalten wir f +¢g € V fiir alle f,g € V. Genauso zeigt man,
dass V' bzgl. Skalarmultiplikation abgeschlossen ist.

(b) Wir zeigen, dass V = B(2) gilt: Da die Stufenfunktionen im Raum B(f2) der
beschrénkten messbaren Funktionen dicht liegen (im Sinne der punktweisen und
gleichméBig beschriankten Konvergenz), reicht es zu zeigen, dass jede Stufenfunk-
tion in V enthalten ist. Und dafiir wiederum reicht es zu zeigen, dass jede cha-
rakteristische Funktion einer messbaren Menge in V' enthalten ist, denn V ist ein
Vektorraum. Dazu zeigen wir, dass jede charakteristische Funktion durch stetige
Funktionen approximiert werden kann.

Sei also #(2) die o-Algebra der Borelmengen von 2 und

F={Ae BQ): xac V).

Falls A offen ist, existiert eine Folge (fy)neny € C(2) mit 0 < f,, < 1 und f,(t) —
xa(t) (n — oo) fiir alle t € Q. Wegen der Abgeschlossenheit von V' unter der

obigen Konvergenz sind also alle offenen Mengen in .% enthalten, insbesondere auch
X.

Wir zeigen, dass folgende Aussagen gelten:

(i) Falls A, B € . mit A C B, so ist auch B\ A € #. Denn es gilt xp\4 = X5 — X4,
und da V ein Vektorraum ist, folgt xp\a € V.

(ii) Seien (Ay)nen C F paarweise disjunkt. Dann ist auch A := (J,, oy An € F. Denn
esgilt x4 = 7 Xa,, d.h. xa ist punktweiser Limes einer gleichméfig beschrinkten
Folge von Funktionen in V' und damit selbst in V.

Die Eigenschaften (i) und (ii) sagen, dass .# ein Dynkinsystemist. Dieses enthilt die
in ) offenen Teilmengen. Sei nun 2 das System dieser offenen Teilmengen. Dann
ist

FODL)=0(Z)=RB(Q) D F,

woraus sich . = ZB(Q) ergibt. Also liegt jede Stufenfunktion in V', was zu zeigen
war. 0

8.14 Satz (Messbarer Funktionalkalkiil). Sei T' € L(X) selbstadjungiert. Dann gibt
es genau eine Abbildung ®: B(o(T)) — L(X) mit

(i) ®(idery) =T, ®(1) =idx.

(ii) @ ist ein stetiger x-Homomorphismus von C*-Algebren, und es ist [|2(f)||,x) <
[fllo := sup{f(N)] - A € o(T)}-

(iii) Sei (fa)new C B(o(T)) mit sup, |[fullo < 00 und fu(t) — f(t) (t € o(T)).
Dann folgt (®(fn)x,y) — (®(flz,y) (z.y € X).
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Beweis. Wir reservieren fiir die Dauer diese Beweises die Schreibweise f(T') fiir
stetige f; fiir messbare beschriankte Funktionen f schreiben wir hingegen ®(f).

Schritt 1: Eindeutigkeit von ®:
Durch (i)—(ii) wird ®(f) fur f € C(o(T)) bereits festgelegt (siche Satz 8.6).

Nach (iii) ist ® eindeutig bestimmt fiir alle Funktionen, welche punktweiser

Limes von stetigen Funktionen sind. Nach Lemma 8.13 ist dies aber schon
B(o(T)).

Schritt 2: Konstruktion von o:

Seien x,y € X. Dann definiert
loy: C(0(T)) = C, [ (f(T)z,y)
eine stetige Linearform. Dabei ist die Linearitét klar, die Stetigkeit folgt aus

ey (D < LA Nyl = 1Nl - ] - Tyl

Hier wurde der stetige Funktionalkalkiil Satz 8.7 verwendet. Nach dem Riesz-
schen Darstellungssatz 8.11 existiert ein komplexes Maf 1., € M(o(T")) mit

(f(T)z,y) = fdpay (f € C(a(T))) (8-2)

o(T)

Ebentfalls nach Satz 8.11 gilt ||tz |y = 1oyl ooy < 121 - Y]] Die rechte
Seite ist aber nicht nur fiir stetige f, sondern auch fiir beschréinkte messbare
f € B(o(T)) definiert. Fiir f € B(o(T')) betrachte also die Abbildung

@ [ fduy,
o(T)
Diese Abbildung ist bilinear, und wegen

)fdux,y < A lloo - Mewllar < 1Nl - M1 - 19l

) o(T

auch stetig. Nach Lemma 8.8 iiber stetige Bilinearformen existiert also ein
eindeutiger Operator ®(f) € L(X) mit [[®(f)|x) < [If]l, und

<Mﬂ%w=/mfww (2, € X). (3-3)

Schritt 3: ®: B(o(T)) — L(X) ist stetige lineare Abbildung mit (i):

Die Linearitat von ® folgt aus (8-3), denn dort ist die rechte Seite in f linear.
Die Stetigkeit ergibt sich aus ||®(f)[|;x) < [|f]l und Satz 2.6. Weil ®(f) =
f(T) fiir stetige f gilt, haben wir auch (1).
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Schritt 4: ¢ erfiillt (iii):

Nach dem Satz iiber majorisierte Konvergenz folgt
@) = [ fadiny — [ Fdiy = (@),
o(T) o(T)

wenn die Folge (f,,)nen punktweise und gleichméfiig beschrankt nach f kon-
vergiert.

Schritt 5: ¢ ist ein C*-Algebren-Homomorphismus:

Sei g € C(o(T)) fest. Setze

Uy :=1{f € B(a(T)): ®(fg) = o(f)®(9)}-

Nach Satz 8.7 gilt C(o(T)) C U,. Wir zeigen, dass U, bzgl. punktweiser und
gleichmifig beschréankter Konvergenz abgeschlossen ist. Seien f, € U, mit
sup,, || fnll oo < 00 und f = lim, f,, punktweise. Dann gilt nach (iii)

(®(fg)z,y) = lim (®(fug)z,y) = lim (D(fo)P(9)z,y) = (®(f)P(9),y)

—00 n—o0

Somit ist f € U,. Nach Lemma 8.13 folgt U, = B(o(T)), und deshalb gilt
O(fg) = ®(f)P(g), wenn eine der beiden Funktionen f, g stetig ist, und
die andere beschréinkt und messbar. Eine Wiederholung dieser Argumentation

zeigt dann, dass ® multiplikativ ist. Genauso zeigt man ®(f) = &(f)*. ]

Wir schreiben wieder f(7') statt ®(f), wenn f beschrinkt und messbar ist. Das
nédchste Lemma zeigt, dass sogar Konvergenz in der starken Operatortopologie vor-
liegt.

8.15 Lemma. Sei T' € L(X) selbstadjungiert und B(o(T)) — L(X), f — f(T)
der messbare Funktionalkalkil. Falls (fn)nen C B(o(T)) mit sup,, || fall,, < 00 und
fa — [ punktweise, so gilt f,(T)x — f(T)x fir alle x € X.

Beweis. In einem Hilbertraum gilt z, — z in der Normtopologie genau dann, wenn
z, — z in der schwachen Topologie und ||z,|| — ||z|| gilt. Dies folgt sofort aus
120 = 2[I" = l2ull” — 2Re {20, 2) + |12]”

In der Situation von Satz 8.14 haben wir die schwache Konvergenz von f,,(T")z gegen
f(T)z nach (iii). Die Konvergenz der Norm folgt aus

1 fo(T)2|? = (fu(T)z, fuT)2) = (fuT)* fu( D)z, 2) = {(F fu) (D), x)
= ((FH(D)z,x) = | f(T)x|*.
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b) Orthogonale Projektionen
Im Folgenden sei X ein C-Hilbertraum.

8.16 Definition. Sei M C X ein abgeschlossener Unterraum. Dann heifit P: X —
X, v+ 2 mit © = o1 + 29, 11 € M, 29 € M+, die orthogonale Projektion von X
auf M.

8.17 Lemma. a) Sei P eine orthogonale Projektion. Dann ist P stetig mit

w=o Sl o

Es gilt ker P = M+ und R(P) = M.
b) Ein Operator P € L(X) ist genau dann orthogonale Projektion, wenn P* = P =
P

Beweis. Schritt 1: Teil a):

Es gilt unter Verwendung des Satzes von Pythagoras
2 2 2 2 2
[1Pz|” = [laa|” < [Jaa|” + [Ja2” = [l

dh. P € L(X) und [|P[/;y) < 1. Fir M = {0} ist P = 0. Sonst gilt fiir
z € M\ {0} die Gleichheit x = Pz und damit || P[[;y, = 1.

Schritt 2: Teil b). Sei P € L(X) orthogonale Projektion:

Die Gleichheit P? = P ist klar nach Definition von P. Seien z,y € X mit
T =T+ T, Yy = Y1 + Yo, wobei x1,71 € M und 5,7, € M*. Dann gilt

(Pr,y) = (x1, 1 + y2) = (x1 +y1) + (x1,92) = (x,91) = (2, Py) ,
=0

d.h. es ist tatsachlich P = P*.

Schritt 3: Teil b). Sei P? = P = P* € L(X):

Setze M := R(P). Fiir eine Folge (y,)ney € M mit y, — y existiert eine
Folge ()neny C X mit y,, = Pz, und es ist

Py, = P*z,, = Px, = yn, (8-4)
und damit

[yn = Pyll = 1P(yn =l < NPllpx) - g =yl — 0 (0 — o0),
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d.h. Py = y wegen der Eindeutigkeit des Grenzwertes. Somit ist M abgeschlos-
sen. Aus Satz 7.1 und P = P* folgt dann M=+ = ker P.

Weil M abgeschlossen ist, existiert die orthogonale Projektion P auf den Un-
terraum M, und diese erfiillt P = P? = P* wegen Schritt 2.

Fiir z,y € X haben wir die Zerlegungen
=10 4 2@ y =y 4 y@, 2D yW e M, 2@ ¢y e Mt

und es folgt, fiir beliebige x,y € X,

<ﬁx,y> = <x, f’y> P=p*
= {2,y = (2, P(y"M + y?)) (8-4) und y® € ker P
= (Pz,y) P =P
Also gilt P= P, und P ist eine orthogonale Projektion. L

8.18 Lemma. Seien P;, P, orthogonale Projektionen auf abgeschlossene Unterrdume
My bzw. Ms.

a) PP, ist genau dann orthogonale Projektion, falls PyPy = PPy gilt. In diesem
Fall ist P, P, orthogonale Projektion auf den Unterraum My N M.

b) Es sind dquivalent:

(1 M, C M.

Es gilt P, < Py im Sinne von (Pix,z) < (Par,z) (€ X).

)
(i) Bs gilt |Piz|| < ||Rozl| (2 € X).
(iii)

)

(iV ESgiltP1P2:P2P1:P1.

Beweis. a) (i). Es gelte P, Py = P,P;. Dann erhalten wir
(PP)? = PLP,P\P, = P}Py = PP,

und
(Plpg)*:(Pzpl)*:Pl*p;:P1P2

Also ist P, P, eine orthogonale Projektion.

(ii). Sei P, P, orthogonale Projektion. Dann gilt fir z,y € X

<x7P2P1y) = <a:,P2*P1*y> = <P1P2967y> = <$7P1P2?J>-
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Daher ist Pl.PQ = PQPl.

In diesem Fall gilt R(P,P,) C R(P,) = My und R(P,P)) = R(PP,) C M. Zu
r € MiNMyist x = Pyx = Py, d.h. (PyPy)x = x. Insgesamt erhalten wir R(PyPy) =
M, N M.

Der Beweis von Teil b) sei als Ubungsaufgabe iiberlassen. O

8.19 Lemma. Sei (P,)nen C L(X) eine Folge orthogonaler Projektionen mit P, <

P, fir m < n. Dann konvergiert P, stark gegen eine orthogonale Projektion P &€
L(X).

Beweis. Fir x € X ist (|| P,z )nen beschrankt, monoton steigend (Lemma 8.18 b)),
also konvergent. Fiir m < n ist

| P,z — Poz|® = (Px, Pox) — (P,z, Px) — (P, Pyx) + (Pyhx, Ppr)
———— ———— ~—_———
:”an”2 :<PmPnl’a$>:<Pm$vx):”Pm$”2 :Hme”Q

= || Pux|)® + || Pu]|* — 2| Ppz|* — 0 (m,n — 0).

Also existiert lim,, o, P,z (x € X), und der Grenzwert hiangt linear von z ab; wir
kénnen ihn also Pz nennen, mit P € L(X).

Es gilt (Px,y) = lim,, o (P2, y) = lim, o (x, P,y) = (z, Py) und

(P?z,y) = (Pz, Py) = lim (P,z, Pyy) = lim (P,x,y) = (Pz,y).
n—oo

n—oo

Somit gilt P> = P = P* und P, > P. [l

c) Projektorwertige Mafle und der Spektralsatz

8.20 Definition. Sei (€2, %) ein Messraum. Eine Abbildung E: o/ — L(X) heifit
ein projektorwertiges Mafl (PV-Maf), falls gilt:

(i) E(A) ist orthogonale Projektion (A € ).

(i) Sei (Ap)nen C & eine Familie paarweise disjunkter Mengen. Dann gilt

E(UAH>

neN

x = ZE(An)x (x € X).

neN

(iii) Es gilt B(Q) = idy.

© Robert Denk 20. 6. 2011



80 8. Der Spektralsatz fiir selbstadjungierte beschrinkte Operatoren

Eine Menge A € &7 heifit eine E-Nullmenge, falls F(A) = 0 (dabei ist die 0 auf der
rechten Seite der Nulloperator in X).

Falls © topologischer Raum ist und &/ = %(Q2) die Borel-o—Algebra, so besitzt das
PV-Maf§ kompakten Tréger, falls eine kompakte Menge K € () existiert mit
E(K) =1idx.

8.21 Beispiel. Sei X = C", und T' = T* € C"™" eine Matrix mit verschiedenen
Eigenwerten \; < Ay < ... < \,. Wir wéhlen Q@ = R und &/ = #(R) als Borel-
o-Algebra. Fiir A € o/ wihlen wir E(A) als den Projektor auf span{u;: \; €
A}, wobei u; ein (jetzt beliebiger) Eigenvektor zum Eigenwert A; sei. Dann ist
E ein projektorwertiges Maf}. Die E-Nullmengen sind genau diejenigen messbaren
Teilmengen von R, die kein A; enthalten.

8.22 Bemerkung. Sei E ein PV-Maf. Dann gilt

a) E(0) = 0(x).

b) E(AUB)+ E(ANB)=E(A)+ E(B) (A,Be ).

c) E(B\ A)=E(B)— E(A) fir A,B € & mit A C B.

d) Seien A, € o mit A, C A,41 (n € N). Dann ist E(, 4,) = s-lim, E(4,),

also mit Konvergenz in der starken Operatortopologie auf der rechten Seite.

Analog gilt fiir A, € & mit A, D A,11 (n € N) die Gleichheit E(
s-lim,, oo F(A,).

e) E(ANB)=E(A)E(B)=E(B)E(A) (A,Be ).
f) Seien A, B € o/ mit AN B = (). Dann ist R(E(A)) L R(E(B)).
g) Sei x € X. Dann ist E,: &/ — [0,00) mit
FL(A) = (B(A)z,2) = | B(A)o)?
ein endliches MaB mit || E,||,, = F.(Q) = ||lz|*.
h) Seien z,y € X. Dann ist E, ,: &/ — C mit
Foy(4) i= (B(A)z,y)

neN ) =

ein komplexes Ma mit || E,,[,, < ||| - [ly]-

8.23 Definition. Sei (Q2,.27) ein Messraum, E ein PV-Mafl. Sei f: Q@ — C eine
Stufenfunktion, d.h. es existiert eine Darstellung der Form f = > | fixa, mit
fi € Cund A; € & disjunkt. Dann heif}t

[1ap = > FE(A) € LX)
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das Integral von f bzgl. E.

8.24 Lemma. Sei E ein PV-Maf$ und seien f,g Stufenfunktionen.
a) Die Abbildung f — [ fdE ist linear.

b) Fiirz € X gilt ||(f fdE)e||" = [ /12 dEs < [/l x) 2.
¢) Es gilt ([ fdE)o ([ gdE) = [ fgdE.
d) Es gilt ([ fdE)* = [ fdE.

Beweis. a) ist klar.

b) Unter Verwendung des Satzes von Pythagoras erhalten wir

H( [rag):

= Yo IAP 1B = [ 17 aE,

2 2 2
< Al 1B = (LAl ]

9 2

ZfiE(Ai)x

¢) Mit Bemerkung 8.22 gilt

(/de) (/ng) = (g fZ-E(Ai)> (éﬁ(%))

=" g B(A)VE(B) = fig;E(A;iN B;)
i3 2

= /fng.

d) folgt direkt aus der Definition des Integrals. O]

8.25 Definition. Sei F ein PV-Maf auf (€2, &) mit Werten in L(X). Fir f € B(f2)

sel (fn)nen C B(R2) eine Folge von Stufenfunktionen, welche gleichméfiig gegen f
konvergiert. Definiere das Integral

/de ::/f(A)dE(/\) = lim [ f,dE € L(X),

mit Konvergenz in der starken Operatortopologie. Fiir A € o setzt man [ A fAdE =
S xafdE.
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8.26 Bemerkung. a) Man beachte, dass das Integral wegen Lemma 8.24 b) wohl-
definiert ist.

b) Die Eigenschaften von Lemma 8.24 {ibertragen sich in iiblicher Weise auf messbare
Funktionen.

c¢) Falls K € & ist mit E(K) = idx, so ist [ fdE = [, fdE fir alle f € B(Q)
(denn E(2\ K) =0).

8.27 Satz. Sei F: B(R) — L(X) ein PV-Maf, und sei K C R kompakt mit
BE(K) = idy.

a) Durch T := [ AdE(\) wird ein selbstadjungierter Operator T € L(X) definiert.
b) Es gilt E(o(T)) = idx.
c¢) Die Abbildung V: B(o(T)) — L(X), f +— fU(T)de ist der (nach Satz 8.14

eindeutig bestimmte) messbare Funktionalkalkil zu T .

Beweis. a) ist klar nach Definition des Integrals und nach Lemma 8.24 d) (fiir
messbare Funktionen).

b) Wihle ein Intervall (a,b] C R mit K C (a,b], d.h. E((a,b]) = idx.

(i) Wir zeigen zuerst: Zu pu € p(7T') existiert eine offene Umgebung U, von p mit
E(U,) = Orx). Dazu approximieren wir id(,s durch eine Treppenfunktion f mit
aquidistanten Stufen, f = Zgil kX (ag_1,0]s WODEL a == a+kd (k=0,...,N)
mit § = I’_T“ Wenn wir N € N passend wahlen, ist a; # p fiir jedes k. Damit ist

HT—/fM?

Wegen [ fdE =30 axE((ax_1,a]) und S0 E((ar_1, ax)) = idx folgt

L(X) = Hid(a,b] _fHLOO((me =0

<.

(0 =T) =D (1 — ar) E((ar1,ax])

k=

—_

L(X)

Falls ¢ hinreichend klein ist (d.h. N geniigend grof}), so ist der Operator S :=
Z,]::l(,u — ag)E((ax_1,ax]) invertierbar, denn es ist g — 7" invertierbar, und

S=(u=T)=((p=T)=8) = (u=T) I = (u=T)" (= T) - 5)],

wobei der Ausdruck [...] wegen Satz 3.13 invertierbar ist, und fiir S~' haben wir
dann (wieder mit Satz 3.13)
1

ST=[1- (-1 (u-T)=8)] (-1,
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1 1
IS HL(X) STz [ =T) (1 =T) = 9l px)

1
< —T)
ST ) g 5 10T e

< | (u— T)71||L(X) +1

||(M_T)_1HL(X)

wenn 0 sehr klein ist. Aus Lemma 8.24 c¢) ist andererseits

N

_ 1

S 1 - E N_akE((ak_l,ak]).
k=1

In der Summe sind nur diejenigen k relevant, fiir die E((ar—1,ax]) # Orx). Wenn
wir dann ein 2 € R(E((ax—1,ax])) wihlen und S~'z bestimmen, erkennen wir, dass

1

157 ) = max{m

und somit ist E((ax—1,ax]) = Opx) fiir alle & mit

: E((ag-1,ax)) # OL(X)} )

1
Mo +1

| —ay| <
(= T)

d.h. es ist E(U,) = Or(x) fiir eine offene Umgebung U, von p.

(i) Falls K C p(T) kompakt ist, ist K C (J,cx U, eine offene Uberdeckung mit
E(U,) = Oyx) fiir alle pr. Durch die Kompaktheit gibt es eine endliche Teiliiber-
deckung K C > Uy, und Opx) < E(K) < Y0, E(U,,) = Onx), also E(K) =
0r0x)-

(iii) Schreibe p(T') als abzdhlbare Vereinigung aufsteigender kompakter Mengen
(K;)jen. Dann folgt E(p(T))x = lim; o, E(K;)z =0 fir allex € X, d.h. E(p(T)) =
0r(x) und damit E(o (7)) = idx.

c¢) Wir rechnen die Eigenschaften von Satz 8.14 nach. Dabei ist W(id(ry) = T nach

Definition von 7', und ¥(1,(7)) = idx gilt nach b). Dass ¥ stetiger Homomorphismus
von C*-Algebren ist, ist klar nach Lemma 8.24 fiir messbare Funktionen.

Fiir die letzte Eigenschaft in Satz 8.14 benutzen wir das Mafl F, , aus Bemerkung

8.22 h). Es gilt
<</de>x,y>:/dex7y

Dies ist klar fiir Treppenfunktionen und folgt durch Approximation fiir messbare
Funktionen. Nun folgt 8.14 (iii) aus dem Satz iiber majorisierte Konvergenz.

Damit erfiillt ¥ alle Eigenschaften aus Satz 8.14 und stimmt daher mit dem messba-
ren Funktionalkalkiil {iberein. ]
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An dieser Stelle einige Erkldrungen zu unserer jetzigen Strategie. Der messbare
Funktionalkalkiil gem&fl Satz 8.14 sagt uns, dass es einen selbstadjungierten Opera-
tor f(T) gibt, wenn f beschrinkt und messbar ist, und 7" ist selbstadjungiert und
beschrinkt. Wir haben aber noch keine ,;schéne® Darstellung fiir diesen Operator
f(T). Eine erste Verbesserung dieser Situation ergibt sich aus Satz 8.27: Sei ein
PV-Mafl E gegeben. Daraus wird geméf Teil a) ein beschriankter selbstadjungierter
Operator T gebaut, und fiir diesen Operator bekommen wir dann in Teil ¢) eine
explizite Darstellung von f(7).

Im folgenden Beispiel gehen wir ein wenig anders vor: wir starten mit einem be-
schrénkten selbstadjungierten Operator 7', und zu diesem 7' erraten wir ein PV-Mafl
E, welches den Operator 7' dann erneut geméfl Satz 8.27 Teil a) erzeugt. In Satz 8.30
werden wir dann erkennen, dass dieses PV-Mafl F tatséchlich das einzige mit den
gewiinschten Figenschaften ist.

8.28 Beispiel (Multiplikationsoperator). Sei X = L*([0,1]) und sei T' € L(X) mit
(T'z)(t) :=t - x(t). Dann ist T selbstadjungiert mit o(7") = 0.(T) = [0, 1].
Fiir z,y € L*([0,1]) gilt

(Tm,y>:/0 (Tm)(t)-mdt:/o tx(t)ﬁdt:/(T)AdEx,y(/\)

mit dem Mafl E, ,(\) = 2(\)y(A\) dX. Das Maf £, , besitzt also eine Dichte beziiglich
des Lebesgue—Mafles. Fiir das Maf3 erhalten wir somit

E,,(A) = /[ T = (o) (A € AR)),

d.h. E(A)x = xpajna - ©. Die Projektion E(A) ist damit gegeben als Multiplikati-
onsoperator mit x[o,1jn4-

8.29 Satz (Spektrum und Spektralmafl). Sei E ein PV-Maf, sodass fir ein kom-
paktes K C R die Beziehung E(K) = idx gilt; und ein beschrinkter selbstadjungier-
ter Operator T sei definiert als T := [ AdE()), siehe Satz 8.27 Teil a).

Fiir das Spektrum dieses Operators T gilt dann folgendes:

a) Fir \g € R ist \g € p(T) genau dann, falls eine Umgebung U C R wvon Ay
existiert mit E(U) = Opx).

b) Es ist N\g € 0,(T) genau dann, wenn E({\o}) # Orcx). Fir alle Ay € R gilt
R(E({Ao})) = ker(T' = Xo).

¢) Esist \g € 0.(T) genau dann, wenn E({\o}) = 0r(x) und E((Ao — &, X0 +€)) #
Or(x) fiir alle e > 0 gult.
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Beweis. Teil a):

Wir wissen bereits aus E(o (7)) = idx, dass E(p(T")) = 0r(x). Dann ist auch
E(U) = Opx) fiir alle offenen U C p(T).

Sei andererseits U C R eine (0.E. offene) Umgebung von Ag mit E(U) = 07(x).
Definiere f,g € B(o(T)) durch f(}) := 325 - Xoerpw und g(A) := (A = Xo).
Dann gilt

NI = Xo) = f(T)9(T) = (f - 9)(T) = Xorpu(T)

Xo(T)\ UdE E(( )\U):ldx
Wegen f(T)g(T) = g(T)f(T) folgt g(T)f(T) = idx, d.h. f(T) = g(T)" =
(T — Xo)~'. Somit ist A\g € p(T).

Teil b), sei \y € 0,(7T):

Dann existiert ein z # 0 mit (7" — A\g)z = 0, und aus Satz 8.7 d) folgt dann
f(TM)x = f(Xo)z fir alle f € C(o(T)), und nach Lemma 8.15 fiir alle f €
B(o(T)). Wir wahlen jetzt f = x{a,}, was eine Stufenfunktion ist. Dann haben
wir

r=1-2 = fOo)r = f(T) = ( / de) e =1-E(Do)) € R(E({M))).

und somit ist {0} # ker(7" — Ag) C R(E({Xo})), also E({A\o}) # Or(x)

Teil b), sei E({\o}) # Or(x):

Dann existiert ein x # 0 mit € R(E({\o})). Weil E({\o}) ein Projektor ist,
haben wir dann E({\o})z = z, fiir dieses spezielle .

Falls f eine Stufenfunktion ist, gilt

T)xz(/de)x:ZZN;fiE x—ZfZ E({oz = f(Xo)z.

Daraus und aus Lemma 8.15 bekommen wir die Identitat f(T)x = f(X\o)z
dann fiir beliebiges f € B(o(T)).

Nun wéhlen wir f = id, ) und erhalten
Ty = idU(T) (T)[L’ = idU(T)(Ao)ZL' = )\Ql‘,

also folgt = € ker(T — )Ag), und demnach also A\ € 0,(T") sowie R(E({\o})) C
ker(T — )\0)

Teil b), Abschluss:

Wir haben gezeigt: es ist A\g € 0,(T") genau dann, wenn E({\o}) # 0r(x), sowie
ker(T'— XNg) C R(E({Xo})) C ker(T' — Xg). Also R(E({\o})) = ker(T — X).
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Teil c):
Weil T selbstadjungiert ist, gilt o,.(T') = 0, also R = (RN p(T"))Uo,(T)Uo.(T).
Nun wende man a) und b) an. u

Der néchste Satz ist der Hohepunkt dieses Kapitels. Hierbei ist die Vorgehensweise
im Vergleich zu Satz 8.27 und Satz 8.29 genau umgekehrt: wir starten mit einem be-
schrinkten und selbstadjungierten Operator T'. AnschlieBend ermitteln wir ein PV-
MaB F, das diesen Operator T erzeugt. Hierbei ist Satz 8.29 hilfreich, der uns (vom
Spektrum o(7") ausgehend) einige Informationen dariiber liefert, wie E aussehen
muss. Weiterhin gewinnen wir eine leistungsfihige Darstellung fiir den messbaren
Funktionalkalkiil zu 7'

8.30 Satz (Spektralsatz fiir beschrinkte selbstadjungierte Operatoren). Sei T' €
L(X) selbstadjungiert. Dann existiert ein eindeutig bestimmtes PV-Mafi E auf B (o (T))

mait
T = / AAE(N).
a(T)

Die Abbildung B(o(T)) — L(X), f — f(T) = U(T)f()\) dE(N) definiert den
messbaren Funktionalkalkil zu T. Fir f € B(o(T)) und x,y € X gilt
(f(T)z,y) = ( )f()\) dE,y(A),
o(T

wobei B, ,(A) = (E(A)z,y) fir v,y € X und A € B(o(T)) das tbliche komplez-
wertige Mafs ist.

Beweis. Schritt 1: Konstruktion von F:

Sei f — f(T') der messbare Funktionalkalkiil nach Satz 8.14. Fiir A € #(o(T))
definiere

E(A) := xa(T).
Schritt 2: E ist PV-Ma#f:
(i) Wegen x4 = x4 = X4 gilt E(A) = E(A)? = E(A)*, d.h. E(A) ist eine

orthogonale Projektion.

(i) Sei (Ap)neny C AB(o(T)) eine Familie paarweiser disjunkter Mengen. Die

Funktionen f, := Z?Zl X4; konvergieren punktweise und gleichméfig be-
schrinkt gegen f := 3%, x4, = xa mit A := [J;2, A,. Nach Lemma 8.15
folgt

Z E(A))x = Z Xa,(T)z = xa(T)zr = E(A)z (v € X).

(iii) Nach Satz 8.14 gilt E(o(T)) = 1,¢)(T) = idx.
Nach (i)—(iii) ist £: Z(c(T")) — L(X) ein PV-Ma$.
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Schritt 3: F erzeugt T':

Definiere den Operator S := fU(T) AdE(A) nach Satz 8.27. Es ist zu zeigen,
dass S = T. Sei f — Y(f) = fO(T) fdE der diesem S zugehorige messbare

Funktionalkalkiil nach Satz 8.27, und f +— f(T') der zu T gehorige Funktio-
nalkalkiil nach Satz 8.14.

Wihle jetzt eine Treppenfunktion f auf o(7") mit Hf — idU(T)”LOO(a(T)) < e.

Dann gilt
1T = SNy S NT = F(D ey + 1) = U () pixy + 1) = Sl
Nach Satz 8.14 ist
HT - f(T)”L(X) S HldU(T) _fHLoo(O-(T)) S €.

Ebenso ist nach Lemma 8.24 b)

< |lidocr) _fHLOO(a(T)) s e
L(X)

15 =¥l = | [ =702y

SchlieBlich ist
FT)=(f) = fixa(T Z FE(A) = O x
j=1

Insgesamt erhalten wir ||T"— S|y, < 2e, dh. T'= S.

Schritt 4: F ist eindeutig:

Sei E ein weiteres PV-Ma$ auf Z(c(T)) und T = fo(T) AdE()). Fiir jedes
f € B(o(T)) ist dann (vgl. Satz 8.27 ¢))

saE= 5@ = [ s0

o(T)

Fir A € #(0(T)) wihlen wir die Stufenfunktion f = x4, und es ergibt sich
E(A) = xa(T) = E(A),

also ist tatsichlich E = E. []

8.31 Lemma. Sei T' € L(X) selbstadjungiert, E das zugehiorige PV-Maf, und
S € L(X). Dann sind dquivalent:

(i) ST =TS,
(ii) fir alle A € B(o(T)) gilt SE(A) = E(A)S,
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(iii) fir alle f € B(o(T)) gilt Sf(T) = f(T)S.

Beweis. (1)=(ii):
Aus ST =TS folgt ST™ =T"S fiir alle n € N und damit

(ST"x,y) = (T"Sx,y) (r,y € X,n>0). (8-5)

Wir wissen bereits, dass £/ durch die Familie komplexer Mafle F, , mit z,y € X
eindeutig bestimmt ist, vermdoge der Relation (E(A)z,y) = E,,(A). Wegen
(SE(A)z,y) = (E(A)x,S*y) ist auch A — (SE(A)x,y) ein komplexes Maf.
Fiir alle z,y € X und n € Ny haben wir, mit f(s) := s", dem Spektralsatz
und (8-5),

[ isEWg) = [ 10 dEN. ) / FN B,  (36)
T)x,S*y) = (ST"x,y) = (T"Sx,y) (T)Sz,y)
/f )dEs,, = /)\"d(E()\)Sx,y>.
Also stimmen die Mafe ME};(A) = (SE(A)x,y) und MQ?)J(A) = (E(A)Sz,y)
als Funktionale iiberein auf den Polynomen A" und damit auf den stetigen

Funktionen f € C(o(T)) (Satz von Weierstral). Nach dem Darstellungssatz
von Riesz (Satz 8.11) sind die MaBle gleich. Damit ergibt sich aus (8-6), dass

(SE(A)z,y) = (E(A)Sz,y) (v,y e X, Ae B(o(T)),
d.h. es gilt SE(A) = E(A)S fiir alle A € B(a(T)).
(i) = (iii):
Folgt aus <Sf = [F\) (A\) und der Beziehung (f(7T)Sz,y) =

[ fx d,uxy ), Vgl. d1e obige Rechnung. Wegen SE(A) = E(A)S sind die
beiden MaBe gleich, also erhalten wir (Sf(T)x,y) = (f(T)Sx,y).

(ii))=(i):
Setze f :=idy(7). m

8.32 Beispiel. Sei T' € C™*" eine selbstadjungierte Matrix mit den paarweise ver-
schiedenen Eigenwerten fi, ..., ti,. Sei E({u;}) die Orthogonalprojektion auf den
Eigenraum ker(p; — 7). Dann gilt

T= Y mEuh = [ B0
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wobei das PV-Mafl zu T" gegeben ist durch

m

E(A) =) B(An{wh= ) Elw})) (AcBR).

j=1 {j: myeA}

8.33 Lemma. Sei A € L(X) selbstadjungiert mit A > 0rx). Dann existiert genau
ein selbstadjungiertes B € L(X) mit B > Opx) und B*> = A. Der Operator B
heifst die Wurzel von A. Insbesondere ezistiert zu jedem Operator A € L(X) der
Absolutbetrag |A| := vV A*A.

Beweis. Der Operator B = VA erfiillt B > Or(x) und B? = A nach dem Spek-

tralsatz. Zu zeigen ist noch die Eindeutigkeit. Sei also B > 0Op(x) mit B? = A.
2

Wile b € R mit b > M i= supj,_, (Az,2) und b > |[B

. Sei weiterhin
L(X)

m = infy =1 (Az, ).

Zur Funktion g(t) := /t existiert nach dem Satz von Weierstraf$ eine Folge (p,)nen
von Polynomen mit ||p, — g|l;.« — 0 (n — o0) im Intervall [0,b] D [m, M].
Damit gilt
[pn(A) — B”L(X) = [|pn(A) — g(A)HL(X) — 0. (8-7)
Setze p,(t) := p,(t?) und g(t) := g(t*)(=t). Dann ist
1Pn — 5\\Loo([o,\/5]) = [|pn — QHLoo([o,b]) — 0 (n—o00).

Wir erinnern daran, dass

o) o,

Nach dem Funktionalkalkiil gilt, fiir n — oo,

Aber es ist Pn(B) = pu(B%) = p,(A). Somit folgt aus (8-7) und (8-8) die Gleichheit
B =g(A) = B. O

Pn(B) = g(B)

P(B) - B

= Pn = 9ll o ovmy — 0 (8-8)

o ™| Jucs

8.34 Lemma. Seien A, B € L(X) selbstadjungiert mit A > Opx), B > Opx) und
AB = BA. Dann ist AB > Orx).

Beweis. Es ist v/B selbstadjungiert, und
AB = AVBVB = VBAVB > OL(x)
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wegen

<\/§A\/§x,x> = <A\/Ex, \/§$> >0 (zeX).

Hier wurde verwendet, dass A und v/B vertauschen (Lemma 8.31). ]

8.35 Bemerkung. Aus dem Spektralsatz folgt eine ganze Reihe von Aussagen iiber
Spektren und Normen von Operatoren. So gilt zum Beispiel:

a) Sei T' € L(X) selbstadjungiert und A\g € p(7"). Dann gilt

-1

(T = 20) 7| ) = [dist(Ao, o(T))]

Denn die rechte Seite ist || f||;« fiir die Funktion f € C(o(T)) mit f(A) := Afle'
Vergleiche dazu Satz 7.4.

b) Sei T' € L(X) selbstadjungiert und f € C(o(T)). Dann ist [|[f(T)|[,x) =
max{|Al: A € o(T)} = ||fll;~. Denn das Maximum ist der Spektralradius von
T und [[f(D)llpxy = I fllp~ nach dem stetigen Funktionalkalkiil. (Vergleiche Satz

7.12.) Insbesondere folgt aus der Darstellung T = [, AdE()) bereits 1Ty <
max{|\|: A € K}.

8.36 Bemerkung. Ein weiteres Ergebnis ist die folgende Zerlegung eines Opera-
tors, auch bekannt als polare Zerlegung (vgl. [10]).

Sei T' € L(X). Dann gilt:

e cs existiert eine partielle Isometrie U € L(X) mit T'= UvT*T.

e cs existiert genau eine partielle Isometrie U € L(X) mit 7' = UVT*T und
ker U = ker T

e wenn 7" normal ist, so gibt es ein unitdres U mit 7' = Uv/T*T.
Hierbei heifit ein Operator U € L(X) eine partielle Isometrie, wenn U eine Isometrie
auf dem Teilraum (ker U)?* ist.

Man denke an die Zerlegung z = €'?|z| fiir jede komplexe Zahl z.

8.37 Bemerkung. Der Spektralsatz wird haufig auch mit Hilfe von Spektralscharen
formuliert. Dabei heifit eine Familie { F)} er C L(X) eine Spektralschar, falls gilt:

(i) F) ist orthogonaler Projektor fiir alle A € R.
(i) F,Fy\ = F)\F, = F, fiir alle p < A
(ili) F,x — Fhx fur p N\ A (r € X) (Rechtsstetigkeit).
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(iv) Fyx — 0 fiir A — —oo (z € X).
(v) Fxx — x fiir A — 400 (z € X).
Sei T € L(X) selbstadjungiert und E das zugehorige PV-Maf. Dann wird durch

Py = E((—0,)]) (A €R)

eine Spektralschar definiert. Definiert man das Integral {iber Spektralscharen geeig-
net (etwa im Sinne eines Riemann—Stieltjes—Integrals), so gilt

T:/AdE(/\):/ AdF.
R —00

Die Spektralscharen entsprechen den Verteilungsfunktionen in der Wahrscheinlich-
keitstheorie, die Darstellung von T durch Spektralscharen ist dquivalent zur Dar-
stellung durch PV-Mafe.

Der Spektralsatz wurde oben fiir beschriankte selbstadjungierte Operatoren formu-
liert. Tatsédchlich gilt dieser Satz aber fiir allgemeinere Operatoren: Zum einen kann
die Selbstadjungiertheit 7' = T™ durch die Normalitdt 77 = T*T des Operators T'
ersetzt werden, zum anderen kann 7" auch unbeschréinkt sein. Man beachte, dass zwei
unbeschriankte Operatoren genau dann gleich sind, wenn sie gleichen Definitionsbe-
reich besitzen und auf diesem {iibereinstimmen. Der folgende Satz wird hier nicht
bewiesen, der wesentliche Teil des Beweises wurde aber oben schon durchgefiihrt.

8.38 Definition und Satz (Integral iiber PV-Ma$ fiir messbare Funktionen). Sei
(X, o) ein Messraum, E: of — L(X) ein PV-MafS. Zu x € X sei wieder E,: o/ —
[0,00) durch E,(A) := |E(A)z||* definiert. Sei f: X — C messbar-

Definiere
D(/de) = {xeX: /|f|2dEx<oo}.

Dann existiert fir alle x € D([ f dE) eine Folge von Stufenfunktionen f,,: X — C
mit f, — f punktweise und [|f, — fI*dE, — 0 (n — 00), und der Operator

/de:XDD(/de) — X, v +— (/de)a::— 1i_>rn (/fndE)x
st wohldefiniert.

8.39 Satz (Spektralsatz, allgemeine Formulierung). Sei X ein C-Hilbertraum und
T: X D D(T) — X ein normaler Operator in X. Dann existiert genau ein PV-Majf$
)

E: AB(0(T)) = L(X) mit
T = / idyr) dE.
o(T)
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Fiir jede messbare Funktion f: o(T) — C wird durch

ein normaler Operator definiert. Es gelten die iblichen Regeln fiir den Funktional-
kalkil. Falls f ein Polynom ist, stimmt f(T) mit der tblichen Definition tiberein.
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