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1. Postulate der Quantenmechanik, Observable

a) Ein kurzer Ausflug in die klassische Mechanik

Ein klassisches mechanisches System ist beschrieben durch generalisierte Koordi-
naten und die Lagrangefunktion. Generalisierte Koordinaten sind von der Form
q(t) = (q1(t),...,qs(t)) € RS welche von der Zeit t € R abhingen; Beispiele fiir
generalisierte Koordinaten sind der Ort eines Teilchens ¢(t) € R®. Die Lagrange-
funktion ist von der Form L(t,q(t),(t)) (wobei ¢(t) := 2q(t) die Ableitung nach
der Zeit bezeichnet). Das Hamilton-Prinzip besagt:

Ein mechanisches System mit der Lagrange-Funktion L bewegt sich so, dass ¢(t)
eine Extremalstelle des Wirkungsfunktionals

to

S(@) = [ Lt
t1

(mit gegebenen Randbedingungen q(t1) = qo1, q(t2) = qoz2) ist.

Man definiert die generalisierten Impulse p = (ps,...,ps) durch

oL
94

pi ‘= (221,,5)

und die Hamilton-Funktion

H(t,q,p) sz% L(t,q,q).

Aus dem Hamilton-Prinzip folgen dann die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen

OH(t,q(t),p(t))

%(t): ( _17 '75)7
O (o) f0) -
pi t) = — ’ 7 1= ]., . ,S
(t e )
sowie %i[ = —%—f. Damit ist der Zustand des Systems durch die gewdhnliche Diffe-

rentialgleichung (1-1) und gegebene Anfangsbedingungen p(to), q(to) eindeutig be-
stimmt (bei entsprechender Voraussetzung an die Hamilton-Funktion, etwa die glo-
bale Lipschitz-Bedingung). Physikalisch entspricht die Hamilton-Funktion (unter ge-
wissen Bedingungen) der Energie des Systems.

1.1 Beispiel (Harmonischer Oszillator). Der harmonische Oszillator beschreibt
einen Korper an einer Feder, welche dem Hookeschen Gesetz F' = —kx mit der
Federkonstanten k geniigt (siehe Abbildung 1).
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2 1. Postulate der Quantenmechanik, Observable

Abbildung 1: Der harmonische Oszillator (nach [No02-2])

Hier wahlt man S :=1, q := ¢q; := x € R. Die kinetische Energie ist gegeben durch
T = %mq’2, die potentielle Energie durch V' = %kqQ. Die Lagrangefunktion fiir dieses
mechanische System lautet

1

) . 1
L@ﬂ@%q@%=§nm2—§kf-

Der generalisierte Impuls ist gegeben durch

oL .
= — =mq,
p EY q
damit ist die Lagrange-Funktion in den neuen Variablen gegeben durch z(t, q,p) =
% — 3kq?, und die Hamilton-Funktion ist

2
. =~ p 1

Die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen lauten

OH(t,q(t),p(t))  p(t)

y, t pu— =
4(t) o —
. OH(t,q(t), p(t))
t)=— = —kq(t).
0 o (1)
Damit folgt §(t) = ’% = —%q(t). Diese gewohnliche Differentialgleichung ist mit

gegebenen Anfangswerten ¢(to), ¢(to) eindeutig fiir alle ¢t € R losbar (als lineare
Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten).

Wir fassen die obigen Begriffe nochmal kurz zusammen:

1.2 Definition. Ein klassisches mechanisches System ist gegeben durch generali-
sierte Koordinaten ¢ = ¢(t) € R, generalisierte Impulse p = p(t) € R¥ und die
Hamilton-Funktion H: R x RY x RS — R, (t,q,p) — H(t,q,p).
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1. Postulate der Quantenmechanik, Observable 3

a) Ein Punkt ¢ = (q,p) € R?% heifit Phase oder Phasenvektor. Die Menge R?S =
{(q,p) : ¢,p € R®} heifit Phasenraum. Die Menge aller Punkte (q(t), p(t)) € R,
welche ein physikalisches System annehmen kann, heifit Menge aller Phasenbahnen
oder Phasentrajektorien. Die Menge R?*! = {(t,q,p) : t € R, ¢,p € R®} heifit
Zustandsraum des Systems.

b) Die zeitliche Entwicklung eines Phasenvektors () = (q(t),p(t)) ist gegeben
durch die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen

OHOAO) gy OHEAOD) ()

q;(t)

b) Einige Begriffe aus der Operatortheorie

Wir wiederholen einige Begriffe aus der Operatortheorie, wie sie in der Funktio-
nalanalysis behandelt werden. Im Folgenden werden immer komplexe Vektorrdume
betrachtet, insbesondere wird unter einem Hilbertraum immer ein C-Hilbertraum
verstanden.

1.3 Definition. a) Ein C-Vektorraum .7, versehen mit einer Abbildung (-, -): .7 x
C — C, heifit ein Vektorraum mit Skalarprodukt oder ein Prahilbertraum, falls gilt:

(i) Fiir alle y € S ist die Abbildung x +— (z,y) linear.

(i) Fir alle z,y € 42 gilt (x,y) = (y, x).
(iii) Fiir alle x € 22 gilt (x,x) > 0. Es gilt (z,z) = 0 genau dann, wenn z = 0.

b) Zwei Vektoren z,y € ¢ heiflen orthogonal (in Zeichen = L y), falls (x,y) =0
gilt. Eine Familie {x;};c; von Vektoren hei8t orthonormal, falls gilt:

1 fallsi=j,
(i, 35) = 055 := { ’
0 sonst.

¢) In einem Prahilbertraum (47, (-,-)) wird durch ||z|| := (x,2)"/? die kanonische
Norm definiert. Ein Préhilbertraum (oder allgemeiner ein normierter Raum) heif3t
vollstandig, falls jede Cauchyfolge konvergent ist. Ein vollstdndiger Préahilbertraum
heiflt Hilbertraum.

d) Ein Hilbertraum .7 heifit separabel, falls eine abzéhlbare Teilmenge A C 7
existiert, welche in 7 dicht liegt, d. h. zu jedem z € 5 und ¢ > 0 existiert ein
a € Amit ||z —al <e.

e) Eine Teilmenge S C 4 eines Hilbertraums .7 heifit eine (Hilbertraum-)Basis,
falls S eine maximale orthonormale Teilmenge ist, d. h. falls fiir jede orthonormale
Teilmenge S D S bereits S = 5 gilt.
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4 1. Postulate der Quantenmechanik, Observable

1.4 Bemerkung. Es gilt: Jeder Hilbertraum besitzt eine Basis. Ein Hilbertraum
ist genau dann separabel, wenn er eine hochstens abzéahlbare Basis besitzt.

1.5 Definition (Linearer Operator). Sei ¢ ein C-Hilbertraum.

a) Ein linearer Operator T: . O D(T) — 4 ist eine lineare Abbildung vom
Definitionsbereich D(T) C . nach s, wobei D(T) ein linearer Unterraum von .7’
ist. Die Menge G(T') := {(z,Tz): v € D(T)} heifit der Graph von T'.

Wir setzen R(T) := {Tx : x € D(T)} (Wertebereich, englisch range) und N(7') :=
ker T :={x € D(T) : Tx = 0} (Kern von T').

b) Der Operator T heiit abgeschlossen, wenn G(7') eine abgeschlossene Teilmenge
von J€ @ I ist.

c) Der Operator 7" heiBit abschlieibar, wenn es einen abgeschlossenen linearen Opera-
tor T gibt mit G(T") = G(T'). Der Operator T heifit AbschlieSung oder der Abschluss
von T

d) Seien T': 5 D D(T) — # und S: A D D(S) — S zwei lineare Operatoren.
Wir schreiben S C T, falls D(S) C D(T') und Sz = Tz (x € D(S)) gilt. Die Gleich-
heit S = T ist als Gleichheit der Definitionsbereiche und der Werte zu verstehen.
Die Verkniipfung von .S und 7T ist definiert durch

D(ST):={x € D(T) :Tx € D(S)},
(ST)x .= S(Tx) (x € D(ST)).

Eine spezielle Klasse von Operatoren sind die stetigen linearen Operatoren:

1.6 Lemma (Stetiger linearer Operator). a) Seien X, Y normierte Raume, und sei
T: X =Y eine lineare Abbildung. Dann sind dquivalent:

(i) T ist stetig.
(ii) T ist stetig an der Stelle 0.
(11i) T ist beschrinkt, d. h. es existiert eine Konstante C' > 0 mit

[Tzlly < Cllzlx (€ X).

Der Raum aller stetigen linearen Operatoren wird mit L(X,Y’) bezeichnet. Wir
schreiben L(X) := L(X,X). Speziell fir Y = C ist X' := L(X,C) der topologi-
sche Dualraum von X.

b) Durch

Tx Y
|T|| := sup u: sup ||Tx||y
rex\{oy 1Zllx  japr=t
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1. Postulate der Quantenmechanik, Observable )

wird eine Norm auf L(X,Y) definiert. Falls Y wvollstindig ist, so ist auch L(X,Y)

vollstindig und damit ein Banachraum. Speziell ist X' immer ein Banachraum.

1.7 Definition. Sei J# ein Hilbertraum und 7': 5 D D(T) — % ein abgeschlos-
sener linearer Operator.

a) p(T) :={\e C: T —X: D(T) —  ist bijektiv} heifit die Resolventenmenge
von T'.

b) o(T) := C\ p(T) heiit das Spektrum von 7.
¢) 0,(T) :== {X € C: T — X nicht injektiv} heifit das Punktspektrum von 7" (die

Menge aller Eigenwerte von 7).

d) 0.(T) :={X € C: T — Xinjektiv, R(T — \) = 5, R(T — \) # '} heifit das
kontinuierliche Spektrum von 7.

e) o.(T) :={X € C: T — X injektiv, R(T — \) # 7} heifit das residuelle Spektrum
(oder Restspektrum) von 7.

1.8 Definition. Seien S ein Hilbertraum und 7': ¢ O D(T) — ¢ ein linearer
dicht definierter Operator (d. h., es gelte D(T') = ). Definiere D(T™) als die Menge
aller y € 7, fiir welche ein x* € J existiert mit

(Ta.y) = (,2") (x € D(T)).
Der adjungierte Operator T* ist definiert auf dem Definitionsbereich D(7T™*) durch
Ty :=z* (ye D(TY)).

1.9 Bemerkung. a) Da D(T) dicht in JZ liegt, ist das Element z* eindeutig, und
T* ist wohldefiniert auf D(7*).

b) Der adjungierte Operator ist immer abgeschlossen. Falls T' dicht definiert und
abschlieSbar ist, ist auch 7" dicht definiert und T = T**.

c) Falls T' € L(), d. h., falls T stetiger linearer Operator ist, so gilt (nach der
Cauchy-Schwarz-Ungleichung) D(T™*) = 5, und T* ist durch die Bedingung

(Tx,y) = (x,T"y) (2,y € H)

eindeutig festgelegt.
d) Sei T' dicht definierter Operator. Man kann leicht zeigen, dass

R(T) = (N(T"))*", R(T)* = N(T"),

wobei fiir einen Unterraum M C 7 das orthogonale Komplement definiert ist durch
Mt ={x e :(mz)=0(me M)}

© Robert Denk 15.01.2018



6 1. Postulate der Quantenmechanik, Observable

1.10 Definition. Sei 4 ein Hilbertraum und 7: 5 O D(T) — S ein linearer
dicht definierter Operator. Dann heifit T

(i) normal, falls TT* = T*T,
(i) unitér, falls T' € L(J€) und TT* = T*T = id s,

)

)
(iii) selbstadjungiert, falls T' = T,
(iv) wesentlich selbstadjungiert, falls 7" abschlieBbar ist und 7" selbstadjungiert ist,
)

(v) symmetrisch, falls T' C T* gilt.

1.11 Bemerkung. a) Direkt nach Definition gilt: Ein linearer dicht definierter
Operator ist genau dann symmetrisch, falls

(Tw,y) = (=, Ty) (z,y € D(T)).

b) Ein stetiger linearer Operator ist genau dann selbstadjungiert, wenn er symme-
trisch ist. Das folgt sofort aus D(7*) = D(T') = 2.

¢) Man kann leicht zeigen: Falls T selbstadjungiert ist, so gilt o(7) C R und 0,.(T) =
(. Dabei folgt die letzte Aussage sofort aus der Gleichheit R(T — \) = (N(T — X))+
fiir A € R nach Bemerkung 1.9 c).

c) Observable

Ein quantenmechanisches System wird unter Verwendung der Operatortheorie be-
schrieben.

1.12 Definition. Ein quantenmechanisches System ist beschrieben durch einen se-
parablen C-Hilbertraum #, zugehorige reine Zustinde und Observablen. Dabei ist
ein reiner Zustand 1 definiert als eindimensionaler Unterraum von 5#°. Eine Obser-
vable A (Messapparatur fiir eine physikalische Grofie) ist definiert als selbstadjun-
gierter Operator in 2.

Die Wahl des Hilbertraums sowie der Observablen héngt vom betrachteten System
und der Modellierung ab.

1.13 Bemerkung. Ein eindimensionaler Unterraum von . hat die Form {\¢ :
A € C} mit 1 € 2, ||| = 1. Aquivalent kann man daher auch reine Zustinde als
normierte Vektoren in J# definieren, d. h. den Phasenraum {¢p € 22 : ||¢| = 1}
betrachten. Allerdings beschreibt 1 und e+ mit § € R nach Definition denselben
Zustand.

© Robert Denk 15.01.2018



1. Postulate der Quantenmechanik, Observable 7

1.14 Beispiel (Ortsobservable). Die eindimensionale Ortsobservable (Ortsopera-
tor) @ ist im Hilbertraum 5 = L?(R) definiert durch

D(Q) ={f € L*R) : (x = - f(2)) € L(R)},
(Qf)(x) =z f(x) (f € D(@Q))

Man spricht vom Multiplikationsoperator mit der Funktion idg : x + .

Um die Selbstadjungiertheit von ) zu zeigen, ist der folgende Satz niitzlich:

1.15 Satz. Sei € ein Hilbertraum und T: 5 O D(T) — € symmetrisch. Falls
R(T+i)=R(T — 1) = 5, so ist T selbstadjungiert.

Beweis. Nach Voraussetzung gilt 7' C T, es ist also nur D(7™) C D(T) zu zeigen.
Sei x € D(T*). Da R(T — i) = S, existiert ein y € D(T) mit (T —i)y = (T* —1)z.
Wegen T' C T™ folgt x—y € N(T*—i) = R(T+i)* = #+ ={0},d. h.x =y € D(T).
Hier wurde Bemerkung 1.9 ¢) verwendet. ]

1.16 Satz. Die Ortsobservable Q) ist selbstadjungiert.
Beweis. Fir f,g € D(Q) gilt

(@1.9) = [ af@gids = [ foiaglords = (£, Q).
R R
Dabei existieren die Integrale nach der Holderschen Ungleichung

Q) allewy < NQf 2 |9l L2my < 00.

Also ist Q symmetrisch. Sei nun g € L?*(R) gegeben. Wir definieren fi(z) :=

98) (r € R). Wegen |z i > 1 (z € R) gilt f € L*(R) mit || fllz2@) < llgllr2m)-

Analog gilt

—|<1
T

und damit (z — xf(x)) € L*(R). Also gilt f € D(Q) = D(Q % ¢). Nach Definition
von f gilt [(Q £1i)f](z) = (x £4)f(z) = g(z) (z € R). Also ist R(Q +1i) = L*(R),
und nach Satz 1.15 ist @) selbstadjungiert. m

1.17 Beispiel (Impulsobservable). Die Impulsobservable (Impulsoperator) P ist
definiert im Hilbertraum 7 := L*(R) durch

D(P) := H'(R),
Pf:=—ihf" (f € D(P)).

© Robert Denk 15.01.2018



8 1. Postulate der Quantenmechanik, Observable

Dabei ist h = % ~ 6,582 - 1076 eVs eine physikalische Konstante, das reduzierte
Plancksche Wirkungsquantum. Der Definitionsbereich von P ist der sogenannte L2-
Sobolevraum erster Ordnung auf R, der auf verschiedene Weisen definiert werden
kann, z. B. durch

HY(R):={f € L*(R): f' € L*(R)}.

Dabei ist die Ableitung einer L?-Funktion f im distributionellen Sinn zu verstehen.
Eine Definition von f’, welche ohne den Begriff der Distribution auskommt, ist durch
die schwache Ableitung gegeben. Fiir eine Funktion f € L*(R) gilt f’ € L*(R) genau
dann, wenn eine Funktion g € L*(R) existiert mit

/R F () () = — / g(@)p(@)dz (p € CX(R)).

In diesem Fall ist f' = g. Hier ist C§°(R) := {¢ € C*(R) : supp ¢ C R kompakt }.

Fiir die Analyse des Impulsoperators ist die Fouriertransformation niitzlich. Hier
werden nur einige Eigenschaften zusammengefasst.

1.18 Definition und Satz. a) Fiir f € L*(R™) heifit

aZ — 1 —iT
(O = s | f@e

die Fourier-Transformierte von f.

b) Die Fourier-Transformation % lisst sich von L*(R™) N L?(R™) eindeutig fortset-
zen zu einer unitiren Abbildung F € L(L*(R™)). Insbesondere ist F bijektiv und
isometrisch, d. h. es gilt |.Z f|l2@n) = | fll2@ny (f € L*(R™)).

Fiir g € LY(R™) N L*(R™) ist die inverse Fouriertransformation gegeben durch

(7)) = (F0)) = o [ sl

¢) Fir f € L*(R") und j = 1,...,n mit 9,, f € L*(R") gilt

(F 02, 1)) = i&(F )(E) (€ €R™).

Fir f € L*(R™) mit z;f € L*(R") (dabei sei x;f die Kurzbezeichnung fiir die
Funktion x — x;f(x)) gilt 0¢, .7 f € L*(R") und

(F(2;1))(€) = =0, (F [)(€) (£ € RY).

1.19 Satz. Die Impulsobservable P ist selbstadjungiert.

© Robert Denk 15.01.2018



1. Postulate der Quantenmechanik, Observable 9

Beweis. Nach Satz 1.18 ¢) gilt P = hZQ.% ! (mit Gleichheit der Definitionsberei-
che). P ist dicht definiert wegen C§°(R) C D(P) und symmetrisch wegen

(Pf,g) =MFQF ' f,9) = QF 'f,.F g) = MF ' f,QF g
= Wf, FQF 'g) = (f, Pg)
fir alle f,g € D(P). Schlieflich ist P +i = Z1(Q +1).Z surjektiv, da Q + ¢

surjektiv ist und .# und % ! Isomorphismen von L*(R) sind. Nach Satz 1.15 ist P
selbstadjungiert. O]

1.20 Satz. Fir die Ortsobservable Q) und die Impulsobservable P gilt

o(Q) = 0.(Q) =R, o(P) = 0.(P) = R.

Beweis. (i) Wir betrachten zunéchst ). Nach Bemerkung 1.11 ¢) gilt 0(Q) = 0,(Q)U
0.(Q) C R. Angenommen, A € R ist ein Eigenwert von ). Dann existiert ein
feDQ)\ {0} mit Qf = Af, d. h. (x — \)f(x) = 0 fast iiberall. Es folgt f(z) =0
fast iiberall, d. h. f =0 in L*(R), Widerspruch. Somit ist 0,(Q) = 0.

Fiir festes A € R sei

1, zeX—1,A+1],

0, sonst

g(z) == X[Aﬂ,AH](:ﬁ) = {

(charakteristische Funktion von [A — 1, A + 1]). Dann ist ¢ € L*(R). Falls ein f
existiert mit (Q — A)f = g, folgt f(x) = -1 fiir fast alle 2 € [\ —1,A + 1] und
damit f ¢ L?(R). Also ist @ — ) fiir kein A € R surjektiv. Insgesamt erhalten wir
0(Q) =0.(Q) =R.

(i) Wegen P = h.Z Q.F ! folgt p(P) = hp(Q) := {hX : XA € p(Q)}. Falls f ein Ei-
genvektor zu () zum Eigenwert A ist, so ist .% f ein Eigenvektor zu P zum Eigenwert
RA. Somit folgt aus (i) o(P) = 0.(Q) = R. O

d) Der Spektralsatz und die stochastische Interpretation

Um die stochastische Interpretation einer quantenmechanischen Messapparatur for-
mulieren zu konnen, brauchen wir den Spektralsatz und den Begriff eines Spektral-
mafes.

1.21 Definition. Sei . ein Hilbertraum.

a) Ein stetiger linearer Operator P € L(.7) heifit eine orthogonale Projektion, falls
P = P? = P~ gilt.

© Robert Denk 15.01.2018



10 1. Postulate der Quantenmechanik, Observable

b) Sei 2 C R abgeschlossen und B(£2) die Borel-o-Algebra. Eine Abbildung E: B(2) —
L(A) heifit ein Spektralmaf (oder ein projektorwertiges Maf, PV-Ma$), falls gilt:

(i) E(A) ist orthogonale Projektion (A € B(f)).

(i) Sei (An)nen C B(S2) eine Familie paarweise disjunkter Mengen. Dann gilt

E(UAN)

neN

r=Y E(A)z (z€).

neN

(iii) Es gilt E(Q) = id .

1.22 Bemerkung. Sei x € . Dann ist E,: B(Q2) — [0, 00) mit
Ey(A) == (E(A)z,z) = |E(A)z|* (A€ B(Q)

ein endliches Maf§ mit E,(Q) = ||z

1.23 Definition. Sei E: #(Q) — L(H) ein Spektralmaf. Sei f: X — C eine
Stufenfunktion, d. h. es existiert eine Darstellung der Form f = " | fixa, mit
fi € Cund A; € B(Q) disjunkt. Dann heifit

[ i =Y nE) € Lo
i=1
das Integral von f bzgl. E.

1.24 Definition und Satz (Integral {iber PV-Ma#8 fiir messbare Funktionen). Sei
E: B(Q) — L(S) ein Spektralmaf, und sei f: Q — C messbar.

Definiere
D </ f(/\)dE()\)) - {x e /|f()\)|2dEx(/\) < oo} |

Dann existiert fiir allex € D([ f(A\)dE(X)) eine Folge von Stufenfunktionen f,,: Q —
C mit fo, — [ punktweise und [ |f, — fI?’dE, — 0 (n — 00), und der Operator

/f()\)dE()\): 5D (/ de> N

z (/ f(A)dE(A)) vi= lim (/fn()\)dE(A)) .

ist wohldefiniert.

© Robert Denk 15.01.2018



1. Postulate der Quantenmechanik, Observable 11

Der Operator [ f()\) ()\) 1st abgeschlossen, dicht definiert und normal. Falls f
reellwertig ist, ist [ f(N)dE(X) selbstadjungiert. Es gilt

H/f JAEQA H _/|f )AL )=/|f()\)|2d||E()\)x||2 (x € 7).

Nach dem obigen Satz ist [ fdFE fiir jedes Spektralma £ und jede messbare Funk-
tion f: Q — R ein selbstadjungierter Operator. Insbesondere gilt dies fiir [ AdE()).
Der Spektralsatz besagt, dass umgekehrt zu jedem selbstadjungierten Operator T'
ein Spektralmaf existiert mit 77 = [ AdE(\). Dies erméglicht es unter anderem,
Funktionen von Operatoren zu definieren.

1.25 Satz (Spektralsatz). Sei S ein C-Hilbertraum und T': 5 D D(T) — J ein
selbstadjungierter Operator. Dann ezistiert genau ein Spektralmaff E: B(o(T)) —
L(S) mit

T = / LAY

Fiir jede messbare Funktion f: o(T) — C wird durch

D(F(T >>:={me% / NPAE, () < o0}

ein normaler Operator definiert. Falls f ein Polynom ist, stimmt f(T) mit der bli-
chen Definition (sieche Definition 1.5 d)) iberein.

Falls f,g: o(T) — C messbare Funktionen sind, so gilt folgender Funktionalkalkil:

(f(T)" = F(T),
FT) +9(T) < (f +9)(T),
F(M)g(T) < (f9)(T).

1.26 Bemerkung. a) Man sagt, zwei Operatoren S und T vertauschen, falls ST =
TS gilt (mit Gleichheit der zugehérigen Definitionsbereiche). Falls T' = T* und F das
Spektralmaf zu 7" ist, so vertauscht ein Operator S € L(.#) mit T genau dann, wenn
S mit allen Projektionen F(A), A € B(o(T")), vertauscht. In diesem Fall vertauscht S
auch mit allen Funktionen f(7") von T'. (Ohne Beweis, siche dazu auch Definition 3.9
fir den Begriff der Vertauschbarkeit zweier unbeschrankter Operatoren.)

b) Wihlt man f(\) ;=1 (X € (7)), so erhédlt man (Integral iiber Stufenfunktion)

/ WE() = f(T) = E(o(T)) = idp .

Daher heifit ein Spektralmafl auch eine Resolution der Identitéat.
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12 1. Postulate der Quantenmechanik, Observable

1.27 Bemerkung. Man kann zeigen, dass eine reelle Zahl A genau dann Eigenwert
von T ist, falls E({\}) # 0 gilt. In diesem Fall ist R(E({\}) der Eigenraum zum
Eigenwert A, und fiir ¢ € R(E({\})) gilt E,({\}) = 1.

1.28 Satz. Sei T ein selbstadjungierter Operator mit o.(T) = (. Dann ist o(T) =
0,(T") hichstens abzihlbar, und es ezistiert eine Orthonormalbasis {1;};en von H
aus Figenfunktionen von T. Es gilt

¥ = / B = S o), (6 € ),

7j=1

m:/w Z (Wb (i € D(T)),

10 = [ FNAEQ) = > 05wy (v € DT
fir jede Funktion f: 0,(T) — C, wobei Tv; = \j);.

Beweis. Seien iy, po zwei verschiedene Eigenwerte von 7' mit Eigenfunktionen ¢y, ¢o.
Dann gilt (1, @2) = 0.

Sei A ein Eigenwert von 7. Da T" — A ein abgeschlossener Operator ist, ist der Ei-
genraum N (T — \) ein abgeschlossener Unterraum von .7 und damit selbst ein Hil-
bertraum. Daher existiert eine Orthonormalbasis {¢y; : 7 < Ny} von N (7 — X) mit
Ny € NU {oo}. Die Vereinigung all dieser Orthonormalbasen S := [, {¥r;
j < Ny} ist ein Orthonormalsystem in 5% und damit hochstens abzdhlbar (7 ist
separabel). Schreibe daher S = {¢; : j < N} mit N € NU {oo}. Insbesondere ist
o(T) = 0,(T) hochstens abzéhlbar. Wir definieren A; durch Tv; = \;1; (Eigenwerte
inklusive Vielfachheit).

Fir A € 0,(T") ist E({\}) die orthogonale Projektion auf den Eigenraum N (T — \).
Mit den Bezeichnungen von oben gilt daher

E({(ANY = > (1, 0x,)9x

J<Nx

(beachte, dass die orthogonale Projektion auf den eindimensionalen linearen Unter-
raum {ot); : o € C} gegeben durch ¢ — (¢, 4;)1);). Damit gilt fiir jede Funktion
f:0,(T) = Cund alle ¥ € D(f(T)):

rw = | ( )f( > AB (1)
op(T AEap(T)
= > FNE{He

Aeop(T)

© Robert Denk 15.01.2018



1. Postulate der Quantenmechanik, Observable 13

= > FN) D) (W ons)ea

Aeop(T) J<Nx
=) FON) W, ).
J<N

Speziell fir f(A) =1 (A € 0,(7")) erhélt man
b= (W) (¥ e )
J<N

Damit ist {¢;};<ny eine Orthonormalbasis von .7 und es gilt N = oo (J ist
unendlich-dimensional). Die Darstellung fiir 7% folgt mit f = id,, 7). O]

1.29 Definition. Sei T eine Observable im quantenmechanischen System .7, und
sei ¢ € D(T) ein reiner Zustand. Eine Messung der Observablen T, falls sich das
System im Zustand ¢ befindet, entspricht der Anwendung von 7" auf .

Sei E das zur Observablen T' gehorige Spektralma$l auf B(o(7")). Dann ist fiir jede
Menge A € B(o(T)) die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass der gemessene Wert in A
liegt, gegeben durch

(E(A), ¥) = [ E(A)Y[* = Ey(A).

Man spricht von der stochastischen Interpretation eines quantenmechanischen Sy-
stems.

1.30 Bemerkung. a) Nach Bemerkung 1.22 gilt E,(A) < [|¢]|? = 1 und E,(o(T)) =
1, d. h. Ey ist tatsichlich ein Wahrscheinlichkeitsma$.

b) Es gilt E,({\}) > 0 genau dann, wenn A ein Eigenwert von 7' ist und ¢ ein
zugehoriger Eigenvektor.

1.31 Definition. Seien T': 5 O D(T') — S eine Observable mit Spektralmafl F
und ¢ € D(T) ein reiner Zustand. Dann heif3t

(Thy = (b, T) = / AdE,(\)

der Erwartungswert von 7' im Zustand . Fiir ¢» € D(T?) C D(T) ist die Varianz
von T im Zustand v definiert als

var, T = <w, (T = (Dpuide)) = [~ (D)ufdBN)

Die Grofle (AT')y := y/varyT heifit die Standardabweichung oder Unschérfe von T°
im Zustand .
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14 1. Postulate der Quantenmechanik, Observable

Da Ey, ein Wahrscheinlichkeitsmaf ist, entsprechen die obigen Definitionen den iibli-
chen Definitionen von Erwartungswert und Varianz aus der Stochastik.

1.32 Lemma. In der Situation von Definition 1.31 gilt (AT), = 0 genau dann,
wenn v ein Eigenvektor von T zum Eigenwert Ao := (T')y, ist.

Beweis. Die folgenden Bedingungen sind alle dquivalent:
(AT)¢ = 0,

[z =o
T =Xy Ey-fast iiberall,

Ey({Ao}) =1,
P € R(E({\o})),
e N(T — N).

1.33 Satz (Heisenbergsche Unschirferelation). Seien S, T" Observable und sei 1) €
D(S*)N D(ST)N D(TS)N D(T?). Dann gilt

(AS)4(AT)y > =(C)y  mit C = —i(ST — TS).

DO | —

Beweis. Sei a := (S)y, b:= (T)y, So := S —aund Ty :=T — b. Dann ist
SoTo — SoTy = ST — TS =:iC

und
[Soll = {0, S5w)'7* = (AS),s
Analog gilt ||Toy|| = (AT),. Wir haben

21 Im(Sov), Tov) = (Sorp, Torp) — (Lo, Sovo) = (¥, (SoTo — ToS0)) = =iy, C).

Daraus folgt

(AS)(AT), = IS0l 1Tl 2 |(So0, Tot)
> | tm(Sow, To)| = 5/, C¥)]| = 5(C)s
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1. Postulate der Quantenmechanik, Observable 15
1.34 Satz (Kanonische Vertauschungsrelation nach Heisenberg). Fir die Ortsva-
riable Q) und die Impulsvariable P gilt

Beweis. Fiir ¢ € C3°(R) gilt

(QP — PQ)Y(x) = —ihad/(z) + ihy)(x) + thay' () = iha) (x).

Damit gilt
QP — PQ|C§°(R) =1ih idcgo(R) .

Sei C := %(QP—PQ). Dann ist C' symmetrisch, d. h. es gilt C' C C*, und idgge(r) =
Clogemy C C C C*. Damit erhalten wir

CcC=C"cC <1d080(R)) = <1dcg<>> = (lsz(R))* = idLQ(R) .

]

1.35 Korollar (Orts-Impuls-Unschirferelation). Fir die Orts- und Impulsobserva-
blen gilt die Unschdrferelation

DO | St

(AQ)w(AP)y = 5 (¥ € D(Q*) N D(P?), |[[| = 1).

1.36 Satz. Das zur Ortsobservable Q) gehorige Spektralmaf ist gegeben durch E(A)y =
xat (A € B(R), v € L*(R)), wobei xa die charakteristische Funktion von A ist.
Damit gilt ||[E(A)Y|* = [, |v(x)]Pdx, d.h. [¢()|* ist die Wahrscheinlichkeitsdichte
fiir den Aufenthaltsort.

Beweis. Wir definieren E(A)vY := x4 fiir A € B(R) und ¢ € L*(R). Man rechnet
leicht direkt nach, dass E: B(R) — L(L*(R)) ein Spektralmaf ist. Setze Q :=
Je AdE(X). Dann ist @ ein selbstadjungierter Operator. Sei

ve D@ ={vel®: [ NdENIEw <oc}.
Wir wihlen eine Folge (f,,)nen von Stufenfunktionen auf R, welche monoton und

punktweise gegen die Funktion x ~ 2 konvergiert, f, = ZkKjl CknXA,,- Dann gilt
jeweils nach der Definition des Integrals

[ Pt =t [ f@ P
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16 1. Postulate der Quantenmechanik, Observable

Kn
— 3 2
= nh—>ngo Z crn | E(Arn) ¥ || 2y

k=1
= lim [ fu(NdIEN) |72
_ / X2d|| B2 s

Damit gilt ¢ € D(Q) genau dann, wenn ¢ € D(Q)). Analog zeigt man fiir v» € D(Q)
und ¢ € L*(R) die Gleichheit

[ o = [ saEo.e).

Damit gilt (QU, @) = (@w,¢> (p € L*(R)) und daher Qv = Q. Insgesamt folgt
Q = Q, d.h. E ist das Spektralmafl zu Q. Insbesondere gilt [|[E(A)Y|| = ||xa?|* =

[ [0(2)*de. O
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2. Die zeitliche Entwicklung eines
quantenmechanischen Systems

a) Der Satz von Stone
Im folgenden sei 7 ein separabler C-Hilbertraum.

2.1 Definition. Eine Abbildung U: R — L() heifit eine starkstetige unitére
Gruppe, falls gilt:

(i) U(t) ist unitér, und es gilt U(t +t') = U(t)U(t") (¢, t' € R).

(ii) Die Abbildung t — U(t)x, R — ¢, ist stetig fiir jedes z € 7, d. h. die
Familie (U(t));er ist starkstetig.

2.2 Satz. Sei T : A D D(T) — S ein selbstadjungierter Operator. Definiere
U(t) :== e (t € R) durch den Funktionalkalkiil. Dann gilt:

a) (U(t))er ist eine starkstetige unitire Gruppe.

b) Fiir v € D(T) eistiert U'(0)x := limy_o 1+ (U(t)x — x), und es gilt U'(0)x = iTx.
¢) Fir x € 7€, fir welches U'(0)x existiert, gilt x € D(T).

d) Fir z € D(T) gilt

1 t—0

%(U(s +t)—U(s))r = ;(U(t) —id)U(s)x — U(s)iTz =iTU(s)x.

Insbesondere ist U(s)x € D(T) (s € R).

Dieser Satz hat folgende Bedeutung fiir die Losung von Gleichungen, etwa Diffe-
rentialgleichungen. In der obigen Situation definiere y: R — D(T) C 5 durch
y(t) := U(t)z. Dann ist y eine Losung der Gleichung

i ) =Tyl (eR)
y(0) = .

Beweis. a) Die Gruppeneigenschaft folgt direkt aus dem Funktionalkalkiil.

Es gilt mit majorisierter Konvergenz
I(U(t) —id)z||* = / e —12dE,(s) — 0 (t—0).
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18 2. Die zeitliche Entwicklung eines quantenmechanischen Systems

Damit folgt
[U(t)x = Ulto)x|| < U (to)[| - [[(U(E —to) —idsp)z|| — 0 (¢ = o).

b) Sei z € D(T). Dann ist

= [ =1 = isPaEGs)

Es gilt |1(e —1)| < s, denn z. B. gilt i [; e"*d\ = 7(e* — 1). Damit

/‘ — 1 —zs‘ dE,( /48261Ex($) < 00,

da z € D(T), d.h. id,r) € L*(E,). Wegen %(e“s —1)—is -0 (t — 0) folgt mit
majorisierter Konvergenz
2
/ ’ — — 18

Ut)x —x

H t)x —x) zT:z:
t

—id ) x—sz 2(s) =0 (t—0).

[z

¢) Definiere den Operator S durch

D(S) = {x e A : U'(0)z = lim

t—0

Sz :=—iU'(0)x (x € D(9)).

Dann ist S linear, und wegen D(S) D D(T) ist D(S) dicht in JZ. Fiir z,y € D(S)
gilt

existiert } ,

_ - ldyf
(Sz,y) = < —1 1133 :vy>
_ 1 1dji”
N t1—1>%< . y>
— id
(e g liitis
! ldjf
= (i iy T
= (z, Sy).

Also ist S symmetrisch, d. h. es gilt S C S*. Andererseits ist S O 7" und damit
S*CT*=T C S. Wir erhalten S =T, was c) zeigt.

d) folgt aus a) und b). Beachte dazu

Y(t0) = U@ty = 5U G0 +5)el.cg
- U(to)%U(sﬂszox — U(te)U'(0)z = iTU (ty)a
=1 Ty(to)
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2. Die zeitliche Entwicklung eines quantenmechanischen Systems 19

Der Satz von Stone besagt, dass alle starkstetigen unitiren Gruppen die Form "

mit einem selbstadjungierten Operator 7" haben. Fiir den Beweis brauchen wir noch
eine Aussage iiber wesentlich selbstadjungierte Operatoren, welche im folgenden Satz
enthalten sind, der niitzliche Eigenschaften symmetrischer Operatoren aufzihlt.

2.3 Satz. Sei T: 7 D D(T) — H ein symmetrischer Operator. Dann gilt:

(i) T ist abschliefbar, und T = T**.
(i) T ist symmetrisch, und T = T*.
(i) Fir alle A € C\ R existiert eine Konstante C = Cy > 0 mit

T+ Nzl = Clle]| - (= € D(T)).

(iv) T ist genau dann abgeschlossen, wenn R(T £ i) beide abgeschlossen sind.
(v) T ist genau dann selbstadjungiert, wenn R(T +i) = .

(vi) T ist genau dann wesentlich selbstadjungiert, wenn R(T + i) = .

Beweis. Hier werden nur exemplarisch einige Aussagen bewiesen, der Rest ist dem
Leser als Ubung iiberlassen.

(i) Da T™ abgeschlossen und eine Fortsetzung von 7' ist, ist T abschliebar. Die
zweite Aussage ist Ubung.

(il) Wegen T C T ist T* D T, zu zeigen ist noch ,,C*. Sei (z,Tx) E_G(T). Dann
existiert eine Folge (x,,Tx,)neny € G(T) mit z, — x und Tz, — Tx. Fir alle
(y,2) € G(T*) gilt nach Definition von T™*

(T, y) = (Tn,z) (n€N).

Mit n — oo folgt (Tz,y) = (x, z). Da dies fiir alle z € D(T) gilt, folgt (y, 2) € G(T"),

und wir erhalten 7" = T*.
Aus T C T* folgt T" = T* > T =T, also ist T wieder symmetrisch.
(iii) folgt sofort durch Betrachten von Im({(T + \)x,x)).

(iv) Sei T" abgeschlossen und ((T" £ i)z, )neny C R(T £ 4) mit (T i)z, — y € .
Da ((T' £ i)zy,), eine Cauchyfolge ist, gilt dies nach (iii) auch fir (z,), selbst, d.h.
x, — x € . Da T abgeschlossen ist, folgt € D(T +i) und (T £ i)z = y. Also ist
y € R(T +1), d.h. R(T +1) ist abgeschlossen. Die andere Richtung folgt analog.

(v) ist Satz 1.15.
(vi) folgt durch Anwendung von (iv) und (v) auf T. O
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20 2. Die zeitliche Entwicklung eines quantenmechanischen Systems

2.4 Satz (von Stone). Sei H ein C-Hilbertraum und U: R — L(J€) eine stark-
stetige unitire Gruppe. Dann existiert ein selbstadjungierter Operator T : € D
D(T) — 2 mit U(t) = €. Der Operator T heifit der infinitesimale Erzeuger von
U. Es gilt

D(T) = {x e U (0)x = lim%(U(t)x —x) e H em’stz’ert}

t—0

und

Tx=—iU'(0)z (xe€ D(T)).

Beweis. (1) Sei f € C§°(R) und z € 4. Dann ist die Funktion g : R — 7, t —
F()U(t)x stetig mit kompaktem Trager. Wegen || g(t)|| = | f(¢)|-||x|| ist ¢ integrierbar
beziiglich des Lebesgue-Mafles, d. h.

xf::/ t)dt = /f txdt € H

existiert. Sei D := span{xz; : f € Ci°(R), x € J}.

(ii) BEs gilt D = 4. Dazu wihlen wir ¢ € C§° mit ¢ > 0, suppvy € [—1,1]
und [(t)dt = 1. Fiir £ > 0 sel ¢.(t) := %w(é) Dann ist supp¢. C [—¢,¢] und
[ (t)dt = 1.

Fir x € 22 gilt

|2y, — || = H /wg(t)(U(t)a: - x)dtH < sup |U()x — || - /wg(t)dt S0 (e 0).

[tI<e
(iii) (Definition des Operators S) Es gilt

sxp=U /f xdt:/f(t)U(t+s)xdt:/f(t—s)U(t)xdt,

wobei die Transformation ¢ — ¢ — s verwendet wurde. Es gilt

sup | f(7)]-
TER

‘i(ft—s ’—‘——/ft—7d7‘<‘—s

Nach dem Satz iiber majorisierte Konvergenz ist

1 (t — s
~(U(s) —idor)a / SE=9) =IO 1rypar =9 / (—f)OU (t)adt.
Definiere nun den linearen Operator S durch D(S) := D und

1 1
=1 —id =—-T_p.
Sy lim ZS<U(8) id )z s - T
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2. Die zeitliche Entwicklung eines quantenmechanischen Systems 21

(iv) (Eigenschaften von S) Es gilt D(S)
S(D(S)) € D(S) und U(t)Sz = SU(t)x

nach Konstruktion von S.

U#)D(S) ¢ D(S) (t € R),
(S)

fir t € R, x € D(S5). Alles dies gilt

S ist symmetrisch: Seien z,y € D(S). Dann gilt

(z.y) = lim (= %(U@) ~idy)y) =l ( é(U(—s) ~idye)r.y)
= lig (5 (U() ~ idr)a,y) = (S0,

S ist wesentlich selbstadjungiert: Sei y € ker(S* — ¢). Dann gilt fiir z € D(S)

dt s—=0 8§
= lim <@ U(t)x,y> = (iSU(t)x,y)

— (iU(t)e, S*y) 2 U (1), iy) = (U (1), y).

An der Stelle (x) wurde verwendet, dass y € ker(S* — i) war. Damit erfillt die
Funktion f(t) := (U(t)z,y) die Differentialgleichung f* = f, d.h. f(¢t) = f(0)e
Wegen

LUty = lim ~ (Ut + )2, 5) — U(t) 1))
U

F@OI <T@ - Nyl = =l - Nyl
ist f beschrankt und damit f = 0.

Also haben wir (z,U(t)*y) = (U(t)z,y) = 0 fur alle z € D(S), d.h. |y|| =
|U(t)*y|| = 0. Wir haben gezeigt, dass ker(S* — i) = {0}. Genauso sicht man
ker(S* +14) = {0}. Somit gilt R(S + i) = (ker(S* Fi))* = 5, und nach Satz 2.3 ist
S wesentlich selbstadjungiert.

(v) (Definition von T) Sei T := S. Dann ist T nach (iv) selbstadjungiert. Setze
V = e, Zu zeigen ist noch U(t) = V(t) (t € R).

Falls x € D(S) € D(T), so gilt V'(t)x = TV (t)x nach Satz 2.2 und U'(t)x =
iSU (t)x nach (iv). Fir w(t) := U(t)x — V(t)z erhalten wir

w'(t) =iSU(t)x —iTV (t)x = iTw(t)
und damit
—lw®)|? = (' (t), w()) + (w(t), w'(t)) = i |[(Tw(t), w(t)) — (w(t), Tw(t))| = 0.
(Hier wurde verwendet, dass T' = S wieder symmetrisch ist). Wegen w(0) = (U(0) —

V(0))z = 0 folgt daraus w = 0, d.h. U(t)x = V(t)z fiir alle z € D(S) und ¢t € R.
Da D(S) dicht in 27 ist, folgt U(t) = V() fiir alle ¢t € R. O
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22 2. Die zeitliche Entwicklung eines quantenmechanischen Systems

2.5 Beispiele. a) Die zum Ortsoperator () zugeordnete unitére starkstetige Gruppe
(eQ)er C L(L*(R)) ist gegeben durch

(") (z) = e"y(z) (Y € L*(R)).

Dies folgt direkt aus dem Spektralsatz, da die Darstellung

QU ) = / w(z) (@) de

bereits die Spektralzerlegung des Operators ist (siehe oben).

b) Die zum Impulsoperator P zugeordnete unitére starkstetige Gruppe (e‘it/ hEy

L(L?(R)) ist gegeben durch

ter C

(e /M) (x) = Y(z — 1)

(die Normierung ist hier Konvention). Denn fiir glatte ¢ € C§°(R) gilt fiir U(t)) :=
(- — t) die Gleichheit

Man rechnet direkt nach, dass (U(t)):cr eine starkstetige unitére Gruppe ist. Der
Erzeuger dieser Gruppe ist gegeben durch ﬁ@/} = —iU'(0)y = i(x), d.h. es gilt
—hPy = Py fiir alle ¢ € C°(R). Man rechnet nach, dass die Definitionsbereiche
ebenfalls gleich sind und erhélt —hP = P.

2.6 Satz (Kanonische Vertauschungsrelation nach Weyl). Fir den Orts- und Im-
pulsoperator gilt
eithfis/hP _ eistefis/hPeitQ

Beweis. Fiir glatte Funktionen ¢ € C3°(R) gilt nach Beispiel 2.5
(eithfis/th)(x) _ eitxw(x . S)

und
(6—is/hPeitQ¢)(x) _ eit(x_s)w(l‘ . S).
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b) Hamilton-Operatoren und Schrédinger-Gleichung

2.7 Definition. Zu jedem quantenmechanischen System gehort ein eindeutig be-
stimmter selbstadjungierter Operator H, der Hamiltonoperator des Systems. Befin-
det sich das System zum Zeitpunkt ¢ = 0 im Zustand g € 7, ||¢o] = 1, so ist es
zum Zeitpunkt ¢ > 0 im Zustand (t) := e/ My,

2.8 Bemerkung. Der unitire Operator e~/ ist durch den Spektralsatz bzw. den

Funktionalkalkiil definiert. Nach Satz 2.2 ist fiir 19 € D(H) die Funktion () eine
Losung des Anfangswertproblems

iW'(t) = Hy (1),

¥(0) = 0.
Die Gleichung (2-1) heifit auch (abstrakte) Schrodingergleichung. Die Schrodinger-
gleichung ist fiir 1)y € D(H) #dquivalent zur Gleichung () = e~®*/"4)y. Die De-

finition iiber die unitdre Gruppe ist allgemeiner, da hier alle vy € ¢ zugelassen
sind.

(2-1)

2.9 Definition. In einem quantenmechanischen System mit Hamilton-Operator H
heifit ein Zustand ¢ stationér, falls er sich im Lauf der Zeit nicht &ndert, d.h. falls
fiir o(t) := e /My gilt: Es existiert eine reelle Funktion p: [0,00) — R mit 9 (t) =
eip(t)w.

2.10 Satz. Ein Zustand ¢ € I, ||¢| = 1, ist genau dann stationdr, falls ¢ ein
Figenvektor des Hamilton-Operators H ist.

Beweis. (i) Sei Hiyp = Ao, A9 € R. Nach Lemma 1.32 gilt dann E({\o})¢ =
Somit ist

e—it/hH¢ _ / e_it/hAdE()\)’g/) _ e_it/h/\OE({)\()})@D — e_it/ﬁ’\ow.
o(H)

Also ist v ein stationérer Zustand.

(ii) Sei nun ¢ ein stationdrer Zustand, d.h. es gilt () = o(t)y mit o(t) € C,
lo(t)| = 1. Fur s,t > 0 gilt

o(s+t)p=v(s+t)=
= e M (o (s)y) = o(t)o(s).

Somit erhalten wir o(s +t) = o(s)o(t). Fir ¢,t + h > 0 gilt

)
o(t +h) = o ()] = lo(t+ h) — o (O)P[0]|* = [[(e™ M — 7t/ )| 3

—z(s—l—t)/hHw _ —zs/hH( —zt/hHw)
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_ /(H) |e—z‘(t+h)/h>\ . 6it/h>\|2dE¢,()\)

:/ ‘e_ih/h)\—1|2dE¢()\)
o(H)
-0 (h—0)

nach dem Satz iiber majorisierte Konvergenz. Also ist o stetig.

Die Funktion o: [0,00) — C ist also eine stetige Losung der Funktionalgleichung
o(s+t) =o(s)o(t) und damit existiert ein a € C mit o(t) = e*. Wegen |o(t)] =1
ist a rein imaginér, d.h. es gilt a« = —i/h)\y mit einem Ay € R. Wir erhalten ¢ (t) =
e*it/ﬁ)\o#}.

Wir zeigen, dass v ein Eigenvektor zum Eigenwert A ist. Es gilt

0= ||e—z‘t/hH¢ . e—it/hAo¢||2 _ /(H) |€—it/h)\ . e_it/mo|2dE¢(/\).

Daher ist
e~ — =it/ fiiy B fast alle A € o(H) und alle ¢ > 0. (2-2)

Sei nun p € o(H), it # Ao. Dann kénnen wir ¢ > 0 wihlen mit e~/ £ ¢=/Mo,
d.h. es existiert ein € > 0 und eine Konstante C' > 0 mit

le”MM _ et/ > ¢ (X € o(H), |A— p| < e).

Mit (2-2) folgt Ey(o(H) N (u —e,p0+¢€)) = 0. Insgesamt erhalten wir Ey(o(H) \
{Mo}) =0, d.h. es gilt A = \g Ey-fast iiberall. Nach Lemma 1.32 ist ¢ ein Eigenvektor
von H zum Eigenwert ). O

2.11 Bemerkung. Wir haben insbesondere gesehen: Jeder stationdre Zustand liegt
im Definitionsbereich des Hamilton-Operators.

2.12 Bemerkung. Der Hamilton-Operator wird zur Beschreibung des quantenme-
chanischen Systems benétigt und ist Teil der Modellierung des Systems, nicht der
Mathematik. Es gibt jedoch einen ,, Ubersetzungsmechanismus®, der es erlaubt, klas-
sische Hamilton-Funktionen in quantenmechanische Hamilton-Operatoren zu {iber-
setzen:

Quantisierungsregel: Gegeben sei ein System von Teilchen, dass im Rahmen der
klassischen Mechanik und Elektrodynamik durch die generalisierten Koordinaten
q = q(t) € RY und die generalisierten Impulse p = p(t) € R sowie durch die
Hamilton-Funktion H: R x R¥ x R® — R beschrieben wird. Dann wird der quan-
tenmechanische Hamilton-Operator dieses Systems gebildet durch die Ersetzung von
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2. Die zeitliche Entwicklung eines quantenmechanischen Systems 25

¢; durch Q;: L*(R®) C D(Q;) — L*(R®) und durch die Ersetzung von p; durch
P;: L*(R®) € D(P;) — L*(R®). Hierbei wirkt Q; bzw. P; jeweils auf die i-te Ko-
ordinate, d.h. Q;1(x) := z;1(x) und Ppp(z) := —ihd,,v(x). Den somit erhaltenen
Differentialausdruck H(t, P, Q) verwendet man zur Konstruktion des quantenme-
chanischen Hamilton-Operators des Systems.

Diese Regel ist allerdings nicht als formale Definition verwendbar, da zum einen
nichts iiber den Definitionsbereich des Hamilton-Operators ausgesagt wird, ande-
rerseits die Operatoren P; und ); nicht kommutieren, so dass der gebildete formale
Operator gar nicht eindeutig definiert ist.

2.13 Beispiel. Die klassische Hamilton-Funktion des harmonischen Oszillators war
gegeben durch
2
p k
H(t =—+ —q°.
(t.a,p) =5 -+ 54

Mit der Quantisierungsregel ergibt sich der formale Differentialausdruck in L?*(R)

1 k
H — ——h2 " vo2 ]
(H) () = —5 -1 (2) + Sa*0()
Jetzt muss noch der Definitionsbereich spezifiziert werden, so dass H ein selbstad-
jungierter Operator ist. Eine Moglichkeit dazu ist, zunéchst Hv nur fiir ¢ € C§°(R)
zu definieren und zu zeigen, dass der entstehende Operator wesentlich selbstadjun-
giert ist.

Mit der zeitlichen Entwicklung ist eine (erste) Axiomatik der Quantenmechanik
abgeschlossen, die wir noch einmal zusammenfassen.

Axiom (I). Die Gesamtheit der reinen Zusténde eines quantenmechanischen Sy-
stems ist gegeben durch die Menge der eindimensionalen Unterrdume
eines separablen C-Hilbertraums 5¢.

Axiom (II). Jede beobachtbare Grofie (Observable) eines quantenmechanischen
Systems ist beschrieben durch einen selbstadjungierten Operator in

.

Axiom (II1). Sei ¢ € S ein reiner Zustand und T': 5 O D(T) — # eine Ob-
servable. Dann ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass der Messwert
der beobachtbaren Gréfie T in der Menge A € B(o(T)) liegt, gegeben
durch ||E(A)y|?, wobei E: B(o(T)) — L(#) das Spektralmafl des
Operators T ist.

Axiom (IV). Die zeitliche Entwicklung eines quantenmechanischen Systems ist ge-
geben durch einen selbstadjungierten Operator H, den Hamilton-
Operator des Systems. Befindet sich das System zur Zeit t = 0 im

© Robert Denk 15.01.2018



26 2. Die zeitliche Entwicklung eines quantenmechanischen Systems

Zustand vy € 2, ||vo|| = 1, so ist es zum Zeitpunkt ¢ > 0 im Zu-
stand 1 (t) := e/,

An die Axiomatik schliefen sich zwei Interpretationsregeln an, welche die Eigenwerte
des Hamilton-Operators interpretieren.

(1) Ein zeitlich unverdnderliches quantenmechanisches System befindet sich stets
in einem stationdren Zustand, welcher durch einen Eigenvektor des zugehorigen
Hamilton-Operators gegeben ist. Der entsprechende Eigenwert ist die Energie
des Systems. Der Normalzustand ist der stationdre Zustand kleinster Energie.

(2) Geht ein quantenmechanisches System, das sich in einem stationdren Zustand
mit der Energie F; befindet, in einen stationdren Zustand mit niedrigerer Ener-
gie F, iiber, so entsteht eine elektromagnetische Strahlung mit der Frequenz
V= %(El — EQ)

In dieser Form sind die Interpretationsregeln nicht allgemein anwendbar, da hier
vorausgesetzt wird, dass die Operatoren Eigenwerte besitzen und nach unten halb-
beschrinkt sind. Obwohl dies fiir die meisten Hamilton-Operatoren gilt, gibt es
auch Ausnahmen. Die meisten Operatoren besitzen allerdings zumindest ein halb-
beschranktes Punktspektrum.

Bei der Modellierung des Hamilton-Operators ist die Bestimmung des Definitions-
bereiches ein wichtiger Punkt. Hier kann man z.B. versuchen, einen passenden Defi-
nitionsbereich so zu wéhlen (etwa die Menge der Testfunktionen C§°(R)), dass der
entstehende Operator im besten Fall wesentlich selbstadjungiert wird. Eine andere
Moglichkeit wird durch die Friedrichs-Erweiterung gegeben, die bei halbbeschrink-
ten Operatoren konstruierbar ist.

2.14 Definition. Sei T: 5 D D(T) — ¢ ein symmetrischer Operator. Dann
heift T von unten halbbeschriankt, falls ein C' € R existiert mit

(Tz,z) > C|z||* (x € D(T)).
Falls diese Abschitzung mit C' = 0 gilt, heifit T positiv.
2.15 Lemma. Seien €, % zwei Hilbertraume und J € L(J ) injektiv mit

R(J) = . Dann ist JJ* € L() injektiv, R(JJ*) = 7, und S = (JJ*)™': # D
R(JJ*) — S ist selbstadjungiert.

Beweis. Wegen ker J* = (R(J))* = {0} ist auch J* injektiv. Damit ist der be-
schrinkte und selbstadjungierte Operator J.J* ebenfalls injektiv. Wegen R(JJ*)* =
ker(JJ*) = {0} ist S dicht definiert. Offensichtlich ist S symmetrisch.
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2. Die zeitliche Entwicklung eines quantenmechanischen Systems 27

Sei y € . Dann gilt (S +i)x = y genau dann, wenn (1 £ iJJ*)z = JJ*y. Wegen
+i € p(JJ*) besitzt diese Gleichung eine eindeutige Losung x, und = = JJ*(y F iz)
zeigt © € R(JJ*) = D(95). Also ist S £ surjektiv und damit ist S selbstadjungiert.

0

2.16 Satz (Friedrichs-Erweiterung). Sei T: 5 O D(T) — F symmetrisch und
halbbeschrinkt. Dann existiert eine selbstadjungierte Fortsetzung von T, die Friedrichs-
FErweiterung. Diese ist wieder halbbeschrdankt mit der gleichen Konstanten C'.

Beweis. Wegen
(T + Na,z) = (Tz,2) + Mz]|* = (C+ N|z]|*  (z € D(T))
fiir A € R sei ohne Einschrankung C' = 1. Setze

[z, y] = (Tz,y) (x,y € D(T)).

Dann ist £ := (D(T), [+, -]) ein Préhilbertraum (dabei folgt die positive Definitheit
des Skalarprodukts aus [z,x] > ||z||?). Die zugehorige Norm ist definiert durch
llz|| := [z, 2]*/2. Sei # die Vervollstindigung von ., bzgl. || - ||.

Wegen [z,x] > ||z||* ist die Identitit id € L(J, ) eine Kontraktion. Damit
existiert eine stetige lineare Fortsetzung J € L(J¢, 7). Nach Definition von J gilt
[z.y] = (Tw,y) = (Tx, Jy) (2,y € D(T))

und damit auch fir x € D(T),y € Z .

Der Operator J ist injektiv: Sei y € 2 mit Jy = 0. Dann ist [z,y] = (:c c D(T
und damit [z,y] = 0 (z € #), dh. y = 0. Wegen R(J) D D(T) ist R(J) =
¢, und nach Lemma 2.15 ist der Operator S := (JJ*)"': # D R(JJ*) — A
selbstadjungiert.

Sei z € D(T). Dann gilt

~—

2,y = Tz, Jy) = [J"Tz,y| (y€X)

(nach Definition des adjungierten Operators J*). Es folgt z = J*T'x und wegen
Jpery = idpry auch @ = Jo = JJ*Tx, d.h. v € R(JJ*) = D(S). Da nach Definition
von S aber auch x = JJ*Szx gilt und JJ* injektiv ist, folgt Tz = Sz. Insgesamt
erhalten wir 7" C S, d.h. S ist eine selbstadjungierte Fortsetzung von 7' O
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3. Beispiele quantenmechanischer Systeme

a) Der harmonische Oszillator

Formal ist der Hamilton-Operator des harmonischen Oszillators gegeben durch

(H) () = — o4 (x) + ().

Statt im Raum C§°(R) werden wir jetzt einen etwas grofieren Raum von Testfunk-
tionen betrachten.

3.1 Definition. Sein € N. Der Schwartz-Raum . (R"™) (Raum der schnell fallenden
Funktionen) ist definiert als die Menge aller Funktionen f € C'*°(R™), fiir welche

Pas(f) = sup #70° f(x)] < oo (a, B €Np).

Durch die Familie {p, s : a, 5 € Nj} von Seminormen wird eine lokalkonvexe Topo-
logie auf .(R™) definiert.

Es gilt: Mit der oben beschriebenen Topologie wird .(R") zu einem Fréchetraum.

3.2 Lemma. a) Definiere die Operatoren Py und Qo mit Definitionsbereich D(Fy) =
D(Qo) := L (R) C L*(R) durch (Py)(x) := —i)/(z) und (Qotb)(x) := x)(z) fiir
w S ,V(R”) Dann ngt [Po, Qo] = POQ() — QOPO =—1 ldy(R)

b) Definiere den Operator Hy durch

D(Hy) = #(R), Ho =3 (P +@Q3)

Dann st Hy symmetrisch und positiv. Es gilt sogar
(Hot,¢) >0 (¢ € D(Hy) \ {0})
(strikte Positivitdt).

c) Definiere jeweils mit Definitionsbereich 7 (R) die folgenden Operatoren:

1

a:=—=(Qo+1iF) (Vernichtungsoperator),
V2

a* = E(QO —iPy) (Erzeugungsoperator),

N :=a"a (Teilchenzahloperator, Besetzungszahloperator).

Dann gilt [a,a*] = idymw), Hy = N+ 3, Na = a(N — 1) und Na* = a*(N + 1)
(Gleichheit auf #(R)).
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3. Beuspiele quantenmechanischer Systeme 29

Beweis. a) Beachte R(Q), R(Fy) C (R), d.h. alle Operatoren sind auf .7 (R)
definiert. Die Gleichheit fiir den Kommutator [Fy, Qo] folgt sofort durch direktes
Nachrechnen.

b) Es gilt (Hot)(x) = —3¢" () + 22 (z) fiir ¢ € #(R). Mit partieller Integration
folgt

(Hoth @) = 5~ @) + 54020, 0 = 5 (0, ) + 5o 0) = (4, Ho)

fiir ¥, o € S (R), d.h. Hy ist symmetrisch. Wegen (Ho,v) = ||'||3 + ||z2]|3 > 0

ist Hy positiv. Falls (Hgy, 1) = 0, so ist ||¢/'||]2 = 0 und damit ¢ eine konstante
Funktion (beachte ¢ € C*(R)). Mit ||z¢|]2 = 0 folgt ¢» = 0.

c¢) Direktes Nachrechnen zeigt
1
a‘a = 5(@3 + B 1),

1
aa* = 5(@8 + PO2 +1),

*

und damit Hy = 3(a*a + aa*) = a*a + 3 = N + 3. Genauso folgen

Na = a*a* = (aa* — 1)a = aa*a — a = a(N — 1)

und Na* = a*(N + 1) als Gleichheit auf . (R). O

3.3 Lemma. a) Sei ¢(z) = coe /% (z € R) mit ¢ := 7~ /4. Dann gilt 1y €
y(R), ||77ZJO||2 =1 und CL@ZJQ =0.

b) Fir n € Ny definiere 1, := ﬁ(a*)”wo. Dann gilt ¢, € Z(R), ||tn]l2 = 1 und

N, = nipy, (n € No) (und damit Hop, = (n+ 3)b,). Es gilt

d\" 2
n(z) = ¢y <x daz> e (n € Ng)  mit ¢, :== (v/mn!2") /2.

Beweis. a) Die gewohnliche Differentialgleichung ay = 0, d.h. {(x) + z¢o(x) = 0,
hat die Losung 1o (x) = ce **/2 mit ¢ € C. Es gilt

el = 16 [ e de = [cV/m
R
und damit ||1bo|| = 1 fiir ¢ = ¢ := 7 V4.

b) Fiir ¢; := a*yg gilt nach Satz 3.2 und wegen N1)g = 0 nach a)

Nipy = Na*yg = a*(N + 1)1y = a*y = ¢y
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30 3. Beispiele quantenmechanischer Systeme

und
la"wol|* = (a0, o) = (1 + a"a)tbo, to) = [[¢o]|*.
Analog folgen fiir 1, := —=(a*)"¢)y die Gleichheiten N1}, = ni, und |1, | = 1. Die

Vn!
d

explizite Darstellung von 1/, ist klar wegen a*¢ = (z — 3-)¥ (). O

3.4 Satz (Hermite-Polynome). Definiere h,(z) == e*/(x — L)"e /2 (n € Ny)
(d.h. es gilt ¥, () = cphy(x)e /2. Dann ist h, ein Polynom vom Grad n und heift
Hermate-Polynom vom Grad n.

a) Es gilt hp1(z) = 2xh,(x) — b, (x) (n € Ny).

b) Es gilt h,(x) = (—1)”6””2(%)”6_””2.

c¢) Das System {1, : n € Ny} ist ein vollstindiges Orthonormalsystem in L*(R).

Beweis. a) Nach Definition ist ho(z) = 1. Weiter folgt

@
= (&~ D )lale)e ™
= (wha(2) = by, (2) + wha(w))e™"/2

= (2ahy () + I (x))e /2.

d
hnsi(z)e ™/ = (2 Jrite /2

b) wird dem Leser als Ubung iiberlassen.

¢) Sei p(x) := e~ (z € R). Nach b) gilt dann h,,(z) = (—1)"e*" p(") (z). Es folgt fiir
n > m mit partieller Integration

<wn7wm> = Cncm/ hn(l')hm(l')eixzdl’
R

—cucn [ @) a)dz =0,
R

da h,, ein Polynom vom Grad m < n ist. Nach Lemma 3.3 gilt ||[¢,|l. = 1, d.h.
{t, : m € Ny} ist ein Orthonormalsystem in L*(R).

Um die Vollstéindigkeit zu zeigen, sei f € L*(R) mit (f,v,) = 0 (n € Ny). Zu zeigen
ist f = 0. Dazu sei g(z) :== e /2f(z) (z € R). Es gilt

/R () (2)d = /R F@) (@)= 2y = é / F@)n(z)dz = 0 (n € Ny).
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Da sich jedes Polynom als Linearkombination der h,, schreiben lésst, folgt (g,p) =0
fir alle Polynome p. Speziell gilt (g, s,(-,§)) = 0 fir

Sn(x, &) == Z (—2};5) (x € R)

mit einem festen Parameter £ € R. Wegen
9(z)sn(z, )] < Z B o)l < e/ )| < O )=

und s, (z,&) — € (n — oo) folgt mit majorisierter Konvergenz

(F9)(€) = (2m) /2 / g(x)e5dz = 0 (¢ € R).

Also ist #g = 0, und da .# (z.B. in L?(R)) injektiv ist, folgt g = 0 und damit f =0
in L*(R). Damit ist {t, : n € Ng} vollstéindig. O

3.5 Satz. Der Hamilton-Operator H: L*(R) D D(H) — L*(R) sei definiert als
Friedrichserweiterung des Operators H®) : L>(R) > .Z(R) — L*(R), gegeben durch

k

oW (@) + pat(a) (b € F(R).

(HO%) (@) i= =5 -

Dann gilt 0.(H) =0 und o,(H) = {\, : n € No} mit \, ﬁ[(n +3) (n € Ny).
Jeder Figenwert ist einfach, die zugehdrigen Eigenfunktzonen sind gegeben durch

2 1/4
Vn(@) = dphn(cs)e™ 7 (n € No)  mit ¢ := <k_m> .

= (3-1)

Dabei ist d,, € R so gewdhlt, dass ||{,||rz = 1, und h,, sind die Hermite-Polynome
aus Satz 3./.

Beweis. Betrachte die Koordinaten-Transformation z — cz. Fiir (z) = (cz)
folgt

2

(HD)(w) = 5 (ex) + & (e)(er)

= %h@<—w"<m> + (cx)?(ex)

= h\/g(ﬂol/})(cx)
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mit Hy aus Lemma 3.2. Somit ist 7; genau dann Eigenfunktion von H, falls ¢ Ei-
genfunktion von Hj ist. Nach Lemma 3.3 hat H, die Eigenfunktion h,, (x)e_IQ/ 2 zum
Eigenwert n + 3 fiir (n € Ny). Damit ist ¢, aus (3-1) eine Eigenfunktion zu H zum

Eigenwert )\, := h\/g(n +3).

Wiéhlt man d,, so, dass ||¢,||z2z = 1, so ist {¢,, : n € Ny} ein Orthonormalsystem in
L?*(R). Nach Satz 3.4 ist dieses Orthonormalsystem vollstiindig. Damit gilt

p= 3 (@), = / 1dE(\)z = B({\, : 1 € No})a

neNy {AmeNg}

fiir alle x € L*(R). Also ist R(E({\, : n € No})) = L*(R), und es folgt 0,(H) =
{\ :n € No} und o.(H) = (). Insbesondere existieren keine stationdren Zusténde
) ]

b) Das freie Teilchen

Ein Teilchen der Masse m, das sich frei auf der reellen Achse bewegt, wird formal
beschrieben durch den Hamilton-Operator H®: L2(R) > D(H®) — L?*(R) mit
D(H©) := C°(R) und

h2
HOY = ==y (¢ € CF(R)). (3-2)

3.6 Lemma. Sein € N. Auf dem Sobolevraum H?*(R") := {u € L*(R") : 0“u €
L*(R™) (Ja] < 2)} sei die kanonische Norm definiert durch

1/2
lullirgeny == (3 10°ullEaqen)
o] <2
Dann gibt es Cy,Cy > 0 mit

1/2
)2 < Collull s ),

Cullull ey < (lullZz@n) + Al Z2n
d.h. (||u||%2(Rn) + ||Au||%2(Rn))1/2 ist eine dquivalente Norm auf H*(R™).

Wir schreiben im Folgenden ||u||; & ||ul|2, falls die Normen || -||; und || ||2 d&quivalent
sind.

Beweis. Da die Fourier-Transformation eine Isometrie ist, kann man die Norm der
Fourier-Transformierten betrachten. Die Behauptung folgt dann sofort aus

(FOu)(€) = i (Fu)(€),
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(F Au)(§) = =g (Fu)(8)

und
i)y P <+ <) lef
o <2 o] <2
fiir ¢ € R™ und passende C7, Cy > 0. O

3.7 Lemma. a) Definiere den Operator T in L*(R) durch D(T) := H*(R) und
T :=". Dann ist T selbstadjungiert, und o(T) = o.(T) = (—00,0].

b) Sei Ty definiert durch D(Ty) := C§°(R) und Toyp := " (¢ € D(Ty)). Dann ist Ty

wesentlich selbstadjungiert und Ty =T

Beweis. a) Das kann man unter Verwendung der Fourier-Transformation zeigen

(Ubung).
b) Die Graphennorm auf D(T) ist gegeben durch

1/2
el = (elZa + 1Tl
1/2
= (1= + 1122
~ [l r2®),

wobei Lemma 3.6 verwendet wurde. Da Cg°(R) dicht in H?(R) liegt (bzgl. der ||- || z2-
Norm), ist T' = T'|gee(r) = To. Damit ist Tp insbesondere wesentlich selbstadjungiert.
[

3.8 Korollar. Der Operator H aus (3-2) ist wesentlich selbstadjungiert. Der

Hamilton-Operator H des freien Teilchens ist definiert als H := H©). Es gilt D(H) =
H*R), 0,(H) =0 und o.(H) = [0, 00).

Beweis. Bis auf die Normierung des Operators ist das die Aussage von Lemma 3.7.
O

Bisher haben wir das eindimensionale Teilchen betrachtet. Im R? hat man die ent-
sprechenden Orts- und Impulsobservablen @); bzw. P;, ¢ = 1,2,3, welche in x;-
Richtung wirken. Dabei sind die drei Ortsobservablen ()1, ()2, Q3 gleichzeitig beob-
achtbar im Sinn der folgenden Definition.
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3.9 Definition. Zwei Observable S und 7" mit den zugehdrigen Spektralmaflen
E bzw. F in einem Hilbertraum 5 heiflen vertauschbar, falls ihre Spektralmafie
vertauschen, d.h. falls gilt

[E(A), F(B)] := E(A)F(B) — F(B)E(A) =0 (A€ B(a(S)), B € B(a(T))).

In diesem Fall heiflen S und 7" auch kompatibel oder gleichzeitig beobachtbar. Eine
Menge von Observablen heifit kompatibel, falls je zwei Observablen aus dieser Menge
kompatibel sind.

3.10 Bemerkung. Fiir unbeschréinkte Operatoren ist der Begriff der Vertauschbar-
keit nicht kanonisch, da die Definitionsbereiche beachtet werden miissen. In obiger
Definition wurde die Vertauschbarkeit mit Hilfe der Spektralmafle definiert. Wir
werden spéter zeigen, dass dazu die Vertauschbarkeit der Resolventen dquivalent
ist. Aber man muss bei diesem Begriff vorsichtig sein, so sind die beiden folgenden
naheliegenden Aussagen falsch(!):

(i) Sei D C 2 dicht, D C D(S), D c D(T'), S(D) € D, T(D) C D und es gelte
STy =TSy (v € D). Dann sind S, T kompatibel (falsch).

(ii) Sei D C 2 dicht, und seien S|p und T'|p wesentlich selbstadjungiert. Sei ST =
TSy (¢ € D). Dann sind S, T kompatibel (falsch).

Der folgende Satz zeigt niitzliche Krtiterien fiir die Kompatibilitdt zweier Observa-
blen. Er wird nicht bewiesen.

3.11 Satz (Kriterien fiir Kompatibilitéit). Seien S, T Observable in einem Hilber-
traum €. Dann sind dquivalent:

(i) S und T sind kompatibel.

(ii) Fiir alle A € p(S) und p € p(T) gilt [(S —N)~', (T —p)~'] = 0.
(iii) Es existiert ein Ao € p(S) und ein py € p(T) mit [(S — Xo) ™', (T — po) '] = 0.
(iv) Fiir alle s,t € R gilt [¢*°, T] = 0.

Einfache Beispiele fiir kompatible Operatoren im R? sind etwa die Ortsobservablen
Q1,Q2,Q3, wobei Qy: L*(R?) D D(Qy) — L*(R?) definiert ist durch

D(Qi) ={¢ € L*(R?) : (z — aptb(x)) € L*(R*)},
Q) () == wxp(x) (¢ € D(Qw))-

Analog sind die Impulsobservablen Pj, Py, P; kompatibel, wobei D(FP;) := {¢ €
LA(R3) : 0,00 € L*(R?)} und Pytp := —ihd,, . Nicht kompatibel sind etwa P; und
(21, wie die Unschérferelation zeigt.
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3.12 Beispiel. Der Hamilton-Operator eines freien Teilchens der Masse m im R3
ist gegeben durch H: L?*(R3) D D(H) — L*(R?) mit D(H) := H*(R?) und Hy :=
— 2 Ay ( € H(RY)).

Dieselbe Rechnung wie fiir das eindimensionale freie Teilchen (Korollar 3.8) zeigt,
dass 0,(H) = 0 und o.(H) = [0,00). Es gilt weiter: H® := H|cso(gs) ist wesentlich
selbstadjungiert und H® (und damit auch H) ist positiv.

c) Das Wasserstoffatom ohne Spin
Der folgende Satz ist ein typisches Beispiel eines Storungssatzes.

3.13 Satz (Kriterium von Kato). Sei T: 5 D D(T) — S selbstadjungiert und
S:H# DO D(S) = A symmetrisch mit D(S) D D(T). Falls 6 € [0,1) und ¢ > 0
ezistieren mit

[Sz]| < o[[Tz|| + cll«]|  (z € D(T)), (3-3)
so ist T+ S mit D(T + S) = D(T) selbstadjungiert.

Beweis. Fiir A € R\ {0} ist i\ € p(T"), und es gilt
(T = iNz|* = [Tz ]* + [A*2]*  (x € D(T))
(Ausmultiplizieren des Skalarprodukts). Fiir z € 2 und z := (T — i\) "'z folgt

10l = (A2l = AT = i)~ 2],
lzll = 1Tl = |T(T = id)~"=]).

Wir zeigen R(T + S —i\) = A fiir grofies |\|. Dazu betrachten wir die Gleichung
24+ S(T—iN 2=y (3-4)

mit y € J€ beliebig. Nach Voraussetzung gilt

o e e 1
IS(T = iX) ™2 < SIT(T = iN) 2] + el (T = ix) 2] < (6 + W)Hzl\-

Fiir [\| > Ao ist also [|S(T—i\) 7Y < 1 und damit (3-5) eindeutig 16sbar mit Losung
z. Setze z := (T — i\) "'z und erhalte

T+S—iNe=(T—iNz+Sx=z+8(T—i)\‘z=y.
( Jr = ( ) ( ) Y

Also ist R(T + S — i\) = J fiir grofies A € R, und T'+ S ist selbstadjungiert. [
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Der Hamilton-Operator des Wasserstoffatoms wird in obigem Sinn als Stérung des
freien Teilchens betrachtet werden, wobei der Stérterm die Form (Svy)(x) = %
besitzen wird. Dazu verwenden wir folgendes Lemma iiber Sobolevraume:

3.14 Lemma (3. Poincaré-Ungleichung). a) Fiir v € H'(R3) ist (x ~ %) €
L*(R3), und es gilt
|G )
]

b) Zu e > 0 existiert C. > 0 mit

[l

|| L2(R3)

< 2|\ VY| 2wy

L2(R3) —

< el¥lipms) + Cell¥liams) (¥ € H*(R?)).

Beweis. a) Da C5°(R?) dicht in H'(R3) liegt, sei 0.E. ¢ € C§°(R?). Wir verwenden
die Identitét

[twda= 7] swasar= [Tupentar (e e,

wobei

(Mf)(r) = f(ry)dS(y)

ly|=1

[¥(@)|?

||

gesetzt wurde (sphérisches Mittel von f). Angewendet auf die Funktion x

erhalt man (o)
e = [T (e o

Sei zunéchst ¢ reellwertig. Dann schétzen wir fiir festes y mit |y| = 1 die Funktion
g(r) := ¥(ry) folgendermaBen ab:

/0 / / lg(s)Pdsdr

:_2/ [ sas
N o
0
J

= )ds
<2(

R3

- g(s)sg'(s
g<8>2d8)1/2(/000 s2g’(s)2d5)1/2,
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/ g(r)2dr < 4/ s2g'(s)%ds.
0 0
Andererseits ist

19'(s)] = (VY(sy), y)| < IVY(sy)| |yl = |[V(sy)l.

Damit erhalten wir

Eingesetzt erhalten wir

¢ (x

R3 |I|2

/ | prastar

- /ly - /0 Y(ry)*drdS(y)
= 4/|y| 1/Oo S [V(sy)*dsdS(y)
/ /yHIV@DSyIdS()

iy [T | o sPasiyas

= 4|V 72 ).

Falls ¢ komplexwertig ist, wendet man dies auf Real- und Imaginérteil an und erhélt
dieselbe Abschétzung.

b) Dies folgt sofort aus a) und folgender Interpolationsungleichung fiir Sobole-
vraume: Zu jedem e > 0 existiert ein C, > 0 mit

)l ey < ell¥]lmz@s) + Cell¥ll 2@y (uw € HA(R?)).

3.15 Definition und Satz. Das Wasserstoffatom wird durch den Operator

(Hop)(@) = 5 (AM)(@) ~ S(a) (4 € D(HO))

mit D(Hp) := C$°(R?) beschrieben. Dabei ist r := |x|, m die Masse des Elektrons
und e die Ladung des FElektrons. Der Operator Hy ist wesentlich selbstadjungiert.
Der Hamilton-Operator des Wasserstoffatoms wird definiert durch H := H,. Es gilt
D(H) = H*(R3).
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Beweis. Definiere den Operator S: L?(R?) D D(S) — L*(R3) durch D(S) :=
H2%(R?) und S := —<4 (¢p € D(S)). Dann ist S offensichtlich symmetrisch, und

nach Lemma 3.14 existiert zu jedem ¢ > 0 eine Konstante C. > 0 mit

1S r2ws) < ellllm2@e) + Cellll2mey (¥ € H*(R?)).

Nach Beispiel 3.12 ist H%(R?) der Definitionsbereich des Hamiltonoperators T' des
freien Teilchens, Ty = —Z Ay (v € H2(R®)). Da |[¥|me@sy ~ |T¥] 2@ +

2m

Y| L2r3) (Lemma 3.6), ist S eine Kato-Stérung von T'. Also ist 7" 4 .S mit Defi-
nitionsbereich D(T + S) = D(T) = H*(R?) selbstadjungiert.

Fiir die Graphennorm von 7"+ S gilt

[Ullrss = |(T + S)llre + [1¥le2 = (IT% 2 + 1Wllz2) ~ [¢]m2ee).

Da Cg°(R?®) € H?(R®) dicht liegt, folgt D(Hy) = H?(R?), d.h. es gilt H = Hy =
T+S. [

3.16 Lemma (Approximative Eigenfunktionen). Seien T: 5 O D(T) — F€ eine
Observable und A € R. Dann sind dquivalent:
(1) A€ o.(T),
(i1) T — X\ ist injektiv, und es existiert eine Folge (U, )neny C D(T) mit ||1),] = 1
und (T — N, = 0 (n — 00) (approzimative Figenfunktionen).

Falls (1), eine Folge approrimativer Eigenfunktionen zu X\ € o.(T) ist, so besitzt
(Un)n keine konvergente Teilfolge, und es gilt 1, — 0, d.h. (¥, ) — 0 (¢ € H)
(n konvergiert schwach gegen 0¢).

Beweis. (1)=-(ii). Es existiert keine Konstante C' > 0 mit

(T =Xl = Cllbll (¢ € D(T)).

Denn sonst wire T'— X : (D(T), || - [|7) = (R(T — X), || - ||) ein Isomorphismus und
damit R(T — \) abgeschlossen im Widerspruch zu A € o.(T).

Somit existiert eine Folge (¢,,), C D(T) mit ||¢,]| = 1 und ||(T" — A)iy,|| — 0.

(i))=-(i). Nach Voraussetzung ist A & 0,(T). Wire A € p(T), so wire (T — \)™*
stetig, d.h. ||| < C||(T — X)y,|| im Widerspruch zu (ii).

Sei nun (1,,), eine Folge approximativer Eigenfunktionen zu A € o.(7"). Angenom-
men es existiert eine konvergente Teilfolge, die wieder mit (¢,), bezeichnet werde,
d.h. ¥, = ¢ € H. Dann gilt ||¢|| = 1 und

Ty = (T — Ny + M, = M) (n — 00).
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Da T abgeschlossen ist, folgt v € D(T) und T = lim, o, T, = Ab. Also ist ¢
ein Eigenvektor im Widerspruch zu A & 0,(T).

Sei p € R(T — X), ¢ = (T'— A\)yp mit ¢» € D(T'). Dann gilt

(On, ) = (Wn, (T = N)0) = (T = A)thn, ) = 0 (n = 00).
Da R(T — \) dicht in JZ ist, folgt (1, p) — 0 fiir alle ¢ € 5, d.h. ¢, — 0. O

3.17 Definition. Seien T eine Observable und A € R. Eine Folge (¢,,),, mit ||¢,,|| =
L und (T'— )4, — 0, welche keine konvergente Teilfolge besitzt, heifit auch Weylsche
Folge fiir A. Die Menge

Oess(T) == {X € R: Es existiert eine Weylsche Folge fiir A}

heifit das essentielle Spektrum von 7'.

Mit Lemma 3.16 sieht man sofort, dass A € oe(7") genau dann gilt, falls A € o.(T)
oder falls A ein Eigenwert mit unendlicher Vielfachheit ist (d.h. A € 0,(7") mit
dimker(7T — \) = o0). Die Menge o(T') \ 0ess(T") heiBBt auch diskretes Spektrum von
T.

3.18 Satz. Fir den Hamilton-Operator H des Wasserstoffatoms gilt oess(H) =
0, 00).

Beweis. Wie im Beweis von Satz 3.15 sei wieder T' der Hamilton-Operator des freien
Teilchens. Nach Beispiel 3.12 gilt 0es(T) = 0.(T) = [0,00). Zu zeigen ist also
Uess(T) - Uess(H)~

Sei A\ € 0egs(T) und (¢,),, eine Weylsche Folge fiir A bzgl. T mit ¢, — 0 in L*(R3).
Fiir R > 0 sel Bg := {z € R*: || < R}. Dann gilt
[nll g2y < [9nll a2y < CLIT W0l L2es) + 190l L2(es))
< CL(IT = Nall 2@y + M 9l 2@y + (190l 2@
S 027

wobel ||¢,||z2 = 1 und ||(T" — A),||z2 — 0 verwendet wurde. Damit ist (,), C
H?*(Bpg) beschriinkt. Nach dem Satz von Rellich-Kondrachov ist die Einbettung
H?*(Br) C L*(Bg) kompakt (hier benétigt man die Beschrinktheit von Bg). Al-
so existiert eine Teilfolge von (i), (0.E. wieder mit (¢,), bezeichnet) mit v, —
Y € L*(Bg).

Wegen v, — 0 in L?(R3) und
91y = T (s )12y = 0
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folgt 1, — 0 (n — o00) in L*(Bg).

Nach der Interpolationsungleichung fiir Sobolevraume existiert zu jedem ¢ > 0 ein
Cs > 0 mit

|Vn it (Br) < 0l Unlla2(Br) + ColltnllL2(Br) < 0C2 + Csl|n|| 12(8y)

_£&_

Zu € > 0 wahlt man zunéchst 0 := ;& und dann n so groB, dass Cs||¢n[|r2(8,) < 5
und erhélt [|¢, || g1(p,) < €. Insgesamt folgt also 1, — 0 in H'(Bg).

Sei pr € C*°(R?) mit pr(z) = 0 fir [z| < £, pp(z) =1 fiir [z] > R, 0 < pgp < 1.
Dann ist ¥,pr € H*(R3) = D(T) und

| T (Ynpr) — Monpr|| 2 @s)
3 32
h
< |lpr(T — N)nll 12 r3) + 2” Z %@c%akPRH + [t (T = N prll
=1

< T = Nl 2gs) + Clltnl )
—0 (n—o00).

Somit gilt fiir jedes R > 0
”wnHL?(BR) — 0 und ||T(¢TLPR) — A¢npR||L2(R3) —0 (n — OO)

Speziell fir R =k, k=1,2,... existieren (ng)r C N mit ny <ny < ... und

(n > ng).

| =

) HT@/}TLIOIC) - )\’l/}npkHLQ(R:a) S

N | —

[nll2(se) <

Wegen

] =

[ el 22@sy > (W l2@epm, = 1= 10nllZ2m,) =1 -

T/Jnkﬁk
HTPnkPkHL2(R3)

(T = X)grll2msy — 0. Andererseits gilt auch

kann man g := (k € N) definieren. Dann gilt | gx|/z2rs) = 1 und

2

2
< Vgl e sy = T

-
R%) ro llems) — k

1Sl 2

Insgesamt erhalten wir fiir den Operator H = T + S: |[(H — A)gk||r2rs) — 0, d.h.
(gr )k ist eine Folge approximativer Eigenfunktionen sowohl fiir 7" als auch fiir 7'+ S.

Angenommen, (g besitze eine konvergente Teilfolge, 0.E. g, — g € L*(R?) (k —
0o). Dann gilt fiir jedes R > 0 g — ¢ in L?*(Bg). Aber nach Definition von gy
gilt fiir jedes feste R > 0: g, — 0 in L?(Bg) fiir k — oo. Somit ist g|p, = 0 fiir
jedes R > 0 und damit ¢ = 0 in L*(R?). Dies ist ein Widerspruch zu ||g|z2gs) =

limk_mo ||gk||L2(R3) = 1.
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Insgesamt haben wir gesehen, dass (gx), eine Weylsche Folge fiir den Operator H =
T + S zum Eigenwert A ist. Somit gilt A € gess(H).

Sei nun A € 0e(H). Dieselbe Uberlegung wie oben zeigt, dass dann auch A\ €
Oess(H — S) = 0ess(T) gilt. Also sind die beiden essentiellen Spektren gleich, was zu
zeigen war. O

3.19 Lemma. Fir den Hamilton-Operator H des Wasserstoffatoms gilt o,(H) C
4
[_2%7 0) .

Beweis. Im Folgenden sei || - || := || - |23y und (-, ) = (-,-)r2s). Sei ¢ € D(H)
mit ||| =1 und Hy = \ip.

(i) Unter Verwendung der 3. Poincaré-Ungleichung gilt

h2 2
A= (H, ) = SV = (Sow)

2
> T wwl — e 2 e
> 22w - 22w o)
~ 2m
2 4
~ (o= Ivel = =) = Sl
2me?
S

(ii) Fiir a > 0 sei ¥4(x) := ¥(az). Wegen A, (z) = o?*(Av)(azx) folgt

Male) = Miaa) = —5—(Aw)(aa) = (o)
h? e?
= —WA%)(@“) - m@ba(@

und damit

= < ~ 5 2¢a— Tfaﬂ/}>
h
= (Vo =500 = = 0)
_ <¢a, Hy + (1= O‘)€2w>
Ao ®) + (1= )X, L)
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Damit erhalten wir

(07~ DA, ) = (1 - )t 2.

Fiir o # 1 folgt
(@ + DA, 0) = —62<¢a, %>

Im Grenzwert o — 1 folgt ||[¢s — 9| — 0 (Ubung) und damit (1o, v) — [|¢||> =
sowie (q, %> — (1, £) > 0. Daher erhalten wir fiir @ — 1:

2\ = —62<¢, %> <0

]

Die obige Abschéltzung fiir die Eigenwerte 1st um einen Faktor 4 zu grob, tatsachhch

2h2 :
genwerte und der Eigenfunktionen ist technisch aufwéndig und wird hier weggelassen

(siehe z.B. [Tr72], Satz 36.2).

3.20 Satz. Das Punktspektrum des Hamiltonoperators des Wasserstoffatoms ist ge-

geben durch
4

O'p(H>:{—%IN:1,2,...}.

Der Eigenraum zum Figenwert — hat die Dimension N?. Der Normalzustand

h2N2
des Wasserstoffatoms wird durch die normzerte FEigenfunktion yn (x) = cexp(—25|z|)
und das zugehorige Energieniveau Fy = 2f2 beschrieben.

3.21 Beme1 kung. a) Die Energieniveaus des Wasserstoffatoms sind gegeben durch
En = —5i5 NQ, N € N. Nach der zweiten Interpretationsregel wird bei einem Uber-
gang von einem stationdren Zustand mit Energieniveau F); auf einen Zustand mit
niedrigerem Niveau Ey elektromagnetische Strahlung mit der Frequenz

1 11
vt = 7 (Ea — ) = R(m - W> (N < M)

27r me

frei, wobei R := gesetzt wurde (Rydberg-Konstante).

b) Die obigen Uberlegungen iibertragen sich sofort auf Atome mit nur einem Elek-
tron, wobei e? durch Ze? zu ersetzen ist mit der Kernladungszahl Z des Atoms. Als

Punktspektrum ergibt sich dann {—% N =1,2,...}.
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3.22 Bemerkung (Atomradius). Der Abstand des Elektrons zum Atomkern des
Wasserstoffatoms wird klassisch durch r = |z| gegeben. Quantenmechanisch ent-
spricht dies der Observablen T: L*(R*) D D(T) — L*([R*) mit D(T) := {¢ €
LA(R3) : rp € LA(R?)} und (T)(z) := r¢p(x) (¢ € D(T)).

Analog zur eindimensionalen Ortsobservablen zeigt man, dass T selbstadjungiert ist.
Es gilt weiter: T ist positiv (d.h. es gilt (T, ¢) > 0 (¢ € D(T)), das Spektrum

ist gegeben durch o(T') = 0.(T) = [0,00), und das Spektralmafl von T ist gegeben
durch

(E(A))(x) = xallz))¢(z) (A € B([0,00))).

Nach einem der Axiome der Quantenmechanik ist damit die Wahrscheinlichkeit
dafiir, dass sich das Elektron im Abstand r € [ry, 73] zum Kern aufhilt, gegeben
durch

| E((r ) o)12 = /

|z|E[r1,r2

x)|2dx = N 2 (rx) 2dS (x)dr.
Welde= [ [ renase

Speziell im Grundzustand ist ¢ (z) = ¢; exp(—mh—fr) und damit

2 2me?
HE([rl,TQ]WHZ—cg/ rzeXp<— 2 r)dr.

T1

Im Grundzustand besitzt also die Aufenthaltswahrscheinlichkeit die Wahrscheinlich-

keitsdichte p(r) := cor? exp(—%f’;62 r) fiir r > 0.

Ein moglicher Wert fiir den Atomradius ist der Wert r, fiir welchen ¢(r) maximal

wird. Es gilt
2

2 2me?
©'(r) = cyexp ( — 777;6 7") [27" - Tg: rQ] =0
h2

fir r =ry:= .= ~0.53 - 10~® cm. Dies ist der Bohrsche Atomradius.

d) Das Wasserstoffatom mit Spin

Nach Satz 3.20 ist der Grundzustand eines Wasserstoffatoms eindimensional. Dies
widerspricht jedoch Experimenten, bei welchen eine , Aufspaltung® der Spektral-
linien durch den Einfluss eines dufleren Magnetfelds auch fiir den Grundzustand
beobachtet wurde (anormaler Zeeman-Effekt). Es zeigt sich, dass das Elektron noch
einen weiteren internen Freiheitsgrad besitzt, der keine klassische Entsprechung hat,
genannt Spin des Elektrons. Durch diesen Freiheitsgrad wird das Spektrum letztlich
,verdoppelt”, d.h. die Eigenrdume besitzen doppelt so grofie Vielfachheit.

3.23 Definition. a) Die Spin-Operatoren (bei Teilchen mit Spin %) in Richtung

der Koordinatenachsen sind gegeben durch S;: C? = D(S;) — C?, S; = 2o;, wobei
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die Matrizen o1, 09, 03 € C**? gegeben sind durch

01 0 —i 1 0
“1::<1 0)’ “2‘:<¢ 0>’ "3‘:(0 —1)

(Pauli-Matrizen).

b) Auch die ,trivialen Fortsetzungen® idz2(gsy ®S5;: L*(R*; C?) — L*(R?; C?), gege-
ben durch

(id 2 (rs) ®5;) (Z;) (z) == S (zﬁigg) (¥ € L*(R% C?))

werden als Spinoperatoren bezeichnet (wieder mit Symbol S;). Der Vektor aus den
Sy

drei Spinoperatoren S := | S5 | heifit auch Spinvektoroperator.
S3

Man beachte in obiger Definition, dass L?(R3; C?) den Hilbertraum aller quadratin-
tegrierbaren Funktionen f: R3 — C? bezeichnet. Eine Funktion f € L?(R3; C?) kann
als Tupel f = (g) geschrieben werden. Allgemeiner kéonnen Hilbert- oder Banach-
raumwertige L? bzw. LP-Riume betrachtet werden; dies fithrt auf den Begriff des
Bochner-Integrals. Es gilt L?(R3; C?) = L*(R?) ® C* (Tensorprodukt von Banach-
bzw. Hilbertraumen).

3.24 Definition. Seien Lq, Ly, Ly Observable in einem Hilbertraum .77, und sei
L := (Ly, Ly, L3)". Dann heifit L ein Drehimpulsoperator, falls D C 7 existiert
mit D C D(L;), L;(D) C D und L;|p = L; und falls die folgenden Kommutatorre-
lationen als Gleichheit auf D gelten:

[Ll, LQ] - ith,
(Lo, L3) = ihLy,
(L3, Ly] = ihLs.

3.25 Bemerkung. Die obigen Kommutatorbeziehungen werden auch in der Form

3

(Li, Lj) = iRy einLn
k=1

geschrieben, wobei

1, falls (7, j, k) zyklisch aus (1,2, 3) entsteht,
eijk = § —1, falls (4, j, k) antizyklisch aus (1,2, 3) entsteht,

0, falls mindestens zwei Indizes 1, 7, k gleich sind,

das Levi-Civita-Symbol, oder auch der e-Tensor ist.
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sind ein Beispiel
o; mit den Pauli-

3.26 Beispiel. a) Die Spin-Operatoren bei Teilchen mit Spin
fiir ein Drehimpulsoperatoren mit D = J# = C?. Es gilt S; =
Matrizen o1, 09, 03 € C*>*2, und direktes Rechnen zeigt

?
2

[01,09] = 2io3  ( + zyklisches Vertauschen der Indizes).

Damit sind auch die Spin-Operatoren in J# := L?(R* C?) mit D = J# Drehim-
pulsoperatoren.

b) (Bahndrehimpulsoperatoren) In der klassischen Mechanik gibt es den Begriff des
Drehimpulses. Wenn ein Teilchen der Masse m mit Impuls p € R? einen Punkt
x € R3 passiert, dann heifit

TopP3 — T3P2
L:=xzXp:= | x3p1 — 21p3
T1P2 — T2P1

der Drehimpuls dieses Teilchens. Quantenmechanisch entspricht dies formal dem
Bahndrehimpulsoperator L = (L, Ly, L) mit

Q2P — Q3P
L=QxP:= QP -
1P — Q2P

Man beachte, dass @); und P; kompatibel sind, falls ¢ # j. Damit fithrt die Erset-
zungsregel hier zu einem eindeutigen formalen Ausdruck. Jede Komponente von L
wird zuniichst auf D := C5°(R?) definiert.

Wegen [Q;, P;] = 0 und Q;(C5°(R?)) C C§°(R?) (analog fiir P;) ist jede Komponente
von L symmetrisch. Man kann zeigen, dass Li\cgo (r3) wesentlich selbstadjungiert ist.
Die Kommutatorrelationen folgen direkt aus den kanonischen Vertauschungsrelatio-
nen fiir P; und @);, somit ist L ein Beispiel fiir einen Drehimpulsoperator.

3.27 Lemma. Sei L ein Drehimpulsoperator, und sei D C € wie in Definiti-
on 3.24. Definiere als Abbildungen auf D

Ly =L, +iL,
L =1L, —iL,

(Leiter- oder Stufenoperatoren) sowie L? := L2 + L%+ L3. Dann gilt (als Gleichheit
von Operatoren auf D)

(i) [Ly, L-] = 2hLs,
(ii) [Ls, L+] = *hlLy,
i) A L] =0 (i=1,2,3),
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(iv) [L% Li] = 0.

Beweis. Dies folgt durch direktes Nachrechnen, so gilt beispielsweise

Ly, L_] = [Ly+iLo, Ly — iLy] = —i[Ly, Lo] + i[La, L]
— 2i[Ly, Ly] = —2iliLs = 2hLs.

Fiir (iii) beachte [L?, L;] = 0 sowie

(L2 + L%; Ly] = Lo[Lo, Ly) + LoLy Ly — [Ly, Lo| Ly — Lol Ly
+ Ls[L3, Ly] + LsLyLs — [Ly, L3|Ls — L3L1Ls
= —ZthLg - ZthLQ —I— ZthLg —|— ZhLQLg = O

O

3.28 Lemma. Sei L ein Drehimpulsoperator. Es existiere ein 1) € D mit L*) =
N2R%), X >0, und Ly = phyp. Dann existiert ein £ mit 20 € Ny und (1), C D
mit ||i]| = 1, L2, = N2h2Yy, und Ly, = klnpy, fir k = —£,... (. Weiter gilt
A=l +1).

Beweis. (i) Es gilt

RN =) = (L? = L), ) = (L] + L)y, ¥) = | L) + | Lo |* = 0,
daher folgt |u| < A.
(ii) Setze ¢ := L, 1. Dann gilt unter Verwendung von Lemma 3.27
L2p = L2L, ¢ = L L% = N2 R* Ly = N2 R,
Lyp = Lyl = Ly Lyp + [Ly, L]y = phLiap + hLiyp = (p+ L)he.
Analog zeigt man, dass fiir ¢ := L_4 gilt: L2¢ = A\?h%Q sowie L3p = (u — 1)h@.

Damit haben wir gesehen, dass mit ph auch (u=41)h ein Eigenwert ist, falls Lyt # 0
gilt. Wendet man dies auf ¢ (bzw. @) statt auf ¢ an, so erhdlt man iterativ eine
Folge von Eigenwerten von Lz der Form ph, (£ 1)h, (u £+ 2)A,.... Nach (i) ist
jeder Eigenwert betragsméflig durch Ak beschrankt, die Folge bricht also in beiden
Richtungen ab. Definiere ¢ := min{u + k : k € NO,Llflw = 0} und analog m :=
max{y — k : k € Ng, L") = 0}. Dann gilt £ —m € N,.

(ili) Fiir ¢y := Lf“z/z gilt damit ¢y # 0, Ly, = Chap,, L, = N2, und Ly, = 0.
Wir verwenden L_L, = L* — L2 — hL3 (direktes Nachrechnen) und erhalten

0=L_Lyth = (L2 - L§ — L)y
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3. Beuspiele quantenmechanischer Systeme A7

= (\2R% — 2R% — (W),

Wegen v, # 0 folgt A2 = £(£+1). Die analoge Rechnung zeigt A> = m(m —1). Somit
gilt £(£+1) = m(m —1). Diese Gleichung hat die Losungen m = £+ 1 und m = —/,
wovon nach Definition von ¢ und m nur m = —¢ in Frage kommt.

Somit folgt 2¢ = ¢ — m € Ny, und die Kette von Eigenwerten von L3 hat die Form
—Ch, (=€ + 1)h, ..., Ch. Speziell gilt auch A\? = £(¢ + 1). O

3.29 Bemerkung. Nach obiger Aussage kommen fiir ¢ ganzzahlige und halbzah-
lige Werte in Frage. Durch direkte Berechnung des Spektrums kann man zeigen,
dass beim Bahndrehimpuls nur ganzzahlige Werte auftreten. Tatséchlich tritt jedes
¢ € Ny auf: Fiir die Bahndrehimpulsobservable L gilt o(L?) = 0,(L?) = {¢({ + 1) :
¢ € Ny}, und fiir jedes ¢ € Ny existieren gemeinsame Eigenfunktionen von L? und
L3 zum Eigenwert (¢4 1) bzw. k mit k = —¢, —¢+1,... (. Die Menge aller solchen
Eigenfunktionen ist vollstéindig in L*(R?); es handelt sich um Kugelflichenfunktio-
nen.

Beim Spin hingegen sind auch halbzahlige Werte moglich: Bei Teilchen mit Spin

% ist ¢ = %, d.h. es gibt die beiden Eigenwerte —’—;‘,4—% von S3. Die zugehorigen
gemeinsamen Eigenfunktionen von S? und S; sind in diesem Fall ((1)) und ((1)) In

diesem Fall gilt

Ch(1 0 s 3, (01 (00
83—5(0 _1>, S _ZhldCQ’ S+—h(0 0), S—h(l 0)

Beim Spinoperator heifit die Zahl ¢ auch Spinquantenzahl. Teilchen mit halbzahligem
Spin heiflen Fermionen (darunter fallen z.B. Elektron, Proton, Neutron mit Spin %),
Teilchen mit ganzzahligem Spin heiflen Bosonen (z.B. Phonon mit Spin 0, Photon
mit Spin 1).

Verwendet man quantenmechanische Systeme unter Beriicksichtigung des Spins, er-
gibt sich in den meisten Féllen eine Verdoppelung des Spektrums. Hier nur ein
Beispiel:

3.30 Definition. Das quantenmechanische System eines Wasserstoffatoms mit Spin
ist gegeben durch den Hamilton-Operator Hyy,: L*(R3;C?) D D(H) — L*(R3;C?)
mit D(Hgpin) := H*(R3;C?) und

hQ

2
Hapinth = =5~ =~ ( € D(Hyan).

Dabei ist Ag == (347) fiir ¢ = (1) € D(Hupin).

1
2
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48 3. Beispiele quantenmechanischer Systeme

3.31 Satz. Fir den Hamilton-Operator Hyyn aus Definition 3.30 gilt 0.(Hspin) =
[0, 00) und o,(Hgpin) = {—% : N € N}. Der Eigenwert — 555
2N2. Fine Orthonormalbasis des Eigenraums ist gegeben durch

() sl (2) 1)

wobei {1 : j = 1,...,N?} eine Orthonormalbasis des entsprechenden Eigenraums
des (skalaren) Hamiltonoperators H beim Wasserstoffatom ohne Spin ist.

hat die Dimension

Beweis. In Matrixschreibweise lasst sich Hgyy, schreiben als Hgpiy = [(—)] [g . Man
sieht sofort, dass Hgpin — A genau dann bijektiv bzw. injektiv ist, falls dies auf H — A
zutrifft. Falls A € o,(H) mit zugehoriger Eigenfunktion 1, so sind sowohl (1(/;) als

auch (3) Eigenfunktionen von Hgpyiy,. ]

3.32 Bemerkung. Wihrend die Einfithrung des Spins bei den bisherigen Beispielen
keine neuen Erkenntnisse gebracht hat, gibt es Experimente, welche nur mit Hilfe
des Spins erklart werden kéonnen. Dazu zéhlt der anormale Zeeman-Effekt, der z.B.
bei Wasserstoffatomen in einem Magnetfeld konstanter Stédrke beobachtet werden
kann und hier kurz erklart werden soll.

a) Nach Satz 3.20 besitzt der Hamiltonoperator H des Wasserstoffatoms ohne Spin
die Eigenwerte — 5557 = —% mit Vielfacheit N2, wobei N € N und R die Rydberg-

Konstante ist. Bei Anwesenheit eines dufieren Magnetfeldes konstanter Stirke |H|
besitzt der entsprechend gedinderte Hamilton-Operator Hze. hingegen die Eigenwerte
— 8% — pup|H|M mit Vielfachheit N—|M|, wobei N € Nund M € Z mit [M| < N—1.

Speziell fir N = 1 ist M = 0, d.h. der Eigenwert ist unverdndert. Fiir N = 2
hingegen erhélt man die Werte M = —1,0,1, und die entsprechenden Eigenwerte
besitzen die Vielfachheit 1, 2 und 1. Man sieht, dass der Eigenwert von H zu N =
2 (mit Vielfachheit 4) durch das duflere Magnetfeld ,aufgespalten® wird in drei
Eigenwerte der Vielfachheiten 1, 2 und 1. Dieser Effekt heifit normaler Zeeman-
Effekt und wird durch Hze, (genaue Definition siehe unten) gut beschrieben.

b) Experimentell beobachtet wird aber auch ein Aufspalten des Grundzustands
N =1 in zwei Eigenrdume. Dieser Effekt heiffit anormaler Zeeman-Effekt und kann
ohne Spin nicht beschrieben werden. Betrachtet man jedoch den Hamiltonoperator
Hyzee spin €ines Wasserstoffatoms im Magnetfeld mit Spin, so besitzt dieser die Eigen-
werte Ay a4 = —]If,—’; —i—,uB|F[](M + 1) und Ay p— = —ﬁ—’; +u3\ﬁ\(M — 1), wobei
wieder N € Nund |[M| < N — 1.

Speziell fiir N = 1 erhélt man die beiden Eigenwerte

Rh

RA — .
Ao+ = e +pplH|, Aio- = Nz pplH|.
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Rh

Dies zeigt das Aufspalten des zweidimensionalen Eigenraums zum Eigenwert — 5z

von Hygp, in zwei eindimensionale Eigenrdume von Hzee spin-

Fiir die genauen Formulierungen der oben genannten Hamilton-Operatoren seien
e und m die Ladung und Masse des Elektrons ¢ die Lichtgeschwindigkeit, pup :=
| ‘h das Bohrsche Magneton und R = 2Zmmet me die Rydberg-Konstante. Das duflere
Magnetfeld habe die Form H = (0,0, |H |) , wWobei |H | € R als klein angenommen
wird.

Man definiert Hze, in L*(R3) durch D(Hze.) := C5°(R?) und

h? H 0
N L N S )
8 i) 8171
Der analoge Operator mit Spin wird definiert durch D(Hzee spin) := C5°(R?; C?) und
h pslH| 3"¢ wl
H ee,spiny ‘= __A ( ) H
fiir ¢ - (77Z}l7 ¢2)T S D(HZee,spin)-
Der folgende Satz kann hier nicht bewiesen werden.
3.33 Satz. a) Hyee ist wesentlich selbstadjungiert. Es gilt
—_— ‘ Rh —
Up(HZee) = {)\N,M N eN, |M| <N — 1} mit ANvM = —— — /,LB|H|M,

wobei Ay s die Vielfachheit N — | M| besitzt (falls nicht verschiedene Eigenwerte bei
spezieller Wahl von |H| zusammenfallen,).

b) Hyeespin ist wesentlich selbstadjungiert. Es gilt

Up(HZee,spin) = {)\N,M,Jr N e N, |M‘ <N — 1} U {)\N,M,f N e N, ‘M’ <N — 1}

wobei
Rh
ANM+ 1=~ + pl H|(M + 1),
Rh
ANM— = — 2 + sl H|(M = 1).

Der Eigenwert Ay a+ besitzt die Vielfachheit N — | M|, wobei manche dieser Eigen-
werte zusammenfallen (2.B. Ay y+ = Anym+2,— ) und die Vielfachheit dann entspre-
chend héher ist.

3.34 Bemerkung (Spin-Bahn-Kopplung). Selbst bei Abwesenheit eines dufleren
Magnetfelds tritt ein Aufspalten des Energieniveaus auf. Dies liegt unter anderem
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an der Spin-Bahn-Wechselwirkung. Hier wird die Kopplung zweier magnetischer
Momente beriicksichtigt: das durch den Spin erzeugte Moment des Elektrons und
das magnetische Moment, welches durch die Kreisbewegung des Elektrons um den
Atomkern erzeugt wird (genauer durch die Bewegung des Atomkerns in dem Be-
zugssystem, in welchem das Elektron ruht).

Eine formale Ableitung der Spin-Bahn-Kopplung verwendet relativistische Quanten-

mechanik und fiithrt auf einen Korrekturterm des Hamilton-Operators. Ohne Beriick-

sichtigung weiterer Effekte erhélt man den Operator
h? e Lo

H=—A—-
2m r + Smm?2r3

L-S,

wobei L der Bahndrehimpulsoperator (Beispiel 3.26 b)) und S der Spinoperator (Bei-
spiel 3.26 b)) ist. Man erhélt eine Aufspaltung der Spektrallinien in mehrere dicht
nebeneinander liegende Linien, welche auch als Feinstruktur des Wasserstoffatoms
bezeichnet wird.

3.35 Bemerkung (Quantenzahlen). Man kann zeigen, dass der Eigenraum von
H zum Eigenwert —% aufgespannt wird von Funktionen der Form ¢y r(z) =
1#(LN) () ](VL[)(H) (in Polarkoordinaten z = r¢), wobei L = 0,...,N —1 und M =
—L,..., L. Dabei heifit N die Hauptquantenzahl, L die Nebenquantenzahl und M
die magnetische Quantenzahl. Ohne Magnetfeld bestimmt alleine die Hauptquan-
tenzahl N das Energieniveau des stationiren Zustands, bei Wasserstoffatomen im
Magnetfeld erfolgt eine Aufspaltung. Mit Spin gibt es noch die Spinquantenzahl
S € {+,—}, wobei einem stationdren Zustand ¢ der Form ¢ = (’%1) der Spin ,,+*
zugeordnet wird und einem der Form ¢ = (£2) der Spin ,,—“ zugeordnet wird. Statt

S € {+, —} schreibt man auch S € {t,]}.

e) Dirac-Operatoren

3.36 Definition. Seien oy, 09,03 die Pauli-Matrizen (siehe Definition 3.23). Dann
sind die Dirac-Matrizen oy, € C** (k= 1,...,4) definiert durch

R 0 _iak o L [2 0
Qg 1= (ZO’k 0 ) (k_17273)7 Qy 1= (0 _]'2)7

wobei I,, die n x n-Einheitsmatrix bezeichne.

3.37 Bemerkung. Man rechnet direkt nach, dass opop+0p0) = 20,15 gilt, d.h. die
Pauli-Matrizen bilden ein antikommutierendes System selbstadjungierter Matrizen.
Damit erhédlt man

QRO + apoy, = 25kll4 (1{3,62 1,,4)
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0 I
IQ 0
tierender selbstadjungierter Matrizen. Bei Matrizen der Dimension 4 ist 5 bereits
die maximale Grofle eines solchen Systems.

Definiert man noch ay := , so bildet {aq,..., a5} ein System antikommu-

3.38 Definition. Ein freies Teilchen im dreidimensionalen Raum wird in der rela-
tivistischen Quantenmechanik beschrieben durch den Operator Hpo: L*(R3;C*) D
D(HD,[)) — LQ(Rg, C4) mit D(HDy()) = OSO(R37 C4) und

ch & o
Hp oy = r Z@ka—xk +mc*aqy (¢ € D(Hpy)).
=1

Dabei ist m die Masse des Teilchens und ¢ die Lichtgeschwindigkeit.

3.39 Bemerkung. a) Fiir ¢ € C5°(R?; C*) gilt

3
ch o(H
Hp g = - Z ak%:)w) +mc oy Hp gt
k=1
3
0% ch o
_ 22 Cch 9 ov
¢ Z aka[a$k8$g + 1 me Zaka4a$k
ke t=1 k=1
ho 5,
+ mc? C— ; 0440%8—;1 + m2040@21¢
3 62
= —h? Z aiw +m2ctady
k=1 k
= —R2AY + mPcty,

wobei agay = 0 fiir k # ¢ und o3 = I, verwendet wurde (Bemerkung 3.37).

b) Die relativistische Hamiltonfunktion ist gegeben durch

h(x,p) = \/m204 + 2p? + 2p3 + 2pi.

Ersetzt man py durch Py (siehe Quantisierungsregel 2.12), so erhédlt man formal den

Operator vm?2c* — c2h2A.

Definiert man den Operator B: L*(R3) D D(B) — L*(R?) durch D(B) := H*(R?)
und By := —c*h*Av) + m?*c*, so ist B nach dem Kriterium von Kato (Satz 3.13)
selbstadjungiert. Wegen o(—A) = o.(—A) = [0,00) (Lemma 3.7) gilt

o(B) = 0.(B) = [m*c*, 00).
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Insbesondere ist (A — v/A) € C(o(B)), und nach dem Spektralsatz ist v/B wohlde-
finiert und ein selbstadjungierter positiver Operator. Es gilt (v/B)? = B nach dem
Funktionalkalkiil, und man kann zeigen, dass D(v/B) = H'(R?) gilt.

Allerdings ist v/B kein Differentialoperator und zumindest formal tauchen auch
Ableitungen zweiter Ordnung auf. Giinstiger ist es daher, die Dimension zu erhchen
und in L?(R3; C*) einen Operator Hp zu suchen, welcher ebenfalls H? = B erfiillt
(genauer H? = B®idc1). Nach Teil a) gilt dies fiir Hp o als Gleichheit in C5°(R?; C*).

Eine formalere Begriindung fiir die Verwendung von Hp o anstelle von V/B verwen-
det die Invarianz beziiglich der relativistischen Koordinatentransformation (Lorentz-
transformation). Diese beschreibt den Wechsel auf ein Bezugssystem, welches sich
mit konstanter Geschwindigkeit beziiglich des urspriinglichen bewegt. Bei Bewegung
in z1-Richtung mit Geschwindigkeit v wird der Orts-Zeitvektor (x,t) abgebildet auf
(2',t") mit

xflzf”l_—“t, Th = T9, Th =13, ' = i

v2 vz.
1_6_2 2

3.40 Satz. Der Operator Hp aus Definition 3.58 ist wesentlich selbstadjungiert.
Fiir den Dirac-Operator Hp := Hpyg gilt D(Hp) = H(R*;C*) und H? = B ® idcs
inklusive Gleichheit der Definitionsbereiche D(H%) = D(B ® idcs) = H*(R3; C*).

Beweis. Fiir 1, € D(Hpy) erhalten wir mit oy, = o in C*** und mit partieller
Integration

B
(Hpov, @) = CTZ <Oékaxk>90> + mc*{autp, o)
k=1

w

_oh

1

<Z€ >+mc2<¢,oz4g0>

k=1

3
ch
—_ Z ak— + mc g0>
) — oxy,
W, HD 0(10>
Also ist Hp o symmetrisch und damit nach Satz 2.3 (i) abschlieBbar. Sei Hp := Hp .

Fiir ¢ € C§°(R?; C*) folgt mit Bemerkung 3.39

| Hpotl|* = (Hp g1, 1)
= 12 (A, ) + m*ct ||y
= R V|2 + mPetp)?
~ ||?/1|’12L11(R3;<c4)-

I
/\
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Da C°(R%; C*) dicht in H'(R? C?) liegt, folgt D(Hp) = H'(R% C"),

Fiir ¢» € H*(R* C") ist Hptp € H'(R* C*), da Hp nur Ableitungen erster Ordnung
enthiilt. Damit folgt v € D(H?) und H3y = —ch2AY + m2cy = B mit dem
Operator B := B®idcs, wobei B wie in Bemerkung ?? b) definiert ist. Der Operator

B ist selbstadjungiert mit 0 € p(B) (siche Bemerkung ?? b)). Somit ist B: D() =
H?*(R3; C*) — L*(R3;C*) surjektiv, und wegen

D(Hp) > D(B), Hp=Bi (4 € D(B))

ist auch Hp surjektiv. Als surjektiver symmetrischer Operator ist Hp selbstadjun-
giert.

Wegen D(H?%) D H*(R?;C*) = D(B) und
<H1%w>90> = <HDw7HD%0> = <¢7H1%90> (w7()0 S HQ(RS?(C4))

ist H? eine symmetrischer Fortsetzung des selbstadjungierten Operators B. Also ist
H? = B, insbesondere gilt auch D(H?%) = D(B). O

3.41 Lemma (Spektralabbildungssatz). Sei A: 5 D D(A) — J eine Observable,
q ein komplexes Polynom. Dann ist q(A) abgeschlossen, und es gilt

7(q(A)) = q(0(A)) == {q(p) - p € o(A)}.

Die analoge Aussage gilt, falls man o durch o, ersetzt.

Beweis. (i) O. E. sei ¢ normiert mit degqg =: n > 1, d.h. ¢(2) = >_}_,arz" mit
a, = 1. Wir zeigen die Abgeschlossenheit von g(A) durch Induktion iiber n.

n = 1: Als selbstadjungierter Operator ist A abgeschlossen und damit auch ¢(A) =
A —+ agp.

n — n+ 1: Sei p := q(i). Wir schreiben ¢(2) = (2 — i)r(2) + p mit einem Polynom
r mit degr = n. Sei (T )men C D(A™1) = D(q(A)) eine Folge mit z,, — x in S
und ¢(A)x,, — y in . Dann gilt

r(A)zm = (A=) q(A)zm — p(A = i) 2 = (A—0) "y — pz)  (m — o0).

Nach Induktionsvoraussetzung ist 7(A) abgeschlossen, und es folgt = € D(r(A)
D(A™) und r(A)z = (A —14) " (y — px) € D(A). Also ist x € D(A™™) und q(A)z
(A—i)r(A)x + ux =y, d.h. g(A) ist abgeschlossen.

(ii) Sei A € C. Schreibe ¢(z) — A = [[}_,(z — p1;). Dann gilt q(u;) = A und

q(A) = A= (A=) (A= ). (3-5)
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Falls A € p(q(A)), ist ¢(A) — A: D(A™) — S bijektiv, und nach (3-5) ist A — 1y
surjektiv und A —p, injektiv. Da alle Faktoren vertauschen, sind alle A— p; bijektiv,
dh. pyjepld) (j=1,...,n).

Falls andererseits mindestens einer der Faktoren A — p; nicht bijektiv ist, so ist auch
die Komposition g(A) — A nicht bijektiv. Also folgt A € p(¢q(A)) genau dann, wenn
pj € p(A) fir alle 7 =1,...,n gilt, d.h. es gilt

o(q(A) ={AeC: Fuea(A): A=q(p)} = qla(A)).

Falls (A — pj)z = 0 mit z € D(A) \ {0}, so folgt x € D(q(A)), und aus (3-5)
folgt (¢(A) — A)z = 0. Falls wiederum alle A — 1, injektiv sind, ist die Komposition
q(A) — X ebenfalls injektiv. Also gilt auch o,(¢(A)) = q(0,(A)). O

3.42 Korollar. Fir den Dirac-Operator Hp gilt

o(Hp) = 0.(Hp) = (—o0, —mc?] U [mc?, o).

Beweis. Nach Satz 3.40 gilt H2 = B, d.h. o(H%) = 0,(H2) = [m?c*, 00). Also gilt
nach Lemma 3.41 o,(Hp) = 0, und fiir jedes A € [mc? o0) gilt A € o.(Hp) oder
—\ € 0.(Hp). Zu zeigen ist also nur noch A € 0.(Hp) <= —\ € 0.(Hp).

Sei A € 0.(Hp) und (¢,)nen eine Weylsche Folge zu A (siehe Definition 3.17). Sei

a5 = (g %) (siehe Bemerkung 3.37). Dann ist az¢, € H'(R3;C*) = D(Hp) und

laston|* = (@5tn, ¥n) = [[¥al® = 1.

Also besitzt auch (a5, ), keine konvergente Teilfolge. Weiter gilt, da asay = —agas
fir k =1,...,4 nach Bemerkung 3.37,

[(Hp + M asin|| = [las(=Hp + An| = [(Hp = M¢n[| = 0 (n — o0),
d.h. (as,), ist eine Weylsche Folge fiir Hp zu —A\. O

3.43 Bemerkung. Der Dirac-Operator ist der erste auftretende Hamilton-Operator,
welcher nicht halbbeschrankt ist. Die Existenz beliebig negativer Energien hat zur
Vorhersage der Existenz des Positrons, des Antiteilchens des Elektrons, gefiihrt.

3.44 Definition. In der relativistischen Quantenmechanik wird das Wasserstof-
fatom beschrieben durch den Hamilton-Operator H®: L?(R% C*) > D(H©) —
L2(R?; C*) mit D(H®) := C3°(R3; C*) und

ch k oY e?
)y .= = E _ 2 - _ (0)
HYqy ; 2 lak mk—i—mc ) rw (v € D(H™)).
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3.45 Satz. HO ist wesentlich selbstadjungiert, und fir H := HO gilt D(H) =
H'(R3;C*) und o.(H) = (—00, —mc?] U [mc?, 00).

Beweis. (i) Fiir ¢ € C§°(R3; C*) gilt mit der 3. Poincaré-Ungleichung, Lemma 3.14,

4
2 2
r r
k=1

L*(R?)

4

< 4et Z IVl 72 s sy
k=1

Somit ist

IHp||* = ¢ hQZ vak”LQ(R?’ c3) T M [ (R3;C4)

a | s ol
- 464
> 4|(H —HDWHz,
wobei verwendet wurde, dass fiir die Sommerfeldsche Feinstrukturkonstante o := Z—i
Qe Ay L 1
gllt o= 37 < 5-

Also ist H® eine Kato-Storung von Hp (Satz 3.13), und damit ist H selbstadjungiert
mit Definitionsbereich D(H) = D(Hp) = H'(R3; C*).

(ii) Analog zum Beweis von Satz 3.18 kann man zeigen, dass fiir eine Weylsche
Folge (), von Hp die entsprechend modifizierte Folge (¢, px)r eine Weylsche
Folge sowohl fiir Hp als auch fiir H ist und daher o.(Hp) = o.(H) gilt. O

3.46 Bemerkung. Der obige Satz trifft nur eine Aussage iiber das kontinuierliche
Spektrum, die Bestimmung des Punktspektrums ist deutlich komplizierter. Man
kann zeigen, dass im Intervall (—mc?, mc?) unendlich viele Eigenwerte liegen, die

sich bei mc? haufen. Es gilt

o? —-1/2
aH:{m02(1+ ) :kEN,nEN},
o(H) (n+ Vk% — a?)? °
wobei wieder a := ;—i ~ ﬁ ist. Damit ergibt sich eine Korrektur der Spektrallinien

verglichen mit der nichtrelativistischen Rechnung (Feinstruktur).
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