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1. Ein erster Uberblick

1.1 Worum geht’s? In diesem einleitenden Abschnitt sollen wichtige Beispiele
partieller Differentialgleichungen vorgestellt werden und mogliche Ansétze zu ihrer
Losung diskutiert werden. Auch wenn nicht alle Ansétze im Laufe dieser Vorlesung
vollsténdig diskutiert werden kénnen, sollte man hier einen ersten Uberblick erhal-
ten. Auch sollte hier klar werden, wie komplex (und damit interessant) partielle
Differentialgleichungen sind.

a) Grundbegriffe und Beispiele

Ziel ist es, eine Einfithrung in die Theorie partieller Differentialgleichungen zu geben
und sich dabei von Beispielen aus der mathematischen Physik leiten zu lassen, was
auch aus historischer Sicht nicht ungerechtfertigt ist. Bekannt sind gewohnliche Dif-
ferentialgleichungen, etwa zum freien Fall: Gesucht wird eine Funktion y : R — R,
welche

y'(t) =—9, y(0) =m0, ¥(0)=w
erfiillt, dabei sind yy und y; sowie g vorgegebene reelle Werte.

Nun sind aber die meisten Ph&nomene von mehr als nur einer Variablen abhéngig,
das heiflt es treten partielle Ableitungen bzw. partielle Differentialgleichungen auf.

Zunéchst soll der Begriff der partiellen Differentialgleichung formal geklart werden.
Im folgenden sei n € N beliebig gegeben und G eine offene, nichtleere Teilmenge des
R"™.
1.2 Definition. Fiir m,[ € N sei

F:R"x (R"x..xR™) — R

eine Abbildung, an welche zunéchst keine weiteren ,, Anforderungen * gestellt werden.
Sei nun k € Ny. Fiir o := (ay, ..., a,,) € N§ heifit

F(z, (0%u(r))o<|al<k) = 0 (1-1)

(i) partielle Differentialgleichung (PDGL) der Ordnung k fiir eine Funktion u :
G — R™, sofern [ =1 gilt.

(ii) System won I partiellen Differentialgleichungen der Ordnung k fiir eine Funk-
tion u : G — R™, sofern [ > 1 gilt.

Dabei und im folgenden verwenden wir die Multiindex-Schreibweise: Es ist

0%u(x) ::( 0 )al...< 0 )anu(x) (a € Np).

oy oy,
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4 1. Ein erster Uberblick

Andere verwendete Schreibweisen sind

0 0
au, U := Uy, = axiu.

Uy i= Oyl 1=

Ist n = 1, so handelt es sich bei (1-1) offenbar um ein System von gewdhnlichen
Differentialgleichungen, mit welchen wir uns hier aber nicht weiter befassen werden.

Man sucht somit eine hinreichend differenzierbare Funktion w, so dass (1-1) fiir alle
r € G gilt. (z.B. u € C*(G,R™)). Eine solche Funktion u heifit dann (klassische)
Lésung oder Integral von (1-1). Da die Existenz einer klassischen Losung in vielen
Féllen nicht gesichert ist, gibt es viele weitere Losungsbegriffe wie etwa schwache
Losungen. Diese werden spéter besprochen. Zur Gleichung (1-1) kommen in der Re-
gel vorgegebene Werte - Anfangswerte und oder Randwerte - auf Untermannigfal-
tigkeiten in G hinzu, welche zumindest die Eindeutigkeit der Losung sichern sollen.

1.3 Beispiel. Das folgende Beispiel zeigt, dass der Losungsbegriff bei partiellen
Differentialgleichungen sehr prizise definiert werden muss. Sei etwa G' = (0,1)? C R?
und p(x,y) := 22 ((z,y) € OG). Betrachte das Randwertproblem

Aufz,y) =0 ((z,y) € G),
u(z,y) = ¢(z,y) ((z,y) € 0G).
Dieses Randwertproblem besitzt keine Losung u € C2(G). Denn falls es eine derar-
tige Losung gébe, so wire uy,(z,0) = @u(x,0) = 2 fir alle 2 € [0,1] und damit

insbesondere u,,(0,0) = 2. Genauso gilt u,,(0,0) = ¢,,(0,0) = 0, und man erhilt
Au(0,0) = 1z (0,0) + uy,(0,0) = 2 im Widerspruch zu Au = 0.

Die folgende Definition und viele weitere Aussagen werden nur fiir skalare PDGL
(d.h. fir m = 1) formuliert; die Ubertragung auf Systeme von PDGL ist aber ohne
wesentliche Anderung moglich. Ebenso kann man komplexwertige Koeffizienten und
Losungen betrachten.

1.4 Definition. a) Die PDGL (1-1) heifit linear, falls sie die Gestalt
Y aa(2)du(z) = f(2)
lal<k

hat, wobei f,a,: G — R gegebene Funktionen sind. Im Fall f = 0 heiit obige
Gleichung homogen.

b) Die PDGL (1-1) heifit semilinear, falls sie die Form

Y aa(@)0%u(x) + ao(z, (9*u(z))osjalzk-1) = 0

laf=k

besitzt.
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1. Ein erster Uberblick 5

c) Die PDGL (1-1) heifit quasilinear, falls sie die Form
> aa(x, (0°u())osiaj<k-—1)0"u(x) + ag(x, (9°u(x))o<iaj<r—1) = 0
la|=k

besitzt.

d) Falls die PDGL (1-1) nichtlinear in den héchsten Ableitungen ist (d.h. falls keiner
der Félle a)-c) zutrifft), heifit die Gleichung stark nichtlinear oder voll nichtlinear.

1.5 Beispiele. a) (Potentialgleichung) Fiir eine Funktion v : G — R ist die
Potentialgleichung oder Laplace-Gleichung gegeben durch

Hier ist u etwa ein Potential, eine (stationdre) Temperatur, eine Konzentration oder
ein Druck. Es handelt sich um eine sog. elliptische Dgl.

b) (Wellengleichung) Fiir eine Funktion v : R x G — R, G C R" ist die Wellen-
gleichung gegeben durch

u(t, x) — Au(t,z) =0 (linear),
Vu

Uy — dIV ——or—=1() nichtlinear).
! 1+ [Vuf? ( )

Hier beschreibt ¢ die Zeit,  den Ort und u = u(t,z) etwa die Auslenkung eines
Stabes (n = 1), einer Membran (n = 2) oder die Ausbreitung von Schall oder elek-
tromagnetischen Wellen (n = 3). Auf physikalische Konstanten wird soweit moglich
verzichtet. Die Wellengleichung ist der Prototyp einer hyperbolischen Gleichung.

c) (Wiarmeleitungsgleichung) Fiir eine Funktion v : R x G — R, G C R" ist
die Warmeleitungsgleichung gegeben durch

u(t, ) — Au(t,x) = 0.

In Anwendungen beschreibt u = u(t, x) die Temperatur bzw. die Konzentration von
Substanzen. Diese Gleichung ist der Mustervertreter einer parabolischen Gleichung.

d) (Populations- bzw. Reaktionsdiffusionsgleichungen)
Fiir Funktionen uy,us : Ry X G — R, G C R” sind diese oft von der Gestalt

Owur(t,x) — Aug(t,z) = fi(t, z,use(t, x))
Opus(t,x) — Aug(t,z) = folt, z,uy(t, z)).

Hierbei beschreiben wy, us die Populationen bzw. Konzentrationen zum Zeitpunkt ¢
am Ort x.
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6 1. Ein erster Uberblick

e) Black-Scholes-Gleichung Fiir eine Funktion V : (0,00)* — R, ist die Black-
Scholes-Gleichung gegeben durch

1
Vi(t,s) + 50252‘/55(75, s) +rsVi(t,s) —rVi(t,s) =0.

Hierbei sind o, r feste Parameter, V' beschreibt den Wert der Option, s : (0,00) — R,
t — s(t) den Wert des Papiers.

f) (Schrédingergleichung) Die Differentialgleichung

1
Uy —i(Au—l— —u) =0
]
heilt Schrodingergleichung und findet Anwendung etwa in der Quantenmechanik.
Das Potential |71\ kann je nach Modell auch entfallen oder durch eine anderes Poten-
tial ersetzt werden. Mit physikalischen Konstanten lautet die Schrodinger-Gleichung

ohne Potential )

I}
zh@tu + —Au = 0,
2m
wobei h das Plancksche Wirkungsquantum und m die Masse ist.

g) (Maxwell-Gleichungen) Hierbei handelt es sich um ein System von PDGL fiir
Funktionen E, H : R x G — R3, welches in einfachster Form gegeben ist durch

Ey, —rotH =0, H;+rotE =0.
Dabei ist E die elektrische Feldstédrke und H die magnetische Feldstérke.

h) Navier-Stokes-Gleichungen Auch hierbei handelt es sich um ein System fiir
Funktionen u: (0,00) x G — R* und p: (0,00) X G — R, gegeben durch

w+ (u-Vu—Au=—-Vp, divu=0. (1-2)

Dies ist eine nichtlineare Gleichung, ihre Linearisierung (d.h. ohne (u - V)u) heifit
Stokes-Gleichung.

Die Losbarkeit der Navier-Stokes-Gleichung ist auch Gegenstand eines der sieben
Millenium-Probleme, deren Losung mit 1 Million $ dotiert ist. Genauer geht es um
folgende Fragestellung: Setzt man z.B. G = R3 und fiigt man dem System (1-2)
noch die Anfangsbedingung

Ult:() = Up (1-3)

hinzu, so ist bekannt, dass fiir geniigend reguldre Anfangswerte fiir das System (1-2)-
(1-3) global schwache Lésungen (z.B. fiir ug € L?(R3)) bzw. zeitlich lokal klassische
Losungen (z.B. fiir uy € L3(R?)) existieren. Allerdings ist i.A. die Frage nach der
Eindeutigkeit von schwachen Losungen bzw. nach der Existenz von global klassischen
Losungen seit iiber 70 Jahren unbeantwortet. Die Aufgabe des Millenium-Problems
liegt im Nachweis der Existenz global klassischer Losungen bzw. in der Angabe eines
Gegenbeispiels.
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1. Ein erster Uberblick 7

Damit sind nur wenige in moglichst einfacher Darstellung auftretende Beispiele
gewiahlt. Viele weitere Beispiele kommen aus der Geometrie, der Chemie sowie der
Biologie. An den Beispielen kann man aber bereits erkennen, dass die Theorie der
Partiellen Differentialgleichungen sehr viele Aspekte haben muss, um alle diese ver-
schiedenen Phénomene beschreiben zu kénnen. Typische Fragen, die gestellt werden
sind dann von der Art:

(i) Existenz und Eindeutigkeit von Losungen

(a) Gibt es Losungen und wenn ja, in welchem Sinn (,,klassisch“ oder
,,schwach )?

(b) Gibt es lokale oder gar globale Losungen?

(c) Welche Kriterien miissen erfiillt sein?

(ii) Héngen die Losungen stetig von den Daten ab??

(iii) Wie konnen Losungen dargestellt werden?

(iv) Wie konnen Losungen explizit berechnet werden?
)

(v) Wie ist das ,,qualitative Verhalten von Losungen?

b) Lésungsansitze

Um PDGL zu l6sen, gibt es keine Standardmethode, ebenso wenig wie es eine ein-
heitliche Theorie von PDGL gibt (noch weniger als bei den gewohnlichen Dgl.).
Selbst bei linearen PDGL ist es im allgemeinen nicht moglich, eine Losung direkt zu
berechnen. In obigen Beispielen haben wir die einfachsten Beispiele parabolischer,
elliptischer und hyperbolischer Gleichungen kennen gelernt. Das Losungsverhalten,
auch schon die Frage der Existenz und Eindeutigkeit, dieser drei Grundtypen von
PDGL ist recht unterschiedlich. Aber es gibt auch viele Gleichungen, welche in kei-
ne der Klassen fallen und eine einzelne Betrachtung erfordern. Noch schwerer ist es,
Aussagen iiber nichtlineare Gleichungen zu treffen, die Theorie nichtlinearer PDGL
ist eines der grofiten Forschungsgebiete innerhalb der Mathematik.

Die genannten Typen von PDGL werden fiir lineare Gleichungen zweiter Ordnung
in Abschnitt 2.2 definiert, allgemeinere Definitionen etwa parabolischer Gleichungen
folgen spiter.

Nun sollen einige Losungsansétze kurz vorgestellt und diskutiert werden. Dabei sind
die Aussagen nicht mathematisch prézise formuliert und zum Teil auch recht subjek-
tiv. Einige Ansétze werden wir im Verlauf dieser Vorlesung und ihren Fortsetzungen
kennen lernen.
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8 1. Ein erster Uberblick

(i) Gleichungen erster Ordnung. Bei einfachen Beispielen von linearen PDGL
erster Ordnung (etwa fiir Funktionen u: R? — R) kann man Parametrisierungen
betrachten, wodurch die Gleichungen im wesentlichen auf gewohnliche Dgl. zuriick-
gefiihrt werden. Dies ist die Methode der Charakteristiken, welche in Abschnitt 2 a)
besprochen wird. Obwohl die Methode auch auf nichtlineare Gleichungen ausgewei-
tet werden kann, ist die Anwendbarkeit relativ eingeschrénkt.

(ii) Potenzreihenansatz bei analytischen Koeffizienten. Wie bei gewdhnli-
chen Dgl. auch, kann man einen Losungsansatz durch Potenzreihenentwicklung ver-
suchen. Dabei handelt es sich jetzt um eine Potenzreihe in mehreren Variablen,
Voraussetzung ist, dass die Koeffizienten reell analytisch sind. Der zugehorige Satz
von Cauchy und Kovalevskaya wird in Abschnitt 2 b) besprochen.

(iii) Potentialtheorie. Bei diesem Ansatz wird auf klassische Differenzierbarkeit
(zunéchst) verzichtet, man betrachtet Losungen in der Menge der Distributionen.
Als Beispiel sei die Potentialgleichung

Au=f

in R? genannt. Man sucht eine Grundlésung, d.h. eine distributionelle Losung der
Gleichung Ag = 6, wobei ¢ die Dirac-Distribution ist. Verwendet man wichtige
Eigenschaften der Faltung, ndmlich

A(f xg) = f*(Ag)

und
u*x0=u,

so erhdlt man fiir u := f % g die Gleichung

Au=A(fxg)=[f*(Ag)=[fx0=F
Also ist u eine ,,Losung” der Potentialgleichung.

Es ist klar, dass man bei diesem Ansatz zunéchst einige Begriffe kldren muss, etwa
den Begriff der Distribution. Eng verwandt mit diesem Ansatz ist der Begriff der
Greenschen Funktion, der auch schon aus den gewohnlichen Dgl. bekannt sein sollte.
Auch dort wurde die Losung als Integral geschrieben wie bei der Faltung.

Der Potentialansatz ist wesentlich allgemeiner als man im ersten Moment meinen
mochte. Ein Nachteil dieses Ansatzes ist, dass man zunéchst nicht auf klassische
Losungen kommt (die Differenzierbarkeit der Losung muss separat untersucht wer-
den), was allerdings bei fast allen wichtigen Losungsansitzen der Fall ist. Ein weite-
rer Nachteil besteht darin, dass man die Grundlésung bzw. die Greensche Funktion
finden muss, was sehr von der Gleichung abhéngt. Es ist relativ schwer, allgemei-
ne Aussagen iiber Klassen von PDGL mit dieser Methode zu beweisen. Wenn man
allerdings die Greensche Funktion kennt, kann man recht prézise Aussagen iiber
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1. Ein erster Uberblick 9

die Losung treffen. Dies liegt auch daran, dass die Losung als Faltung, d.h. als
Integral geschrieben wird und Integraloperatoren relativ gut zugéinglich sind. Die
Potentialmethode kann daher auch gut fiir nichtglatte Gebiete (d.h. im Fall eines
nichtglatten Randes 0G) verwendet werden. Im konkreten Fall sind oft recht tech-
nische Abschétzungen zu beweisen (aber auch das ist bei fast allen Methoden der
Fall).

Da die Grundlosungen im allgemeinen Singularitdten aufweisen, ist dieser Ansatz
eng verbunden mit der Theorie singulédrer Integraloperatoren, einem grofien Gebiet
innerhalb der Operatortheorie. Wir werden die Potentialmethode exemplarisch in
diesem Semester kennen lernen.

(iv) Schwache Losungen. Eine Moglichkeit, auch die Losbarkeit partieller Diffe-
rentialgleichungen zu beweisen, verwendet den Begriff der schwachen Losung. Dabei
wird auf die klassische Differenzierbarkeit verzichtet und die Losung in einem ge-
eigneten Sobolevraum gesucht. Statt den Differentialoperator selbst zu betrachten,
studiert man die zugehorige Bilinearform, die Dirichlet-Form. Dies hat den Vorteil,
dass weniger Glattheitsbedingungen an die Losung gestellt werden miissen. Bei ei-
nem Operator zweiter Ordnung ist die schwache Losung nur im Sobolevraum erster
Ordnung. Die Losbarkeit folgt nun aus Sétzen {iber Bilinearformen in Hilbertraum-
en, wie etwa den Satz von Riesz oder den Satz von Lax-Milgram.

(v) Energieabschéitzungen. Wir betrachten das sog. Anfangsrandwertproblem
fiir die Wellengleichung in einem Gebiet G C R", gegeben durch

u(t,x) — Au(t,z) =0 ((t,z) € [0,00) X G,
u(t,z) =0 ((t,x) € [0,00) x 0G),
u(0,2) = ug(z) (z € qQ),
w (0, ) = uy(z) (z € G).

Man kann zeigen, dass fiir jede Losung die Energie
E(t) = lluelt, )li2ic) + IVult, )z

unabhéngig von ¢, also konstant ist. Dieser Ansatz der Energieabschitzungen kann
(fiir allgemeinere Gleichungen) insbesondere dazu verwendet werden, um Aussa-
gen iiber die Lebensdauer einer Losung und die Stabilitdt zu gewinnen. Eng mit
diesem Ansatz verbunden ist der Ansatz der Lyanpunov-Funktion, der auch schon
fiir gewohnliche Dgl. diskutiert wurde. Diese Methode ist auch gut geeignet fiir
nichtlineare Gleichungen (insbesondere fiir hyperbolische Gleichungen). Der Nach-
teil bzw. der Aufwand hierbei ist es, einen geeigneten Energiebegriff zu finden und
die Abschétzung der Energie zu beweisen, was wiederum oft an der speziellen Glei-
chung liegt.

(vi) Ansatz durch Fourierreihen. Wir betrachten die Wérmeleitungsgleichung

Ut+AU:O
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10 1. Ein erster Uberblick

mit A := —A. Der Reihenansatz betrachtet zunichst Losungen, bei welchen die
Variablen x und ¢ separiert sind, d.h. Losungen der Form

ult, z) = P(t)p(z).
Wenn nun ¢ eine Eigenfunktion von A ist, d.h. wenn ein Eigenwert \ existiert mit

Ap = Ap,
so ist u(t,z) = e Mp(x) eine Losung der Gleichung. Im allgemeinen wird diese
Losung noch nicht die richtigen Anfangs- und Randbedingungen (die oben wegge-
lassen wurden) erfiillen. Daher wird man alle Eigenwerte \,, von A suchen und einen
Reihenansatz der Form

ult,z) =Y cul(t)pu(2)

n=1

wahlen. Hierbei seien ¢,, Eigenfunktionen zu \,,.

Dieser hier nur sehr grob beschriebene Ansatz kann auch bei wesentlich allgemeine-
ren Differentialoperatoren A funktionieren. Wichtige Fragen in diesem Zusammen-
hang sind:

e Wie ist der zu einer PDGL gehorige Differentialoperator A definiert?

e Besitzt A Eigenfunktionen, oder etwas allgemeiner: wie sieht das Spektrum
von A aus?

e Ist jede Losung durch obigen Reihenansatz darstellbar? Das ist die Frage nach
der Vollstandigkeit der Eigenfunktionen.

e Wie gut ist die Konvergenz in obiger Reihe? Fiir gute Konvergenz (etwa
gleichméBige Konvergenz) muss man oft aufwindige Abschétzungen beweisen.

Der Reihenansatz benutzt Operatortheorie, wie bereits an obigen Begriffen wie Spek-
trum klar wird. Er funktioniert im wesentlichen nur bei PDGL, welche in einem be-
schriankten Gebiet G (mit entsprechenden Randbedingungen) gegeben sind. In kon-
kreten Féllen kann es schwer oder unméglich sein, die Eigenfunktionen zu finden.
Wenn eine explizite Angabe der Eigenfunktionen moglich ist (etwa in Rechtecks-
gebieten oder Sektoren), kann man die Losbarkeit und die Losungen oft recht gut
analysieren. Auch falls die Eigenfunktionen nicht explizit angegeben werden koénnen,
kann man mit diesem Ansatz eine ganze Reihe abstrakter Aussagen treffen. Damit
eignet sich der Fourierreihen-Ansatz fiir viele Gleichungen.

(vii) Ansatz durch Fourier-Transformation. Als Beispiel betrachten wir eine
Variante der Potentialgleichung

—Au+u=f.
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1. Ein erster Uberblick 11

Zur Losung verwendet man die Fourier-Transformation im R™, welche definiert ist

durch
(Fu)(&) = (2#)_"/2/ u(z)e " dr.

n

Die Theorie der Fourier-Transformation besagt insbesondere, dass
F: L*(R") — L*(R")

ein isometrischer Isomorphismus ist (Satz von Plancherel). AuBlerdem kann die
Fourier-Transformierte der Ableitung berechnet werden durch

(7 (0°w)](€) = i™le (Fu)(€).
Eingesetzt erhilt man in unserem Beispiel
F (= Au+u)(€) = (I + D(Fu)(€),
und eine Losung obiger Gleichung ist gegeben durch

wi=F! [%]

Tatséchlich funktioniert dieser Ansatz bei vielen PDGL sehr gut. Durch den Satz von
Plancherel ist L?(R") ein kanonischer Grundraum fiir diesen Ansatz, und die daraus
abgeleiteten Sobolevriaume bilden einen zentralen Begriff in der Theorie PDGL.

Da die Fourier-Transformation nur im ganzen Raum R"™ definiert ist, muss man
fiir Randwertprobleme diesen Ansatz modifizieren. Auch wenn die Koeffizienten der
PDGL von x abhéngen, wird der Ansatz komplizierter. Sei etwa

Au(z) == Z o ()0%u ()

| <k

ein partieller Differentialoperator mit ortsabhédngigen Koeffizienten. Dann definiert
man das Symbol von A durch

a(x,€) = ) an(x)(i)".

laf <k

Das Symbol obiger Gleichung ist somit |£|?> + 1. In Anlehnung an die Formel der
inversen Fourier-Transformation

(F1g)(x) = (2m) 2 / g(€)e*ede

n

definiert man zu obiger Gleichung den Losungsansatz

u(z) == (27r)_”/2 /R” —<f;xf)§§) et dg.
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12 1. Ein erster Uberblick

Dies ist ein Beispiel eines sog. Pseudodifferentialoperators. Die Theorie derartiger
Operatoren ist sehr kompliziert, aber auch sehr niitzlich fiir PDGL.

Der Ansatz durch Fourier-Transformation und seine Varianten (etwa iiber Laplace-
Transformation) ist einer der allgemeinsten Ansétze etwa fiir parabolische Gleichun-
gen. Der zugrunde gelegte Losungsbegriff ist die distributionelle Losung, wobei die
Distributionen Elemente gewisser Sobolevraume sind. Man kann damit Aussagen
iiber Losungen treffen, ohne die Losung selbst berechnen zu miissen. Es besteht eine
enge Verbindung zur Potentialtheorie. Ein Nachteil dieses Ansatzes ist auch seine
Allgemeinheit: Fiir konkrete Gleichungen fithren andere Ansétze oft auf stérkere
Aussagen.

(viii) Anwendung des Spektralsatzes und der Halbgruppentheorie. Wir
betrachten nochmals die Warmeleitungsgleichung

Ou—Au =20
im R™ mit dem Anfangswert
u(0,2) = ug(x) (z €R").

Wiirde man den Operator A durch eine Matrix A € C*** ersetzen, wire eine Fun-
damentalmatrix der entstehenden Dgl. gegeben durch

Z(t) := exp(tA).
Es liegt also nahe, auch hier die Lésung w zu definieren durch
u(t, z) == exp(tA)up(x).

Damit stellt sich die Frage, wie exp(tA) definiert werden kann. In diesem Fall ist kein
Reihenansatz wie bei Matrizen méoglich (der Laplace-Operator besitzt keine endliche
Operatornorm). Mit Hilfe des Spektralsatzes, einem zentralen Ergebnis der Funk-
tionalanalysis, ist es jedoch moglich, Funktionen von selbstadjungierten Operatoren
zu definieren. Insbesondere kénnen Funktionen wie exp(tA) und cos(tv/A) definiert
werden und damit Losungen von Wirmeleitungs- und Wellengleichung angegeben
werden.

Falls der Spektralsatz anwendbar ist, handelt es sich um die vielleicht beste Metho-
de, PDGL zu losen. Viele Eigenschaften der Losung sind mit diesem Satz beweis-
bar, der in (v) beschriebene Ansatz durch Fourier-Reihen kann als Spezialfall des
Spektralsatzes betrachtet werden. Selbst zur Fourier-Transformation, wie sie in (vi)
beschrieben wurde, besteht eine Querverbindung.

Der Spektralsatz ist zunéchst beschrankt auf selbstadjungierte Operatoren. Falls
der Operator nicht selbstadjungiert ist, gibt es allgemeinere Zugénge zur Definition
von exp(tA), welche unter dem Begriff der Halbgruppentheorie zusammengefasst

© Robert Denk 28.08.2019



1. Ein erster Uberblick 13

werden. Die Halbgruppentheorie ist insbesondere wichtig, falls die PDGL statt in L?
in LP mit p # 2 betrachtet werden soll. In diesem Fall verliert man die Hilbertraum-
Struktur (LP(R™) ist nur noch Banachraum), und selbstadjungierte Operatoren sind
nur in Hilbertrdumen definiert.

Selbst wenn der Spektralsatz anwendbar ist, wie es in vielen Beispielen aus der
Physik der Fall ist, miissen die PDGL im Einzelfall noch recht genau untersucht
werden, um wirklich gute Aussagen zu erhalten. Bei diesem wie auch bei allen ande-
ren Ansétzen bleibt immer noch viel zu tun, und es gibt auf dem Gebiet der PDGL
wesentlich mehr offene Fragen als Antworten.
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2. Elementare Lésungsmethoden

2.1 Worum geht’s? In diesem Abschnitt werden erste Losungsmethoden fiir par-
tielle Differentialgleichungen vorgestellt. Bei Gleichungen erster Ordnung im R?
kann letztlich eine Reduktion auf gewohnliche Differentialgleichung erfolgen; aus
den entsprechenden Sétzen iiber die eindeutige Losbarkeit gewohnlicher Differen-
tialgleichungen erhélt man die lokale Losbarkeit der PDGL. Ebenfalls eine lokale
Losbarkeit wird im Satz von Cauchy-Kovalevskaya bewiesen, bei welchem der Po-
tenzreihenansatz verwendet wird. Ebenfalls in diesem Abschnitt findet sich eine erste
Einteilung PDGL zweiter Ordnung, bei welchen die wichtigsten Typen vorgestellt
werden.

a) Gleichungen erster Ordnung

Wir betrachten im Folgenden nur lineare PDGL erster Ordnung in R, die Grundi-
dee der Methode der Charakteristiken lasst sich auch auf nichtlineare Gleichungen
und Gleichungen hoherer Ordnung iibertragen. Fiir die Darstellung verwenden wir
auBerdem n = 2, eine Ubertragung auf hohere Dimensionen geht problemlos. Wir
betrachten also in einem Gebiet G C R? fiir die gesuchte Funktion v = u(x,y) die
Gleichung

ar(, y)us (2, y) + az(z, y)uy(z,y) = b(z, y)u(z, y) + c(z,y) ((z,y) € G).  (2-1)

Dabei seien aj,a; € CYG) mit a(z,y) = (ai1(z,y),a2(z,y)) # 0 ((z,y) € G)
und b,¢c € C(G). Diese Gleichung muss fiir die eindeutige Losbarkeit noch mit
Anfangsbedingungen versehen werden. Dazu sei 'y C G eine differenzierbare Kurve
(im n-dimensionalen: eine differenzierbare (n — 1)-dimensionale Hyperflache, siehe
Abbildung 1)), und f € C'(Ty) der gegebene Wert auf I'y. Die Anfangsbedingung
hat dann die Form

u(z,y) = flz,y) ((z,y) € Lo). (2-2)
Die Kombination von (2-1) und (2-2) ist ein typisches Beispiel einer Cauchyschen
Anfangswertaufgabe.

Die Methode der Charakteristiken besteht darin, die gesuchte Losung u zunéchst
auf geeignet gewihlten Kurven zu berechnen. Dabei werden diese Kurven (Charak-
teristiken) so gew#hlt, dass entlang dieser Kurve die Losung wu sich als Losung einer
gewdhnlichen Differentialgleichung ergibt. Sei x: [, 5] — R? eine Parametrisierung
einer Charakteristik X = [y]. Man betrachtet dann u entlang der Kurve X, d.h.
man definiert

2(t) = u(x(®) = u(xa(t), x2(t)) (¢ € [ev, 5]).
Fiir die Ableitung 2/(¢) erhilt man mit der Kettenregel

Z(t) = X1 (e (x (1) + Xa(D)uy(X(1) (¢ € [, B]). (2-3)
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Abbildung 1: Beispiel fiir eine Hyperebene I'y in einem Gebiet G.

Wiéhlt man x so, dass X (t) = a1 (x(t)) und x5(t) = as(x(t)) gilt und beachtet man
entlang der Kurve X die PDGL (2-1), so folgt

(1) = ar(x (1)) uz(x (1)) + a2(x(£))uy (X (1)) = b(x (1)) 2(t) + c(x (1)) (¢ € [a, B]).

Dies ist eine gewohnliche Differentialgleichung fiir z, welche eindeutig losbar ist, falls
der Anfangswert an einer Stelle t;, vorgegeben ist.

Die wesentliche Bedingung war, dass x’'(t) = a(x(t)) gilt. Derselbe Ansatz funktio-
niert auch noch, falls die Vektoren y/(t) und a(x(t)) Vielfaches voneinander, also
linear abhéngig sind. Dies ist die Motivation fiir folgende Definition:

2.2 Definition. Eine Kurve X = [y], die durch x(¢) = (28) (t € [, B]) parame-

trisiert wird, heifit Charakteristik der partiellen Differentialgleichung (2-1), falls

X1(t)az(x(t)) = x5(H)ar(x(t)) =0 (¢t € [o, B]) (2-4)

gilt. Sie heifit charakteristisch in tg € [o, ], falls (2-4) an der Stelle t = ¢, gilt.

2.3 Beispiele. (i) Gegeben sei die partielle Differentialgleichung u, — u, = 0. Of-
fenbar ist diese dquivalent mit (1, —1)Vu(x,y) = 0. Also erhélt man die Charakteri-
stiken dieser partiellen Differentialgleichung, indem man —y} — x4 = 0 16st. Mittels
Integration erhdlt man yo(t) = —x1(t) + const . Demnach sind die Charakteristiken
parallele Geraden zur 2. Winkelhalbierenden im R? (Abb. 2).

(ii) Ist die Gleichung u, + u, = 0 gegeben, so ergibt sich analog wie oben, dass die
Charakteristiken parallele Geraden zur 1. Winkelhalbierenden sind (Abb. 3).

2.4 Bemerkung. Sei (zg,y9) € G gegeben. Dann bietet es sich an, eine Cha-
rakteristik durch (zg,yo) zu suchen, indem wir das folgende System gewohnlicher
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x
Abbildung 2: Charakteristiken
Differentialgleichungen zu 16sen versuchen:
X1 = ai(x1, X2), X1(0) = o (2-5)

X5 = a2(x1,X2), X2(0) = 1o

Die Voraussetzung an a;,as und der Satz von Picard-Lindel6f implizieren die ein-
deutige Losbarkeit dieses Systems. Es kann sogar gezeigt werden, dass jede Charak-
teristik durch (xg,yo) wie in (2-5) parametrisiert werden kann.

2.5 Satz. Ist die Funktion u : G C R? — R im Punkt (zo,y0) € G vorgegeben,
so ist jede Liosung von (2-1) auf jeder Charakteristik [x] durch (xo,vy0) eindeutig
bestimmid.

Beweis. Es sei x(t) = (x1(t), x2(t)) fur t € [a, ] eine Charakteristik durch (xg, yo).
O.B.d.A. gelte 0 € [, 8] und x(0) = (z0, yo). Ist u eine Losung von (2-1), so setzen
wir z(t) := u(x(t)). Offensichtlich gilt dann

(1) = X1 (O)ua(x (1)) + X5 (E)uy (x (1))
ar(x(1))ux (X (1)) + az(x(t))uy (x(1))
b(x(1))2(t) + c(x(1),

und z(0) = u(xo, yo) ist laut Voraussetzung gegeben. Demnach geniigt z einer linea-
ren, gewohnlichen Differentialgleichung, welche eindeutig 16sbar ist. ]

Dieses Resultat gibt uns nun die Moglichkeit, die Cauchysche Anfangswertaufgabe
(2-1)-(2-2) lokal zu lésen. Zu beachten ist, dass der Beweis des folgenden Satzes
konstruktiv ist, d.h., dass wir durch analoges Vorgehen wie im Beweis Losungen
explizit konstruieren konnen.

© Robert Denk 28.08.2019



2. Elementare Losungsmethoden 17

Abbildung 3: Charakteristiken

2.6 Satz. Es sei I'g = [v] eine Kurve in G, welche durch ~(t) := (3;8) (t €
la, B]) parametrisiert wird. Weiter sei I' im Punkt v(so) =: (zo,y0) nicht charak-
teristisch, d.h. vi(so)az(v(s0)) — ¥4(so)a1(v(s0)) # 0. Dann gibt es eine Umgebung
U = U(zo,y0) C G, in welcher die Cauchysche Anfangswertaufgabe (2-1)—(2-2)

eindeutig losbar ist.

Beweisskizze. Fiir festes s € [a, ] sei x5(t) (t € [as, Bs]), 0 € (as, Bs), eine Cha-
rakteristik, fiir die x5(0) = v(s) = (71(s),72(s)) gilt. Wir definieren nun fiir eine
Umgebung B von (sg,0) die Funktion ¢: B — R? durch (s, t) := x,(¢). Man kann
zeigen, dass v stetig differenzierbar ist. Es gilt 1(so,0) = (x0, y0). Weiter gilt unter
Verwendung von Bemerkung 2.4

O (s,t) = Oixs(t) = (X51(1), X 2(1) = (a1 (xs(2)), a2(xs(1)))

und
051 (s,0) = sy (s) = (71(s), 72(s))"-
Damit ergibt sich

was die lokale Umkehrbarkeit der Funktion v sichert. Es gibt also eine offene Um-
gebung V' = V (s, 0) von (sg,0), fir die ¥ |y injektiv ist. Sei U := ¢ (V'), dann ist U
offen und ¢p=': U — V stetig differenzierbar. Sei nun z(s, ) die nach vorigem Satz
eindeutig bestimmte Losung auf der Charakteristik x, mit z(s,0) = f(7(s)). Man
definiert

u(z,y) = z2(¢ " (z,y)).
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18 2. Elementare Losungsmethoden

Man kann zeigen, dass u tatséchlich die gesuchte Losung ist. O]

Wir wollen uns den Beweis des obigen Satzes anhand eines Beispiels veranschauli-
chen.

2.7 Beispiel. Es seien I' := {(z,1)]z € R} C R* @ € R und ¢ € C'(R). Wir

versuchen das Problem
TUy + YUy = Qu
u =

zu losen. Bekanntlich erhalten wir eine Charakteristik, welche durch den Punkt (s, 1)
geht, durch Losen der Differentialgleichungen

v =uw Y=y
{ 2(0) = 5 } baw. { y(0) =1 }
Wir erhalten also xs(t) := (sef, e') (Abb. 4) und definieren

(s, t) := xs(t)
Fiir die Umkehrabbildung von v ergibt sich:

Y

N\

Abbildung 4: Charakteristiken

_ x
o) = (L)
Nun bleibt noch z(s, -) zu bestimmen. Wir erhalten

z(s,t) = p(s)e™

und damit insgesamt
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b) Typeinteilung bei linearen Gleichungen zweiter Ordnung

Wie in den ersten Beispielen schon erwihnt, gibt es drei grofie Klassen von PDGL
(elliptisch, parabolisch und hyperbolisch), wobei nicht jede PDGL zu einer der drei
Klassen gehoren muss. Hier soll eine erste Definition gegeben werden.

2.8 Definition. Gegeben sei eine semilineare PDGL zweiter Ordnung der Form
> aa(@)0*u(z) + F(z, u(x), Vu(r)) = 0 (2-6)
|a|=2

in einem Gebiet G C R"™ mit Koeffizienten a,: G — R und F': G x R**! — R.

Der Ausdruck

o - 0*u(x)
L(z, D)u(x) := Z o (x)0%u(z) =: Z Ajk(x)axj(?xk

|a|=2 k=1

heifit der Hauptteil der Gleichung (2-6) oder des zugehérigen Differentialoperators.
Die Matrix A(z) := (Ajx(x))jk=1,..n sei 0.E. symmetrisch (da fir die Losungen
0;0ku = 0i0;u gelten soll).

.....

Die Funktion
Liw,): R" = R, € L(2,6) = ) aa(2)(i)" = = ) aa(z)é"
|ar|=2 |a|=2
heifit Hauptsymbol des formalen Differentialoperators L(x, D).

a) Die Gleichung (2-6) heifit elliptisch an der Stelle x € G, falls A(z) nur positive
oder nur negative Eigenwerte besitzt.

b) Die Gleichung (2-6) heifit parabolisch an der Stelle z € G, falls genau ein Ei-
genwert von A(x) verschwindet und alle anderen Eigenwerte dasselbe Vorzeichen
haben.

c¢) Die Gleichung (2-6) heiit hyperbolisch an der Stelle z € G, falls genau n — 1
Eigenwerte von A(z) dasselbe Vorzeichen haben und der verbleibende Eigenwert
das entgegengesetzte Vorzeichen besitzt.

d) Gelten die obigen Bedingungen fiir alle = € G, so heifit die Gleichung elliptisch,
parabolisch bzw. hyperbolisch.

2.9 Bemerkung. a) Der Grund fiir die Definition des Hauptsymbols liegt in der
Fouriertransformation. Es gilt, falls a, nicht von x abhéngt,

F (Y aadu)(©) = Y aali€)*(Fu)(E) = L(z, &) (Fu)(©)

laf=2 |af=2
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b) Man beachte, dass das Hauptsymbol mit Hilfe der Matrix A in der Form

L(z,§) = — Z Aji(2)€6 = =T A(w)€.

k=1
geschrieben werden kann. Fiir n = 2 erhélt man beispielsweise
Z o (7)0%u(x) = a0 (x)0fu(x) + aq 1y (x)010u(x) + a2 (x)dsu(x)

|a|=2
2

=Y Aj(x)0;00u(z)

Jk=1

mit der Matrix

A(x) = (Ajp(@)) jp=12 = (1(1(2’0)(36) %a(171)<x)> '

50(1,1)(5”) a(o,z)(x)

Fiir das Hauptsymbol erhélt man

L(z,8) = —apn(2)& — ap(@)&& — a2 (2)E = —(&1, &%) A(z) (Z)

Wir betrachten im Gebiet G C R"™ wieder die semilineare Differentialgleichung
Z a(z)0%u(z) + F(x,u(z), Vu(z)) = 0. (2-7)
|a|=2

Um eindeutige Losbarkeit zu erhalten, miissen noch Randbedingungen an die Funk-
tion gestellt werden.

2.10 Definition. Im Gebiet G betrachte man die Differentialgleichung (2-7). Sei
ferner g: 0G — R eine Funktion.

a) Die Randbedingung

u’ag =g (2—8)
heiBt Dirichlet-Randbedingung, das Randwertproblem (2-7), (2-8) heifit Dirichlet-
sches Randwertproblem oder Dirichletsche Randwertaufgabe.

b) Sei v: G — R™ der &ulere Normalen-Einheitsvektor an 0G (dieser existiert, falls
OG hinreichend glatt ist). Dann heifit die Randbedingung

D) = 9(x) (2 €0G)

Neumann-Randbedingung.

¢) Randbedingungen der Form au + 3 %u = g auf 0G heiflen gemischte Randbedin-
gungen oder Robin-Randbedingungen.
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Wir haben oben die Methode der Charakteristiken fiir Gleichungen erster Ordnung
kennengelernt. Fin analoger Begriff 14sst sich auch bei Gleichungen zweiter Ordnung
definieren:

2.11 Definition. Gegeben sei die Gleichung (2-7) und das zugehorige Hauptsymbol
L(z,€). Eine (n — 1)-dimensionale Hyperfliche T der Form I' = {z € G : ®(z) = 0}
mit ® € C'(G;R) heiBt eine Charakteristik der Gleichung (2-7), falls gilt:

L(z,V®(z)) =0 (zel).

2.12 Bemerkung. a) Nach Definition von L(z,§) gilt
L(x, V(1)) = -V (x)  A(z)VO(z).

Falls z: R — R eine skalare Funktion ist, so folgt fiir u(z) := 2(®(z)): G — R mit
der Kettenregel

ZAM )0;002(® ()

7,k=1

= Z (z”(CD(x))Ajk(ac)ﬁj@(x)@k@(x) + 2'(®(x)) Aji(x)0;0,P(x)

k=1

= 2"(®(2))VO(x) " A(x)VI(z) +

Nach Definition einer Charakteristik verschwindet der erste Term, d.h. u erfiillt die
Gleichung bis auf Terme erster Ableitungsordnung.

b) Die obige Definition ist konsistent zur fritheren Definition einer Charakteristik.
Sei a101u + azdsu = bu + c eine lineare Gleichung erster Ordnung. Sei I' C R? eine
Kurve, welche durch v parametrisiert wird. Beschreibt man I' mit einer Gleichung
F={zedG: (ID(m) = 0}, so sieht man sofort, dass auf I gilt: (V®,~’) = 0. Damit gilt
Vo(z) = ¢’ 21) mit einer Konstanten ¢ € R\ {0}. Die Bedingung aus Definition 2.2
war

a1v, — azy; = 0.

Dies ist fiir ® dquivalent zu
alalq) + 0,282(1) =

Definiert man das Hauptsymbol durch L(z, &) := ai(x)i&; + as(x)is, so ldsst sich
dies schreiben als
L(z,V®(z)) =0 (zel).

2.13 Bemerkung. Die Typeinteilung aus Definition 2.8 kann auch anhand der Cha-
rakteristiken erklart werden. Eine Charakteristik ist bestimmt durch die Gleichung

Vo(z)TA(x)Ve(x) = 0.
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(i) Falls (2-7) elliptisch ist, so ist A(z) (positiv oder negativ) definit, und aus
ETA(x)€ = 0 folgt € =0, d.h. es existieren keine Charakteristiken.

(ii) Falls (2-7) parabolisch ist, so existiert genau eine Charakteristikenschar.

(iii) Falls (2-7) hyperbolisch ist, existieren zwei Charakteristikenscharen.

Dies entspricht in der Theorie der Kegelschnitte genau der Ellipse, Parabel, Hyperbel
als Losungsmenge der Gleichung (in R?)

S|

(€646 (¢

) = const, &1,&% € R

2.14 Beispiele. a) Ist L = A = 97 + 97, so folgt unmittelbar as = ag; = 1 und

a1; = 0. Man erhalt
10
a0 =(g 1)

und damit ist L ein elliptischer Differentialoperator.

b) Ist dagegen L = 8, — 92, so folgt

-1 0
und L ist ein parabolischer Differentialoperator.

¢) Ein hyperbolischer Operator ist, wie man leicht nachrechnet, durch L = 82 — 02
gegeben. Hier ist
Alz) = (_1 O> .
0 1

Es gibt nur wenige allgemeine Sétze zur Losbarkeit von (Anfangs-)Randwertaufgaben
bzw. der Cauchyschen Anfangswertaufgabe. Einer davon ist der Satz von Cauchy
und Kowalevsky, der hier aber nicht bewiesen werden kann.

2.15 Satz (Satz von Cauchy-Kowalevsky). Fir die Cauchysche Anfangswertaufga-
be

Upe = f(xa Y, Uy Ugy Uy y Ugsyys uyy)a u(O, y) = uo(y), uz(oay) = ul(y)

gilt: Ist f in einer Umgebung von (0,0, uy(0),u1(0),u;(0), u}(0),uy(0)) analytisch,
sowie ug,uy n einer Umgebung von y = 0, so gibt es genau eine Ldsung in einer
Umgebung von (x,y) = (0,0), welche dort analytisch ist.
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3. Grundlésungen und elliptische Gleichungen

3.1 Worum geht’s? In der Theorie der partiellen Differentialgleichungen ist es
oftmals sinnvoll, den Begriff der bekannten klassischen Differenzierbarkeit aufzu-
lockern. Dies ermoglicht es etwa, Losungsbegriffe zu definieren, die zwar schwécher
sind als bereits bekannte, trotzdem aber fiir manche Anwendungen ausreichend sind.
Dazu dient die Theorie der Distributionen, die uns schon aus der Funktionalanaly-
sis bekannt ist. Nun werden die Faltung von Distributionen und der Begriff der
Grundlosung behandelt. Dariiber hinaus sollen anhand der Laplace- oder Potential-
gleichung einige Grundbegriffe der Potentialtheorie vorgestellt werden. Dabei geht es
vor allem um den Existenznachweis einer Grundlésung, Randwertaufgaben werden
kurz angesprochen.

Die Losungen der Laplace-Gleichung heiflen auch harmonische Funktionen. Es gel-
ten viele Eigenschaften, welche fiir eine grofle Klasse elliptischer Gleichung zutreffen,
wie etwa das Maximumprinzip. Auch gibt es eine Querverbindung zur Funktionen-
theorie: Der Realteil einer holomorphen Funktion ist eine harmonische Funktion.

a) Faltung von Distributionen

Sei im Folgenden K € {R, C}. Wir verwenden das Konzept der Distribution, welches
wir hier noch kurz zusammenfassen wollen. Fiir eine offene Teilmenge G C R"
definiert man die Menge der Testfunktionen durch

2(G) = C5(G) :={u e C*(G) : supp ¢ C G, supp ¢ kompakt}.
Dabei ist der Trager einer Funktion ¢ der Abschluss (in R™) von {z € G : ¢(x) # 0}.
Man definiert die Konvergenz im Raum der Testfunktionen folgendermafien:

Eine Folge (¢r)ren € Z2(G) konvergiert genau dann gegen 0, falls eine kompakte
Menge K C G existiert mit supp ¢, C K und falls gilt

sup | (0%¢k)(y)| = 0 (k— oco) fiir alle o € N,
yeK

In diesem Fall schreibt man ﬁ) 0. Neben der Bedingung an die Trager muss

die Folge also mit allen Ableitungen gleichméfig gegen 0 konvergieren.

Die Menge der Distributionen wird nun definiert durch
2'(G) :={u: 2(G) = K|u linear und stetig},

wobei eine Abbildung u: D(G) — K stetig heift, falls fiir alle Folgen (¢x)ken, C
Z2(G) mit @y, SACIN gilt upy, — 0.
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Ein typisches Beispiel einer Distribution ist die Dirac-Distribution
510: '@<G) - K? Y= (,0(560)
mit 7y € G. Sei L{ (G) die Menge aller Funktionen f: G — K, fiir welche f|x €

loc

LY(K) fiir alle kompakten K C G gilt (lokal-integrierbare Funktionen auf G). Dann
wird durch

() = /G f@)p@)dz (g € 2(G))

ebenfalls eine Distribution definiert. Eine Distribution u € 2'(G) heifit regulér, falls
ein f € Ll _(G) existiert mit u = [f].

loc

Der Fall einer regulédren Distribution (partielle Integration) ist auch die Motivation
fiir folgende Definition: Sei a € Nf} ein Multiindex, und sei u € 2'(G). Dann definiert
man die Ableitung 0%u € 2'(G) durch

(0*u) () = (=1)u(0%p) (v € 2(Q)).

Wir betrachten nun vor allem G = R" und definieren eine Grundlésung als eine
distributionelle Losung einer partiellen Differentialgleichung.

3.2 Definition. Sei N € N und

L= Z a,,0°

la|<N

ein linearer Differentialoperator mit konstanten Koeffizienten a, € C. g € 2'(R")
heiBt Grundlosung (oder Fundamentallosung) zu L, falls

Lg = do
gilt, wobei dies als Gleichheit in 2’'(R") zu verstehen ist.

Eine Grundlosung ist nicht eindeutig bestimmt. Gilt z.B. Lu = 0, dann ist mit g
auch g + u eine Grundlosung zu L.

Um die Bedeutung von Grundlésungen zu analysieren, brauchen wir den Begriff der
Faltung. Fiir f € L] _(R") und ¢ € 2(R") ist die Faltung

loc

(fxo)(x) = . flx—y)p(y)dy = . fW)e(r —y)dy

wohldefiniert (Holderungleichung). Das letzte Integral kann gelesen werden als (f *
©)(x) = [fl(p(z — -)). Dies motiviert folgende Definition.

3.3 Definition. Sei u € Z'(R") und ¢ € Z(R"). Die Faltung von u und ¢ ist
definiert durch

(ux@)(x) == ulp(r —-)) (v €R").
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3. Grundlosungen und elliptische Gleichungen 25

3.4 Beispiel. Fiir die Dirac-Distribution §y gilt

(00 * ) () = dolp(x =) = p(r = 0) = p(x) (p € Z(R"), z €R"),

d.h. dp x ¢ = @ fiir alle p € Z(R").

3.5 Satz. Seien u € Z'(R™) und ¢ € Z(R™). Dann gilt:

a) uxp € C°(R™), d.h. insbesondere gilt ux ¢ € Z'(R"™), aufgefasst als regulire
Distribution.

b) 0%(uxp) = (0%) * o = ux* (0%) (o €Np).

Beweis. (1) Wir zeigen zunéchst, dass der Differenzenquotient von ¢ gleichméBig
konvergiert. Seien h € (—1,1)\ {0} und e; der j-te Einheitsvektor im R”. Dann gilt
nach dem Mittelwertsatz

+(p(z+ he; —y) — (@ —y)) = (9;0)(x + be; —y)

mit 0 = 0(x,y,h), |8] < |h|. Als stetige Funktion mit kompaktem Triger ist 0;¢
gleichméBig stetig. Zu € > 0 existiert daher ein ¢ > 0 so, dass

|@50)(@ +Oe; —y) — (Oj9)(x —y)| < (y €R")

falls [0| < |h| < 0. Somit erhalten wir fiir |h| < §

sup |+ (p(x + he; —y) —o(z —y)) — (O59)(x —y)| <e.

yeR?

(ii) Differenzierbarkeit von u x ¢: Ersetzt man in der letzten Formel ¢ durch 0%p
mit o € N, so erhélt man

sup |5 ((079)(z + hej — y) = (%) (x — ) = (9;0%¢)(x —y)[ = 0 (h —0).

yeR”
Wegen 92[p(x + he; — y)] = (—=1)1*(8*¢) (z + he; — y) folgt daraus

Lp(x + hej — ) — iz — )] 2 (@50)(x =) (h — 0).

Aus der Linearitidt und Stetigkeit von w erhélt man

L(ws )z + hey) = (ur 9)()] =u(E[p( +he; ) = pla )] )
= ul(99)(x = )] = (u* (9¢)) ().

Also ist u * ¢ partiell differenzierbar, und es gilt 9;(u * @) = u * (9;).
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26 3. Grundlosungen und elliptische Gleichungen

Iterativ folgt nun 0,0;(u * ¢) = u * (9x0;¢) etc., und wir erhalten u x ¢ € C*(R")
und 9%(u * @) = u(9*yp).

(iii) Um die zweite Gleichheit in b) zu zeigen, setzt man die Definitionen ein und
erhélt

[(0%u) * @] (x) = (0%u) [y = o(z —y)]
= (—D)Plufy = 0% (p(z —y))]
uly = (0%)(x —y)| = [ux (9°¢)](2).

O

Wir kommen nun zum entscheidenden Resultat {iber Grundlésungen von Differen-
tialgleichungen, die wir zunéchst definieren wollen.

3.6 Satz. Sei L := Z\aISN a,0“ ein linearer Differentialoperator mit a, € C und
sei f € P(R™). Sei weiterhin g Grundlosung zu L. Dann ist

u:=gx feC®R")

eine Losung der Gleichung Lu = f (im Sinne von Distributionen).

Beweis. Mit Satz 3.5 und Beispiel 3.4 folgt

Lu= Lg% f) = (Lg)* f = 6o * f = f.

]

Beachte, dass keineswegs klar ist, dass zu jedem Differentialoperator L immer eine
Grundlosung existiert. Im néchsten Abschnitt wollen wir dies fiir die Potentialglei-
chung nachweisen.

b) Existenz einer Grundlésung
Im folgenden sei wieder G C R" ein Gebiet. Wir betrachten die Laplace- oder

Potentialgleichung
—Au=f. (3-1)

3.7 Definition. Eine Funktion u € C?(G) heifit harmonisch, falls Au = 0 in G gilt.

Bei PDGL muss man héaufig auf die Glattheit des Gebietes G achten. Sei dazu
m € N. Ein Gebiet heifit ein C™-Gebiet oder ein Gebiet mit C™-Rand, falls der
Rand lokal als Graph einer C"-Funktion darstellbar ist. Aquivalent dazu ist, dass
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3. Grundlosungen und elliptische Gleichungen 27

der Rand eine C"™-Untermannigfaltigkeit des R" ist. Fiir eine Funktion u: G — C
schreiben wir u € C’m(G) falls uw € C™(G) gilt und eine Fortsetzung u : G — C von

u existiert mit & € C™(G) und einem Gebiet G D G.

Im folgenden sei an die Greenschen Formeln erinnert. Fiir ein beschrénktes Cl-
Gebiet G und fiir u,v € C*(G) N C*(G) gilt die erste Greensche Formel

/Gu(:c)Av(a:)da:+/G<Vu(x),Vv(x))dx:/ u(z )81}( )dS(z). (3-2)

oG 8n

Dabei ist n: 0G — R™ der duflere Normaleneinheitsvektor, und dS(z) steht fir das
(n — 1)-dimensionale Flichenmaf.

Durch Rollentausch von v und v und Subtraktion erhilt man die zweite Greensche
Formel

[ @aote) ~ v@)du@)ds = [ (uta)g@) o) Ghi)ds(a). (39

7]

3.8 Bemerkung. a) Sei w, := \,_1({x € R" : |z| = 1}) der (n — 1)-dimensionale
Flacheninhalt der Einheitssphére. Fiir £ € N und r > 0 gilt dann die Gleichheit

/ ]:c|kdx:// 2 *dS(2)dp
B(0,r) |z|=p
[t [ asio= [ 5@
lz|=p

0 0

Damit ist |#|7% genau dann auf B(0,r) integrierbar, falls k € (—oo, n).

b) Es gilt

2ﬂ.n/2

L)’

wobei I' die Gamma-Funktion ist. Es gilt I'(k) = (k — 1)! und T'(k + 3) = % NS
fiir £ € N. Insbesondere ist w3 = 4.

c) Speziell im R? sei f: R*\ {0} - R, x — \x]_l. Dann gilt

Wp =

X

xzmj

Damit ist f harmonisch in R3\ {0}. Weiter gilt
Vi) =22 (V@) ) =~
2]
Es gilt f € LY(B(0,r)), if € LY(B(0,r)) und 9;0; f & L*(B(0,r)) fiir alle 4, j.
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3.9 Satz. Die zur Funktion g: R3\ {0} — R, g(z) := ﬁm gehorige regulire Dis-
tribution [g] ist eine Grundlosung zum Laplaceoperator —A.

Beweis. Sei ¢ € CP(R?), dann gilt fiir beliebiges ¢ > 0 zunéchst

1 1 1 1
A {m] (p) = . ’x—|Ag0(x)dx = /|m|<€ mA(p(x)dx + /|x>€ mASO(m)dx’

Wir erhalten mit geeigneten Konstanten C' = C'(¢) > 0 und C>0

1 1
‘/ —Ap(z)dr| < ‘C’/ —dz
|z|<e 2] |lz|<e ||

Weiter ergibt sich unter Verwendung der zweiten Greenschen Formel und Bemer-
kung 3.8¢), dass

= x)dr = 6_goxi x) — xii x
/w e /| A /| PGS

1
+ / o(r)A—dz
|z|>e

< 5/ rdr = O(&?).
0

e2

_ /| ) o(z) L dS(z) + O(e).

Man beachte hier, dass der dulere Normaleneinheitsvektor gegeben ist durch n(x) =
—Z. Wir erhalten insgesamt:

Apie) =~ [ els) + 06 +0)
= o)~ 5 [ (o)~ e(0)dS(@) +00) +O)

— —4drp(0) (¢ = 0),

und das war zu zeigen. O

3.10 Satz. Sei f € L'Y(R?). Dann gilt v :== g* f € L (R?) und —Au = f in
92'(R3).

Beweis. Sei K C R? kompakt, dann folgt mit einer von K abhingigen Konstanten
C > 0, dass

J s < [ 1ol ([ L)< il <o
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Des weitern ist wegen Satz 3.6 die Behauptung klar fiir f € 2(R?). Mit dem Satz
von Fubini und Satz 3.5(ii) folgt dann

~AR(e) = )= [ @A)

—[u](Ap
= - /Rg fw) /R3 9(x —y)Ap(z)dzdy
- /RS fW)A(g* ) (—y)dy = [f1(¢).
Im letzten Schritt wurde

/ng(x—y)Ago(m)dm :/ g(2)Ap(y + 2)dz

]R3

~ [ 9685y = )z = (5] < 7))
= (Alg]) * @) (=y) = —¢(—y) = —¢(y)

verwendet. O

3.11 Bemerkung. (i) Zu bemerken ist in diesem Zusammenhang, dass wir sogar
u € C%(R?) erhalten, sofern f holderstetig ist. Insbesondere gilt dann auch
—Au = f im klassischen Sinn. Dies ist nicht richtig, wenn ,nur“ f € C(R?)
ist.

(ii) Eine Grundlosung hilft auch bei der Konstruktion von Losungen zu Randwert-
problemen der Form

{Lu:finG,

0
U|3G = hl oder ﬁb@ = hg,

wobei G C R" ein geniigend glattes Gebiet. Hierbei wahlt man die Grundlo-
sung geschickt, d.h. g = g + v mit Lu = 0, so dass die Randbedingung erfiillt
ist. Dies fiihrt zum Begriff der Greenschen Funktion. Die explizite Angabe
einer Greenschen Funktion ist i.a. nur fiir Gebiete G mit hoher Symmetrie
moglich, wie z.B. fir G = B(0, R) oder G = R’}

(iii) Im R™ ist durch die zur Funktion

— 1 flirn>3
n . R™ 0} = R n = (n—2)wp |z|?—2 =
g \ {0} » Gnl2) { ——217r In(|z]) firn=2

gehorige regulédre Distribution eine Grundlésung zum Laplace-Operator —A
gegeben (Beweis verlduft dhnlich wie in Satz 3.9).
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c) Das Maximumprinzip
3.12 Satz. Sei G C R™ ein beschrinktes Gebiet und u € C(G) N C*(G).

(1) Gilt Au > 0 in G, dann nimmt u sein Mazimum auf OG an, d.h. es gilt
max, .z U(r) = maxzeac u(z).

(2) Gilt Au <0 in G, dann nimmt u sein Minimum auf OG an.

Beweis. Wir beweisen den Satz 0.B.d.A. fiir ein Maximum.

1. Schritt: Au > 0. Angenommen » nimmt sein Maximum in zy € G an. Dann ist
die Hessematrix Hess f(z¢) := (0y;0x,u(20))},—; negativ semidefinit, was Au(rg) =
tr Hess f(z9) < 0 impliziert, aber wegen der Annahme nicht sein kann. Also ist in
diesem Fall max, & u(r) = max,cpq u(x).

2. Schritt: Au > 0. Wir betrachten fiir ¢ > 0 die Funktion u.(z) := u(z) 4+ ee™™.
Dann gilt
Auc(z) = Au(z) +ee”™ >0 (z € G).

Aus dem 1. Schritt folgt somit max, g u.(r) = maxepc u-(x). Wegen

max u. () — maxu(x)
zeG zeG

fiir e — 0 folgt die Behauptung. m

3.13 Korollar. Seiu € C*(G)NC(G) mit Au= 0 in G und ulpg = 0. Dann gilt
u=0.

Beweis. Aus Au = 0 folgt mit Satz 3.12, dass v Minimum und Maximum auf 0G
annimmt. Wegen u|s¢ = 0 muss daher u = 0 gelten. O

3.14 Korollar. Die Dirichletsche Randwertaufgabe —Au = f, ulog = g besitzt
héchstens eine Lisung u € C*(G) N C(G).

Beweis. Seinen uy,u, € C*(G) N C(G) zwei Losungen. Wegen A(u; — up) = 0 und
(u1 — u2)|oe = 0 impliziert Korollar 3.13 die Behauptung. O

3.15 Bemerkung. Harmonische Funktionen, d.h. Au = 0, besitzen neben dem
Maximumprinzip noch viele weitere Eigenschaften, die auch holomorphe Funktionen
besitzen, wie z.B. die Mittelwerteigenschaft: Ist u € C%(G), dann gilt

Au=0 indG
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& u(r) = L / u(y)dS(y) (z € G, r>0),
OB (x,r)

wprn—1

wobei B(z,r) C G.
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4. Parabolische Theorie

4.1 Worum geht’s? Die Fourier-Transformation ist eines der wichtigsten Hilfsmit-
tel in der Theorie partieller Differentialgleichungen. Dies liegt vor allem daran, dass
die Fourier-Transformation eine partielle Ableitung in eine punktweise Multiplika-
tion verwandelt. So gilt z.B. fiir den Laplace-Operator —Au(z) = [F HE[2Fu](x).
Dies erlaubt bei geeigneten Gleichungen auch eine direktes Invertieren des Operators
und damit eine Berechnung der Losung.

Bei parabolischen PDGL wie etwa der Warmeleitungsgleichung fithrt die Anwendung
der Fourier-Transformation auf eine gewohnliche Differentialgleichung, welche expli-
zit 16sbar ist. Wir erhalten eine Losungsdarstellung als Integral. Eine der beriithm-
testen Gleichungen der Finanzmathematik ist die Black-Scholes-Gleichung, welche
sich durch geeignete Transformationen auf die Warmeleitungsgleichung reduzieren
lasst.

a) Grundlegendes zur Fourier-Transformation

Die Fourier-Transformation ist besonders giinstig auf dem Schwartz-Raum zu be-
trachten. Dieser ist folgendermafien definiert. Die Fourier-Transformierte verwandelt
partielle Ableitungen in punktweise Multiplikation mit den Koordinatenfunktionen.
Dies ist einer der Griinde, warum die Fourier-Transformation fiir PDGL so wichtig
ist.

4.2 Definition und Satz (Schwartz-Raum). Der Vektorraum 7 (R™) besteht aus
allen Funktionen ¢ € C>*(R™), fir welche gilt:

Pap() = sup [2°0p(a)| < oo (o, € NG).
Durch die abzihlbare Familie L = {p,ps : o, € N} von Normen auf .7 (R")
wird eine metrisierbare lokalkonveze Topologie definiert, welche #(R™) zu einem
Fréchetraum macht. Der Raum #(R"), versehen mit dieser Topologie, heifit Raum
der schnell fallenden Funktionen oder Schwartz-Raum. Ubersetzt man die eben an-
gegebene lokalkonvexe Topologie in Konvergenz von Folgen, so erhdlt man, dass eine
Folge (¢r)ken C - (R™) genau dann gegen 0 konvergiert, falls fir alle o, B € Nj gilt

su]é) 12°0° o (x)] = 0 (k — 00).
zeR™

Dies ist dquivalent zur Bedingung

VN € Ny: sup max |z|V]0°pr(2)| = 0 (k — o0).
zeRn |BISN
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4.3 Bemerkung. a) Offensichtlich gilt Z(R") C .#(R"). Die Identitdt i: Z(R™) —
L (R™), ¢+ ¢, ist aber auch stetig. Denn falls (g )reny C Z(R™) mit ¢ —4 0, so
folgt nach Definition der Konvergenz in Z(R") insbesondere supp ¢, C K fiir ein
Kompaktum K. Wir erhalten fiir alle N € Ny

suﬂg) |x|N|8ﬂgpk(x)| < CgnN sulg |3ngk(:v)| —0 (k— ),
rxER™ xre

d.h. es gilt auch ¢ — 0 in (R™). Damit ist i folgenstetig, und nach Definition der
lokalkonvexen Topologien in Z(R") und .%(R™) auch stetig. Man schreibt Z(R") —
< (R™). Da 2(R"™) dicht in LP(R") liegt, ist somit auch .(R") dicht in LP(R™) fiir
1 <p<oo.

b) Sei @ > 0 und f(z) := e~ Dann gilt f € Z(R").

Im folgenden werden die wichtigsten Eigenschaften der Faltung und der Fourier-
Transformation ohne Beweis angegeben.

4.4 Definition (Faltung). Seien f,g: R" — C messbar. Definiere

Npyi= {o e B [ 17w)]- ol - v)ldy = oc)
und das Faltungsprodukt f x g: R® — C durch

[ fy)g(e —y)dy, =& Ny,
0, xr € Nﬁg.

(f x9)(x) := {

4.5 Bemerkung. a) Falls f,g € L'(R"), so ist A(N;,) =0 und f xg € L*(R") mit
1f* gl < LFll - llgll

b) Sei 1 < p,q¢ < oo mit %—l—% = 1. Fir f € LP(R") und g € LY(R") ist dann
A(Nggy) =0und f*g e L>®(R™) mit

1 glloe < (17115 - llgllq-

c) Falls f,g,h € L'(R"), soist (fxg)xh = f*(gxh), d.h. die Faltung ist assoziativ.
d) Sei f € LL (R") und g € C*(R") mit k € Ny U {oo}. Dann ist f * g € C*(R"),

loc

und es gilt
OUfxg) = [*(0%) (o] <k).
Insbesondere ist f x g € C*(R"), falls g € Z(R").
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4.6 Definition (Fourier-Transformation). Zu f € .#(R") ist die Fourier-Transfor-
mierte .7 f definiert durch

FIO =1 = 0m™" | f@e e (€ R,

Hierbei ist z€ := (x, ) das Standard-Skalarprodukt.

4.7 Lemma (Eigenschaften). Seien f € #(R"), s >0, a € R" und o € Nf.

a) Fiir g(x) := f(x)e™” gilt §(¢) = f(§ — a).

b) Fiir g(z) := ’
)= F(=w) gilt §(€) = f(§).

d) Fir g(x) := [ (%) gilt §(&) = 5" f(s€).

e) Ff € C¥(RY) und 0(F ) = (—i).Fg, wobei g(x) = 1°f(x).

f) Z(0°f)(€) = ie(FF)€) (€ €R).

g) Die Fourier-Transformation % : ./ (R") — Z(R") ist stetig und bijektiv mit
Inverser

(x
c) Fir g(x
(

1

(F9)e) = g | (Ol (B,

h) (Satz von Plancherel.) Es gilt
<f7 g>L2(R") = <33f7 32.9>L2(R") (f79 € y(Rn))

Somit ist ¥ eine Isometrie und damit eindeutig zu einem isometrischen Isomor-
phismus F : L*(R") — L*(R"™) fortsetzbar, der ebenfalls Fourier-Transformation
genannt wird. Insbesondere gilt

IZfla=Ifl2 (f € L2(R")).
i) Ist g € LY(R™), dann ist g wohldefiniert und es gilt

190 2@y < Nlgllzr e

j) Seien f,g € L'Y(R™) und h := f x g. Dann gilt ﬁ(f) = (27r)”/2f(§) -g(&).

4.8 Definition. a) Eine temperierte Distribution ist eine stetige lineare Abbildung
u: L (R") — C. Der Raum der temperierten Distributionen wird mit ./(R") be-
zeichnet.

b) Fiir u € ./(R") wird die Fourier-Transformierte .#u definiert durch

(Fu)(p) = u(Fp) (peLR")).
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4.9 Bemerkung. a) Nach Lemma 4.7 g) ist Fu: Y (R") — C wieder stetig als
Komposition stetiger Abbildungen. Damit ist

F: ' (R") - S (R")
linear und bijektiv mit .F* = id g (gn).
b) Fiir 1 < p < oo gelten die Einbettungen
P(R") — L (R") — [P(R") — S'(R") — 2'(R").

Die erste Einbettung ist Inhalt von Bemerkung 4.3a). Die zweite Einbettung ist
Ubungsaufgabe. Die letzten beiden Einbettungen folgen dann mittels Dualitit und
wegen (LP') = LP fiir 1/p + 1/p' = 1 aus den ersten beiden Einbettungen, wobei
wir hier p > 1 voraussetzen miissen. Die dritte Einbettung fiir p = 1 ist ebenfalls
Ubungsaufgabe.

c) Esgilt §,, € '(R"), denn d,, : L (R") = C, v — d,,(¢) = p(z0) ist wohldefi-
niert, linear und wegen

|02 (1) | = [e0m(0)] < Sup |or(@)| = pooler) = 0 (ox =@ 0)
stetig.
d) Wie vorher ist die Faltung definiert durch
(uxp)(x) = u(p(r =), uweSR"), LR,
und es gilt 0%(u * p) = (0%u) * ¢ = u* (%) (o € Np).

b) Die Wirmeleitungsgleichung

Die Wirmeleitungsgleichung, oder allgemeiner: eine Diffusionsgleichung, beschreibt
in den Anwendungen die zeitliche Entwicklung der Dichte u einer Einheit wie zum
Beispiel Wirme oder eine chemische Konzentration. Ist 2 C R™ und V' C 2 eine
beliebige glatt berandete Teilmenge, so sollte die Veranderungsrate in V' gleich dem
Negativen des Nettodurchflusses durch den Rand 9V sein:

4 udx:—/ <F,V>d$:—/divF
dt Jy ov v

wobei F' die Flufidichte ist. Damit ergibt sich nun
Uy = — div F
Vielfach hat F' die Gestalt F' = —aVu fiir eine Konstante ¢ > 0. Dann erhilt man

U = alu
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Interessant ist auch der Fall, dass die Koeffizienten nicht nur von x sondern von ¢
und = abhéngig sind. Verallgemeinerte Probleme sind:

- zn: @am(‘?ku =0

ik=1

oder
n

Zalk 88ku+2b )O;u 4 c(x) =0

i k=1
Zunachst befassen wir uns mit der klassischen Theorie.

Wir suchen eine Funktion v € C*((0, 00) x R®)NC([0, 00) x R™) mit u(t,-) € C?(R")
fiir t > 0, die das Anfangswertproblem

—Au=0, (t,z)e€ (0,00) xR"
u(0,z) = up(x), x€R"

bei gegebenem beschrianktem uy € C(R™) 16st.

4.10 Bemerkung. Wir werden spéter sehen, dass die Losung sogar in C° (R xR")
liegt.

Um auf eine Losung und deren Gestalt schliefen zu konnen, nehmen wir an, dass
wir bereits eine glatte Losung gegeben haben. Wir definieren

(1. = (Fult)©) = o= [ e ut.a)aa

Es ist (£, &) = ~@C,(t, 7)dz und weiter nach Lemma 4.7(f)

\/ﬂ fRn
(FAu(t,))(€) = —lg]*a(t, €)
Wir erhalten also die folgende Differentialgleichung

{ w(t, &) +[€[*a(t,§) =0, (t.£) € (0,00) x R" }
11(0, 5) = UA0(§)7 5 e R"

Bei festem & handelt es sich also um eine gewohnliche Differentialgleichung. Diese
wird durch

a(t, &) = e 1 (€)

gelost. Wir erhalten also

) = (Fra o)) = = [ il
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Wir definieren

1 e tlel?
K(t,z,y) = (27r)"/R cile—nE—Ie g

und formen K fiir ¢ > 0 um. Hierzu definieren wir n := V€ — i(;;ty), dann ist

x

§= % + %7]. Es folgt

. 2 2 2
B e B et Lt I L
€17 —i(z — y)& = [VEE|* — 2Vt N m '+

und damit

lz==yl®> _n
K(t,x,y) = (27?)_”/ s e e w3 dy
Rr="7

n |z—y\2

= (2m) ™ e & e~ 1d
n
Rn_“zfi’/)

-
= (27r)_”t_%e_l4f‘ / e I dy

n 7|z—y\2

- (47Tt) T2eT 4t

Hierbei wurde verwendet, dass man aus Holomorphie-Griinden den Integrationsbe-
reich verschieben kann. Wir erhalten also fiir ¢ > 0

_lz—y|?

u(t,x):(47rt)3/ e o uy(y)dy

n

4.11 Satz. Seiug € Cp(R™). Dann gilt fir

_Jz—y|?

u(t,x) == (47rt)_3/ e 3 ug(y)dy (4-1)

n

u € C®RT xR"), uy — Au =0 fiirt >0 und

1}3{} u(t, ) = uo(xo)
IIJ*)IO

gleichmdf$ig beziiglich Kompakta in x.
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Beweis. Offenbar ist die Abbildung v wohldefiniert. Weiter ist
K(-,-,-) € C((0,00) x R" x R")

und es gilt
(O — ALK (-,-,y) =0 fiir beliebiges y € R"

wie man leicht nachrechnet. Setzen wir n = I—Jg, so ergibt sich

/ K(t,z,y)dy =n"2 / e P dp
|z —y|>8 n|>

Damit folgt

(1) fRn K(t,z,y)dy = 1.

(id) V6 > 0:limeso f, o5 K (t,2,y)dy = 0 gleichméBig in = € R™.

und wir folgern v € C*°((0,00) x R™) mit (0; — A)u = 0. Sei nun £ > 0 beliebig
gewahlt und § = d(¢) so, dass

lup(y) — ug(xo)| < e fir |y —axo| <24

gilt. Sei M := sup,cgn [uo(y)| < co. Dann folgt fiir x € R™ mit |z — 20| < §

|u(t, ) — uo(wo)|

K (1,2, y) (o (y) — UO(IO))dy‘

Rn
< [ IE@a ) - wl) g [ K(w) () - o) dy
ly—z|<d ly—z|>6
< / | K (t, 2, y) (uo(y) — uo(wo))| dy +2M K(t,z,y)dy
ly—zo|<20 ly—z|>8
< e+2M K(t,z,y)dy
ly—xz|>6
< 2¢
falls t < t. ]

4.12 Bemerkung. Der Losungsformel (4-1) sicht man an, dass unendliche Aus-
breitungsgeschwindigkeit vorliegt, denn w(t, -) héngt fiir ¢ > 0 von allen Werten von
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ug ab, bzw. ug(-) beeinflusst fiir t > 0 sofort alle u(t, z) fiir beliebige z € R™. Aus
(4-1) folgt auch

ult, ) < (

K(t,x,wdy) sup t0(2) < [

Rn z€R"™

sowie
inf ug(z) < u(t,x) < sup up(2).

z€R™ zER"

Hierbei handelt es sich offenbar um eine Art ,, Maximumprinzip®.

c) Die Gleichung von Black und Scholes

4.13 Bemerkung. Die Formel von Black und Scholes behandelt die Optionspreis-
bewertung. Zur Beschreibung des Modells verwenden wir innerhalb dieser Bemer-
kung die in der Stochastik iibliche Schreibweise S; statt S(t), d.h. voriibergehend ist
Sy nicht die partielle Ableitung.

Sei (St)te[o,T] der Kurs eines Basiswerts. Dann geniigt .S; nach einem Standardmodell
der Finanzmathematik der stochastischen Differentialgleichung

dSt = IMStdt + O'Stth.

Dabei sind 4 € R und o0 > 0 konstante Parameter, und W, ist die Brownsche
Bewegung.

Gesucht ist der Wert V' (.S;, t) einer Option auf den Basiswert zum Zeitpunkt ¢. Eine
festverzinsliche Anlage (Bond) mit Zinssatz r > 0 erfiillt die Gleichung

dBt = TBt dt.

Wir bilden ein Portfolio aus ¢1(¢) Anteilen des Bonds, ¢5(t) Anteilen des Basiswerts
und einer verkauften Option, d.h. fiir den zugehorigen Wert Y, gilt

Yt = Cl(t)Bt + Cg(t)St - V(St7 t) (4—2)

Wir nehmen an, dass das Portfolio Y; risikolos ist und der Markt keine Arbitrage

zulasst. In diesem Fall kann das Portfolio nur soviel erwirtschaften wie eine risikolose
Anleihe. Wir erhalten

dY, = rY,dt. (4-3)

Falls das Portfolio selbstfinanzierend ist, gilt
dY; = ¢1(t)dBy + c2(t)dS; — dV(Sy, t). (4-4)
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Um den letzten Term zu berechnen, wenden wir das Lemma von It6 an und erhalten

LW Ve LV
LG , PV oV
= (Gr +uSigg + 35! gga )t + o5 .

Wir kénnen die Differentialgleichungen fiir Bt, S; und die Gleichung (4-5) in (4-4)
einsetzen und erhalten

ov @V 1 0*V
dY; = [cl(t)rBt + co(t)puSe — < T + puSi—=—= 05 2St2 52 )} dt
v

%>th.

Falls das Portfolio keine zufalligen Schwankungen enthélt, muss die letzte Klammer
verschwinden, d.h. es gilt 9%(S;,t) = c(t). Setzt man (4-2) und (4-6) in (4-3) ein
ergibt sich die Gleichheit

(4-6)
+ <02(t)aSt — 05

( [(t)B,+S, gs (S, 1) — V(St,t)>dt — 1Yt = dY,
ov 1y 0@V
_ [cl(t)'rBt 5 (Snt) = 50°S 55 (S 1) |di

Durch Gleichsetzen der Koeffizienten erhalten wir eine partielle Differentialgleichung
fiir die Funktion V' = V/(S,t), wobei wir S als unabhéngige Variable ansehen:
1 2
%—‘Z(S, t) + 252232 (S,t)+rS g_S(S t)y—V(S,t) =

Dies ist eine Gleichung in (S’, t) € (0,00) x (0,T), welche noch mit Randbedingungen
versehen werden muss. Da eine Option auf einen wertlosen Basiswert selbst wertlos
ist, schreiben wir V(0,¢) =0 (¢ € [0,7]) vor. Bei einem européischen Call ist die
Endbedingung gegeben durch

V(S,T) = (S — E); := max{S — F, 0},

wobei E der Ausiibungspreis der Option ist. Fiir S — oo ist die Option anndhernd
soviel wert wie der Basiswert selbst, d.h. man verlangt
V(S,t
lim Vis.Y) =1 (te€]0,7]).
S—o00
Insgesamt erhalten wir folgende Differentialgleichung von Black und Scholes, welche
wir jetzt wieder in der iiblichen Schreibweise V' = V (¢, s) aufschreiben.

Vt—i—Qa 25V + 18V, — 1V =0 ((t,s) € (0,T) x (0,00),
V(T,s) =max(s — E,0) (s€(0,00)), (4-7)
V(t,0)=0 (t €[0,17),
Sli_glo V(t,s)/s=1 (t €[0,77).
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Die folgende Black-Scholes-Formel erschien am 15. 10. 1997 in der New York Times.
4.14 Satz (Black-Scholes-Formel). Zu d € R sei
1 2
N(d) = —/ e 2 dp.
(d) = 7= y p
Definiere

d172(t, S) =

und
V(t,s) = sN(dy(t,s)) — Be " TON(dy(t,s)) ((t,s) € (0,T) x (0,00).
Dann lost V' die Black-Scholes-Gleichung (4-7).

Beweis. Wir beginnen mit einer Variablentransformation: Fiir s > 0 sei x := In (%)

bzw. s = Ee® und 7 := $0%(T — t) bzw. t = T — =;. Ferner sei
20'

oy Vi) VT B
(T, ) = =
’ E E

Damit geht unser Problem in

Uy = Uy + (k1 — vy — kyv, (7,2) € [0, 30°T] X R,
v(0,z) = max(e” — 1,0), r € R,

v(r, —00) = 0, T €0, 3077,
o(r,z)/e* =1 (z—o00), 7e€l0,50°T],

iiber, wobei k; := 3—2 gesetzt wurde. Um dieses Problem zu l6sen, wéahlen wir den
folgenden Ansatz:

u(r,z) = e Ty (1 1) baw.  w(r,x) = ®*FTu(r, 2)

fiir gewisse, noch zu wahlende «, f € R. Wir erhalten

vr = Lo+ ey, = BeTBTY 4 0Ty
vy = v+ ey, = qe® BTy 4 2T ATy,
Vpw = Uy + e® Py, 4 ey = a2 BTy 4 20T BTy, 4+ 2T BTy,
und weiter

0=v, — Vpp — (/{1 — 1)1)1, + kﬂ)
= ™ Bu+ ur — 0’u — 200, — gy — (k1 — 1) (qu + u,) + kiu}
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also
Ur = Ugy + Qo+ (k1 — D)) ug + (=B +a® +alks — 1) — k) u

Sinnigerweise wihlen wir nun

ki —1 ki —1)2 ki —1)2 ki +1)2
oo M ,ﬁ:(l )? (k )_klz_(1+>
2 4 2 4
und damit erfiillt die Funktion
u(r, ) = e%(kl_l)”%(klﬂ)%v(ﬂ x)
das folgende System:
Ur = Ugy, (1,2) € [0,20°T] x R,
u(0, z) = max <e$$ — eklz’_lx, 0) =u(z), w€R,
u(r,z)e 2 k=0T 50 (2 = —o0), T € [0, 07T,
u(r, z)e 2z k-1 x/e4(k1+1) e —+1 (x—o00), T€I0,307T).

Nach dem vorigen Abschnitt ist aber

_lz—y|?

QW T U (y)dy

u(T, x)

eine Losung zu obigem Problem mit

lim (7, ) = uo(§)-
e

Mit folgt

Z—\/—

1 o 22
u(r,x) = —/ up(x + V272)e” 2 dz.

oo

Es gilt

ki1 k1 ki—1 | ky—1
ug(x + 2Tz)zmax<e 2 THTRT VAT _ oTy Ty VQTZ,O).

Damit folgt

u(r, ) = L / ez (M ADE+VIT2) =52
~Ve

1 o 1 1.2
. ea(klfl)(z+ 27'2)675,2 dz
T Ver

Weiter gilt

1 / e%(k1+1)(x+ 2Tz)ef%z2dz
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L(k1+1)z 0
62( 1 1 1 1
_ 61(k1+1)27'6—5(3—5(k1+1)\/27-)2d2

V2T _ =

NoTa
- e%(klﬂ)z*i(kl“)%i /oo eféd/)
V2T Jo L 1)VEr

_ e%(k1+1)z+%(k1+1)27N(d1)

mit di := =+ (k1 + 1)v/27 und N(d,) := == J e’édp. Wir erhalten
u(r, x) _ eé(k1+1)x+i(k1+1)%N(dl) . eé(kl—l)az—&-%(kl—l)%N(dQ)
mit dy == 2= + L(k1 — 1)V/27. Riickwiirts ergibt sich nun
v(T,2) = e"N(dy) — e ™7 N(dy)

und
V(t,s) = sN(dy) — Ee " T"YN(d,)

In($)+ (r£ 2 ) (T—t
mit d1’2 = (E)+U( E>( )

i

d) Maximumprinzip

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit einem Maximumprinzip fiir parabolische
Differentialoperatoren von der Form

n

Lu = Z aij(t, 2)0p,Op;u + Z bi(t, )0y, u+ c(t,x)u —up = f(t, )
ij=1 i=1
fir z € Q, Q Gebiet im R", t € [0, T] beschiftigen. Sei D := (0, 7] x Q, Q :=
(0,7) x €, X:=1[0,T] x 02U ({0} x ). Vorausgesetzt sei a;;, b;, c € C(D) und (a;;)
sei gleichméfig positiv definit. Wir wollen das schwache Maximumprinzip beweisen:

4.15 Satz. Sei Q beschrinkt und u € C*(Q) mit Lu > 0 in Q, sowie ¢ = 0. Dann
nimmt u sein Maximum auf > an.

Beweis. (1) Sei Lu > 0 in Q. Wir beweisen, dass u sein Maximum nicht in @ an-
nimmt. Sei dazu angenommen, dass u sein Maximum in (tg,z¢) € ) annimmt.
Offenbar gilt dann w,(ty,z9) = 0 und J;u(ty, xo) = 0. Weiter ist (0,0, u(to, 20))i,
negativ semidefinit. Wegen der positiven Definitheit von (ay;)7,—, folgt damit

n

Z aij(to, 20)0x,0r,u(to, o) < 0

ij=1
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und also folgt Lu(ty,zo) < 0, was aber im Widerspruch zur Voraussetzung steht.

(i) Sei nun Lu > 0, € > 0, u.(t, x) := u(t, x) + e’ wobei die Konstante v noch zu
bestimmen ist. Es ist Lu. = Lu + & (y2a1; +yby) €™ > 0 in Q, falls v = y(a, by)
grofl genug ist. Nach (i) folgt

maxu. = maxu. (¢ >0) = maxu=maxu
D oD D oD

(iii) Sei Lu > 0. Wir zeigen, dass u sein Maximum nicht auf {T'} x ©Q annimmt. Es
sei xp € Q mit u(T, xy) = max,ecq u(T,y). Es folgt

n

Z aij(T7 $0)8xza$JU(T, 1‘0) + Z bz(Ta ZL‘Q)@ILU(T, $0) <0

ij=1 i=1
Ferner gilt uy (T, z9) > 0 und also folgt Lu(T, z¢) < 0 was nicht sein kann.

(iv) Sei Lu > 0, e > 0, u.(t,x) := u(t,x) + ce”t. Es folgt Lu. = Lu +ee* > 0.
Wegen (1), (7i7) folgt mit € — 0 die Behauptung. O]

4.16 Korollar. Es sei ¢ = 0, Lu = Lv, u(0,z) = v(0,z), u(t,z) = v(t,x) fir
x € 092. Dann gilt schon u = v.

Es gilt auch das starke Maximumprinzip:

4.17 Satz. Gelte Lu > 0 und sei M := suppu. Sei u(ty,xo) = M fir ein (to, xg) €
D und es gelte eine der folgenden Bedingungen:

(1) ¢=0
(171) ¢c<0und M >0
(i) M =0

Dann gilt w = M in [0, to] x Q.
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5. Hyperbolische Theorie

5.1 Worum geht’s? Als Standardvertreter fiir hyperbolische Gleichungen wollen
wir uns in diesem Abschnitt mit der Wellengleichung beschéftigen. Der Reihe nach
werden wir Losungsdarstellungen fiir die Wellengleichung in einer, dann in drei und
schlieflich in zwei Dimensionen konstruieren. An den expliziten Formeln ldsst sich
ein vollig anderes Verhalten der Losungen ablesen, als es bei elliptischen oder para-
bolischen Gleichungen der Fall ist. Am Ende des Kapitels werden wir auf allgemeine
Losungsmethoden mittels Fouriertransformation und auf Energieabschétzungen ein-
gehen.

a) Die eindimensionale Wellengleichung

Die Wellengleichung modelliert z.B. die Auslenkung einer schwingenden Saite oder
eines Stabes (n = 1), einer Membran (n = 2) oder eines elastischen Korpers (n = 3).
Sie ergibt sich aus dem Newtonschen Kraftgesetz

F=m-a.

Hierbei bezeichnet F die auf einen Koérper wirkende Kraft, m seine Masse und a
die Beschleunigung. Ist u(t,z) die Auslenkung des Korpers an der Stelle = zur Zeit
t, so ist die Gesamtbeschleunigung in einem Teilgebiet V' C R" gegeben durch
[, 9?u(t, x)dx. Die auf den Korper wirkende effektive Kraft im Bereich V ist

- / (F(x), n(x))dS(x),
oV

wobei n(z) den duBeren Normalenvektor an 0V bezeichne. Aus dem Newtonschen
Kraftgesetz und dem Satz von Gauf} erhélt man daher

/V mult, ¥)dz — /8 (). n(a)dS @) = / div F(t, )dz.

v
Da dies fiir alle glatten Gebiete V' C R™ gilt, folgt
mofu(t,r) = —div F(t, ).
In einer Dimension, n = 1, kann die Kraft modelliert werden als
Oxu

wobei T" > 0 der materialabhéngige Spannungskoeffizient ist. Eingesetzt erhélt man
die nichtlineare Wellengleichung

Ug

=,
V14 |ug?
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46 5. Hyperbolische Theorie

wobei ¢ := /T/m die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Welle bezeichnet. Unter
der weiteren Annahme, dass |u,| sehr klein ist, liefert die Taylorentwicklung, dass
1+ |uz|? = 1. Dies fiihrt zur linearen eindimensionalen Wellengleichung, die zu-
sammen mit Anfangsbedingungen die Gestalt

Ugg — Uy = 0, (t,7) € R?,
uli—o = wug, T€R, (5-1)
Utli—o = u1, x€R,

animmt. Zur Losung nehmen wir zunéchst eine Variablentransformation vor. Wir
setzen ( :=x +ct und n :=x — ct bzw. x = C;F—" und t = g;—c" Weiter sei v((,n) =

u(CQ_—C”, CJ“T”), dann ergibt sich fiir die quadratischen partiellen Ableitungen:
Upr = (V¢ + Uﬁ)m = V¢ + 20¢n + Uny
ur = c(ve— ) = CQUCC — 20211417 + 620,777

Mithilfe der Differentialgleichung erhilt man v¢, = 0 Damit ist klar, dass fiir geeig-
nete Funktionen f und g

v(¢,n) = f(C) +g(n)

gilt. Durch Riicktransformation ergibt sich nun unmittelbar
u(t,z) = f(x +ct) + g(x — ct).

Unser Ziel ist natiirlich, die Funktionen f und g explizit anzugeben. Das ist unter
Verwendung der Anfangsbedingungen auch tatséchlich moglich. Es soll ja u(0,x) =
f(z)+g(z) = up(z) und Su(0,z) = c(f'(x) — ¢'(x)) = ui(x) gelten. Aus der zweiten
Bedingung folgern wir zunéchst durch Integration f(z) — g(z) = 1 ;) uy(s)ds + k
und erhalten dann:

1 1 x+ct
u(t,z) = 5 {uo(:v+ct)~|—k+z/ uy(s)ds
O
+  up(x — ct) —k—g/ ul(s)ds}

1 1 x+ct
= 3 {uo(x + ct) + uo(x — ct) + —/ ul(s)ds} . (5-2)
CJy—ct
Diese ,,Losungsformel “ wird auch als d’Alembertsche’ Formel bezeichnet. Bei dieser
Formel ist die Beziehung zwischen Daten und Losung schon zu erkennen. Wir haben
somit bewiesen:

5.2 Satz. Sei ug € C*(R),u; € CYR) und u definiert wie in (5-2). Dann gilt
u € C?*(R?) ist eindeutige Losung von (5-1).

1Jean Baptiste Le Rend d’Alembert, 16.11.1717 - 29.10.1783
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Als Néchstes wollen wir das Anfangsrandwertproblem

Uy — gy = 0, (t,2) € (0,00)%,
u(t,0) = 0, te(0,00),
u(0,2) = wy, x€ (0,00), (5-3)
u(0,2) = wy, x € (0,00),

betrachten, wobei uy(0) = u1(0) = 0 sei. Dies gibt die Situation einer schwingen-
den Saite die an einem Ende festgehalten wird (Dirichletrandbedinungen) wieder.
Es handelt sich also um eine reflektierte Welle. Diese, anschaulich sehr einleuchten-
de, Tatsache macht man sich auch zunutze, um eine Losung zu konstruieren. Man
reflektiert hierzu einfach die Anfangsdaten antisymmetrisch, d.h. man setzt

~ o up(z), x>0,
tio() := { —ug(—x), <0,

und wu; entsprechend. Dann erhélt man durch die d’Alembert’sche Formel eine
Losung auf ganz R, die gegeben ist durch

it ) = % {ao(x o) + o — o) + © /:m ﬂl(s)ds} |

C —ct

Setzt man x = 0 ergibt sich aus der Definition von uy und w; sofort wu(t,0) = 0 fiir
alle t € (0,00). Damit 16st die Funktion

u(t, z) := U002 (L, 7) (5-4)

das Problem (5-3). Wir erhalten somit:

5.3 Satz. Sei ug € C?*([0,00)),u; € C*([0,00)) und u definiert wie in (5-4). Dann
gilt u € C*((0,00)%) N C*([0,00) x (0,00)) ist eindeutige Lisung von (5-3) und es
qgilt

ult,z) = % {uo(ct b ) —uglct —z) 4 2 /Ccm ul(s)ds} o< (5)

c t—x

An Darstellung (5-5) lésst sich schon die reflektierte Welle ablesen.

b) Die Wellengleichung im R?

Sie beschreibt etwa die Ausbreitung von Schall oder elektromagnetischen Wellen
und ist gegeben durch

ug —AAu = 0, (t,z) € (0,00) x R3,
uw(0,2) = wuy, x€R3 (5-6)
u(0,2) = w, x€R3
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5.4 Satz. Sei ug € C*(R?),u; € C*(R?). Dann ezistiert eine eindeutige Lisung
u € C?*((0,00) x R3) NCY[0,00) x R3) won (5-6) die gegeben ist durch

1

ult, z) = Amc?t

1
/|y:0tm(as+y) dS(y )+8t4mt/ uo(z +y)dS(y).  (5-7)

yl=ct

Darstellung (5-7) heifit Kirchhoff ’sche Formel.

Beweis. Wir werden mit Hilfe der Methode des sphérischen Mittels (5-6) auf eine
eindimensionale Wellengleichung reduzieren. Ist hierzu u Lésung, dann gilt mit dem
Satz von Gaufl

0
/ uttdeCQ/ divVudzr = ¢ / —udS( )
B(0,r) B(0,r) dB(0,r) 8n

wobei B(0,r) die Kugel um 0 mit Radius » und 7 den &duferen Normalenvektor
an 0B(0,7) bezeichnet. Wir fiihren Kugelkoordinaten ein, setzen u(t,r, ¢,0) :=
u(t, z(r,p,0)) und definieren das sphérische Mittel durch

1
u(t,r) := E/H u(t,rx)dS(x 47T/ / (t,r,p,0)sin(0) ddde.
/=1

Dann ergibt sich du/0n = 0u/Or und aus obiger Gleichung wird
/ PPyt p)dp = Eriu,(t,r).
0
Ableiten nach r und anschliefendes Teilen durch r? liefert

2
Uy = CZ (ﬂrr + _ﬂr) .
r

Setzt man nun v(¢,7) := ru(t,r) ldsst sich leicht nachrechnen, dass v das folgende
Anfangsrandwertproblem 16st:

v — o = 0, (t,7) € (0,00)3,
v(t,0) = 0, te(0,00),
v(0,7) = rug, re€(0,00),

v (0,7) = ruy, 7€ (0,00),

wobei 1y und u; die sphérischen Mittel der Anfangswerte bezeichnen. Nach Satz 5.3
und Formel (5-5) ist v gegeben durch

1 ct+r ct+r
o(t,r) = % {/ sup(s)ds + 8,5/ Stg(s) ds} , 1 <ct. (5-8)
-r ct—r
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Mit v ist auch w bestimmt. Es bleibt die Frage, wie sich aus w die Funktion u
zuriickgewinnen lésst. Hierzu wollen wir uns zunéchst den Fall » = 0 betrachten.
Eine einfache Anwendung des Satzes von der dominierten Konvergenz zeigt, dass

u(t,0) = limu(t, r) = u(t,0), t € (0,00).

r—0

Andererseits gilt aber auch

ﬂ(t, 0) _ hn}) U(t> T) _ hr% U<t7 T‘) B U<t7 0)
r— r r— r

= v,(t,0).
Mit der expliziten Formel (5-8) lésst sich v,.(t,0) berechnen. Genauer erhilt man
v (t,0) = tuy (ct) + Optug(ct).

Die Riicktransformation auf kartesische Koordinaten liefert somit

1
At

u(t,0) = v,(t,0) =

1
dsS O—— dsS 5-9
[ m@asw o [ wwise). @)
was genau Formel (5-7) im Punkt x = 0 entspricht. Um auf die allgemeine Darstel-
lung zu kommen nutzen wir aus, dass die betrachtete Wellengleichung (5-6) trans-
lationsinvariant ist. Setzt man nimlich fiir beliebiges xy € R3,

w(t,z) == u(t,z + o),

dann sieht man ohne Schwierigkeiten, dass w Gleichung (5-6) 16st zu den Anfangs-
werten

wo(z) = ug(x + o) und wyi(z) =u(x + xo).

Die Anwendung von Formel (5-9) auf w(t, 0) = wu(t, x¢) liefert schlieBlich Darstellung
(5-7). O

5.5 Bemerkung. An Formel (5-7) lisst sich ablesen, dass u(to, o) nur von Werten
von ug(z) und u; (z) auf der Kugeloberfliche 0B(xy, cty) abhéngt und nicht von Wer-
ten im Inneren der Kugel B(xy, ctp). Dieser Sachverhalt wird Huygens’sches Prinzip
genannt und ist der Grund dafiir, dass wir Klidnge scharf héren und Gegenstiande
scharf sehen konnen. D.h. physikalisch interpretiert sagt das Huygens’sches Prin-
zip, dass eine Person die sich im Abstand d zu einer zweiten Person befindet zum
Zeitpunkt ¢y genau das hort, was die zweite Person zum Zeitpunkt ¢ — d/c gesagt
hat.
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c) Die Wellengleichung im R?

Sie ist z.B. ein Modell fiir die Schwingung einer Membran (Trommel). Wir werden
sehen, dass im zweidimensionalen Raum das Huygens’sche Prinzip nicht gilt. Wir
betrachten
uy — AAu = 0, (t,z) € (0,00) x R?
uw(0,2) = wuy, x€R? (5-10)
w(0,x) = w, xR

5.6 Satz. Sei uy € C*(R?),u; € CY(R?). Dann existiert eine eindeutige Lisung
u € C%((0,00) x R?) N CH[0,00) x R?) von (5-10) die gegeben ist durch

1 1
ultz) = —— m@ty) g L oY) g (5
2me Jiyj<et A/t — [y[? 2mc Jiyi<a /A2 — [y

Beweis. Wir setzen O.B.d.A. uy = 0 voraus und fassen u als Losung von (5-6) auf.
Dies ist ohne Probleme moglich, wenn wir die auftretenden Funktionen einfach als
konstant in w3 auffassen. Satz 5.4 liefert dann

1
At

u(ta 0, 0) = / Uy (yly yz>d5(y17 Y2, ys)'
[(y1,y2,y3)|=ct

Da u; nur von (yi,y2) abhéngt, kann die Integration iiber die ys3-Koordinate be-
rechnet werden. Sei hierzu V := {(y1,12) € R* : y? + y2 < *?} und die obere
Halbkugelschale 0B (0, c¢t) parametrisiert durch

T
¢V — 8B+(07 Ct)? (yb y2)T = (I)(yla y2> = (ylny; c*t? — y% - y%) :
Unter Verwendung der Formel fiir das Oberflachenintegral bei Graphen einer Funk-

tion (siche Analysis II) erhdlt man

1
u(t,0,0) = / uy (Y1, y2) dS (Y1, y2, y3)
[(y1,y2,y3)|=ct

At

! ul(ylayQ)
T 2me 242 2 o) d(y1,92)
TC J\(yr,yo)|<ct \/ C°t° — Y7 — Y3

Da wie (5-6) auch Gleichung (5-10) translationsunabhéngig ist, folgt mit dem glei-
chen Translationsargument wie am Ende des Beweises von Satz 5.4 die Behaup-
tung. O
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5]

Supp u

Abbildung 5: Endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit

5.7 Bemerkung. (a) Formel (5-11) zeigt, dass in zwei Dimensionen die Losung
u(to, o) auch von Werten von ug(z) und w;(z) im Inneren der Kugel B(xy,ct)
abhingt, im Gegensatz zur Situation in drei Dimensionen. Damit gilt hier das Huy-
gens’sche Prinzip nicht. Als alltdgliches Beispiel stelle man sich z.B. einen Stein vor,
der ins Wasser fallt. Hier wird nicht nur eine Welle erzeugt, die sich auf der zweidi-
mensionalen Wasseroberfliche ausbreitet, sondern es bilden sich weitere mit der Zeit
abklingende Wellen, die der ersten in einem bestimmten Abstand hinterherlaufen.
(b) Man kann zeigen, dass das Huygens’sche Prinzip in allen ungeraden Dimen-
sionen gilt, und in allen geraden Dimensionen nicht. Es sei bemerkt, dass somit
Dimension drei die kleinste ist, in der das Prinzip gilt.

(c) Die Darstellungen fiir die Losung der Wellengleichung implizieren die fiir hyper-
bolische Gleichungen typische endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit (Abb. 5). Hat
up kompakten Tréger, so auch u(t,-) fiir jedes t > 0. Im Gegensatz dazu hatten
wir bei parabolischen Gleichungen unendliche Ausbreitungsgeschwindigkeit.

d) Energiegleichung

Wir haben oben die Wellengleichung in R, n € {1,2, 3}, explizit gelost. Fiir belie-
bige n kann man zwar keine explizite Losung angeben, aber die Losbarkeit kann wie
bei der Warmeleitungsgleichung iiber Fouriertransformation gezeigt werden.

Wir betrachten die Gleichung

u(t, ) — Au(t,z) = 0, (t,x) € (0,00) x R™,
u(0,z) = wp(z), xe€R", (5-12)
w(0,2) = w(zr), reR™
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5.8 Bemerkung. Die Fouriertransformation nach z liefert die (zunéchst formal)
dquivalente Gleichung

att(t7§) + |€|2a<t7§) = 07 te (07 OO),
a(()? 5) = UO(€)> (5—13)
at(O7 5) = w (5)

Hier wird ¢ wieder als Parameter aufgefasst, d.h. (5-13) ist eine gewohnliche DGL
zweiter Ordnung in ¢, deren eindeutige Losung gegeben ist durch

sin(|€]t)
(S

Unter Verwendung des Satzes von Plancherel kann man zeigen, dass fiir uy € H*(R"™)
und u; € L*(R™) eine eindeutige Losung

u(t, §) = uo(€) cos([€]t) + U (€)

(t,€) € [0, 00) x R™, (5-14)

u € C'([0,00), L*(R")) N C([0, 00), H'(R™))

von (5-12) existiert. Gilt weiter ug € H*(R™) und u; € H*'(R") fiir ein k € N,
dann folgt

ue () ([0,00), H'(R")).
=0

Zum Schluss wollen wir noch die Energiegleichung fiir die allgemeine Wellengleichung
herleiten. Fiir ein beliebiges Gebiet {2 C R™ betrachten wir hierzu

Uy — Au = 0 in (0, OO) X Q,
u = 0 auf (0,00) x 09,
U|t:0 = U in Q, (5_15)
Uli=o = wp in Q.

5.9 Satz. Seiu € C?((0,00), L*(Q))NC([0,00), H*(2))NC ([0, 00), H}(Q)) Lisung
von (5-15) und

1
B(0) := 5 (IVuollfa(0) + lrllfaey ) < oo.
Dann gilt
1 2 1 2
E(t) == §Hut(t, Mz + §HVu(t, M2 = £(0) (t>0). (5-16)

Beweis. Multiplizieren der ersten Zeile in (5-15) mit u; und anschliefendes Integrie-
ren {iber z liefert

<Utt<t), ut<t)>L2(Q) - <Au(t), ut(t))Lz(Q) = 0.
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I 2 1 d 2
<1itUt)UIt(1x — _2 (9t(ut) dl‘ - 2 ||ut||L2(Q)

AuBerdem liefern
wAu = div(u,Vu) — Vuy - Vu

und der Satz von Gauf3, dass

ou 1d
(A, ue) r2(9) :/ w - 52d8() = (Vuy, Vi) 2o = =5 7

o on ||VU||2L2(Q)-

Das Oberfliichenintegral verschwindet, da wir u(t) € H}(S) vorausgesetzt haben,
wobei der zweite Term wie zuvor umgeformt wurde. Oben eingesetzt ergibt dies

SOl + 5 I Vu® e =0 (2 0).

Integration iiber t liefert schliefSlich die Behauptung. n

5.10 Bemerkung. a) FE(t) representiert das Energiefunktional zur Gleichung (5-
15). Der erste Term entspricht hierbei der kinetischen und der zweite der potentiellen
Enegie. Gleichung (5-16) besagt somit, dass die Gesamtenergie des Systems erhalten
bleibt.

b) I.A., insbesondere fiir nichtlineare Gleichungen, erhélt man nur E(t) < FE(0),
was dann als Energieungleichung bezeichnet wird. Diese kann eine wichtige Rolle bei
der Konstruktion von (schwachen) Losungen sowie bei Stabilitdtsuntersuchungen
spielen.
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6. Hilbertraum-Methoden: Dirichlet-Formen

6.1 Worum geht’s? In diesem Abschnitt werden abstrakte Methoden verwendet,
um die Losbarkeit von Randwertproblemen zu beweisen. Dabei wird das Rand-
wertproblem nicht im klassischen Sinn aufgefasst, sondern schwach formuliert. Die
zugrunde liegenden Hilbertrdume sind Sobolevrdume, und eine wesentliche Beweis-
zutat ist der Satz von Lax-Milgram, welcher sich mit Bilinearformen beschéftigt.

Zunichst wird der Laplace-Operator als einfachstes Beispiel fiir die Anwendbarkeit
von Hilbertraum-Methoden untersucht, danach werden die Ergebnisse auf allgemeine
koerzitive Operatoren zweiter Ordnung iibertragen.

Die folgenden zwei Zutaten aus der Hilbertraumtheorie werden hier wesentlich ein-
gehen:

Sei (H, (-,-)y) ein Hilbertraum iiber K = R oder K = C.

(1) Satz von Riesz: Sei L € H', dh. L : H — K ist linear und stetig, d.h.
AC > 0 Vx € X : |Lz| < C||z||g. Dann existiert ein eindeutig bestimmtes
ry, € H mit

Lr = (x,x)y (x € H).

Insbesondere gilt ||L|| g = ||z1||#, d-h. L — x ist eine Isometrie. Dies erlaubt
es (bzgl. (-,-)y) H' mit H zu identifizieren (Bsp: (L?) = L?).

(2) Orthogonales Komplement: Ist H; C H ein abgeschlossener Unterraum von
H, dann existiert ein abgeschlossener Unterraum Hi- C H, so dass

H=H ¢, H,

d.h. H ist die orthogonale Summe von H; und Hf, dh. Vr € H Jjz; €
Hy, 3129 € H © 2 =21 + 25 und (x1, 12) g = 0.

a) Die Randwertaufgabe zu —A + 1

Wir demonstrieren zunéchst an einem einfachen Fall, wie Hilbertraummethoden zur
Losung fithren. Sei G C R” ein Gebiet. Die klassische Dirichletsche Randwertaufgabe
lautet

—Au+u=0 inG,
uloc = f auf 0G.

Die Randbedingung wird in der Sprache der Sobolevriume interpretiert als u — f €
H}(G). Gesucht ist ein u € H'(G), welches bei gegebenem f € H' = HY(G) =
Wh2(G)
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(i) u— f € Hy(G) und

(71) —Au+ u = 0 im distributionellen Sinne erfiillt.

Eine solche Losung bezeichnet man auch als schwache Losung des Randwertpro-
blems.

6.2 Bemerkung. Sei u € H'(G). Dann gilt —Au+u = 0 im distributionellen Sinn
genau dann, falls

(u, )iy =0 (¢ € Hy(@)).

Denn die folgenden Bedingungen sind alle dquivalent:

—Au+u=0 in2'(G),

(u,=Ap+ ). =0 (p€2(0)),

(Vu, Vo) 1o + (u,0) 2 =0 (¢ € 2(G)),
(w, o) =0 (v € 2(G)),

(u,0) ;1 =0 (p € Hy(@)).

6.3 Satz. Sei G C R" ein Gebiet. Fiir alle f € H'(G) existiert genau einu € H'(G)
mat

u— f € Hy(G)
(U, @) ey =0 (v € Hy(G)).

Beweis. (i) Existenz: Nach dem Projektionssatz gilt H!'(G) = HJ(G) & (H (G))*.
Jedes beliebige f € H'(G) kann also fiir gewisse f; € HY(G), fo € (H(G))*+ wie
folgt geschrieben werden:

f=h+/

Wir setzen u := f,. Dann gilt offensichtlich v € H(G) und v — f = —f; € H}(G),
sowie

(w, @) = {far ) =0 (¢ € Hy(G)).

(ii) Eindeutigkeit: Sei wu; eine weitere solche Losung, dann betrachten wir w :=
u — uy. Wir erhalten einerseits w = (u — f) — (u1 — f) € H}(G) und andererseits

€ (HH(G))*, da u,u; € (H(G))*. Damit folgt schon w = 0, also die eindeutige
Losbarkeit. O
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Wir wenden uns nun der Randwertaufgabe

—Au+u=f,
u |8G: 0.

zu. Schwach formuliert bedeutet das, dass wir nach einem u € H}(G) mit —Au +
u = f im distributionellen Sinn suchen. Die folgenden Bedingungen sind wieder
dquivalent:

—Au+u=f in2(Q),

(u, (A + 1)) = {f,0)2 (9 € 2(G)),
(W, ) ey = frp)e (P € Hy(G)))-

6.4 Satz. Sei G C R" ein Gebiet. Dann ezistiert zu jedem f € L*(G) genau ein
u € Hy(G) mit

<u7 90>H1(G) = <f’ §0>L2 (90 € H(}(G»)

Beweis. Wir definieren

F: H}G) —
p

C,
FSO = <fa90>L2 = <907f>L2'
Wegen

[Fol < [ fllzellelze < (I fllzz el

handelt es sich bei F' um ein stetiges lineares Funktional. Nach dem Rieszschen
Darstellungssatz existiert genau ein u € Hy(G) mit

(u, 90>H1(G) = <90aU>H1(G) =Fo=(f,0)2 (p€ Hy(G)).

Dies zeigt die Existenz und Eindeutigkeit.

b) Allgemeinere Differentialoperatoren
In diesem Abschnitt wollen wir den Laplace-Operator von Teil a) durch einen all-
gemeineren Operator ersetzen. Dazu benotigen wir ein weiteres Hilfsmittel aus der

Hilbertraumtheorie. Im folgenden sei K = R oder K = C
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6.5 Definition. Sei H ein K-Hilbertraum.

a) Eine Abbildung B: ‘H x H — K heifit eine Bilinearform (genauer Sesquilinear-
form) auf #, falls B linear im ersten Argument und konjugiert linear im zweiten
Argument ist.

b) Eine Bilinearform B: H x H — K heifit stetig, falls eine Konstante ¢ > 0 existiert
mit

|[B(u, v)| < cllull - [lv]|  (u,v € H).

c¢) Eine stetige Bilinearform B auf #H heiit koerzitiv, falls eine Konstante p > 0
existiert mit

ReB(u,u) > plul® (u € H).

6.6 Satz (Satz von Lax-Milgram). Es sei H ein Hilbertraum und B(-,-) eine stetige
Bilinearform auf H. Weiter existiere ein p > 0 mat

1B(u,u)| = pllull®  (u€H). (6-1)
Dann ezistiert fir alle F' € ‘H' genau ein u € H, so dass
Fv=B(v,u) (veH)
gilt.
Beweis. Es sei u € H beliebig aber fest gewéhlt. Da B stetig ist, ist  — B(x, u)
ein Element von H’. Das bedeutet, dass es nach dem Satz von Riesz genau ein

fu € H existiert, so dass B(z,u) = (z, f,) fir alle x € H gilt. Dies bestimmt eine
lineare Abbildung S : H — H, mit u — Su := f,. Es folgt

1Sull® = (Su, Su) = B(Su,u) < c||Sul[|u]
und das impliziert die Stetigkeit von S. Ferner gilt
pllull® < [B(u, u)| = [ {u, Su) | < [|ull]|Su]

was einerseits die Injektivitéit und andererseits die Stetigkeit von S~!: R(S) — H
impliziert.

Weiter ist R(S) =: M abgeschlossen. Ist ndmlich (y,)nen eine Folge in R(S) mit
Yn — Yy € H, so erkennen wir zunéchst, dass zu jedem n € N ein x,, € H existiert mit
Yn = Sz,. Wegen der Stetigkeit von S~! ist nun auch (z,,),en C H eine konvergente
Folge. Es existiert also ein x € ‘H mit x,, — x. Wegen der Stetigkeit von S folgt nun
wieder, dass Sz, — Sz gilt. Damit ist aber Sx = y.
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Wegen der Abgeschlossenheit von M folgt aus dem Projektionssatz H = M @ M*.
Ist nun w € M, so schliefen wir

0= |(w,Sw)| =|B(w,w)| > pllw]*

und damit w = 0. Also ist R(S) = H.

Sei nun F' € H’ beliebig gewihlt. Nach Riesz existiert ein f € H mit Fv = (v, f)
fiir alle v € H. Sei u:= S~ f. Dann folgt B(v,u) = (v, Su) = (v, f) = Fw.

Sei nun noch B(v,u;) = B(v,us) fiir alle v € H. Dann folgt zunéchst B(v, u; —uy) =
0 und weiter B(u; —ug, u; —us) = 0 was wegen (6-1) schon u; —uy = 0 impliziert. [

6.7 Definition. Sei G C R" ein Gebiet. Gegeben sei ein Differentialoperator der

Form .
—Z@Zalk 0k+2al 8—|—a

ik=1

Dabei seien a, a;,a € L*(G;R) mit a;, = ag;, und es existiere ein p > 0 mit

Z Gam(0)e > plEf (R, 2 € Q) (6-2)

i,k=1

Dann ist die zu A gehérige Dirichlet-Form B: H'(G) x H'(G) — C definiert durch

n

B(v,u) := Z (07v, @i Oku) 2 + Z (v, a;00u) ;5 + (v,au) . (u,v € HY(Q)).

ik=1 i=1

6.8 Lemma. a) Die zu A gehorige Dirichlet-Form B ist eine stetige Bilinearform
auf H(G).

b) Es existieren Konstanten c¢,d > 0 mit

Re B(u,u) > d||Vullzc) — clullize (u€ HY(G)). (6-3)

Beweis. a) Die Sesquilinearitéit von B ist klar. Die Stetigkeit folgt aus

Bluw) < 3 @, andha) | + 3 v, adu) 2] + ] (v,au) |

ik=1 i=1
< C(IVullz|Vollzz + [0l 2l Vullzz + ol z2lullz2 )

< Cllullgr e l|v] g @)
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mit ¢ = max{||alloc; l|ailloo; [[allo}-

b) Wir schreiben v € H'(G) in der Form u = u; + ius mit reellwertigen wy, us.
Damit folgt

n

Re(B(u,u)) = Z <(8Z~u1, a;kOku1) 12 + (O;ua, aikﬁkuﬁLz) + R,

ik=1

wobei R := Re(>"1 | (u, a;0;u)+(u, au)) gilt. Unter Verwendung von |R| < e|| Vul||*+
c(&)||ul|* schlieen wir

Re B(u, u) > pl|Vul[72 — el Vullz> — c(e)|lullz-.

Wir wollen eine schwache Losung der Dirichletschen Randwertaufgabe

Au=f
'U/|3G:O

finden. Die Randbedingung bedeutet wieder u € H}(G), und Au = f im Distribu-
tionssinn ist dquivalent zu

B(v,u) = (v, fr2@@) (v € Hy(Q)).

6.9 Satz. Die Dirichlet-Form B zu A sei koerzitiv. Dann existiert zu jedem f €
L*(G) genau ein u € HY(G) mit

B(o,u) = (v, Nz (v € HY(G)).

Beweis. Es gilt v — (v, f) € (Hy(GQ))', denn | (v, f)| < [|fllz2(llv||m:- Damit
folgt die Behauptung aus dem Satz von Lax-Milgram. [

Bisher wurde A nur als formaler Differentialoperator betrachtet. Nun werden wir
A als unbeschriankten Operator mit einem geeignet gewéhlten Definitionsbereich
auffassen.

6.10 Lemma (Losung des Dirichlet-Problems). Definiere in obiger Situation den
Operator A: L*(G) D D(A) — L*(G) durch

D(A) :={u € Hy(G): 3f, € L*(G)¥Yv € Hy(G) : B(v,u) = (v, f.)} € L*(G)

und

Au = f, (ue D(A)).

Dann ist A wohldefiniert. Falls die Dirichlet-Form B koerzitiv ist, so existiert zu
jedem f € L*(G) genau ein u € D(A) mit

Au=f.
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Beweis. (i) Wohldefiniertheit: Seien f;, f2 € L*(G) mit B(v,u) = (v, fl) 12 (1 =
1,2) fiir alle v € Hg(G). Damit folgt aber unmittelbar (f, — f7,v) 2 = 0 und
somit schon f} = f2 da 2(G) und damit auch H}(G) dicht in L?(G) liegt.

(ii) Falls B koerzitiv ist, folgt die eindeutige Losbarkeit von Au = f aus Satz 6.9
und der Definition von D(A). O

6.11 Satz. a) Sei in obiger Situation a; = a = 0 und G in einer Richtung be-
schrankt. Dann ist die zu A gehorige Dirichlet-Form koerzitiv, und das Randwert-
problem

Au=f in G,
u € Hy(Q)
besitzt fiir jedes f € L*(GQ) eine eindeutige Lisung u.

b) Falls die zu A gehorige Dirichlet-Form koerzitiv ist, so ist der Operator M =
A~ L3(G) — L*(G) beschrinkt und kompakt.

Beweis. a) Wegen der Bedingung 77", _; &aw(2)&, > pl¢]* ist im Fall ¢; = a = 0
die Dirichlet-Form B(u,u) reell und erfiillt die Ungleichung
B(u,u) = p||Vullzz) = Cllullme) (v € Hy(G)).

Dabei wurde die Poincaré-Ungleichung verwendet, nach welcher die Norm |u|x1 () =
|Vul| 2y in Hy(G) dquivalent zu ||ul| g (q) ist, falls das Gebiet in einer Richtung
beschriankt ist. Die eindeutige Losbarkeit des Randwertproblems folgt aus Lemma
6.10.

b) Fiir f € L*(G) und u := M f gilt
1 1
IMFIZ: = fullZe < llullfn < , ReBlu,u) = - Reu, f) .
1
< —lullez 1 f]lze.
p

Alsoist M € L(L*(G)) mit Norm || M||(z2(c)) < %, aber wegen ||ul|7,, < %||u||H1||f||L2
auch M € L(L*(G), H}(G)) mit

SR

M|l L2(@),m30) <

Sei nun (f,)nen C L*(G) eine beschrinkte Folge. Dann ist (M f,)nen C Hy(G)
eine in der || - || g3()-Norm beschréinkte Folge, welche nach dem Satz von Rellich-
Kondrachov eine in der || - || 2(¢)-Norm konvergente Teilfolge besitzt. Somit ist M &
L(L*(@)) ein kompakter Operator. O
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