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Abschnitt 1: Gewdhnliche
Differentialgleichungen

1. Existenz- und Eindeutigkeitssatz

1.1 Worum geht’s? In der Modellierung treten héufig Gleichungen der Form ¢y’ =
ay oder (bis auf Konstanten) y” + y = 0 auf. Die erste Gleichung beschreibt z.B.
radioaktiven Zerfall (dann ist @ < 0) oder die Geldmenge bei kontinuierlicher fester
Verzinsung « (in diesem Fall ist @ > 0 und wird meist mit r bezeichnet). Die zweite
Gleichung beschreibt etwa die Bewegung eines ungedampften Pendels.

Was sollen diese Gleichungen bedeuten? Genauer miisste man schreiben:

y(t) =ay(t) (t€R). (1-1)

Man sucht hierbei eine Funktion y : R — R, welche die Gleichung (2-3) an jeder Stel-
le erfiillt. Derartige Gleichungen nennt man eine (gewohnliche) Differentialgleichung
(Dgl.). Natiirlich gibt es hiervon mehrere Varianten:

e Die Funktion y ist nur auf einem Teilintervall I C R definiert.

e Die Funktion y hat Werte in R". In diesem Fall stehen links und rechts von
(2-3) Vektoren der Linge n.

e Die Funktion y hat einen komplexen Wertebereich, d.h. y: I — C". Diesen
Fall werden wir im folgenden nur selten explizit aufschreiben, aber immer im
Hinterkopf behalten.

Damit eine Funktion eine Losung von (2-3) sein kann, muss man zumindest fordern,
dass y : I — R" differenzierbar ist. Hiufig will man sogar y € C'(I;R").

Im Zusammenhang mit gewohnlichen Differentialgleichungen stellen sich in natiirli-
cher Weise folgende Fragen (und noch viel mehr):

e Gibt es eine Losung der Differentialgleichung, d.h. eine Funktion y, welche
(2-3) erfiillt?

e Kann man die Losung explizit angeben?

e Existiert die Losung vielleicht nur fiir einen Teilbereich des Intervalls I (also
lokal), oder gibt es eine globale Losung?

e Wieviele Losungen gibt es?
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e Kann man noch mehr iiber die Losung sagen, ohne sie gleich auszurechnen?
Ist die Losung z.B. sogar zweimal differenzierbar oder beschrankt? Kann man
die Losung abschétzen?

e Wie hingt die Losung von den Daten ab? Ersetzt man z.B. in (2-3) den Pa-
rameter o durch ein @ mit |a — @ klein, was wei man dann iiber die neue
Losung?

In unseren Beispielen kann man mehr sagen:

a) Eine Losung von (2-3) ist die Funktion y(t) = e*. Eine weitere Losung ist z.B.
y(t) = 2e*'. Falls man aber noch eine Anfangsbedingung

y(0) =1

an die Losung stellt, so ist y(t) = e die einzige Losung. Man spricht hier von einem
Anfangswertproblem (AWP).

b) Die Dgl. ¥ + y = 0 hat z.B. die Losungen y(t) = sint und y(t) = cost. Jede
Losung dieser Dgl. hat die Form

y(t) = ¢y sint + co cost

mit reellen Konstanten ¢y, co. Die Menge der Losungen ist also ein zweidimensionaler
Untervektorraum von C(I;R). Durch die Anfangsbedingungen

y(0) =1,
y'(0) =
wird die Losung eindeutig festgelegt, namlich y(t) = cost.

c) Das AWP
y'(t) +cost-y(t) =0, y(0)=1, y'(0)=0

hat eine eindeutige Losung, die man aber nicht explizit hinschreiben kann. Man
kann diese Gleichung recht einfach numerisch 16sen; es handelt sich {ibrigens um die
sogenannte Hillsche Differentialgleichung. Dass man die Losung nicht einfach analy-
tisch ausrechnen und elementar hinschreiben kann, ist bei Dgl. der Normalfall! Man
sollte sich also nicht durch die Losungsmethoden tduschen lassen, die im folgenden
in der Vorlesung noch kommen.

d) Das AWP
y' =1yl y(0) =0
im Intervall [0, 00) hat unendlich viele linear unabhéngige Losungen.

In diesem ersten Abschnitt geht es darum zu sehen, unter welchen Bedingungen eine
Dgl. eine Losung besitzt und wann diese eindeutig ist.

© Robert Denk 28.08.2019



6 1. Existenz- und Findeutigkeitssatz

1.2 Definition. a) Eine (gewdhnliche) Differentialgleichung (Dgl.) ist eine Glei-
chung der Form

Flty@),y'@®),....yP () =0 (tel). (1-2)
Dabei ist y: I — R", t — y(t) eine unbekannte Funktion, wobei I C R ein Intervall
ist, und f: D — R™ eine Funktion mit D C I x R*+Y" Hiufig schreibt man (1-2)
in der verkiirzten Form

ft,y,....y%)=o.
Falls f von der hochsten Ableitung y* wirklich abhingt, ist (1-2) eine Dgl. k-ter
Ordnung.

Falls m > 1, spricht man auch von einem System gewohnlicher Differentialgleichun-
gen.

Falls sich die Funktion f in der Form f(t,y,...,y®) = y® — f(t,y,...,y* V)
schreiben lésst, so spricht man von einer expliziten Dgl. k-ter Ordnung.

Falls f nicht explizit von ¢ abhéngt, d.h. es gilt f(¢,y,...,y") = f(y, o y®) so
spricht man von einer autonomen Dgl.

Falls f linear in y, ...,y ist, so heiBt (1-2) eine lineare Dgl.

b) Ein Anfangswertproblem (AWP) ist eine Dgl. (1-2), welche zusétzlich mit An-
fangsbedingungen der Form y(to) = vo, ¥/ (to) = y1,...,y%* Y (ty) = yr_1 versehen
ist. Dabei ist tg € I und o, ..., yp_1 € R™.

c¢) Eine Losung der Dgl. (1-2) ist eine Funktion y: I — R™, fiir welche gilt:

e y ist k-mal differenzierbar in I,
evVtcl:(ty(t),...,yP(t)) € D,
e VtecI: ftyl),. . . y* () =0.

1.3 Beispiele. y” + y = 0: linear, autonom, explizit, 2. Ordnung.

y" + cos(t) - y = 0: linear, nicht autonom, explizit, 2. Ordnung.

y” + sin(y) = 0: nichtlinear, autonom, explizit, 2. Ordnung.

(v')*+y* =1 in [—1, 1]: nichtlinear, autonom, nicht explizit (implizit), 1. Ordnung.

Bei impliziten Gleichungen beachte man den Satz iiber implizite Funktionen, der
eventuell doch eine (lokale) Auflosbarkeit ergeben kann. Wir werden im folgenden
fast ausschlieflich explizite Dgl. betrachten.

1.4 Bemerkung (Riickfiihrung auf Dgl. 1. Ordnung). Die Differentialgleichung des

harmonischen Oszillators
/i

y = -y

© Robert Denk 28.08.2019
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kann als System erster Ordnung umgeschrieben werden, indem man den Vektor

(‘Zf) = (5,) definiert. Es gilt dann

3/6 =Y
yi = —CYo,

-2 )0
1 —c 0/ \y/)"
Hier ist yo(t) = y(t) der Ort und vy, (t) = ¥/(t) die Geschwindigkeit des schwingenden

Massenpunktes zur Zeit t. Durch Vorgabe von Startwerten fiir Ort und Geschwin-
digkeit zur Zeit t =ty wird die Losung fiir alle Zeiten eindeutig festgelegt.

oder als Matrix

Dieses Prinzip der Riickfithrung auf ein System erster Ordnung funktioniert auch
allgemein. Betrachte die (explizite) Dgl. k-ter Ordnung

yW=Fty,....y" "), y: IR (1-3)
Setze fir t € 1
z1(t) == y(t),
wa(t) = y'(t),

T (t) = (k—1) (t)

T
Dann ist y genau dann eine Losung von (1-3), falls die Funktion x := | : | : [ —
Tk

R¥™ eine Losung ist von
2(t)

Z(t) = xk:(t) =: f(t,2(1)).

Ft,z1(t),. .., z1(1)

Damit kann man sich bei theoretischen Aussagen etwa iiber die Losbarkeit stets auf
Systeme erster Ordnung beschrénken.

1.5 Bemerkung (Richtungsfelder). Betrachte das skalare AWP v/(t) = f(t,y(t)), y(to) =
Yo. Zu ty € I gibt dann f(t1,y(t1)) die Steigung von y an der Stelle ¢; an. Auch ohne

die Losung y zu kennen, kann man daher das Richtungsfeld zeichnen. Die Abbildun-

gen 1-3 zeigen die Richtungsfelder verschiedener Dgl.

© Robert Denk 28.08.2019
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Abbildung 1: Das Richtungsfeld der Dgl. v/(t) = y(t)

l. Ein Korper falle aus grofler Hohe alleine unter dem Einfluss der

Gravitation. Mit y(t) bezeichnen wir den Abstand des Kérpers zum Erdmittelpunkt
zum Zeitpunkt t. Nach dem Gravitationsgesetz gilt fiir die Beschleunigung y” die

Gleichung

ispie

1.6 Be

mit einer Konstanten ¢ > 0. Multipliziere mit 23/

(

i

2yy" = 2¢c

also

20)
Y

4
dt

und damit

d.h.

mit einer Integrationskonstante . Falls der Korper zur Zeit ¢y in der Hohe R und

in Ruhe ist, gilt y(to)

. Damit erhalten wir fiir y

2¢
R

R und ¢/(tg) =0, dh. a = —

die Dgl. erster Ordnung

(1-4)

— >

y =V

© Robert Denk 28.08.2019
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Abbildung 2: Das Richtungsfeld der Dgl. v/(t) = (0.3 +¢)7!

Eine Losung dieser Dgl. ist physikalisch sinnvoll und beschreibt die Bewegung des
Korpers. Man sieht aber auch sofort, dass (1-4) die konstante Losung y(t) = R (t >
to) besitzt. Hier schwebt der Kérper unbeweglich in Hohe R. Aber auch Kombina-
tionen sind Losungen, etwa wenn der Korper zunéchst eine halbe Stunde schwebt
und dann zur Erde fallt. Man beachte aber, dass die oben durchgefiihrte Multiplika-
tion mit 3 keine dquivalente Umformung ist und die konstante Funktion nicht die
urspriingliche Gleichung 16st.

Wir sehen hier, dass Differentialgleichungen nicht immer eine eindeutige Losung
besitzen, und dass die Losung einer Dgl. nicht immer physikalisch sinnvoll sein muss.
Tatséchlich gibt es hier unendlich viele linear unabhéngige Losungen!

Es stellt sich also die Frage, wann eine gewohnliche Dgl. mit entsprechenden An-
fangsbedingungen eine eindeutige Losung besitzt. Diese Frage wird im wesentlichen
beantwortet durch folgenden Satz. Dieser ist schon einer der Hauptsitze fiir die
Existenz- und Eindeutigkeit der Loésung. Wir betrachten nur explizite Dgl., und
nach Bemerkung 1.4 kénnen wir o.E. von einem System 1. Ordnung ausgehen. Der
Beweis enthilt zwei wichtige Elemente: Die Transformation in eine Integralgleichung
und den Banachschen Fixpunktsatz.

WEeil der Banachsche Fixpunktsatz in der Analysis so zentral ist, wird er hier nochmal
wiederholt. Zunéchst eine Definition:

1.7 Definition. Sei M eine Teilmenge eines normierten Raums. Eine Abbildung

© Robert Denk 28.08.2019



10 1. Existenz- und Eindeutigkeitssatz

T
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Abbildung 3: Das Richtungsfeld der Dgl. /(t) = sin®(y(t))

® : M — M heiit kontrahierend, falls es ein ¢ € [0,1) gibt mit
[@(z) — @) <c-llz—yll (z,y €M)

1.8 Satz (Banachscher Fixpunktsatz). Seien M eine abgeschlossene Teilmenge ei-

nes Banachraums und ® : M — M kontrahierend. Dann besitzt ® genau einen
Fizpunkt z € M, d.h. ®(z) =

Definiert man zu xy € M die Folge (a:n)neNO C M durch x,1 := ®(z,) (n € Ny),
dann gilt ©, = z, n — 00, und ||z, — z|| < <= ||z1 — zo|| (a priori-Abschitzung).

1.9 Satz (von Picard-Lindelof, globale Version). Sei I = [a,b] C R ein kompaktes
Intervall, to € I und yo € R™. Sei ferner f: I x R" — R" eine stetige Funktion, die
einer globalen Lipschitz-Bedingung geniigt:

AL>0VtelV z,20€R": |f(t,z21) — f(t,22)] < L|z1 — 2. (1-5)
Dann ezistiert genau eine Losung y € CY(I;R™) des AWPs
y'(t) = f(t,y(1), ylto) = vo.

Beweis. (i) Transformation in eine Integralgleichung: Falls y € C(I; R™) eine Losung
ist, so folgt nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung;:

£ =0+ / f(s,5(s))ds = (Ty)(0) (1-6)

© Robert Denk 28.08.2019



1. Fxistenz- und Eindeutigkeitssatz 11

Ist andererseits eine Funktion y € C'(I;R") eine Losung von Ty = vy, so folgt y €
CHIL;R™) und y'(t) = f(t,y(t)), y(to) = o, d-h. y ist eine Losung.

(ii)) Anwendung des Banachschen Fixpunktsatzes: Wir betrachten den Operator
T: C(L;R") — C(I;R™), (T'y)(t) := y0+ft'; f(s,y(s))ds. Dabei versehen wir C'(I;R")

mit einer neuen Norm:

lgll ™ i=sup e Vg (0)] (g € C(LR))
S

Wegen
—(L+1)b

e e—(L-i—l)t < e—(L-l—l)a (t e [a7 b])

ist diese Norm &dquivalent zur Supremumsnorm, und (C(I;R™), || - ||™) ist ein Ba-
nachraum. Wir rechnen nach, dass T" eine Kontraktion in diesem Raum ist.

Zu x,y € C(I;R") ist

| T — Ty|[~ = supe -+
tel

[ sssro) = st u(s)s|
Fiir ¢ > ¢, ist

o (L)t

/fs 2(s)) ~ f(s,y(s))ds| < e L+l>t/ Liz(s) — y(s)|ds

to

_ Le—(L-H) / (L+1)s 6_(L+1)8‘ZL‘($) . y(5)| ds

to

~—
<llz—yl~

t
Hl‘—yHN L+1)/€(L+1)sds

to

(L+1)S t
= L[l =yl e ()

L + 1 s=to
L+1)t L+1)t
L i it
L+1
<oyl
AL
Genauso sieht man dies fiir ¢t < t5. Damit folgt
| Tz —Ty||~ < |z —yl|™.

~L+1

Wegen 7 +1 < 1ist die Abbildung T': C(I; R") — C(I; R™) eine Kontraktion. Damit
existiert genau ein Element y € C(I;R") mit Ty = y (Gleichheit in C(I;R"), also
insbesondere an jeder Stelle t). Dieses y ist also die eindeutige Losung des AWPs. [

© Robert Denk 28.08.2019



12 1. Existenz- und Findeutigkeitssatz

1.10 Bemerkung. a) Wendet man den Satz von Picard-Lindelof auf explizite Dgl.
k-ter Ordnung
y® = Ft,y, ... .y"), oy IR

an, so erhdlt man die eindeutige Losbarkeit fiir diese Dgl. mit den Anfangsbedin-
gungen

y(to) = 1% o' (to) = y", .,y * (ko) = o
mit 4/ € R" fiir j =0,...,k— 1.

b) Mit dem wortlichen gleichen Beweis gilt der Satz von Picard-Lindelof auch fiir
komplexwertige Funktionen, indem man R™ durch C" ersetzt.

1.11 Beispiele. Die Lipschitz-Stetigkeit besagt anschaulich, dass die Steigung der
Sektante zweier Punkte auf dem Graph der Funktion beschriankt bleibt. So ist z.B.
die Funktion

flty) =t +y*
lokal Lipschitz-stetig (bzgl. 3!) auf jedem beschrinkten Bereich wegen

£t y0) = S (6 3e)l = Ioi — o] < 2 max fys =y,
1,92
aber nicht global Lipschitz-stetig in (¢,y) € R?. Typische Beispiele von Funktio-
nen, die nicht Lipschitz-stetig in beschrinkten Bereichen sind, sind durch Wurzeln
gegeben. So erfiillt etwa die Dgl.

1 1
gE—— B
y V2c =
aus Beispiel 1.6 nicht die Bedingung des Satzes von Picard-Lindelof (was auch klar
ist, da keine eindeutige Losung existiert). Auch die Dgl. ¥/ = \/|y| aus Abschnitt 1.1
ist nicht global Lipschitz-stetig.

1.12 Bemerkung. Wie wir aus dem Banachschen Fixpunktsatz wissen, konvergiert
die Iteration x,, := Tz, fiur jeden Startwert xo € C'(I; R™) gegen den Fixpunkt y,
also die Losung der Differentialgleichung. Man hat also ein konstruktives Verfahren.
Numerisch ist es allerdings weniger geeignet, dafiir gibt es wesentlich bessere Verfah-

ren. Wir wissen auch die a priori-Fehlerabschétzung d(y, z,,) < {d (1, zo) mit der

Konstanten ¢ := LLH Die Abbildung 4 zeigt das Ergebnis der Picard-Iteration fiir
die Dgl. 4/ = sin® y mit Startwert 0. Man sieht, dass die Konvergenz recht langsam

ist. In Abbildung 5 wird die Konvergenz der Losung an der Stelle ¢ = 4 dargestellt.

Die globale Lipschitz-Bedingung von Satz 1.9 ist zu stark, z.B. erfiillt die Funktion
f(t,x) :=t* + 22 keine globale Lipschitz-Bedingung. Dazu brauchen wir eine lokale
Variante.

© Robert Denk 28.08.2019
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Abbildung 4: Die Picard-Iteration fiir die Dgl. 3/ = sin®y

1.13 Definition. Sei I C R ein Intervall, D € I x R" und f: D — R™ eine
Funktion. Dann erfiillt f eine lokale Lipschitz-Bedingung in D, falls gilt: Fiir alle
(to, 7o) € D existiert eine Umgebung U(tg, o) C R™! und eine (lokale) Lipschitz-
Konstante L(tg, z9) > 0 mit

i (t,l’l), (t,i[)g) < U(to,l'o) ND: ’f(t,lj) — f(t,l’g)’ S L(to,.ﬁlﬁ'o) : ]xl — 33'2‘.

1.14 Bemerkung. Sei D C R x R” offen und f: D — R" stetig partiell differen-
zierbar. Dann ist f in D lokal Lipschitz-stetig. Denn in einer kompakten Umgebung
eines Punktes (t9, o) € D sind alle Ableitungen von f als stetige Funktionen be-
schriankt. Damit folgt die Lipschitz-Stetigkeit aus dem Mittelwertsatz. Falls D = R"
und [’ in R™ beschrankt ist, so ist f sogar global Lipschitz-stetig,.

Die lokale Lipschitz-Stetigkeit ist bereits ausreichend, um die Eindeutigkeit und die
lokale Existenz der Losung zu zeigen.

1.15 Satz (Eindeutigkeitssatz). Sei D C R x R™ und f: D — R" eine lokal
Lipschitz-stetige Funktion. Seien yy,ys: I — R™ zwei Lisungen der Dgl. y' = f(t,y)
iber einem Intervall I C R. Falls y1(to) = yolto) fiir ein to € I gilt, so folgt
y1(t) = ya(t) fiir alle t € 1.

1.16 Satz (von Picard-Lindelof, lokale Version).
a) Sei D C R x R" offen und f: D — R"™ eine stetige Funktion, die in D einer

© Robert Denk 28.08.2019



14 1. Existenz- und Findeutigkeitssatz

1 I I I I I
0 2 4 6 8 10 12

Nummer der Iteration

Abbildung 5: Der Wert y(4) fiir obige Picard-Iteration

lokalen Lipschitz-Bedingung geniigt. Dann existiert zu jedem (to,yo) € D ein § > 0
so, dass das AWP

y'(t) = f(t,y(t), y(to) = yo

genau eine Losung y: [to — 0,1ty + 0] besitzt.

b) Jede solche lokale Lisung des AWPs lisst sich eindeutig fortsetzen zu einer ma-
ximalen Losung auf einem offenen Intervall I,.c mit tg € Inax, d.h. es gibt keine
Losung auf einem grifferen Intervall I 2D Inax. Das Intervall I, heifst mazimales
Existenzintervall des AWPs.

Die folgenden beiden Aussagen zeigen, dass die Losung eines AWPs stetig von
den Daten f und z, abhéngt. Die entscheidende Bedingung ist dabei wieder die
Lipschitz-Stetigkeit. In Abbildung 6 wird das Beispiel ¢y = \/m dargestellt, bei wel-
chem die Lipschitz-Stetigkeit verletzt ist. Es wird die numerisch berechnete Losung
(mit einem Runge-Kutta-Verfahren) gezeigt zu den Anfangswerten y(0) = 0 bzw.
y(0) = 107'2. Man sieht, wie die Ungenauigkeit im Anfangswert schon fiir kleine
Werte von t explodiert. Eine solche berechnete Losung ist nicht sinnvoll, da man
stets Ungenauigkeiten in den Daten hat (z.B. durch Rundungsfehler).

1.17 Satz. a) Sei f € C([0,h] x R™;R™) global Lipschitz-stetig mit Lipschitz-
Konstante L. Seien xg,yg € R™, und seien x bzw. y die Losungen des AWP x' =

f(t,z), z(0) = zo bzw. ¥ = f(t,y), y(0) = yo. Dann gilt mit ¢ := LLH die
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16 T
Anfangswert 0
14k — Anfangswert 1012 B
12+ : B
10+ B
8 4
>
6 4
4+ 4
2F 4
0
2 | | | | | | |
0 1 2 3 4 5 6 7 8

Abbildung 6: Losungen der Dgl. ' = \/|y| zu verschiedenen Anfangswerten

Abschdtzung

- |$o - yo|
sup e~ (w(t) — y(1))] < 2
te[0,h] —C

b) Seien f,g € C([0,h] x R™;R™) mit ||f — g|lec < o0. Die Funktion f sei global
Lipschitz-stetig mit Lipschitz- Konstante L. Seien xq € R™ und x bzw. y die Losungen

des AWP ' = f(t,z), x(0) = zo bzw. y' = g(t,y), y(0) = x¢. Dann gilt mit c :=
die Abschditzung

_L_
L+1

_ h
sup eI (t) — y()| < |If - Illoo7— -
t€[0,h] —C
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2. Spezielle Lésungsmethoden

2.1 Worum geht’s? Jetzt wissen wir zwar schon, wann eine Dgl. zumindest lokal
eine eindeutige Losung besitzt. Es ist aber nochmal was anderes, diese wirklich zu
berechnen. Es gibt fiir bestimmte Typen von Gleichungen bestimmte Methoden, die
mehr oder weniger funktionieren, um die Losung explizit zu bestimmen. Im einzelnen
sind dies:

e Gleichungen mit getrennten Variablen,
e homogene Gleichungen,
e Potenzreihenansatz,

e exakte Differentialgleichungen.

Ein weiterer Typ von Dgl. sind die linearen Dgl., welche im nachfolgenden Ab-
schnitt behandelt werden. Hier werden wir Ansétze zur Losung oben genannter Dgl.
behandeln und auch einige speziellere Gleichungen 16sen. Man sollte sich aber nicht
verleiten lassen zu glauben, dass alle oder zumindest fast alle Dgl. explizit 16sbar
seien.

a) Gleichungen mit getrennten Variablen

Wir behandeln im folgenden nur den eindimensionalen Fall y: R — R. Eine Dgl.
besitzt getrennte Variablen (separable Gleichung), falls sie von der Form

y'(t) = g(t) - h(y(1) (2-1)
ist, d.h. in diesem Fall haben wir f(¢,y(t)) = g(t) - h(y(t)).

2.2 Beispiel. Betrachte das AWP

y'(t) = =2ty°(t), y(to) = vo.

Dies ist eine Gleichung mit getrennten Variablen mit g(¢) = —2¢ und h(z) = 22
Man bringt alle y-Terme auf die linke Seite:
/
t
y2( N
y*(t)

/tt ;’28 dt = /tt(—Qt)dt.
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Auf der linken Seite kann man z = y(t) substituieren und erhélt

Ly(t) v 1 11
/m;g(t)dt—/yo ;dz——(m—%)

Insgesamt haben wir also

1 1) 9 9
——= - —) = —t" + 1,
<y(t) Yo 0

d.h.
1

2 __ 42 1=
¢ t0+y0

y(t) =

Aber diese Rechnung ist nur korrekt, solange im Intervall von ¢y bis ¢ im Nenner
y%(t) keine Nullstelle auftritt.

2.3 Beispiel. Betrachte das AWP ¢’ = 2, y(0) = 1. Die rechte Seite der Dgl. ist
lokal Lipschitz-stetig, also gilt lokale Existenz und Eindeutigkeit. Wir schreiben die
Aussage von Satz 2.4 etwas einpriagsamer in folgender Form:

dy dy
= gt)-h(ly) = /@ = /g(t)dt + const .

In unserem Beispiel haben wir ¢(t) = 1 und h(z) = 2%, d.h.

G(t)—/otdt—t,

Tdz 1
H(z) = —=1—-—.
(z) 2 .
Somit gilt
1
1— — =t,
y(t)

d.h. y(t) = ﬁ Man sieht an diesem Beispiel, dass das maximale Existenzintervall
der Losung das Intervall (—oo, 1) ist.

Die Methode der getrennten Variablen wird allgemein in folgendem Satz formuliert.

2.4 Satz. Seien I,J C R offene Intervalle und g € C(I;R), h € C(J;R) mit
h(z) # 0 fir alle x € J. Sei (tyg,x9) € I x J. Definiere G(t) := ftz g(T)dT und
H(z) := ;0 %. Es gelte G(I) C H(J). Dann ezistiert genau eine Losungy : I — R
der Dgl. (2-1) mit y(to) = xo. Fiir diese Losung gilt

H(y(t)) = G(t) (tel). (2-2)
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18 2. Spezielle Losungsmethoden

Beweisidee. Diese Aussage wird durch den in den Beispielen gezeigten Ansatz veri-
fiziert. Es ist lediglich noch etwas zur Auflosbarkeit der Gleichung (2-2) nach y zu
bemerken: Wegen H'(z) = ﬁ # 0 ist H streng monoton und damit umkehrbar,
d.h. man kann (2-2) eindeutig nach y auflésen. O

2.5 Beispiel. Die homogene lineare Dgl.

y'(t) = a()y(t), y(to) = o
besitzt ebenfalls getrennte Variablen. Die Losung ist gegeben durch
t
y(t) = exp (/ a(r)dr)yo.
to

Man beachte, dass fiir iy # 0 die Losung keine Nullstelle besitzt. Diese Gleichung
ist ein Spezialfall eines linearen Systems von Dgl., welches spéter noch ausfithrlicher
behandelt wird.

b) Homogene Differentialgleichungen und Substitution

In vielen Féllen ist eine Substitution niitzlich, um eine Dgl. in eine losbare Form zu
transformieren. Hierzu ein Beispiel:

2.6 Beispiel. Betrachte eine Dgl. der Form
2'(t) = flax(t) + bt + ¢)
mit Konstanten a, b, c. Substituiert man y(t) := ax(t) + bt + ¢, dann erhdlt man

y(t) = az'(t) + b= af(y(t)) + b,

also eine separable Dgl.

2.7 Beispiel (homogene Dgl.). Ein dhnlicher Trick funktioniert bei homogenen Dgl.
Diese haben die Form .
2(t) = f (i)) .

t
Substituiert man y(t) := @, so folgt

()t —x(t) ()  x(t)

y()= T 0 T S () - )

Dies ist wieder eine separable Dgl.
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2.8 Beispiel (Bernoullische Dgl.). Die Bernoullische Dgl. hat die Form

(1) = a(t) - x(t) + b(t) - (x(1))"

mit einem reellen Parameter a. Fiir & = 0 handelt es sich um eine lineare Dgl., die
spéter behandelt werden, fiir « = 1 um eine separable Dgl. Fiir o # 0, 1 substituiert
man y(t) := z(t)'7*. Dann ist

y'(t)=(1-a)zt)™™ (a(t)x(t) + b(t)a:(t)o‘) =(1- a)(a(t)y(t) + b(t)).

Dies ist wieder eine lineare Dgl.

2.9 Beispiel (Riccati-Dgl.). Die Riccatische Dgl. ist von der Form
o' (t) = k(t)2*(t) + g(t)x(t) + h(t) (2-3)

mit k, h,g € C(R;R). Die Anfangsbedingung sei z(to) = 2°. Im Falle h = 0 handelt
es sich um die Bernoullische Dgl. mit Exponenten o = 2. Am Beispiel der Riccati-
Gleichung soll gezeigt werden, wie eine Substitution helfen kann, die Gleichung auf
eine andere Dgl. zu transformieren, welche von einfacherer Struktur ist.

(i) Transformation zur Bernoullischen Dgl.: Dies ist nur moglich, falls eine Losung p
mit p(to) =: p° # z° der Riccati-Gleichung bereits bekannt ist. In diesem Fall setzt
man ¥y := z — p und erhélt den Anfangswert y(ty) = 2° — p® und

Y =2 —p =ka*+gr+h—kp’—gp—h
= ky* — 2kp® + 2kap + gx — gp
= ky® + (2kp + 9)y.

Man sieht, dass y wieder eine Riccati-Dgl. erfiillt. Allerdings besitzt die neue Glei-
chung fiir y keinen h-Term mehr, und damit handelt es sich um die Bernoullische
Gleichung mit o = 2.

(ii) Ohne das Wissen einer Losung p kann man durch eine Substitution die Riccati-
Gleichung (2-3) auf eine lineare Dgl. zweiter Ordnung zuriickfithren. Dazu setzt man

u(t) := exp < - /t k(s)x(s)ds).

to

Damit folgt ' = —kxzu und somit

u" = k*2%u — K ou — ka'u
= k22%u — Kzu — kK*2*u — kgru — khu
= —K'zu — kgru — khu

/

=7 u + gu’ — khu,
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20 2. Spezielle Losungsmethoden

wobei uxr = —% benutzt wurde. Damit ist u eine Losung des AWPs
/

o — u(% + g) Y Rhu=0, uty) =1, u'(ty) = —k(te)a®.

Dies ist wieder eine lineare Dgl.

c) Potenzreihenansatz

Der Potenzreihenansatz ist in vielen Féllen moglich, um eine Darstellung der Losung
einer Dgl. in Form einer konvergenten Potenzreihe zu erhalten. Wir diskutieren
diesen Ansatz nur fiir lineare Dgl. zweiter Ordnung, Verallgemeinerungen sind leicht
moglich.

Betrachte die lineare Dgl.

y'(t) + a(t)y'(t) + b(t)y(t) = s(t) (2-4)

mit den Anfangsbedingungen y(to) = y°, 9/ (to) = y'. Die Koeffizienten a,b und die
rechte Seite s seien in einem offenen Intervall J := () — ¢,y +¢) in eine Potenzreihe
um o entwickelbar, d.h. in Reihen der Form >3- i (t — to)*, welche mindestens in
J konvergieren. In diesem Fall kann man den Ansatz

y(t) = cn(t —to)" (2-5)

in die Differentialgleichung einsetzen und erhilt eine Rekursionsformel fiir die un-
bekannten Koeffizienten (cx)ren,. Es kann leicht gezeigt werden, dass dieser Ansatz
gerechtfertigt ist und dass die Losung die Form (2-5) besitzt. Man beachte dazu, dass
eine Potenzreihe im Inneren ihres Konvergenzkreises unendlich oft differenzierbar ist
und die Ableitung mit der Summation vertauscht werden kann (siehe Analysis I).

2.10 Beispiel (Hermitesche Dgl.). Die Hermitesche Dgl. lautet
y'(t) =2ty (t) + Ay(t) =0 (2-6)

mit einem Parameter A € R. Die Koeffizienten sind Polynome, also insbesondere in
eine iiberall konvergente Potenzreihe um 0 entwickelbar. Mit dem Ansatz (2-5) mit
to = 0 erhélt man

o0 [e.9]

Y ()= okt =" (k+ Depath,
k=0 k=0

y'(t) =D (k+2)(k + 1)cpat®.
k=0
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Eingesetzt in die Hermitesche Dgl. ergibt sich

Z k—|—2 Ck-Jth —22 k+ ckHtkH—i—)\chtk—O
k=0 k=0 k=0

Nach dem Identitatssatz fiir Potenzreihen miissen alle Koeffizienten der Potenzreihe
auf der linken Seite verschwinden (Koeffizientenvergleich). Also haben wir

202 + /\C() = 0,
(k+2)(k + 1)cppn — 2k, + Ay =0 (k € N).

Die Koeffizienten ¢y und ¢; sind frei wahlbar, die anderen sind dann gegeben durch
die Rekursion

2k — A
(k+2)(k+1)
Dieses Beispiel zeigt auch noch eine Besonderheit: Falls A = 2ng € 2N, so ist cxy0 =

CL (k € No)

Cr+2 =

0 fiir alle k = ng,ng + 2,.... In diesem Falle existiert ein Polynom, welches die
Hermitesche Dgl. 16st. Z.B. kann man fiir A = 4 die Anfangskoeffizienten ¢y := 1 und
¢y := 0 wéhlen und erhélt ¢, = _74:—%, ca=cg=-=0undcg=c¢c5=---=0.

Also ist y(t) = 1 — %t2 eine Losung der Hermiteschen Dgl. mit A = 4. Auf diese
Weise erhélt man (bis auf Normierung) die Hermite-Polynome H,(t), n € Ny.

2.11 Beispiel (Besselsche Dgl.). Die Besselsche Dgl. tritt z.B. bei Schwingungen
einer kreisformigen Membran auf. Ein Spezialfall der Besselschen Dgl. lautet

p 1 n?
v'(t) + 5y + (1= 55 Jy(t) = 0. (2-7)
Hierbei ist n € Ny. Setzt man 7(t) := t~"y(t), so erhdlt man
y'(t) = nt" "I (t) + " (t),
Y'(t) = n(n — D" n(t) + 2nt" 9/ (t) + ™" (t).
Eingesetzt ergibt sich
" (t) + 2n4+ D" () + [n(n — "2+ nt" 2 — n®t" 7] n(t) + t"n(t) = 0.

~~
=0

Fiir t # 0 erhélt man also fiir n die Dgl.

0'(t) + (2n + 1)t 1y () + n(t) = 0. (2-8)

Wegen des Terms ¢t~* handelt es sich hier um eine singulére Dgl. Macht man dennoch
den Potenzreihenansatz n(t) = Y 7o, ¢xt*, so erhilt man

Z crk(k — D)2 4 (2n + 1) Z crkt"™2 + Z etk =0,
k=2 k=1 k=0
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und damit fir die Koeffizienten

(2n+ 1)y =0,
(k? + 2)(2n + k+ 2)Ck+2 +c, =0 (k‘ € No)
Es folgt ¢; = ¢3 = -+ = 0 und fiir gerade k = 2m die Rekursion

1
2m + 2)(2m + 2n + 2) com-

Com+2 = — (

Fiir die Wahl ¢y = 1 erhélt man

(="
2-4-...2m-(242n)-...-(2m+2n)

Com =

Damit sind die Koeffizienten berechnet, aber man muss noch zeigen, dass die zu-
gehorige Potenzreihe konvergiert. Wegen

1
< =

[c2m| = Am(m)(L+n)2+n)-...- (m+n) = m!

ist dies der Fall, und fiir die Besselsche Dgl. erhalten wir die Losung

. o] 1 t\2m
y(t) =t Z(m‘)(l+n>(2+n)(m+n)<§> .

m=0

Jedes Vielfache dieser Losung ist wieder eine Losung, die Funktion

Tnlt) = 2”1n! ylt) = Zo m!i;llimn)! <%>2m+n (teR)

heifit die Besselfunktion erster Art der Ordnung n.

d) Exakte Differentialgleichungen

Wir verwenden im folgenden den Begriff Gebiet. Dabei ist eine Menge G C R"™ ein
Gebiet, falls G offen und zusammenhéingend ist.

2.12 Definition. Sei G C R? ein Gebiet und seien fi, f, € C(G;R). Dann heifit
die Dgl.

exakt, falls eine Stammfunktion F' € C'(G;R) existiert mit VF = (g), d.h. (2) ist
ein Gradientenfeld.
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2.13 Bemerkung. Definiert man die 1-Form

w(z, h) = fi(x)h + fa(x)he = fi(z)dzi(h) + fa(z)dzo(h),

so ist die Dgl. (2-9) genau dann exakt, wenn w exakt ist. Formal erhélt man w durch
die Umformung

f1<t7 y)dt + f2(t7 y>dy = O (2_10)

und die Umbenennung z; := ¢, x5 := y. Die Form (2-10) ist eine ,symmetrische®
Version der urspriinglichen Dgl. (2-9).

2.14 Satz. a) Sei die Dgl. (2-9) exakt mit Stammfunktion F und y: J — R eine
differenzierbare Funktion auf einem Intervall J C R. Es gelte (t,y(t)) € G fir alle
t € J. Dann ist y genau dann eine Lisung von (2-9), wenn es ein ¢ € R gibt mit

F(t,y(t)=c (teJ).

b) Sei G sternférmig und fi, f» € CY(G). Dann ist die Dgl. (2-9) genau dann ezakt,
falls 81f2 = 82f1.

Beweis. a) folgt aus

SE( () = A y(0) + flty(0) - (0)

b) folgt aus dem bekannten Kriterium fiir Exaktheit von 1-Formen (Satz von Poin-
caré). O

Zur Losung einer exakten Dgl. muss man nach Satz 2.14 eine Stammfunktion F
bestimmen. Wir wiederholen die Vorgehensweise aus der Analysis II: Gegeben sei
die exakte Dgl. (2-9) mit der Anfangsbedingung y(to) = 3°. Um eine Stammfunktion
F: G — R zu bestimmen, wihlen wir zu (¢,z) € G eine stiickweise glatte Kurve
' =[], v: [a,b] = R? mit Anfangspunkt v(a) = (¢9,%°) und Endpunkt (¢, z). Dann
ist F'(t,z) durch das (wegunabhéingige!) Kurvenintegral

F(t,z) = /Fw = /F(fl(t,z)dtﬂsz(t,z)dz)

gegeben. Dabei kann die Wegunabhéngigkeit ausgenutzt werden, um lokal einen Weg
entlang der Koordinatenachsen zu wéhlen.

2.15 Beispiel. Betrachte die Dgl.
(3¢% + 4ty (1)) + (2% + 3y(t)*) - y'(t) = 0.
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Hier ist fi(t,z) = 3t2+4tz, fo(t, z) = 2t +32%, und wegen O, f; = 4t = 0y f> handelt
es sich um eine exakte Dgl. Wir wihlen zu (tg,y") := (0,0) und zu (¢,2) € R? die
Wegstiicke

Iy=[nl, m:00,8] > R? s (s,0),
Py =[el, 72:[0,2] = R s (t,5).

(t,2)
I

Iy
(0,0) (¢,0)

Damit ist
t z
F(t, z) = / (35% +4s5-0) - 1ds +/ (2t + 35%) - 1ds = t* + 2%z + 2°.
0 0

Die Losung der Dgl. erhdlt man nach Satz 2.14 durch (lokale) Losung der Gleichung
F(t,y(t)) = const.

2.16 Beispiel. Die Dgl.
by () — ty2(t) — y(t) = 0 (2-11)

ist in keiner offenen Teilmenge des R? exakt. Hier ist in den Bezeichnungen von
Definition 2.12

filt,z) = —t2* — z, folt,z) =t

und damit Oy fi(t,2z) = =2tz — 1, 01 fo(t,2) = 1. Es gilt also 0y f; = 0y fo nur fir
tz = —1, was in keiner offenen Teilmenge des R? erfiillt ist.

Bei nicht exakten Dgl. kann man versuchen, einen integrierenden Faktor zu finden,
mit welchem die Dgl. multipliziert wird, so dass die neue Dgl. exakt ist. Setzt man
den Faktor von der Form pu(y) an, d.h. betrachtet man statt (2-11) die Dgl.

n(y)ty' — pu(y)(ty® +y) =0,

so erhélt man als Bedingung fiir die Exaktheit

0, (tu(y) = 0, ( — n(y)(ty* +v)).

Fiir p ergibt sich wiederum eine Dgl. erster Ordnung;:
uy) = =1/ (W) (ty* +y) — uly)(2ty + 1),
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also
(ty + 1) [yr' (y) + 2u(y)] = 0.
Die resultierende Dgl.
yu'(y) +2u(y) =0

(eine Dgl. mit getrennten Variablen) hat die Losung pu(y) = y~2. Man erhilt die
neue Dgl.
ty 2 ()Y (t) —t =y~ (t) =0, (2-12)

welche exakt ist. Allerdings haben wir durch die Multiplikation mit y(t)~2 offen-

sichtlich die Losungsmenge verdndert, da jetzt nur noch Losungen mit y(t) # 0
zugelassen sind.

Zur Bestimmung einer Stammfunktion ' muss man
_(OF(t,2)\ _ [—t—z"
VIt 2) = (@F(t, 2)) tz2

l6sen. Aus der ersten Zeile folgt F'(t,z) = —% —tz7' 4+ a(z) mit einer Funktion a(z),
aus der zweiten Zeile folgt F(t,2) = —tz~' + b(t). Man sieht, dass a(z) := 0 und
b(t) := —% beide Bedingungen 16sen. Die Bedingung aus Satz 2.14 lautet also

ty H(t) + 7=

mit einer Konstanten ¢ € R. Aufgelost ergibt sich

2t
)= —"".
y(t) = —5
Dies ist aber nur zuldssig in Intervallen, in denen y(t) # 0 ist (und in denen der
Nenner nicht verschwindet). Man sieht aber direkt, dass z.B. fiir ¢ = 1 die Funktion

y(t) = {25 eine Losung im gesamten Intervall (—1,1) ist.
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3. Lineare Differentialgleichungen

3.1 Worum geht’s? Lineare Dgl. bilden eine besonders wichtige Klasse von Dgl.,
in welcher die Menge der Losungen im wesentlichen eine Vektorraumstruktur be-
sitzt. Das ist eine erste wichtige Verbindung zur Linearen Algebra, die im Falle von
linearen Dgl. mit konstanten Koeffizienten besonders deutlich zu Tage tritt. Es kann
in diesem Abschnitt nicht schaden, nochmal einen Blick in das Skript der Vorlesung
Lineare Algebra zu werfen.

Auf den ersten Blick besitzen lineare Dgl. eine deutlich einfachere Struktur als nicht-
lineare Gleichungen. Das gilt z.B. schon in Hinblick auf die eindeutige Losbarkeit,
die hier eine direkte Folgerung aus dem Satz von Picard-Lindel6f ist. Dennoch sei
hier nochmal deutlich darauf hingewiesen, dass viele lineare Dgl. nicht elementar
l6sbar sind.

a) Homogene lineare Dgl.

Lineare Dgl.-Systeme haben die Form

y'(t) = Ay(t) +b(t),  y(te) =", (3-1)

wobei A € C(J;C™"), b € C(J;C"), ty € J und y° € C" fiir ein (beliebiges)
Intervall J C R. Eine Losung ist eine differenzierbare Funktion y: J — C", welche
(3-1) erfiillt. Man beachte, dass dann wegen (3-1) auch y € C'(J;C") gilt.

Es ist hier giinstiger, gleich in C zu arbeiten, wie wir spater noch sehen werden. In
vielen Anwendungsféllen ist man natiirlich an reellwertigen Funktionen interessiert.
Man beachte, dass auf C" und C"*" nach Analysis II alle Normen dquivalent sind,
insbesondere der Begriff der Stetigkeit nicht von der Wahl der Norm abhéngt. Meist
werden wir die euklidische Norm | - | oder die |- |-Norm auf C" und die zugehorige
Operatornorm auf C™*" wéhlen (meist mit || - || bezeichnet).

3.2 Definition. Die euklidische Norm auf dem C" ist definiert durch
2l =]z + 4zl (2= (21,..., %) €C").

Man beachte, dass |21]* = 277 fiir z; € C, wobei z; die konjugiert komplexe Zahl
bezeichnet.

Die zugehorige Operatornorm || A|| auf dem Raum C™*™ aller Matrizen mit komple-
xen Koeffizienten ist definiert als

| Al :==sup{|Az| : z € C", |z] = 1}.
Mit anderen Worten gilt
|Az| < |AJ|-[2] (2 € CT),
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und statt ||A|| kann man keine kleinere Konstante einsetzen.

3.3 Satz. Unter den obigen Voraussetzungen an A und f existiert zu jedem ty € J
und y° € C" genau ein y € CY(J;C"), welches das AWP (3-1) ldst.

Beweis. Fiir kompakte Intervalle folgt das direkt aus dem Satz von Picard-Lindelof
(Satz 1.9): Denn fiir f(t,z) := A(t)z + b(t) gilt

£t 21) = f(t,22)] = [A() (@1 = 22)| < sup [JA@]] - |21 = 2].

Nun ist A als stetig vorausgesetzt, damit ist auch die Abbildung ¢ — ||A(t)|| eine
stetige Abbildung und besitzt auf einem kompakten Intervall ein Maximum, das
dann die Lipschitz-Konstante ist. Bei unendlichen Intervallen kann man das Intervall
durch endliche Intervalle ausschépfen (z.B. Intervalle der Form [—N, N] mit N — 00)
und erreicht so jeden Punkt. O]

3.4 Bemerkung. Fiir festes ty € J ist nach dem obigen Satz die Gleichung y'— Ay =
0 mit der Anfangsbedingung (o) = yo fiir jedes yo € C™ eindeutig losbar. Betrachte
die Abbildung y — y(to), welche jeder Ldsung y der Dgl. yy = Ay ihren Wert an der
Stelle ty zuordnet. Aufgrund der eindeutigen Losbarkeit ist diese Abbildung bijektiv.

Man sieht auflerdem, dass die Abbildung y — y(ty) linear ist, und die Menge der
Losungen & der Dgl. ¢y = Ay ein C-Vektorraum ist. Denn mit y und 3 ist auch
ay+ Py wieder eine Losung der Differentialgleichung fiir alle o, 8 € C. Die Abbildung

ZL — (Cn7 Y= y(to)

ist also ein Vektorraum-Isomorphismus. Damit hat insbesondere der Lésungsraum
% die Dimension n.

Diese Aussagen gelten unabhéngig von der Wahl des Startwerts .

Der folgende Satz folgt direkt aus diesen Bemerkungen, ist aber sehr wichtig fiir
lineare Differentialgleichungen.

3.5 Satz. Es ewistieren genau n linear unabhingige Lésungen in C(J;C") von
y'(t) = A(t)y(t). Ein System {z1,...,z,} von Lisungen ist genau dann eine Basis,
falls die Vektoren {z1(to), ..., 2zn(to)} eine Basis von C" sind.

Man beachte hier wieder, dass die lineare Unabhingigkeit von Funktionen zuriick-
gefithrt wird auf die lineare Unabhéngigkeit von komplexen Vektoren, welche viel
einfacher nachzupriifen ist (z.B. durch Betrachtung der Determinante)!
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3.6 Definition. a) Sei {z1,...,2,} ein System von Losungen von y'(¢) = A(t)y(t).
Dann heifit die aus den Spalten gebildete Matrix Z := (z1...2,): J — C™" die
Wronski-Matrix und w(t) := det Z(t) die Wronski-Determinante.

b) Eine Basis {z1,..., z,} des Losungsraums von y/(t) = A(t)y(t) heiBt ein Funda-
mentalsystem. Die Wronskimatrix heifit in diesem Fall eine Fundamentalmatrix.

3.7 Bemerkung. a) Aus Satz 3.5 sehen wir: Seien zi,...,z, Losungen der Dgl.
y' = Ay. Dann ist {z,...,2,} genau dann ein Fundamentalsystem, falls w(t) =
det Z(t) # 0 fiir alle t € J ist. Dies ist dquivalent dazu, dass w(ty) # 0 fir ein tg € J
ist.

b) Eine Wronski-Matrix Z 16st die Matrix-Dgl. Z'(t) = A(t)Z(t) (wobei die Ab-
leitung Z’(t) komponentenweise definiert ist). Falls Z eine Fundamentalmatrix ist,
so ist eine Funktion z € C'(J;C") genau dann eine Lésung von 3 = Ay, falls ein
¢ € C" existiert mit z(t) = Z(t)c (t € J). Denn z ist genau dann Losung, falls z eine
Linearkombination der Spalten zi,..., z, von Z ist.

c) Sei nun A(t) = A € C™™ von t unabhéngig. Sei t{y = 0 und Z die (eindeutig
bestimmte) Fundamentalmatrix der Dgl. ¢ = Ay mit Z(0) = [, wobei [, die
(n x n)-Einheitsmatrix bezeichne. Dann gilt fiir alle ¢,s € J mit ¢t + s € J:

Z(t+s)=2Z(t)Z(s).
Denn fiir ¢ € C™ und festes s ist sowohl u(t) := Z(t + s)c als auch v(t) := Z(t)Z(s)c

eine Losung des AWPs u/(t) = Au(t), u(0) = Z(s)c. Da diese Losung eindeutig ist,
gilt u(t) = v(t) fir alle ¢.

3.8 Satz (Formel von Liouville). Die Wronski-Determinante ist differenzierbar mit
w'(t) = (tr A(t)) - w(t). Damat gilt

w(t) = w(ty) exp </t tr A(s)ds).

to

Zum Beweis sei hier nur bemerkt, dass die Dgl. fiir w(t) ein Gleichung mit getrennten
Variablen ist und daraus die explizite Formel fiir w(t) aus der Dgl. folgt.

b) Inhomogene Gleichungen

Wir betrachten nun den inhomogenen Fall

mit A € C(J;C"), f € C(J;C") wie oben.
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3.9 Lemma. Seiy, € C*(J;C") eine spezielle (partikulire) Lisung von (3-2) und
Z € CY(J;C™™) eine Fundamentalmatriz. Dann ist die allgemeine Lésung gegeben
durch y(t) = y,(t) + Z(t)c mit c € C™.

Beweis. Wegen y' =y, + (Zc)' = Ay, + b+ A(Zc) = Ay + b ist jedes solche y eine
Losung. Falls andererseits y eine beliebige Losung von (3-2) ist, so ist ¥ := y — y,
eine Losung von y' = Ay + b — Ay, — b = Ay und damit y = Zc mit einem ¢ € C*
nach Bemerkung 3.7 b). O

3.10 Satz (Variation der Konstanten). Sei Z: J — C"*™ eine Fundamentalmatriz
der homogenen Dgl. v = Ay. Dann erhdlt man eine Lisung der inhomogenen Dgl.
y' = Ay + b durch den Ansatz

up(t) = Z(t)e(?),
wobei ¢ € CH(J;C") eine Lisung von Z(t)c (t) = b(t) ist, d.h.

c(t) = c(to) +/ Z(s) " 'b(s)ds.

to

Falls A(t) = A € C"™ " nicht von t abhdngt und die Fundamentalmatriz so gewdhlt
wird, dass Z(0) = 1, gilt, so ist die allgemeine Liosung gegeben durch

y(t) = / t Z(t — s)b(s)ds + Z(t)d

to

mit d € C™.

Beweis. Das folgt aus

(Z(#t)e(t)) = Z'(t)c(t) + Z(t)C (t) = At Z(t)c(t) + Z(t)C (t)
= A1) + 20 1)
Man beachte, dass Z(t)c/(t) = b(t) genau dann gilt, falls c(t) = c(t0)+fti Z(s)7tb(s)ds.
O

3.11 Beispiel. Gegeben sei das Dgl.-System

Yh(t) = —ya(t)
Yo(t) = yi(t) +t.

o= )+ (7):
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Eine Fundamentalmatrix der homogenen Gleichung ist gegeben durch
cost —sint
2(t) = (Sint cost ) '

Wegen Z(0) = I, liefert Variation der Konstanten als eine spezielle Losung

U () = /Ot Z(t—s) (g) ds.

Mit partieller Integration erhélt man
u(l) /t —sin(t — s)s ge— [~ c?s(t —3)s\ |t n /t c‘os(t —3) s
o \ cos(t—s)s —sin(t —s)s ) ls=0  Jo \sin(t —s)
[t N —sin(t —s)\|*  [—t—sint
~\0 —cos(t—s))ls=0  \ 1—cost )
Die allgemeine Losung hat die Form y(t) = Z(t)d + y,(t), wobei d € R? durch die
Anfangsbedingung y(ty) = yo bestimmt wird.

c) Systeme mit konstanten Koeffizienten

Nun soll es um Dgl. der Form
y(t)=Ayt) (teR) (3-3)

gehen, wobei A € C™ " eine konstante Matrix ist. Man beachte, dass im skalaren Fall
y' = ay die Losung durch y(t) = cexp(at) mit ¢ € C gegeben ist. Eine Moglichkeit,
(3-3) zu l6sen, besteht in einer Erweiterung der exp-Funktion fiir Matrizen.

Sei | - | die euklidische Norm in C" und || - ||: C**™ — [0, 00) die zugehorige Opera-
tornorm. Man beachte, dass || - || submultiplikativ ist, d.h. es gilt

[AB] < lA-I[B] (A, B € C™™).

3.12 Definition. Fiir A € C™*" ist

exp(A) = Z A

n!
n=0

die exp-Funktion von A.
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3.13 Satz. a) Die exp-Reihe ist normkonvergent, d.h. es gilt > oo || 47| < oo und

damit konvergent. Es gilt exp(0) = I, (n X n-Einheitsmatriz) und || exp(A)| <
exp([| A])-

b) Fir A, B € C"™™ mit AB = BA gilt exp(A+ B) = exp(A) exp(B).
¢) Durch Z(t) := exp(tA) (¢t € R) ist die eindeutige Losung der (Matrizen-)Dgl.

Z'(t) = AZ(t) mit Z(0) = I, gegeben. Eine Funktion y € C*(R;C") ist genau dann
eine Losung der Dgl. (3-3), falls ein ¢ € C™ existiert mit y(t) = exp(tA)c (t € R).

Mit diesem Satz ist die Losung der Dgl. (3-3) zuriickgefiihrt auf die Berechnung der
exp-Funktion einer Matrix. Um explizite Losungen zu erhalten, verwenden wir den
Satz iiber die Jordan-Normalform, der aus der Linearen Algebra bekannt ist:

Zu X € Cund p € N sei

die Jordan-Elementarmatrix (das Jordan-Késtchen) der Dimension p. Nach dem

Satz von der Jordan-Normalform existiert zu jeder Matrix A € C™*™ eine invertier-
bare Matrix S € GL(n,C) mit

J(A1)
J(A1)

S71AS =
J(X2) ’

J(Ae)

wobei Aj, ..., A, die paarweise verschiedenen Eigenwerte von A sind und J(\;) ein
Jordan-Késtchen geeigneter Dimension zum Eigenwert A\ ist.

Dies ist eine spezielle Darstellung der Form S71AS = D+ N mit DN = ND, wobei
D eine Diagonalmatrix und N nilpotent ist. Dabei hat D auf der Diagonalen die
Eigenwerte entsprechend ihrer (algebraischen) Vielfachheit und N hat nur auf der
ersten Nebendiagonalen die Werte 0 und 1, sonst nur 0. Es folgt S™!(tA)S = tD+tN
und S7exp(tA)S = exp(STHAS) = exp(tD + tN) = exp(tD) exp(tN), d.h.

exp(tA) = Sexp(tD)exp(tN)S .

Zu einem Jordan-Késtchen J,(\;) der Dimension p zu einem Eigenwert )y sind die
zugehorigen Hauptvektoren hq, ..., h, definiert durch

(A= NT)hj=hj1 (1=1,...,p),
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wobei hg := 0 gesetzt wurde. Dabei ist h; ein Eigenvektor und h; heiit Hauptvektor
der Stufe j. Die Transformationsmatrix aus dem Satz iiber die Jordan-Normalform
besteht gerade aus allen Hauptvektoren der Matrix A, denn

S_IASej = )\€j + €i—1
bedeutet fiir h; := Se; (j-te Spalte der Matrix S) gerade

Ahj = S()\Gj + Gj_l) = )\hj + hj_l.

3.14 Satz. Sei h; fir j = 1,...,p der Hauptvektor der Stufe j zum Eigenwert \
der Matrix A. Dann ist

At t? !
yj(t) =€ <hj + thj_l + 5 h]’_Q +---+ m h1>
eine Losung der Dgl. y' = Ay. Das System aller so gebildeten Lisungen (zu allen
Jordan-Kdstchen) bildet ein Fundamentalsystem der Dgl.

Beweis. Wir wissen nach Satz 3.13, dass die Spalten von exp(tA) ein Fundamental-
system bilden. Fiir jedes S € GL(n,C) ist wegen 4 (exp(tA)S) = Aexp(tA)S und
det(exp(tA)S)|i=o = det(S) # 0 auch Y (t) := exp(tA)S ein Fundamentalsystem.

Wir verwenden die Transformationsmatrix S aus dem Satz iiber die Jordan-Normalform.
Hier ist exp(tA)S = Sexp(tD) exp(tN). Zur Vereinfachung der Notation nehmen wir
an, dass A nur ein Jordan-Késtchen J,(\) zum Eigenwert A der Dimension p besitzt.

In diesem Fall ist

A 0 1
A 0 1
D = ) und N = )
A 0 1
Beachte, dass
0 0 1 0 0 1
N? = 00 . NPT = 00 . NP =0.
o] SO
0 0 0 0
Damit ist
ot
Y
exp(tD) = _ =M,
' oy
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und

2 p—1
1Lt 5 . o
0 - 1 ¢ :
thk R gk Nk
exp(tN) = = o g
k=0 k=0
t
1
Somit erhalten wir mit den Hauptvektoren S = (hy,...,h,)
t2 tp—l
Lt 2 (p—1)!
1 ¢ :
Sexp(tD) exp(tN) = e (hl, e hp) 2
2
t
1
At !
=€ (hl, h2+th1, e hp+thp1++mhl>

Im allgemeinen Fall besitzt A mehrere Jordan-Késtchen, und die obige Darstellung
zu verschiedenen Jordan-Késtchen ergibt die Spalten der Matrix Y (f) := exp(tA)S
und damit ein Fundamentalsystem. O]

3.15 Beispiel. Betrachte ¢y = Ay mit

2 0 1
A=|-1 1 -1
-1 0 0

Das charakteristische Polynom ist gegeben durch

2—-Xx 0 1
det(A—A3)=det | -1 1—-X —1
-1 0 —A
=2-N1=XN)(=N+1-(-1-0—=(=1)(1 =)
=—(A—1)%

Damit ist A = 1 der einzige Eigenwert mit algebraischer Vielfachheit 3. Das linea-
re Gleichungssytem (A — 1 - 1I3) = 0 besitzt nur 2 linear unabhéngige Losungen

(Eigenvektoren), etwa

1 0
AV =1-1], nP=[1
-1 0
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Weiterhin gilt

1
(A—1-I)p =n"  fir A = |0
0

Fiir die Transformationsmatrix

8= (D, ), ) = !

1
10
-1 0

O = O

erhalt man daher die Jordan-Normalform
1 10
ST!AS=J:=10 1 0
0 01

Jede Losung der Dgl. iy = Ay hat somit die Form
y(t) = clethgl) + Cget(hgl) + thgl)) + 03eth§2)

mit C1,C9,C3 € C.
d) Lineare Dgl. h6herer Ordnung mit konstanten

Koeflizienten

Die Uberlegungen des vorherigen Abschnitts lassen sich iibertragen auf Dgl. der
Form

2 ® (1) + ayx® V() + -+ apx(t) = 0. (3-4)
Wir setzen
0 1
a(t)
'(t)
y(t) == : und A=
x(k—‘l)(t) 0 1
—ar —QAp—1 .. ... —Qq

Damit ist (3-4) dquivalent zu y/(t) = Ay(t).
3.16 Satz. a) Das charakteristische Polynom der Matriz A ist gegeben durch
xa(A) i=det(\, — A) = XN+ a N b N+ ay

b) Sei \ eine p-fache Nullstelle von x 4. Dann sind
z1(t) =M, wo(t) i=teM, .. xy(t) =P eM
linear unabhingige Losungen der Dgl. (3-4). Betrachtet man diese Lisungen fir alle

Nullstellen von x 4, so erhdlt man ein Fundamentalsystem.
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Beweis. a) wird hier nicht bewiesen (Beweis z.B. moglich durch Induktion).

b) Wir konstruieren explizit eine Kette von Hauptvektoren. Dazu sei

1
g
clp):=| #
i1
und h; = ﬁc(j_l)()\). Es gilt
I
Ac(p) = u’“:‘l = pe(p) — xalp)ex
1 —xa(p)

Wir leiten j-mal nach ¢ ab:
A () = e (a) + e D () = xP (e (G=0.1,...).
Falls nun \ eine p-fache Nullstelle ist, so gilt x4(A) = -+ = Xfffl)()\) = 0 und damit

0, 7 =0,

A= M)W (\) = .
( k) (M) {jc(gl)()\), j=1,....p—1

Fiir die Vektoren h; folgt damit

0, J=1

(A= X)h; = , .
k) ’ hjfla J :27"-7p'

Damit ist hq, ..., h, eine Kette von Hauptvektoren. Nach Satz 3.14 sind
2 H-1

t
%ay:@{@+¢@4+~—ma+-~+0_iﬂ

2
linear unabhéngige Losungen von y' = Ay. Wir brauchen davon nur die erste Kom-
ponente. Da die erste Komponente von h; fiir j = 1 gleich 1 ist und fiir j > 1
verschwindet, erhalten wir

h1> (G=1,...,)

M= )

r;(t) = e — J=1....p

! (j =1

fiir die ersten Komponenten. Wir konnen auf den Faktor ]_;1), noch verzichten. Die
ersten Komponenten sind linear unabhéngig, da sonst auch die Vektoren y; linear
abhingig wéren. O]
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Bei speziellen Inhomogenitéaten kann man eine partikuldre Losung direkt hinschrei-
ben:

3.17 Satz. Betrachte die Dgl.
e B ) + arg® V() + - apa(t) = e (3-5)

mit s € Ng und v € C. Sei v eine p-fache Nullstelle von xa mit p € Ny, d.h.
Ya(A) = (A= 7)P(\) mit (7) # 0. Dann ist

s! oPe rex
z(t) == ] a)\p+8( &&/\)thw

eine partikuldre Losung von (3-5).

Beweis. Betrachte den Differentialoperator
L: C*R;C) = C(R;C), u— u® + ayu®V + ... 4+ qpu = ya(D)u
mit
xa(D):=DF + ;D" + ...+ ,D°, D := %.
Dann gilt fiir die Funktion f(t) := e™ mit A € C offensichtlich

(L)) = (xa(D)f)(t) = xa(N) f(t) = (A= 7PN f(2).
Somit

L(ﬁf) (1) = (A —7)e.

Wir differenzieren die letzte Gleichung (p 4+ s)-mal nach A an der Stelle A = . Auf
der rechten Seite verwenden wir
_J0 J#p
= el g =P

Mit der Produktregel erhélt man fiir die oben definierte Funktion x:

(L)) = (p —S: 5)! L [aa;p; (e?((;)t)) ‘AJ

s! orts

= (p+s)! OAPts [(/\ — fy)Pe)\ti|

|
_ s! p+s oLt o
(p+s)! \ p

=t

o7
W(/\ —7)

A=~
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3.18 Bemerkung (Leibniz-Formel). Im letzten Beweis wurde die Produktregel
gleich fiir hohere Ableitungen verwendet, die sogenannte Leibniz-Formel: Seien f, g
n-fach differenzierbar. Dann gilt

o9 =35 (2) g

k=0

Diese Formel kann man leicht induktiv beweisen.

3.19 Bemerkung. Der obige Satz kann auch folgendermafien angewendet werden:
Man verwendet fiir die Losung den Ansatz z(t) = coe? + cite? + ... + ext™N et mit
N :=p+ s, wobei ¢y, ...,cy noch unbekannt sind. Setzt man diesen Ansatz in die
Gleichung ein, so kann man die Koeffizienten ¢, ..., cy bestimmen.

Am einfachsten ist die Situation, wenn v keine Nullstelle von x4 ist und die rechte
Seite die Form €7 hat. Hier ist N = 0, und die Losung hat die Form cye.

Als Beispiel betrachten wir die Dgl.

Hier ist x4(A) = A? — 1 mit den beiden Nullstellen +1, —1. Hier ist 7 = 2 keine
Nullstelle von y 4, d.h. es gilt p = 0 und s = 1 und damit N = p+s = 1. Der Ansatz
fiir die Losung lautet daher

z(t) = coe® + cite®.
In die Dgl. eingesetzt, erhiilt man mit 2/(t) = (2¢; + c2)e?* + 2cote®® und
2"(t) = (4ey + 4ey)e® + degte®
aus der Bedingung z”(t) — z(t) = te* die beiden Gleichungen

401 +4CQ — C1 = 0,
4C2 — Cy = 1
1
3

mit der Losung ¢; = —%, Cy =

Die direkte Anwendung der Formel aus Satz 3.17 liefert

0 [ et ] ’ (A2 — 1)teM — 2xeM 4 5 1,
oz — 1]l N—12 b 9" T3

3.20 Bemerkung. Bei Dgl. mit reellen Koeffizienten fiithren die bisherigen Ansétze
auf komplexwertige Losungen. Falls y eine Losung von ' = Ay ist, so ist auch Rey
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und Im y eine Losung. Wenn die Matrix A reell ist, treten komplexe Eigenwerte stets
in konjugiert komplexen Paaren auf. Wegen

eM = M (cos(Im At) + i sin(Tm At))

treten dann noch cos- und sin-Terme auf. Diese Uberlegungen gelten analog fiir Dgl.
héherer Ordnung.

3.21 Beispiel. Betrachte
e (t) — 22" (t) + z(t) = 24 tsint. (3-6)
(i) Fundamentalsystem der homogenen Dgl.: Es ist

xa(p) = pt =202 + 1= (u—1)*(u+1)%

Nach Satz 3.16 ist also
et, tet, e_t, te™!

ein Fundamentalsystem der homogenen Gleichung.

(ii) Ubergang zum Komplexen: Wegen ¢ sint = Im(te™) betrachten wir zunschst die
rechte Seite te'.

(iii) Bestimmung einer partikuldren Losung: In der Bezeichnung von Satz 3.17 ist
s =1, A =i und p = 0. Damit ist 1»(\) = xa(}A), und der Ansatz fiir die spezielle
Losung lautet fiir die Inhomogenitét ¢ e®:

0 et PN AN — (M) _ t+2i
B 5(@/}()\))‘,\:1_ B

Fiir die rechte Seite 24 te' erhalten wir damit die komplexwertige spezielle Losung

2N i 1

xo(t) e’

24x0(t) = (6t + 12i)e™ = (6t + 12i)(cost + isint)
= (6tcost — 12sint) + i(6tsint + 12 cost).

(iv) Riickkehr zur reellen Losung: Da die urspriingliche rechte Seite der Imaginérteil
der in (iii) betrachteten Inhomogenitét war, ist auch der Imaginérteil von x(t) eine
partikuldre Losung der urspriinglichen Gleichung. Somit ist

Im 24xy(t) = 6tsint + 12 cost
eine spezielle Losung von (3-6).
(v) Allgemeine Losung: Die allgemeine Losung ist somit gegeben durch
x(t) = cre’ + cote’ + cze™ + cute™ + 6tsint + 12 cost

mit Konstanten ¢; € C.
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4. Zur Numerik gewohnlicher
Differentialgleichungen

4.1 Worum geht’s? In Anwendungen auftretende Differentialgleichungen kénnen
nur selten explizit gelost werden, daher miissen numerische Verfahren verwendet
werden. Hier soll nur ein erster Eindruck in einige einfache Verfahren vermittelt
werden; in der Praxis (z.B. in Matlab) verwendete Methoden bauen iiblicherweise
darauf auf.

a) Grundbegriffe und explizite Einschrittverfahren

Im folgenden sei stets I C R ein Intervall, tg € I, yo € R™, f: I x R" — R" eine
Funktion. Wir betrachten das AWP

y'(t) = f(t,y(t), y(te) = vo. (4-1)
Wir setzen dabei voraus, dass f global Lipschitz-stetig ist, d.h. wir haben die ein-
deutige Losbarkeit von (4-1).

Die Idee des expliziten Euler-Verfahrens besteht darin, die Ableitung /() durch den
Differenzenquotienten zu approximieren. Dabei wahlt man eine Partition tg < t; <
... des Zeitintervalls und setzt

y(tiv1) — y(ts) .

/ t ~
() tiv1 — b

Im einfachsten Fall ist ¢; = tg + h - ¢ mit einer festen Schrittweite h > 0. In die
Differentialgleichung eingesetzt, erhdlt man Néherungswerte y; als Ndherung fiir die
(unbekannte) Losung y(¢;). Wir erhalten mit obiger Ndherung die Rekursion

Yi+1 — Yi
— = f(ti, ¥i),
; f(ti, vi)

d.h.
yl+1:yl+hf(tzayz) (220’1727)

mit dem Startwert yo = y(to).
Allgemeiner hat ein explizites Einschrittverfahren die Form
Yi+1 :yl—i-hq)(t“yz,h) (Z:O,l,),

wobei ®(t;,y;, h) eine Nidherung fiir den Differenzenquotienten w ist.

© Robert Denk 28.08.2019



40 4. Zur Numerik gewdhnlicher Differentialgleichungen

4.2 Definition. a) Zu t; € [ und y; € R" sei y(t) die exakte Losung von 3 =
f(ta y)u y(tl) =Y. Definiere

y(ti+h)—y(t1) h>0

A(t h) = h ’
ShuoH {f(tbyl): h =0.

Dann heifit
T(tb Y1, h) = A(tla Y1, h) - (I)(tb Y1, h)

der lokale Diskretisierungsfehler des Verfahrens .

b) Das Verfahren ® heifit konsistent, falls limy o 7(¢1, 41, h) = 0 fiir alle geniigend
glatten rechten Seiten f gilt.

c¢) Das Verfahren ® heifit ein Verfahren der Ordnung p > 1, falls 7(¢1,y1, h) = O(h?)
fiir h — 0 gilt.

d) Fiir t = to+ih sei y(t) = y; die Naherung fiir die exakte Losung y beim Verfahren
®. Dann heifit e(t,h) := y(t) — y(t) der globale Diskretisierungsfehler von ®. Das
Verfahren ® heiit konvergent, falls limj ¢ e(¢,h) = 0. Analog wird die Konvergenz-
ordnung definiert.

In dieser Definition wurde die O-Schreibweise verwendet: Man schreibt f(h) =
O(g(h)) (Sprechweise: ,, f(h) ist gro8 O von g(h)“), falls |f(h)] < C|g(h)]| fir ei-
ne Konstante C' > 0 gilt. Es gibt auch die o-Notation: Es ist f(h) = o(g(h)) (,klein
« ()]

0“), falls om0 (h —0).

4.3 Beispiel (Euler-Verfahren). Hier ist ®(¢1,y1,h) = f(t1,y1), wie oben bereits
diskutiert wurde. Um den Fehler dieses Verfahrens abzuschétzen, entwickelt man
die exakte Losung y in eine Taylorreihe:

2

s+ 1) = y(0) + ' (0) + 0€), h €St

Der lokale Diskretisierungsfehler ergibt sich damit als

T(tlayla h) = A(thylv h) - (I)(tlayl?h)
_y(ti+h) —y(t)

= 3 — f(ti, 1)
=y'(t1)
v
=22 pleye)
2\0t" V7 t=¢
= O(h),
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da die ersten Ableitungen von f fiir geniigend glatte Funktionen (z.B. f € C'(R))
in der Nahe von t; beschrankt sind. Somit besitzt das Euler-Verfahren die Konsi-
stenzordnung 1.

4.4 Beispiel (Verfahren von Heun). Hier ist

®(t1,y1,h) = %[f(thyl) + f(tr +hyy+hf(t, )l

Fiir den lokalen Diskretisierungsfehler erhilt man damit

ylh +h) —y(t)

T(tbylah) = h _(I)(tbylah)
h h? 1
=y'(t) + 59”(751) T yP(t1) — §f(751, Y1)

- %[f(th y1) + h(01f(ti, 1) + 0o f (b1, 1) - fti,wn)) + O(hﬂ

= g[y//(tl) - (31f(t17yl) + 0o f (t1,11) - f(t1,y1)} + O(hQ).

Da y die exakte Losung der Differentialgleichung ist, gilt 4/ (t1) = f(¢1,y(t1)). Leitet
man diese Gleichheit ab, erhélt man

() = 556w

= 01 f(t1,y(t)) + Do f (tr,y(t1)) - ¥/ (1)
=01 f(t1,y(t1)) + o f (t1, y(t1)) - ¥ (t1).

Damit ist die obige Klammer [-] gleich Null, und man erhélt

7(t1,y1,h) = O(R?) (h — 0).

Das Heun-Verfahren hat somit die Konsistenzordnung 2.

4.5 Beispiel (Runge-Kutta-Verfahren). Ein Runge-Kutta-Verfahren der Stufe s
mit s € N wird folgendermaflen konstruiert:

Yi+1 = y1+hq)(tzvy27h) (7’:07172a)
mit

s

m—1
Dt yor ) = 3 bk, Ko = (4 oy + 03 amihs) (m=1,..,5).
j=1

m=1

Hier sind ap,,; € R (1 < m < j < 5), bp,ep € R (1 < m < s5) mit ¢ = 0.
Anschaulich bedeutet dies, dass ® eine Linearkombination verschiedener Werte von
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f an den Stellen t = t; + ¢, - h und geeignete Werte von y ist. Ublicherweise ist
> g = Cm.

a) Die Wahl ¢; = 0,c0 = 1,a91 = 1,0y = by = % liefert

(ti,yi h) = %(f(tz', yi) + f(ti 4+ hyyi + hf (L, 1))

Das ist das Verfahren von Heun. Wéhrend beim Euler-Verfahren der Differenzenquo-
tient A durch ® = f(t;,y;) ~ v/(t;) approximiert wird, verwendet das Verfahren von
Heun den Mittelwert von f(t;,y;) ~ ¢'(t;) und f(t; + h,y; + hf(ti,u:)) = v/ (t; + h).

Beim Verfahren von Heun wird also fiir einen Schritt die rechte Seite zweimal aus-
gewertet, was etwa den doppelten Aufwand bedeutet. Dafiir erzielt man eine Kon-
sistenzordnung von 2. Man beachte, dass es sich nach wie vor um ein Einschritt-
verfahren handelt, da nur der Wert von y; fiir die Berechnung von ;. verwendet
wird.

Verfahren vom Runge-Kutta-Typ werden manchmal schematisch aufgeschrieben.
Beim Heun-Verfahren ist das Schema gegeben durch

C1 0

Co | a1 = 1

bi b

N[ | =
N =

b) Das klassische Runge-Kutta-Verfahren besitzt Stufe s = 4 und ist von Konsisten-
zordnung 4. Das zugehorige Schema ist gegeben durch

=== O

o= | O ONl-
Wi | O NI
Wl | =

=

In expliziter Form erhélt man folgendes Verfahren: ®(¢;, y;, h) = %(kl +2ko+2ks+ky)
mit

kl = f(tzayz)7
h h

k2 = f(tl + §7y2 + §k1)7
h h

k3 = f(tl + anz + §k2)7

ki = f(t; + h,y; + hks).
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Der lokale Diskretisierungsfehler kann wie in den obigen Beispielen durch Analyse
des Verfahrens bestimmt werden (im wesentlichen unter Verwendung der Taylorrei-
he), wihrend der globale Diskretisierungsfehler fiir die Anwendung des Verfahrens
entscheidend ist. Bei Einschrittverfahren gibt es hier einen einfachen Zusammen-
hang:

4.6 Satz (Konvergenz von Einschrittverfahren). Fualls die Funktion ®(t,y,h) ei-
nes Einschrittverfahrens Lipschitz-stetig in der Variablen y ist, so ist die (lokale)
Konsistenzordnung gleich der (globalen) Konvergenzordnung. So ist z.B. das Euler-
Verfahren konvergent von Ordnung 1, das Heun-Verfahren von Ordnung 2 und das
klassische Runge-Kutta-Verfahren von Ordnung 4.

4.7 Bemerkung. a) Nach Satz 6.6 gilt fiir ein Verfahren der Ordnung p fiir den
globalen Diskretisierungsfehler die Abschétzung |e(t, h)| < ChP. Die Konstante C
héngt von den Ableitungen der Funktion f auf der rechten Seite ab, welche in
Anwendungen nicht bekannt sind. Damit ist die Abschétzung theoretischer Natur,
d.h. man kann die Schrittweite nicht im Voraus so bestimmen, dass der globale
Fehler unter einer gegebenen Toleranzschranke liegt.

b) Falls die rechte Seite f nur stiickweise glatt ist, stimmen die obigen Abschitzungen
nicht mehr. Daher an diesen Stellen neu starten!

c) Bei Runge-Kutta-Verfahren fiithrt die Bedingung einer Konsistenzordnung auf
ein nichtlineares und unterbestimmtes Gleichungssystem fiir die Koeffizienten des
Verfahrens.

4.8 Bemerkung (Schrittweitensteuerung nach Fehlberg). Fiir ein praktikables Ver-
fahren muss man die Schrittweite h so bestimmen, dass eine gewisse Fehlertoleranz
eingehalten wird. Nach einer Idee von Fehlberg verwendet man dazu zwei Verfahren
mit gleicher Schrittweite und unterschiedlicher Ordnung: Sei ® ein Verfahren der
Ordnung p und ® ein Verfahren der Ordnung p + 1. Man berechnet die Ndaherungen
Y1 =Y + hi®(ti, Y5, ha),
Jiv1 = T; + hi®(t3,7;, ha).
Fiir den lokalen Diskretisierungsfehler gilt dann
?i-‘rl = (I)(tmyza hz) - A(tuyzv h’l) = é(tl)h’f + O(hf-’_l)a
Tt = (5, i ha) — Alti, i ha) = C(t)ATT + O(R]™?).
Die Konstanten C(t;) und C(

wenig, d.h. man hat C(t;) =
kleiner. Es gilt

héngen von t; ab, &ndern sich aber {iblicherweise
(t;—1). Fir kleine h; ist der Fehler 7,,; wesentlich

ti)
C
Yig1 — Ui P, 7, hi) — D(t;,7;, hi)l

p+1 - D
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_ |Tit1 — i1l
7
Tivil =
~ = C(t;).
hY ’

Damit erhalt man B ) _ .
|yi+1 — Yit1] - 7; — Uil

+1 ~ +1

h? n|

Dies ist eine implizite Bedingung an die neue Schrittweite h;.

Eine einfachere Bedingung ergibt sich aus der Forderung |y, — 941 < TOL fiir
eine gegebene (skalierte!) Toleranz TOL. In obige Approximation eingesetzt, erhélt
man

TOL \V+1)

Verlangt man dagegen |T;,1| =~ w < TOL, so erhélt man

In der Praxis werden raffiniertere Schrittweitensteuerungen verwendet. Standardver-
fahren sind RKF (=Runge-Kutta-Fehlberg)-Verfahren der Ordnung 4/5 und 2/3. In
Matlab sind diese implementiert in der Funktion ode45 bzw. ode23.

b) Mehrschrittverfahren

4.9 Bemerkung. Sei ' = f(t,v), y(to) = yo. Integriert man diese Differentialglei-
chung iiber das Intervall [¢;,¢;11], so erhélt man

y(t;) Zy(ti_1)+/tlti f(t,y(t))dt.

Hier sieht man, dass die bisher behandelten Einschrittverfahren durch Naherung des
Integrals entsteht: Man ersetzt das Integral durch die Naherung (t;—t;_1)®(t;—1, yi—1, hi—1)-
Den bisher behandelten Verfahren ist gemeinsam, dass nur der Wert von y;_; fiir

die Berechnung von y; verwendet wird.

Bei Mehrschrittverfahren approximiert man das Integral in

y(ts) —y(tios) = /tt f(t,y(t))dt

durch eine Naherung, welche die bereits berechneten Naherungswerte v; 1,4 2,...,¥i_s
verwendet. So kann man etwa den Integranden durch ein Polynom ersetzen, das
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4. Zur Numerik gewdhnlicher Differentialgleichungen 45

durch die Punkte (¢, yx) mit k =i — s,...,i geht. Diese Aufgabe, durch gegebene
Punkte ein Polynom zu legen, nennt man Interpolation. Es gilt folgender grundle-
gender Satz:

4.10 Satz (Interpolation). Seienty,...,tx € R paarweise verschieden und yo, ..., yn €
R Dann existiert genau ein Polynom P vom Grad nicht gréfler als N mit P(t;) =
y; (i=0,...,N). Dieses ist gegeben durch

mit den Lagrange-Faktoren

Man beachte, dass fiir die Lagrange-Faktoren gilt:

1, 1=y,
Lilt;) = o = {0 i #j

Wihlt man fiir Mehrschrittverfahren dquidistante Stiitzstellen ¢; = to + ih mit
Schrittweite h, so erhélt man eine lineare Rekursion fiir y;. Integriert wird dabei
tiber das Intervall [t;_s,¢;] mit s € N. Das Polynom P wird so gewéhlt, dass

Ptj)=y; (G=k-—mk-m+1,.. k)

gilt. Hierbei ist £ < ¢ und m bestimmt den Grad des Polynoms. Je nach Wahl von
s, k und m erhélt man verschiedene Verfahren. Alle haben die Form

k
vi=viesth Y Bif(tu).

j=k—m

4.11 Beispiel (Adams-Bashforth-Verfahren). Hier ist s = 1 und £ = ¢ — 1. Man
erhélt

i—1
yi:yi—1+h Z ij(tjyyj) (@:m+1,m+2,) (4—2)

j=i—1-m
Die Koeffizienten (3; sind gegeben durch Integrale iiber Lagrange-Faktoren; genauer
ist

1 T -t
;= — dt
=75 /t 11 t; —t

=1l f=j—1-—m

(i
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t—ty—1Lh
, dt
/t;hfz to—jh)—(to—lh)

1-m
t#j
1
t—1h
- dt
/h ——1-m J—@h
E#J
_— dt
/—1 1o m] —/

t#j

Man sieht, dass §; nicht von h abhéngt. Da der Term y; auf der rechten Seite von
(4-2) nicht auftaucht, handelt es sich um ein explizites Verfahren. Schreibt man
fj = f(tj,y;), so lauten die einfachsten Adams-Bashforth-Verfahren

m=20: yizyi—1+hfi 1
m=1: y=9_1+—= (3fz1 fiz2)s

h (23fic1 — 16 fia + 5 fi3).

=2: 5
m Yi = y1—|—12

Man beachte, dass man fiir m = 0 wieder das Euler-Verfahren erhélt.

4.12 Beispiel (Adams-Moulton-Verfahren). Hier ist s = 1 und k£ = ¢, d.h. das
Verfahren hat die Form

Yi=Yi-1+h Z Biftiy) (i=m+1,m+2,...).

—zm

Hier taucht der unbekannte Wert y; auf der rechten Seite wieder auf, d.h. es han-
delt sich um ein implizites Verfahren. Die Koeffizienten ; sind wie beim Adams-
Bashforth-Verfahren durch Integration gewisser Lagrange-Faktoren explizit bestimm-
bar und héngen nicht von h ab. Die einfachsten Verfahren lauten

m=0: yi:yi—1+hfiv
m=1: yi=yi1+ 3 (fl+fz 1)

m=2: Y =Y 1+ <5fz+8fl 1 — fica).

Das erste Verfahren y; = y;_1 + hf(¢;, y;) heiBt auch implizites Euler-Verfahren, fiir
m = 1 spricht man von der Trapezregel.

Weitere Beispiele sind Nystrom-Verfahren (s = 2 und & = i — 1, explizit) und die
Milne-Simpson-Verfahren (s = 2 und k = 4, implizit).
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4.13 Bemerkung. Jedes lineare Mehrschrittverfahren mit dquidistanten Stiitzstel-
len hat die Form

m k
Yi = Zajyi—j +h Z Bif s y5) = @iy by Yioms Yimmeits - - - i) (4-3)
=1

j=k—m

Zur Definition der Konsistenzordnung betrachtet man zu einem beliebigen ¢ty € [
und yo € R das Anfangswertproblem v = f(t,vy), y(to) = yo mit exakter Losung
y(t). Dann heifit das Verfahren konsistent von Ordnung p € N, falls

1
gilt. Ein Verfahren heit konvergent von Ordnung p, falls y(¢;) — y; = O(hP) fir
h — 0 gilt. Die Konsistenzordnung kann leicht bestimmt werden durch eine Fehler-
abschéitzung fiir die verwendete Interpolation.

Das Verfahren

Yi = 0Yio — 4y 1 + Qh[f(tz;z; Yi—2) + 2f(ti-1, yi71>]

ist ein Verfahren der Konsistenzordnung 3, d.h. es gilt 7 = O(h?) fiir h — 0. Wendet
man dieses Verfahren auf die Differentialgleichung ¢y’ = —y mit y(0) = 1 an, so erhélt

man bei 30-stelliger Rechnung in Maple mit exaktem y; und A = 1072 folgende
Tabelle:

i 0 1 2 3 .10 ... 100
ti 0 102 2-1072 3-1072 ... 01 ... 1
yi—yt) |0 0 16-10° —5-108 ... 4-107* ... 6-10%

Bei Mehrschrittverfahren bedeutet also Konsistenz nicht Konvergenz! Der Grund
dafiir liegt in der sogenannten Instabilitdt des Verfahrens.

4.14 Definition. Ein lineares Mehrschrittverfahren der Form (4-3) heifit stabil,
falls fiir das charakteristische Polynom

YA == A" AN g A o,

gilt: Alle Nullstellen haben Betrag nicht grofler als 1, und alle Nullstellen mit Betrag
1 sind einfach.

4.15 Satz (Konvergenz von Mehrschrittverfahren). Falls ein lineares Mehrschritt-
verfahren stabil und konsistent von Ordnung p ist, so ist es auch konvergent von
Ordnung p.
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c) Steife Differentialgleichungen

1

4.16 Beispiel. Betrachte das Anfangswertproblem ' = Ay, y(0) = (;

Matrix
A <998 1998)'

) mit der

—999 —1999
Die Eigenwerte von A sind —1 und —1000, die exakte Losung ist

9p—t _ o—1000¢
y(t) = (_6—t + e—lOOOt)'
Wendet man das Euler-Verfahren y;,1 := (I + hA)y; (i € Np) an, so erhilt man

explizit ‘ ‘
C(2(1—h)' — (1 1000h)'
Y=\ (1 = )i+ (1 — 1000R)i )

Firy; — 0 (i — o0) muss somit |1 —h| < 1 und |1 —1000h| < 1 gelten, d.h. h < 2
bzw. h < ;&5. Obwohl der Losungsanteil e %% nichts zur Losung beitrégt, zwingt
er zur Wahl einer extrem kleinen Schrittweite und damit zu sehr hohem Rechen-
aufwand. Das Euler-Verfahren (wie auch die meisten anderen bisher besprochenen
Verfahren) kann also nicht zur numerischen Losung derartiger Systeme verwendet
werden. Das obige Anfangswertproblem ist ein Beispiel einer steifen Differentialglei-

chung.

4.17 Definition. a) Ein konstantes Differentialgleichungssystem der Form ¢y = Ay
heiBt steif, falls A mindestens einen Eigenwert A mit ReA < 0 und |ReA| > 1
besitzt und falls

max; | Re \;(A)|

minj | Re /\](A)|

grof} ist (in der Praxis auftretende Werte sind S(A) ~ 10%...10°).

S(A) =

b) Ein Anfangswertproblem y' = f(t,v), y(to) = yo heiBt steif, falls fiir die Jacobi-
matrix A := D, f(t,y(t)) der Wert S(A) grof ist.

4.18 Bemerkung. Wendet man ein (explizites oder implizites) Einschrittverfahren
auf das skalare Modellproblem 3’ = Ay an, so erhélt man héufig eine Rekursion
Yir1 = g(Ah)y;. In diesem Fall heiit g: C — C die Stabilitétsfunktion des Verfahrens.

Das Euler-Verfahren besitzt die Stabilitatsfunktion g(z) = 1 + z, fiir das implizite
Euler-Verfahren ist g(z) = . Falls fiir ein Verfahren gilt |g(z)| < 1 fiir alle z
mit Rez < 0, so erhidlt man bei Anwendung auf das Modellproblem 3’ = Ay mit
Re A\ < 0 stets eine Nullfolge. In diesem Fall heifit das Verfahren A-stabil (absolut
stabil). Allgemein bestimmt das absolute Stabilitdtsgebiet G := {z € C: |g(2)]| < 1}
das Stabilitétsverhalten des Verfahrens.
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Das explizite Euler-Verfahren ist nicht A-stabil, denn hier ist G = {z € C : |z —
(—1)] < 1}. Hingegen besitzt das implizite Euler-Verfahren das Stabilitidtsgebiet
G ={z¢€ C:|z—1] > 1} und ist somit A-stabil. Das klassische Runge-Kutta-
Verfahren vierter Ordnung ist ebenfalls nicht A-stabil; man sieht leicht, dass kein
explizites Verfahren A-stabil sein kann.
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5. Fourier- und Laplace-Transformation

5.1 Worum geht’s? Die Fouriertransformation ist eines der wichtigsten Hilfsmit-
tel der mathematischen Physik. Sie ist ein Isomorphismus auf dem Raum L*(R"),
welcher partielle Ableitungen in eine punktweise Multiplikation verwandelt und eine
Faltung zweier Funktionen in ein punktweises Produkt. Eng verwandt mit der Fou-
riertransformation ist die Laplacetransformation, welche unter anderem zur Loésung
von gewohnlichen Differentialgleichungen oder zur Beschreibung von linearen Sy-
stemen verwendet wird. Die Verbindung der beiden Transformationen verwendet
komplexe Funktionen.

5.2 Definition. Die Fouriertransformation einer Funktion f: R™ — C ist definiert
durch
(FDNE) = (€)= 2m) 2 [ ()

n

Hierbei ist - = 2?21 x;&; das Standard-Skalarprodukt im R”™. Es gibt in der Lite-
ratur verschiedene Normierungen, so wird hiufig der Faktor (27)~"/2 weggelassen,
manchmal taucht im Exponenten auch iz-£ statt —iz-€ auf. Die Fouriertransformier-

te ist dabei zuniichst definiert fiir (Lebesgue-) integrierbare Funktionen f € L'(R").

5.3 Satz. Falls f € L'(R") und fe LY (R™), so gilt die Umkehrformel

fa) = 202 [ e gy

n

Dieser Satz liefert auch eine Interpretation der Fouriertransformierten: Hier wird
f(z) als eine Uberlagerung (Integral) von Schwingungen ¢ dargestellt. Man spricht
daher auch von der Frequenzdarstellung oder Spektraldarstellung. Es gibt reelle
Versionen der Fouriertransformation, bei welchen iiber sin- und cos-Terme integriert
wird. In dieser Darstellung sind allerdings die obigen Formeln etwas komplizierter.

5.4 Bemerkung. Besonders interessant ist im Zusammenhang mit der Fourier-
transformation der Raum L?(R") der quadratintegrierbaren Funktionen. Dieser ist
definiert als der Raum aller messbaren Funktionen, fiir welche

o= (o)

endlich ist. Versehen mit dem Skalarprodukt

(fs D@m= . f(z)g(x)dz,

wird L*(R") zu einem Hilbertraum, der etwa in der Quantenmechanik eine wich-
tige Rolle spielt. (Genauer gesagt, bestehen sowohl L!'(R") als auch L?*(R") nicht
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aus Funktionen, sondern aus Aquivalenzklassen von Funktionen. Dabei sind zwei
Funktionen &dquivalent, falls sie sich hochstens auf einer Lebesgue-Nullmenge unter-
scheiden.)

5.5 Satz. Die Fouriertransformation lisst sich von L*(R™)N L*(R™) eindeutig fort-
setzen zu einer Abbildung F: L*(R™) — L*(R"), welche bijektiv, stetig und eine
Isometrie ist, d.h. es gilt ||.Z fllr2@n) = || f|l L2mn).-

5.6 Bemerkung. Die Fouriertransformation ist in der Theorie der partiellen Dif-
ferentialgleichungen wichtig, da sie Ableitungen in eine punktweise Multiplikation
mit einer Funktion verwandelt. Genauer gilt

# [t @ =i # e
0

Flem @] © = ig-(F 0

fiir alle j = 1, ..., n. Fiir den Laplace-Operator A := Z?Zl %22_ folgt damit .Z[A f](§)
—[EA(Z )(E).

5.7 Definition. Fiir f,g € L*(R") ist die Faltung f * g: R® — C definiert durch

(f * g)(x) = (2m) ™"/ 5 fW)g(z —y)dy.

Auch hier gibt es wieder verschiedene Normierungen, vor allem wird der Vorfaktor
oft weggelassen.

5.8 Satz. Unter geeigneten Integrierbarkeitsbedingungen an f,g: R™ — C gilt
[F(f * 9))(€) = (FF)E(F9)(E).

Der letzte Satz besagt, dass die Faltung im Fourierbild zu einer punktweisen Mul-
tiplikation der beiden Funktionen dargestellt wird. In der Numerik gibt es schnelle
Verfahren zur Berechnung der (diskreten) Fouriertransformation, welche unter dem
Namen FFT (=Fast Fourier Transform) bekannt wurden. Die Verwendung der FFT
und des obigen Satzes ist auch eine numerische Moglichkeit zur Berechnung der
Faltung. In Anwendungen tritt die Faltung an vielen Stellen auf, insbesondere bei
linearen zeitinvarianten Kanélen und Systemen, bei welchen der Output des Sy-
stems als Faltung des Inputsignals mit der sogenannten Impulsantwort des Systems
gegeben ist.

Im Folgenden werden wir die Laplace-Transformation diskutieren. Diese ist eng ver-
wandt mit der eindimensionalen Fourier-Transformation. Daher geben wir hier noch
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einen Satz iiber die Umkehrformel der eindimensionalen Fourier-Transformation an,
welcher zum einen eine préizisere Angabe als Satz 5.3 macht, zum anderen nicht die
Integrierbarkeit von f voraussetzt.

5.9 Satz. Sei f € L'(R) stetig bis auf endlich viele Sprungstellen. Dann gilt

R
(2m) 72 lim [ (T f)(§)dE
—oo J_p
) fla), falls f an der Stelle x stetig ist,
B 1(f(x=0)+ f(x+0)), falls f an der Stelle x eine Sprungstelle hat.

5.10 Definition. Sei f: [0,00) — C eine stiickweise stetige Funktion, d.h. an jeder
Stelle existieren die links- und rechtsseitigen Grenzwerte, und f besitzt nur endlich
viele Sprungstellen. Weiter sei f exponentiell wachsend von Ordnung M € R, d.h.
es existiere eine Konstante Cy > 0 (abhéngig von f) mit

[f ()] < Crexp(Mt) (t € [0,00)).

Dann definiert man die Laplace-Transformierte .2 f von f durch

(Zf)(z):= /OO e “f(t)dt (€ Cp:={2€C:Rez> M}).

0

5.11 Bemerkung. Die Laplace-Transformation von f wird haufig auch mit Grof3-
buchstaben geschrieben, d.h. F':= Zf, G := ZLg etc.

Man sieht leicht (z.B. mit einem Satz iiber parameterabhéngige Integrale oder mit
dem Satz von Morera), dass .Z f im Gebiet C); holomorph ist. Man beachte dabei,
dass das Integral wegen

/ le = f(t)|dt < / CreM-Re2t gt < o0
0 0

fiir alle z € Cy; existiert.

Die folgenden Beispiele zeigt man alle durch direktes Nachrechnen. Dabei ist

I'(2) ::/ t*“lte'dt (Rez > 0)

0

die Gamma-Funktion. Die Gamma-Funktion interpoliert die Fakultéit, denn sie ist
eine holomorphe Funktion auf {z € C : Rez > 0} mit der Eigenschaft I'(n + 1) =
n! (n € Ny).

5.12 Satz. Die Laplace-Transformierte F' = £ f ist durch folgende Tabelle gegeben.
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f=r®) F=F(z)

", n € Ny %’ Rez >0

e, a>—1 ngjjf), Rez >0
e, aeC | L, Rez > Rea
sin(wt), weR | ¥, Rez >0
cos(wt), weR | 75, Rez >0

5.13 Satz (Umkehrformel der Laplace-Transformation). Sei f: [0,00) — C stiick-
weise stetig und exponentiell beschrinkt mit Schranke M, und sei F(z) die Laplace-
Transformation von f. Dann gilt

1 Y+iR
— lim e F(2)dz
271 R—oo ~—iR
f(t), falls f stetig an der Stelle t ist,
= 2(f(t+0)— f(t—0)), falls f an der Stelle t eine Sprungstelle hat,
$1(0), falls t = 0.

Dabei ist v > M frei wahlbar, und das Integral bezeichnet das komplexe Kurvenin-
tegral entlang der vertikalen Linie von v — iR nach v+ iR.

Bewets. Man definiert
O EY)
t) = -
S0 {0, t < 0.

Dann ist f, integrierbar, und fiir die Fouriertransformierte ﬁ, von f, gilt

£(6) = (2m) 12 / eI (1)t = (2m) 2 / T e p (1)t
= (2m)"V2F(y +i€) (£€R).

Fiir Stetigkeitsstellen ¢ > 0 von f gilt nach Satz 5.9 und mit der Substitution
2=+

[e.9]

R R
oA 1 .
— 71/2 1 273 e 173 .
Ft) = (m) ™ Jim [ cf e = 5o tim [ SRy i) de
1 Y+iR
= — lim eFTMNE(2)dz
271 R—oo ~—iR
und damit A
. 1 1 y+iR tF 4
— v —_ — 1 Z
J0) =) = g fim [t
Analog folgt die Aussage fiir Sprungstellen. O
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Die Niitzlichkeit der Laplace-Tranformation ergibt sich aus den folgenden Eigen-
schaften, die alle einfach nachgerechnet werden kénnen.

5.14 Satz (Laplace-Transformation und Ableitung). Sei f: [0,00) — C k-fach ste-
tig differenzierbar und exponentiell beschrinkt mit Schranke M. Dann gilt fir die
Laplace-Transformation der Ableitung von f die Gleichheit

(LFO)(z) = 2 F(2) = 2 1(0) = 727(0) — ... — 2f52(0) = f4 (o),
Insbesondere gilt
(Zf)(z) = ( ) — f(0),
(Zf")(2) = 2°F(2) — 2f(0) — f'(0),
und im Falle f(0) =0 auch (F f')(z) = 2F(2).

5.15 Satz (Laplace-Transformation und Faltung). Seien f,g: [0,00) — C stiick-
weise stetige und exponentiell beschrdnkt mit Schranken My, My. Die Faltung f * g
ist definiert durch

(f*g)(t /ft—s ds (t €[0,00)).

Dann ist auch fxg exponentiell beschrinkt, und fir z € Cy mit M = max{My, M,}
gilt
Z(f x9)(z) = (ZLf)(2)(ZLg)(2).

5.16 Beispiel. Gesucht ist die Losung des Anfangswertproblems

2"(t) + z(t) = sin(3t), z(0) =2, 2/(0) = 7.

Wir setzen f(t) := sin(3t) und erhalten fiir die Laplace-Transformierten X und F
die Gleichung
(22X (2) —2-2—17)+ X(2) = F(2).

Mit F(z) = 225 (Satz 5.12) erhélt man
P+ 1)X(2) = 2247

(F+1X(2) = 5 g +2: 4T,

und daraus mit Partialbruchzerlegung
3 2247 Q@ I6] vy 4]
X — et
Al sy g § S B Wl iy Ay b ¥

mit leicht zu berechnenden «, 5,v,d € C. (Es gilt a =1 — 16 1,y = EZ und g =

d =7.) Wieder aus der Tabelle in Satz 5.12 folgt daraus

I(t) — Oéezt_i_ﬂefzt_i_,ye?nt_'_éef it
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Die Bedeutung der Faltung ergibt sich auch aus der Anwendung auf lineare zeitin-
variante Systeme. Dies ist ein abstraktes System mit einem Inputsignal und einem
Outputsignal, bei welchen folgende Annahmen gelten:

e Der Output héngt linear vom Input ab,
e das System selbst ist zeitinvariant, héngt also nicht von der Zeit ab,

e das System ist kausal, d.h. der Output zur Zeit ¢ hingt nur vom Input bis zur
Zeit t ab und nicht vom Input zur Zukunft.

Man kann zeigen, dass unter diesen Bedingungen das Outputsignal y = y(t) in der
Form y(t) = (z % h)(t) vom Inputsignal z = z(¢) abhéngt mit einer das System
charakterisierenden Funktion h = h(t). Die Funktion h heifit auch Impulsantwort
des Systems. Fiir die Laplace-Transformierten (Bildbereich oder Frequenzbereich)
erhilt man Y (2) = H(2)X(2), und H(z) heiBt auch die Ubertragungsfunktion des
Systems.
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56 6. Stabilitdt von gewohnlichen Differentialgleichungen

6. Stabilitdt von gew6hnlichen
Differentialgleichungen

6.1 Worum geht’s? Fiir viele Anwendungen ist nicht nur die Frage der eindeu-
tigen Losbarkeit einer Dgl. wichtig, sondern auch die Frage, wie sich die Losungen
verhalten. Insbesondere die Stabilitdt der Losungen, d.h. das Verhalten der Losung
fiir t — oo ist wichtig. Eine Losung heifit stabil, falls eine kleine Abweichung im
Anfangswert eine (fiir alle Zeiten) kleine Abweichung in der Losung bewirkt. Man
beachte, dass kleine Abweichungen in den Daten in den Anwendungen stets vorhan-
den sind.

Die Stabilitédt der Losung einer gewohnlichen Dgl. (und erst recht einer partiellen
Dgl.) ist sehr schwer zu beweisen. Es gibt kein allgemein giiltiges Rezept, diese Frage
zu beantworten. Falls man jedoch Gliick hat, kann man eine Lyapunov-Funktion zur
Dgl. finden und somit die Stabilitdt beweisen. Dieser Abschnitt soll nur einen kurzen
Einblick in dieses Themengebiet liefern.

Bei der qualitativen Beschreibung des Losungsverhaltens von Dgl. werden einige Be-
griffe iiblicherweise verwendet, die in folgender Definition zusammengestellt werden.

6.2 Definition. Gegeben sei das Anfangswertproblem

Y1) = Fty(t) (e ), ylto) = 1" (6-1)
mit f: J x X = X, X :=R"
Der Raum X heif3t der Zustandsraum oder Phasenraum.

Sei nun das Anfangswertproblem (6-1) eindeutig losbar und t € J fest. Dann heift
die Abbildung
P:RxX =X, (t,3°) = &(t,y°) :== y(t)

der Fluss der Dgl. (wobei y wieder die Losung des Anfangswertproblems ist). Der
zugehorige Wertebereich

(%) = {®(t,y") : t € J}

heifit der Orbit (oder Phasenkurve, Trajektorie). Ein y° € X heifit ein Fixpunkt,
falls gilt
ot,y")=y° (te )

Offensichtlich ist 1° genau dann ein Fixpunkt, wenn

ft,y°) =0 (teJ).

In diesem Fall heifit 4° ein singuliirer Punkt von f. So besitzt z.B. die logistische
Gleichung
y'(t) =y(t)(y(t) - 1)
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die singuldren Punkte y° = 0 und ¢° = 1.

6.3 Beispiel. Die Dgl.
2 +x=0

(ungedampftes lineares Pendel) ist dquivalent zum System

r_ 0 1 _ Y2
Yy = -1 O Yy = —1 )

wobei wie iiblich y := (£) gesetzt wurde. Zu y° € R? ist die Losung des Anfangs-
wertproblems 3’ = Ay, y(0) = y° gegeben durch

B(t.y") = y(t) = (

cost sint) g
—sint cost '

Damit ist der Orbit periodisch mit Periode 2.

6.4 Beispiel (Orbits bei 2 x 2-Matrizen). Das qualitative Verhalten ldsst sich gut
beschreiben, falls man die lineare Dgl. ¥ = Ay mit einer konstanten 2 x 2-Matrix
A betrachtet. Die Losung ist natiirlich durch y(t) = exp(tA)y(ty) gegeben, das
qualitative Verhalten wird durch die Eigenwerte A, Ay € C von A bestimmt. Wir
sehen an den Phasenportraits (Orbits) der Losung folgende Moglichkeiten:

o A= (é (1]) d.h. A, Ay > 0: Quelle (siche Abbildung 7).

A= (-()1 _01> d.h. A, As < 0: Senke (siehe Abbildung 8).

A= ((1] _01), d.h. Ay > 0, A2 < 0: instabiler Sattelpunkt (siehe Abbildung
9).

A= ((1) 1)7 d.h. doppelter Eigenwert \; = Ay > 0 mit einfacher geome-

trischer Vielfachheit (Jordan-Normalform): instabiler eintangentiger Knoten
(siche Abbildung 10).

0 -1
metrischer Vielfachheit (Jordan-Normalform): stabiler eintangentiger Knoten

(siche Abbildung 11).

A:<—1 1

), d.h. doppelter Eigenwert \; = Ay < 0 mit einfacher geo-

A= (_01 é) , d.h. zwei rein imaginére (und zueinander konjugiert komplexe)

Eigenwerte A\; = )y : Zentrum oder Wirbelpunkt (siehe Abbildung 12).
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> d.h. zwei komplexe (und zueinander konjugierte) Eigenwerte

)\_ mit Re \; > 0 : instabiler Strudelpunkt (sieche Abbildung 13).
( ), d.h. zwei komplexe (und zueinander konjugierte) Eigenwerte
Ao

1
1 -1
mit Re \; < 0 : stabiler Strudelpunkt (sieche Abbildung 14).

6.5 Definition. Eine Losung y des Anfangswertproblems

y(t) = fty(t), y(0)=y"

heifit stabil, falls fiir alle € > 0 ein § > 0 existiert, so dass fiir alle Losungen = des
Anfangswertproblems

?'(t) = f(t,z(t), x(0)=a"
mit |29 — 40| < § gilt:
jz(t) —y(t)] <e (¢ €0,00)).

Die Losung y heifit instabil, falls sie nicht stabil ist.

Die Losung y heifit asymptotisch stabil, falls sie stabil ist und falls fiir z wie oben
zusatzlich gilt

lim [a(t) — ()] = 0.
In obigen Beispielen ist etwa ein Wirbelpunkt stabil, eine Senke ist asymptotisch
stabil, eine Quelle ist instabil. Allgemein ist die triviale Losung y = 0 der Dgl.
y' = Ay mit A € R™™" genau dann

e instabil, falls ein Eigenwert A von A existiert mit Re A > 0 oder falls ein Eigen-
wert A von A existiert mit Re A = 0, fiir welchen die algebraische Vielfachheit
grofler ist als die geometrische Vielfachheit,

e stabil, falls fiir alle Eigenwerte A von A gilt: ReA < 0 und fiir alle Eigen-
werte A mit Re A = 0 die algebraische Vielfachheit gleich der geometrischen
Vielfachheit ist,

e asymptotisch stabil, falls fiir alle Eigenwerte X gilt Re A < 0.
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Abbildung 7: Orbits bei zwei positiven Eigenwerten (Quelle)
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Abbildung 8: Orbits bei zwei negativen Eigenwerten (Senke)
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3r IR
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Abbildung 9: Ein positiver und ein negativer Figenwert (instabiler Sattelpunkt)

Y,

1 2 3

Abbildung 10: Doppelter positiver Eigenwert mit Jordan-Normalform (instabiler
eintangentiger Knoten)
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Abbildung 11: Doppelter negativer Eigenwert mit Jordan-Normalform (stabiler ein-
tangentiger Knoten)
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Abbildung 12: Rein imaginédrer Eigenwert (Wirbelpunkt)

© Robert Denk 28.08.2019



62 6. Stabilitdt von gewohnlichen Differentialgleichungen
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Abbildung 13: Zwei komplexe Eigenwerte mit positivem Realteil (instabiler Strudel-

punkt)
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Abbildung 14: Zwei komplexe Eigenwerte mit negativem Realteil (stabiler Strudel-
punkt)
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6.6 Beispiel. Betrachte die Dgl. einer geddampften Schwingung
y'(t) +y) +ry'(t) =0 (tER)

mit y: R — R, wobei r > 0 der Dampfungsfaktor ist. Wir multiplizieren mit 3/

"1

vy +yy +r(y)? =0
Damit folgt
d
o (Iy'|2 + |y|2) = —2r(y')* <0.

Also ist die linke Seite als Funktion von ¢ monoton fallend, d.h.

Y @OF + 1y < ly'(0) + [y ().

Damit ist die Losung yo(t) = 0 (¢ € R) eine stabile Losung der Dgl., denn eine
kleine Abweichung der Startwerte (y(0),v'(0)) an der Stelle 0 kann fiir alle t € R
nicht grofler werden.

Schreibt man dieses Beispiel als System erster Ordnung, erhélt man mit x := (;’,)
die (autonome) Gleichung

2 _ xQ(t) _. -
O (i Y0

Fiir E(x) := |z|? erhélt man fiir eine Losung = € C'(R; R?)

%E(x(t)) = (VE(z(t)))" - 2/ (t) = 22(t)'a' (t) = —2ra3(t) < 0.

Die Funktion E heifit eine Lyapunov-Funktion zur Dgl. 2'(t) = f(z(t)).

6.7 Definition. Der Punkt 2° € R” sei ein isolierter singulirer Punkt des Vektor-
feldes f € C(R™;R™). Dann heifit L € C'(U(2°);R), U(2°) eine Umgebung von z°,
eine Lyapunov-Funktion zur autonomen Dgl. 2/(t) = f(x(t)) am Punkt z°, falls gilt:

(i) L(xz) > 0 und L(z) = 0 nur an der Stelle z°,

(ii) Es gilt (VL(z), f(x)) <0 (z € R™).

6.8 Satz. Sei 2° = 0 € R" ein isolierter singulirer Punkt des Vektorfeldes f €
C(R™;R™). Falls eine Lyapunov-Funktion L zur autonomen Dgl. z'(t) = f(z(t)) am
Punkt 2° existiert, so ist die konstante Lisung y = 0 stabil.
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6.9 Bemerkung. a) Die Schwierigkeit in der Anwendung dieses Satzes liegt darin,
eine Lyapunov-Funktion zu finden. Auch bei partiellen Dgl. ist derselbe Ansatz
moglich, aber dort ist es noch schwerer, eine Lyapunov-Funktion zu konstruieren.
Manchmal hilft ein physikalischer Zugang (Energie).

b) Falls in Definition 6.7 (ii) sogar
(VL(z), f(x)) <0 (z € R"),

so spricht man von einer strengen Lyapunov-Funktion, und man kann die asympto-
tische Stabilitdt beweisen.
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7. Rand- und Eigenwertprobleme

7.1 Worum geht’s? Die Schwingung einer Saite fiithrt zur partiellen Differential-

gleichung
Otu(t, ) — Ou(t,xz) = 0,

wobei t die Zeit und = € [0, L] den Ort auf der Saite der Liange L beschreibt. Die
Losung u(t, x) ist dann die Auslenkung an der Stelle  zur Zeit t. Eine natiirliche
Bedingung ist die, dass die Saite am Rand fest eingespannt ist:

u(t,0) = u(t,L) = 0.
Wir geben noch die Auslenkung und die Geschwindigkeit zur Zeit ¢ = 0 vor:
uw(0,z) = ug(x), Ju(0,x) = uy(x).

Macht man den Ansatz u(t,z) = a(t)v(x), so erhélt man aus der Dgl. a”(t)v(x) —
a(t)v”(x) = 0 und damit
/UI/(:L,) a//(t)
o(z) alt)
mit einer Konstanten A € R. Fiir die Funktion v, welche jetzt nur noch von z
abhéngt, erhalten wir eine gewohnliche Dgl.:

-

V() + M(z) =0, v(0)=0, v(L)=0.

Im Vergleich zu bisher behandelten Dgl. unterscheidet sich diese in zwei Punkten:

e Es ist nicht der Wert und die erste Ableitung an einer Stelle vorgegeben
(AWP), sondern der Wert der Losung an zwei verschiedenen Stellen (Rand-
wertproblem, RWP).

e In der Gleichung taucht ein unbekannter Parameter A auf, es handelt sich um
eine sogenannte Eigenwertaufgabe.

Um derartige Probleme geht es in diesem Abschnitt. Die erste Frage ist wieder die
nach der eindeutigen Losbarkeit eines Randwertproblems. Jetzt stellt sich allerdings
heraus, dass das RWP nicht in jedem Fall eindeutig losbar ist. Es gibt die Fille, in
denen keine Losung existiert, es kann aber auch unendlich viele Losungen geben.
Wenn aber eindeutige Losbarkeit gegeben ist, kann man die Losung mit Hilfe der
Greenschen Funktion berechnen.

Wir werden spéter sehen, dass das zugehorige Eigenwertproblem nur fiir bestimmte
Werte von A eine nichttriviale Losung besitzt. Tatséchlich kann man von diesen
Eigenwerten und zugehorigen Eigenfunktionen noch mehr sagen, ja sogar beliebige
Funktionen nach diesen Eigenfunktionen in Reihen entwickeln, &hnlich der Theorie
der Fourier-Reihen.
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Wir betrachten nun Randwertprobleme zweiter Ordnung, welche wir in folgender
Form schreiben:

Lu = (pu') +ru=f,
R,u = apu(a) + aqu'(a) = 0, (7-1)

Ryu = Bou(b) + Sru'(b) = 0.
Dabei sind p € C'([a,b]; R) mit p(t) # 0 fiir alle t € [a,b], ¢, € C([a,b];R) und
a;, B; € R mit (g, 1) # 0 und (Bo, 1) # 0. Ein Randwertproblem der Form (7-1)

heilt ein Sturm-Liouville-Randwertproblem, der Operator .Z heifit formal selbstad-
jungiert.

Wir schreiben (7-1) in ein System erster Ordnung um. Wir setzen y := (") und
normieren Lu = (pu') +r = pu” + p'v’ +r = f durch Division mit p. Wir erhalten
das System
y'(t) = A(t)y(t) + b(t), (7.2)
Cuy(a) + Coy(b) = 0
mit

A= (—7(")/19 —pl’/p) ) b= <f(}p) ’
cor(3 2.0 (3 )

Im Folgenden sei Y € C'([a,b]; C"*™) eine Fundamentalmatrix des homogenen Sy-
stems, d.h.
Y'(t) = AQ)Y(t) (t €R).

Dann erhélt man durch Variation der Konstanten eine spezielle Lésung des inhomo-
genen Systems durch

t
Yo(t) == Y(t)( / Y(s)—lb(s)ds).
Die allgemeine Losung hat die Form

y(t) = yo(t) + Y(t)d

mit d € C".

7.2 Satz. a) Das Randwertproblem (7-2) ist genau dann fir beliebiges b eindeutig
losbar, wenn die charakteristische Matrix

Cy = OQY((I) + CbY(b)

mvertierbar ist. Dies ist dquivalent dazu, dass das zugehdrige homogene Randwert-
problem

y'(t) = A)y(t), Cayla) + Cry(b) =0
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nur die triviale Losung y = 0 besitzt.

b) Falls det Cy # 0, ist die Lisung von (7-2) gegeben durch

b
y(t) ::/ G(t, s)b(s)ds,

wobel
YOy CY (a)Y (s)™, a<s<t<b,
Glt.s) = )Cy (@)Y (s) (79
~Y()CL'GY (B)Y (s)7Y, a<t<s<b

Die Matriz G(t, s) heifst auch Greensche Matriz des Randwertproblems.

Beweis. a) Wir setzen die allgemeine Losung in die Randbedingung ein und erhalten
wegen yp(a) = 0 die Bedingung

(CLY (a) + CLY (b))d + Chyo(b) = 0.
Dies ist genau dann eindeutig nach d auflésbar, falls det Cy- # 0.

b) Die eindeutige Losung des Randwertproblems ergibt sich mit obigen Bezeichnun-
gen als y(t) = yo(t) + Y (t)d mit d := —C; ' Cyyo(b). Wir setzen die Darstellung von
Yo ein und erhalten

t b
y(t):/ Y(t)Y(s)_lb(s)ds—Y(t)C;lB/ Y (b)Y (s)"'b(s)ds

_ / " Gt $)b(s)ds

mit

Y(t)[I, = C'CY (b)Y (s)™!, a<s<t<b,
Glho)= ~Y (1) CY (b)Y (s) 71, a<t<s<b.
Aus der Definition von Cy erhalten wir
I, — C;'CY (b) = C41C,Y (a)
und damit eine symmetrische Darstellung der Greenschen Matrix:
Y()CyCY (a)Y(s)™!, a<s<t<b,

G(t,s) =
~Y(1)OH'CY (B)Y (s)™, a<t<s<h.
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7.3 Lemma (Lagrange-Identitét). Seien u und v zweimal differenzierbar. Dann gilt

e (10 1)) = a0 2o - v 2uo)

Insbesondere gilt: Falls u und v ein Fundamentalsystem der Gleichung Lu = 0
bilden, so ist die Funktion p(t)W (t) konstant, wobei W (t) die Wronski-Determinante
151.

Beweis. Es gilt

%(pdet( >>

= & (pun! — u'v))

— () + e’ — pule! — ofpulY)
=uLv —vZu.

]

Wir wenden die Losungsdarstellung aus Satz 7.2 nun auf das Sturm-Liouville-Rand-
wertproblem an.

7.4 Satz. Das homogene Randwertproblem Zu = 0, Ryu = 0, Ryu = 0 besitze
nur die triviale Losung uw = 0. Dann besitzt das Randwertproblem ZLu = f, Ryu =
0, Ryu = 0 fiir jedes f eine eindeutige Losung

u(t) = / o(t, $)f(s)ds,

wobei die Greensche Funktion g gegeben ist durch

v(t)u(s)
g(t,s) = {pu@)wg)’ fallsa<s<t<b,
POLEOR fallsa <t <s<hb.
Hierbei ist u eine Losung von Lu = 0 mit Ryu = 0 und Ryu # 0 und v eine
Lésung von Lv =0 mit Ryv # 0 und Ryv = 0 und W = det (u’f Z,) die zugehorige
Wronski-Determinante.

Beweis. Nach Satz 7.2 a) ist das inhomogene Problem genau dann eindeutig 16sbar,
wenn das homogene nur die triviale Losung besitzt. Falls v und v wie im Satz sind,
so ist Y = (ul,‘ f},) eine Fundamentalmatrix (die lineare Unabhéngigkeit folgt dabei
aus der Auswertung von W an der Stelle a).
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7. Rand- und Figenwertprobleme 69

0 Ryv 0 O
Cay(a’) = (O 0 ) ; Cb}/b = (Rbu 0)

Cy = CoY (a) + GyY (b) = (R(Zu Rgv) .

Wir erhalten
und damit

Eingesetzt in die Formel (7-3), erhélt man

Y(t) <0 0) Y(s)™, falls a < s <t <b,

01
G(t,s) = Lo
—Y(¢) (0 0) Y(s)™!, fallsa<t<s<b.

Wegen Y1 = % (LTZ) und b = ( f[}p) ist die erste Komponente der Losung gegeben
durch , (5
f(s

u(t) = Gho(t, s)——=ds

0= | Guttry

mit der rechten oberen Ecke der Greenschen Matrix

v(t)uls) falls a < s <t <b,

_ W(s) ’
Ghalt s) = {%, falls a <t < s <b.

Wegen W (s)p(s) = W(a)p(a) nach Lemma 7.3 erhdlt man die Darstellung aus dem
Satz. O

7.5 Beispiel. Wir betrachten das Randwertproblem
—u" = f in[0,1], wu(0)=wu(l)=0.

Hier ist p = —1, r = 0, Rou = u(0) und Ryu = u(1). Die Funktion u(t) = ¢ ist eine
Losung von u” = 0 mit Ryu = 0 und Ryu # 0, und die Funktion v(t) = 1 — ¢ ist
eine Losung von v” = 0 mit Ryv # 0 und Ryv = 0. Die Wronski-Determinante ist
W (t) = —1. Damit ist die Greensche Funktion gegeben durch

(1—t)s, falls0<s<t<I,
g(t,s) =
(1—s)t, falls0<t<s<l.

Unter denselben Voraussetzungen wie bisher betrachten wir nun ein Sturm-Liouville-
Eigenwertproblem. Dieses hat die Form

ZLu = M, Rau= Ryu=0. (7-4)
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70 7. Rand- und Figenwertprobleme

7.6 Definition. a) Der zum Eigenwertproblem (7-4) gehorige lineare Operator A
ist definiert als Abbildung A: D(A) — C([a, b]; C) mit Definitionsbereich

D(A) :={u € C*([a,}];C) : Ryu = Ryu =0} C C([a,b];C)

durch
Au = Zu (u e D(A)).

b) Ein Eigenwert von A ist eine Zahl A € C, fiir welche ein u € D(A) \ {0} existiert
mit Au = Au. In diesem Fall heifit u eine Eigenfunktion von A.

Wir betrachten im Folgenden im Raum C/([a, b]; C) das Skalarprodukt

() = / w(®o@dt (w0 € C([a,b:C)).

7.7 Bemerkung. Das Randwertproblem Au = Au hat immer die triviale Losung
u = 0. Die Eigenwerte sind also genau diejenigen A, in denen eine nichttriviale
Losung y # 0 von Ly = \y, R,y = Rpy = 0 existiert. Sei {uy, vy} ein Fundamen-
talsystem der Dgl. Zu — Au = 0. Dann existiert genau dann eine Eigenfunktion
Y = cruy + covy, falls

c1Ra(uy) + caRa(vy) =0
Cle(U)\) + CgRb(?})\) =0

eine nichttriviale Losung besitzt. Dies ist dquivalent zur Bedingung

_ Ro(uy) Ra(va)) _
A()N) := det (Rb(uA) Rb(v,\)) = 0.

7.8 Satz. a) Der Operator A ist symmetrisch, d.h. es gilt
(Au,v) = (u, Av) (u,v € D(A)).
b) Alle Eigenwerte von A sind reell. Die zugehorigen Eigenfunktionen konnen reell

gewdhlt werden.

c) Die Figenfunktionen uy,uy zu verschiedenen FEigenwerten N\ # Ay sind orthogo-
nal, d.h. es gilt (uy,us) = 0.

Beweis. a) Fiir u,v € D(A) gilt mit der Lagrange-Identitét

(Au,v) — (u, Av) = / (ZLu)(t)v(t) — u(t)(Lv)(t)dt
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7. Rand- und Figenwertprobleme 71

- e (35 )

= |p(t) det

e (50 i)
Da sowohl u als auch v die homogenen Randbedingungen erfiillen, stehen die Vek-
toren (;ﬁ(“)) und (#) beide senkrecht zum Vektor (z‘f) Wegen (%°) # (8) ist das

(a) a) ay
orthogonale Komplement dieses Vektors aber eindimensional, und die beiden Vek-

toren (“*)) und v(a) sind linear abhingig. Also gilt
( gig g

u’(a) 'U/(a)
der (1) 20 o,

u'(a) v'(a)

b

a

Dasselbe gilt an der Stelle b, und wir erhalten (Au,v) = (u, Av).

b) Das folgt wie in der Linearen Algebra: Sei u € D(A) \ {0} und Au = Au. Dann
gilt _

Mlull* = (v, w) = (Au, u) = (u, Au) = Ajul|*
und damit A\ = \.

Da alle Koeffizienten der Dgl. Lu — Au = 0 und die Randbedingungen reell sind, ist
mit einer FEigenfunktion u auch Reu und Imw eine Losung. Daher existieren stets
reellwertige Eigenfunktionen.

c) Seien uy,us € D(A) \ {0} mit Au; = \ju;, wobei A; # A\o. Dann gilt

A1 (ur, ug) = (Auy, ug) = (ur, Aug) = Ap(ug, ug).
Dabei wurde \; € R verwendet. Wegen A; # Ay folgt (uy,us) = 0. O
Der folgende Satz wird hier nicht bewiesen. Er verallgemeinert die Darstellung eines
Vektors durch Entwicklung beziiglich einer Orthonormalbasis, die aus der Linea-
ren Algebra fiir endlich-dimensionale Vektorrdume bekannt ist, auf den unendlich-
dimensionalen Fall.
7.9 Satz. In obiger Situation sei 0 kein Eigenwert von A.

a) Der Operator A besitzt unendlich viele Figenwerte A1, Ao, .. .. Falls die Eigenwerte
so sortiert werden, dass |\| < |Xo| < ... gilt, so folgt

| An] = 00 (n — 00).
b) Fiir jede Funktion f € D(A) gilt

[e.e]

1) = S0 wnhun (1),

n=1
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72 7. Rand- und Figenwertprobleme

wobet die Reihe absolut und gleichmdfiig konvergiert. Diese Reihe heif$t die verall-
gemeinerte Fourierreihe von f, und (f,u,) heifit der n-te verallgemeinerte Fourier-
Koeffizient von f.

7.10 Beispiel. Betrachte das Eigenwertproblem in C(]0, 1]; C)

Lu = —u" = \u,
Rou :=u(0) =0,
Ryu :=wu(l) =0.

Fiir A = 0 ist uy(t) := 1, us(t) := ¢t ein Fundamentalsystem von Lu = 0. Es gilt

o Rgul ROU2 . 10 o
A(N) = det (R1u1 R1UQ) = det <1 1) =1#0.

Die Voraussetzung, dass 0 kein Eigenwert von A ist, ist also erfiillt.
Fiir A # 0 ist ein Fundamentalsystem durch u; () := exp(v/—At), us(t) := exp(—v/—A\t)
gegeben. Jetzt ist

1 1
A(N) = det (exp(\/—_)\) exp(—\/—_/\)) = exp(—V =) — exp(vV=)N).

Dies ist genau dann 0, wenn exp(—2v/—A\) = 1, also fiir —2v/—\ = 2kmi mit k €
Z \ {0}. Die Eigenwerte von A sind also gegeben durch

A=\, = k*n?(k € N).
Die zugehorigen normierten Eigenfunktionen sind
ug(t) := disin(knt) (k€ N),
wobei die Konstante dj so zu wihlen ist, dass ||ug| = 1.

Aus Satz 7.9 erhalten wir also: Sei f € D(A), d.h. f € C%*([0,1];C) mit f(0) =
f(1) = 0. Dann lésst sich f in eine Reihe von Eigenfunktionen entwickeln:

F(t) =" fusin(knt),

wobei .
fr = (f,ux) = const/ f(t) sin(knt)dt.
0

Dies ist ein Spezialfall der komplexen Fourier-Reihen: Da f(0) = 0, kénnen wir f als
ungerade Funktion auf das Intervall [—1, 1] fortsetzen. Die komplexe Fourier-Reihe
von f enthédlt dann nur ungerade Terme, also Sinus-Terme.

Das letzte Beispiel ist nur eines von vielen. Die Entwicklung nach Satz 7.9 ist viel all-
gemeiner, z.B. lassen sich auch Entwicklungen nach orthogonalen Polynomen (etwa
Hermite-Polynome, Legendre-Polynome, sieche Abschnitt 2 ¢)) damit beweisen.
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Abschnitt 2: Funktionentheorie

8. Holomorphe Funktionen

8.1 Worum geht’s? Der zentrale Begriff dieser Vorlesung sind holomorphe Funk-
tionen. Zunéchst einmal bedeutet Holomorphie komplexe Differenzierbarkeit, dhn-
lich wie im zweiten Semester schon die Differenzierbarkeit im R™ betrachtet wurde.
Hier ist die Verallgemeinerung des eindimensionalen Falls sogar noch leichter: Sei
G C Cund f: G — C eine Funktion. Dann ist f komplex differenzierbar an der
Stelle z € G, falls der Grenzwert

cC

oy e JEER) = f(2)
f(z) == lim .

h—0

existiert.

Mit der Identifizierung C ~ R?, scheint es sich hier um einen Spezialfall der mehr-
dimensionalen Differenzierbarkeit zu handeln. Die komplexe Differenzierbarkeit ist
aber viel mehr, wie wir spéater sehen werden. Dieser Abschnitt behandelt die funda-
mentalen Definitionen und die ersten einfachen Aussagen.

Die Funktionentheorie ist eine wunderschone und extrem leistungsfihige Theorie,
und wir werden spéter viele iiberraschende Aussagen iiber holomorphe Funktionen
kennenlernen, zum Teil mit tiefliegenden Beweisen. Es geht aber ganz einfach los.

a) Definition und erste Eigenschaften

Im folgenden werden wir (fast) immer folgende Schreibweisen verwenden: z = x +
iy € Cmit z,y € R, f =u+ v mit u,v: G — R.

Da C sowohl ein R-Vektorraum (der Dimension 2) als auch ein C-Vektorraum (der
Dimension 1) ist, muss man hier auf den Unterschied zwischen R-linearer und C-
linearer Abbildung achten. Eine lineare Abbildung 7": C — C lasst sich wegen C =
R? als 2 x 2-Matrix schreiben: Fiir z = z + iy = (z) und f = (’;) besitzt jede
R-lineare Abbildung 7': C — C die Form

()= 90 -5

8.2 Lemma. Fiir eine Matriz A € R**? sind dquivalent:

(i) Die von A induzierte R-lineare Abbildung T: C — C, T'(?) := A(z), ist C-linear.

T
Y
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74 8. Holomorphe Funktionen
(i1) Es gilt c = —b und d = a, d.h.
T(x) = (a _C) (x) = (a+ic)z.
) ¢ a )
Beweis. Falls T C-linear ist, so gilt T'(i) = ¢T(1). Es ist

- ¢ () () s

iT(1) =i <‘CL) = i(a+ic) = —c + ia.

Die Bedingung 7'(i) = ¢T'(1) bedeutet also gerade b = —¢, a = d. Man sieht auch
leicht, dass in diesem Fall die C-Linearitét folgt, d.h. die Bedingungen (i) und (ii)
sind dquivalent. O

und

Wie iiblich bei linearen Abbildungen, schreiben wir oft Tz statt 7'(z). Im folgenden
bezeichnet (z,w) fiir z,w € C das Standard-Skalarprodukt in R2.

8.3 Definition. Eine R-lineare Abbildung 7: C — C heifit winkeltreu, falls sie
injektiv (und damit bijektiv) ist und falls

. <Tw,TZ> . <w,Z>
cos(<(Tw,Tz)) = Tw|-|Tz|  |w]|-|z]

=: cos(<t(w, 2)).

8.4 Lemma. Sei T: C — C R-linear. Dann ist T genau dann winkeltreu, falls ein
a € C\ {0} existiert mit Tz=az (z€C) oderTz=az (z€C).

Beweis. Sei T winkeltreu. Da T injektiv ist, ist a := T'1 # 0. Setze b := % Dann
ist (i,1) = 0= (T4, T1) = (ab,a) = |a|*(b,1) = |a|* Reb, d.h. b =ir € iR,

Da T R-linear ist, gilt Tz =T1 -2+ Ti -y = ax + iary. Fir z # 0 erhélt man aus
der Winkeltreue

x (1,z2) (T1,T=z) {(a,a(x + iry)) x

iz +iy| 2| |T1-|Tz|  [|aPlz+iry]  |o +iry|

Somit gilt |z + iry| = |x + dy| fur alle z € C mit x # 0 und damit r» = +1. Also ist
Tz = a(z £ iy). Die andere Richtung des Lemmas ist klar. O

Wie bisher ist ein Gebiet (in C oder in R" eine offene und zusammenhingende
Menge. Dazu ist folgender Satz niitzlich (der genauso in R™ gilt, hier aber in C

formuliert wird).
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8.5 Satz. Sei G C C offen und nichtleer. Dann sind dquivalent:
(i) G ist zusammenhdngend.
(i1) G ist wegzusammenhdngend.

In diesem Fall kann der Weg in (i1) stickweise achsenparallel gewdhlt werden.

8.6 Definition. Sei G # ) offen. Zwei Punkte 21, 2z, € G heiflen wegiquivalent, falls
es ein Weg in G gibt, der z; mit zy verbindet.

Eine maximale zusammenhéngende Teilmenge von G heifit eine Zusammenhangs-
komponente von G.

Die Zusammenhangskomponenten von G sind offensichtlich Aquivalenzklassen bzgl.
der Wegéquivalenz. Man sieht leicht, dass die Zusammenhangskomponenten von G
offen und abgeschlossen beziiglich G sind.

Wir kommen jetzt zur zentralen Definition.

8.7 Definition. Sei G C C nichtleer und offen.
a) Eine Funktion f: G — C heifit komplex differenzierbar in z € G, falls der Grenz-

vert Flzth) — £(2)
h

() :== lim eC

h—0
existiert.

b) Eine Funktion f: G — C heifit holomorph in G, falls f in jedem z € G komplex
differenzierbar ist. f heifit holomorph an der Stelle z € G, falls eine offene Umgebung
U von z existiert, so dass f|y holomorph in U ist.

c¢) Eine Funktion f: C — C heifit ganz, falls f holomorph in C ist.

(13 13

als lim

8.8 Bemerkung. a) In obiger Definition 8.7 a) ist ,,lim - - - ” i .
h—0 h—0, heC\{0}

zu verstehen.

b) Eine dquivalente Definition der Holomorphie, die néher an der bisherigen Ideologie
der Differenzierbarkeit liegt, ist folgende: Eine Funktion f: G — C heifit holomorph
in z € G, falls eine C-lineare Abbildung 7, : C — C existiert mit

f(z+h)=f(z) + T.h+ |h|-r(z,h) (h klein),
wobei limp,_,07(2, h) = 0. In diesem Fall setze f'(z) := T..

Dies ist die iibliche Definition der Differenzierbarkeit in normierten Raumen, wobei
hier in natiirlicher Weise die C-Linearitét gefordert wird. Die Aquivalenz der Defini-
tionen ist klar nach Lemma 8.2, denn jede C-lineare Abbildung 7" ist von der Form
Th = c¢-h mit einem ¢ € C. Nach Definition 8.7 ist f'(z) := c.
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8.9 Beispiele. a) f(z) := z". Wegen

z)— f(=
Jz) = Jz0) _ 4 P4 20T o (2= )
Z— 20
ist f holomorph in ganz C, also eine ganze Funktion.

b) f(2) := |2]* = 2Z: An der Stelle zy = 0 ist f komplex differenzierbar wegen

f(h) = fO) _hP? &
o0~ h =h—0 (h—D0).

Fiir 29 # 0 ist f nicht komplex differenzierbar, denn

flzo+h) = f(z0) _ (20 +h)(F+h) — 2% _ Zh+ 2k + > _ =47
h h h =

und der Limes limy, g % existiert nicht. Die Funktion f ist also nirgends holomorph.

8.10 Bemerkung. Fiir das Rechnen mit komplex differenzierbaren Funktionen gel-
ten dieselben Regeln wie im Reellen (mit den wortlich gleichen Beweisen), etwa
Produktregel, Kettenregel, Quotientenregel etc.

8.11 Satz (Cauchy-Riemann-Differentialgleichungen). Sei O # G C C offen, f =
u+iv: G— C und z € G. Dann sind dquivalent:

(i) f ist komplex differenzierbar in z.
(11) f ist reell differenzierbar in z, und die Ableitung f'(z): C — C ist C-linear.

(1i3) f ist reell differenzierbar in z, und es gelten die Cauchy-Riemann-Differentialgleichungen

Opu(z) = 9yv(2),
Oyu(z) = —0,v(2).

Beweis. (1)< (ii) ist klar nach Definition bzw. Bemerkung 8.8.

(ii)<(iii). Die reelle Ableitung von f an der Stelle z ist gegeben durch
vy [ Ozu(z) Oyu(z)
fiz) = (&Cv(z) oyv(z) )"

Nach Lemma 8.2 ist f’(z): C — C genau dann C-linear, falls die Cauchy-Riemann-
Dgl. gelten. [

© Robert Denk 28.08.2019



8. Holomorphe Funktionen 7

8.12 Bemerkung. Betrachtet man fiir eine reell differenzierbare Funktion f: G —
C die Ableitung T := f’(z): C — C, so ldsst sich die komplexe Differenzierbarkeit
nach Lemma 8.2 auf verschiedene Weise ausdriicken. Man definiert

T(1),
T(a),

O, f := Oyu + 10,0, d.h. 9,f(2)
Oy f = 0yu+1i0yv, d.h. 0,f(2)

Of = 0.f = %@f —i0,f), dh. 9f(z) = L(T() - iT()),
1

Of == 0:f =20, f +1i0,f), dh. Of(z) = 2(T(1) +4T(i)).

Die letzten beiden Definitionen erkléaren sich formal dadurch, dass man z und Z als
unabhéingige Variablen betrachtet. Aus # = 1(z 4+ Z) und y = 5-(z — %) erhélt man

8:1:_8:6_1 @_ 7 @_3

92 0z 20 0z 20 0z 2

und damit of o of o . ,
T B W
O-f = Jxr 0z + dy 0z 2 Ouf 2

Mit diesen Bezeichnungen gilt:

Oy f.

Sei f: G — Cin z € G reell differenzierbar. Dann sind dquivalent:

(i) f ist in z komplex differenzierbar.
(ii) Die Cauchy-Riemann-Dgl. gelten.
(iii) Esist i0,f(2) = 0, f(2).

(iv) Esist 0f(z) = 0.

In diesem Fall ist f'(z) = 0, f(2) = 0.f ().

Zum Beispiel fiir die Funktion f(z) := Z gilt 0:f(z) = 1, d.h. f ist an keiner Stelle
komplex differenzierbar.

Im Folgenden werden wir auch f, statt 0, f etc. schreiben.

8.13 Korollar. Sei G C C ein Gebiet.

a) Eine Funktion f: G — C ist genau dann konstant in G, wenn f holomorph in G
ist mit f' = 0.

b) Sei f: G — C holomorph mit f(z) € R (2 € G). Dann ist f konstant.
c) Sei f: G — C holomorph mit |f(z)] =1 (z € G). Dann ist f konstant.

Beweis. a) Falls f holomorph ist mit f" = 0, so folgt
0= fu(2) = uu(2) +iv,(2) (2 €G).
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78 8. Holomorphe Funktionen

Aus den Cauchy-Riemann-Dgl. erhalten wir dann auch v, = 0 = v, in G, d.h.
Vu = Vv =0in G. Da G wegzusammenhéngend ist, folgt u = const und v = const

in G.

b) Aus v = 0 erhalten wir v, = v, = 0 und nach den Cauchy-Riemann-Dgl. u, =
u, = 0, also f = const.

c) sieht man durch Differenzieren der Identitit u® + v? = 1 nach z bzw. y unter

Verwendung der Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen. O

In der folgenden Definition ist wie iiblich B(a,r) := {z € C : |z — a| < r}. Man
erinnere sich auch an den Begriff Konvergenzradius aus dem ersten Semester.

8.14 Definition. Sei ) # G C C offen und f: G — C eine Funktion. Dann ist
f durch Potenzreihen dargestellt, falls fiir jedes a € G und jedes (!) r > 0 mit
B(a,r) C G eine Potenzreihe Y 7 ¢,(z — a)™ existiert, welche (mindestens) in
B(a,r) konvergiert und dort gleich f ist.

Den folgenden Satz zeigt man wie im ersten Semester. Man beachte, dass die Po-
tenzreihe fiir die Ableitung denselben Konvergenzradius besitzt wie die Reihe fiir
die Funktion selbst.

8.15 Satz. Sei ) # G C C offen und f: G — C durch Potenzreihen dargestellt.

a) Dann ist f holomorph in G mit

oo
= chn(z —a)"!
n=1

Diese Reihe hat denselben Konvergenzradius wie die Rethe, welche f darstellt.

b) Die Funktion f ist unendlich oft komplex differenzierbar in G mit
=y nmn—-1)----- (n—k+1)ecy(z —a)" ™"

Insbesondere ist

fM(a)
kL

d.h. die Potenzreihe ist durch f eindeutig bestimmt.

Cr =

8.16 Beispiele. a) Polynome P(z) = Zﬁ:{:O cp2" sind in ganz C holomorph, d.h.
ganze Funktionen.

b) Die Exponentialfunktion

o0 n

exp(z Zﬁ (z€C)

n=0

N
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hat Konvergenzradius oo, ist also ebenfalls in ganz C holomorph. In Abbildung 15
wird der Realteil der komplexen Exponentialfunktion dargestellt.

Wie im Reellen setzt man fiir z € C

exp(iz) = cos z + isin z

mit
= (_1)n 2n
CoS 2 = Z 2",
!
— (2n)!
. . (_1) 2n+1
sin z 1=
nZ:O (2n +1)!
Es gilt somit cosz = 3(¢" + e ), sinz = 5-(e* — ¢7**). Definiere aufierdem die
hyperbolischen Funktionen
. 1 -
cosh z := cos(iz) = =(e+e7%),
1
sinh z 1= —isin(iz) = E(ez —e 7).

1B e
1004

T Ee

o

5 .5
Imaginarteil Realteil

Abbildung 15: Die komplexe Exponentialfunktion, dargestellt ist Re(exp(z)).
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b) Integration

Eine wesentliche Zutat der Funktionentheorie sind Kurvenintegrale in C. Eine Kur-

ve ist eine Aquivalenzklasse von orientierten Wegen. Der Wertebereich R(I") und
Anfangs- und Endpunkt A(T"), £(I") und die Liange £(I') sind unabhéngig von der
Parametrisierung, also wohldefiniert.

8.17 Definition. Sei I' = [y] eine stiickweise glatte Kurve in C mit ~: [a,b] — C
und f: R(I') — C stetig. Definiere das Kurvenintegral

1= [ = [ oo ec

(Bei stiickweise glatten Kurven interpretiert man das Integral auf der rechten Seite
wie iiblich als Summe der Integrale auf den glatten Teilbereichen der Kurve.)

Falls die Kurve geschlossen ist, d.h. falls A(T") = £(I") gilt, so ist auch die Schreib-

o f}f(z)dz ::/Ff(z)dz

iiblich. Haufig schreibt man auch nur den Wertebereich der Kurve I' unter das Inte-
gral, z.B. in der Form fIZI=1 f(2)dz. In diesem Fall wird die Kurve immer in positiver

Orientierung, d.h. entgegen des Uhrzeigersinns, durchlaufen (in diesem Fall also z.B.
mit der Parametrisierung (t) := €', t € [0, 27]).

Im folgenden werden wir stets stiickweise glatte Kurven betrachten. Daher sei ab
sofort unter Kurve stets eine stiickweise glatte Kurve in C gemeint!

8.18 Beispiele. a) Sei I' = [7] eine Kurve. Dann ist
b
[ 1= [ vt =a0) () = em) - Am)
T a

b) Sei a € C, r > 0 und I' der positiv orientierte Kreis mit Radius » um a, d.h.
[ =[] mit v(¢t) := a+re?t  (t € [0,27]). Sei f(2) := (2 — a)” mit n € Z. Dann ist

2
/f(z)dz:/ fla+ret)ire™dt
r 0

2m

2
= / it et g — ir”“/ gt
0 0
) 2m, n=-1,
B 0, sonst.
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8.19 Satz. Sei I eine Kurve, und f: R(I') — C stetig.

a) Es gilt
< - L(T
| [ fe)a| < ma 1701 £D)
wobei L(I' f |7/ (t)|dt die Léinge von I' ist.

b) Sei G C C ein Gebiet mit R(I') C G und F eine Stammfunktion zu f in G, d.h.
F holomorph mit F' = f. Dann ist

/Ff(Z)dZ = F(y(b)) = F(y(a)) = F(E(T)) — F(A)).

Beweis. a) Es gilt

)/FfH/:fW (1| < /|f (Bt < max |()|- £(T).

b) zeigt man genauso durch direkte Rechnung:

[ = [ Paooi= [ Lrowi = pEr) - Pam).

8.20 Satz. SeiI' eine Kurve und g: R(I') — C stetig. Definiere

f(2) ::/Fmdw (z€ G:=C\R(D)).

w—z

Dann ist f auf G in Potenzreihen entwickelbar und insbesondere holomorph auf G.

Beweis. Sei a € G und r > 0 mit B(a,r) C G. Fiir z € B(a,r) und w € R(I) ist

wl—z:(w—a)l—(z—a): [(w_a)<1‘2:z>]1:w1—a§<§):2>n'

Die Reihe konvergiert wegen |z — a| < r < |w — a|. Also ist

g(w) = i _9lw) (z—a)".

_ )it
w—z = (w-—a)
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Fiir 0 < p < r konvergiert die Reihe in B(a, p) C B(a,r) gleichméBig und absolut,
und wir diirfen Integral und Summation vertauschen:

f(z)= /F i)](iu)zdw = ch(z —a)"

n=0

]

8.21 Definition und Satz. Sei D' eine geschlossene Kurve in C. Fir z € C\ R(I)
definiert man die Windungszahl von I' um z durch
1 1
Indp(z) := — dw.

2m Jpw — 2

Dann ist Indp(z) € Z, und auf jeder Zusammenhangskomponente von G := C\R(T")
st Indp konstant. Auf der unbeschrdankten Zusammenhangskomponente von G ist
Indr = 0.

Man beachte in obiger Aussage, dass R(I') kompakt ist, d.h. es existiert ein R >
0 mit C\ B(0,R) C G. Da C\ B(0,R) zusammenhéngend ist, existiert genau
eine Zusammenhangskomponente Z von G mit C\ B(0,R) C Z. Diese heifit die
unbeschrankte Zusammenhangskomponente.

Beweisidee. Sei z € (G. Nach Definition ist

A0
Indr(z) = %/a T - Zdt.

Man betrachtet

ols) = exp / S ﬂdt) (s € [a,0])

y(t) ==
und zeigt durch Betrachtung der Funktion %, dass p(b) = exp(2miIndr(z)) = 1
gilt, d.h. Indr(z) € Z. Da Indr eine stetige Funktion ist, ist sie konstant auf jeder
Zusammenhangskomponente. O]

8.22 Definition (Logarithmus). Sei G C C ein Gebiet. Eine stetige Funktion
f: G — Cmit exp(f(2)) =z (2 € G) heiit ein stetiger Zweig des Logarithmus
auf G. In diesem Fall heif3t

arg z := Im f(2)

eine Argumentfunktion von z.
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8.23 Bemerkung. a) Bekanntlich hat die Exponentialfunktion exp: C — C den
Wertebereich C \ {0}, ist aber nicht injektiv. Auf dem Streifen {z € C : —1 <
Imz < 7} ist exp bijektiv mit Wertebereich C \ {0}, die Umkehrfunktion ist aber
nicht stetig.

b) Nach Definition gilt z = exp(f(z)) = |z|exp(iIm f(z)). Dies rechtfertigt die
Bezeichnung arg z. Man beachte, dass ebenso wie der Logarithmus die Argument-
funktion nicht eindeutig ist!

¢) Man kann folgende Aussage zeigen: Es existiert zu jeder Parametrisierung «y: [a, b] —
C\ {0} eine stetige Funktion f: [a,b] — C mit exp(f(t)) = v(t) (¢ € [a,b]). Ach-
tung: Im allgemeinen existiert keine stetige Funktion f: R(I') — C mit exp(f(z)) =

z (zeR()).

8.24 Definition und Satz. a) Sei Sy := {z € C: |Imz| < w}. Dann wird durch
In := (exp|s,) ™" ein stetiger Zweig In: C \ (—o0,0] — Sy C C definiert, der sog.
Hauptzweig, und die zugehirige Argumentfunktion arg: C\ (—o00,0] — (—m,7), z —
Imlnz. Fir z € C\ (—o0,0] und w € C sei z* := exp(wln z). Speziell bezeichnet
man \/z := 2'/? (z € C\ (—00,0] als den Hauptzweig der Wurzel. Die Abbildung
16 zeigt den Realteil des Logarithmus, die Abbildung 17 den Imagindrteil, wobei der
Hauptzweig des Logarithmus betrachtet wird.

b) Falls G ein Gebiet ist, unterscheiden sich zwei stetige Zweige des Logarithmus
auf G durch ein Vielfaches von 2mi.

c) Jeder stetige Zweig f des Logarithmus auf einem Gebiet G C C\ (—o0,0] ist
holomorph mit f'(z) = 1.

z

Beweis. a) ist klar.

b) Seien f, g stetige Zweige. Fiir h := f — g folgt dann

o (F(2) — (o)) = PUG) 2
exp(h(2)) = exp(f(z) = 9(2)) = ooy =S =1 (=€ C\{0})

und damit h(z) € 2miZ. Da h stetig und G zusammenhéngend ist, ist A auf G
konstant.

c) folgt wie im ersten Semester: Sei G 3 2z, — z € G, yx, := In z; und y := In z. Dann
ist

: : Yk — Y 1 1 1

lim = lim = — = ==,

k—oo 2 — 2 k—oo exp(yr) — exp(y)  exp/(y) exp(y) =z

Inz, —Inz
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Realteil Imaginarteil

Abbildung 16: Der Realteil der Logarithmus-Funktion.

8.25 Bemerkung (Anschauliche Bedeutung der Windungszahl). Sei I' = [v] eine
geschlossene Kurve, v: [a,b] — C und 0 ¢ R(I"). Sei f: [a,b] — C stetig mit
exp(f(t)) = ~v(t) (Bemerkung 8.23 c)). Dann gilt

dw _ (") [N E) [ g — ) e
L= = [ ety = [ rwae= s - s,

Nach Satz 8.21 ist die linke Seite rein imaginér, wir betrachten also nur die Ima-
gindrteile:

Indr(0) 1 d_w = L[Im(f(b)) _ Im(f(a))} _ arg y(b) — arg’y(a).

Tomi Jp w2 2

Die Windungszahl gibt also den Zuwachs des Arguments einer Parametrisierung
an. Dies gilt genauso bei der Windungszahl Indr(z) statt Indr(0) (betrachte die
verschobene Kurve).

8.26 Beispiele. a) Sei I' die positiv orientierte Kreislinie um a € C mit Radius

r > 0. Dann ist
1, |z—a|l<m,
Indp(2) =
r(z) {O, |z —al >,

siehe Beispiel 8.18.
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Realteil Imaginarteil

Abbildung 17: Der Imaginérteil der Logarithmus-Funktion (Hauptzweig).

b) Sei I' eine geschlossene Kurve, n € Z und 0 ¢ R(I") falls n < 0. Dann ist

/ n 0, n# —1,
2dz =
r 27T’iIIldp<O>, n=—1.

Fiir n = —1 ist dies gerade die Definition der Windungszahl, fiir n # —1 ist F'(z) =
";::11 eine Stammfunktion von f, damit folgt die Aussage aus Satz 8.19 b).

8.27 Satz. Sei () # G C C offen und f: G — C stetig. Dann sind dquivalent:

(i) f hat auf G eine holomorphe Stammfunktion.
(ii) Fir jede geschlossene Kurve I' in G ist [. f(z)dz = 0.

Falls G zusdtzlich konvex ist (und damit insbesondere ein Gebiet), so ist dies dqui-
valent zu

(iii) Fir jedes abgeschlossene Dreieck A C G ist [, f(z)dz = 0.

(Dabei ist OA in positiver Orientierung zu durchlaufen.)

Beweis. (i)=(ii). Satz 8.19 b).
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(ii)=(i). Sei Z eine Zusammenhangskomponente von G. Dann ist Z offen und zu-
sammenhéangend, also wegzusammenhéngend. Wéhle a € Z fest und setze

- / Syt (2 € 2)

wobei I', eine Kurve von a nach z ist. Dann ist F' wohldefiniert, da das Integral
wegunabhéangig ist. Man rechnet direkt nach, dass F' in Z komplex differenzierbar
ist und F’ = f gilt. Durch Zusammensetzen der Stammfunktionen auf den Zusam-
menhangskomponenten erhélt man eine Stammfunktion auf G' zu f.

Falls G konvex ist, kann man den Weg I', := s,, wihlen kann. Man benétigt dann
nur die Wegunabhéngigkeit fiir Wege, die als Rand eines Dreiecks gegeben sind. [

Bevor wir uns weiter mit Eigenschaften holomorpher Funktionen beschéftigen, ge-
ben wir einen kleinen Ausblick: Eine wesentliche Anwendung der Funktionentheorie
liegt in der Moglichkeit, Integrale (iiber R) berechnen zu kénnen. Die wesentliche
Grundlage dafiir liegt im sogenannten Residuensatz, welchen hier nur in einer ein-
fachen Form angeben. Allgemeinere Versionen sowie die dafiir notwendigen Begriffe
werden in den folgenden Kapiteln untersucht.

8.28 Definition. Sei f: B(a,r) \ {a} — C holomorph. Dann besitzt f einen Pol
der Ordnung m € N an der Stelle a, falls sich f schreiben ldsst als f = ¢ mit
holomorphen Funktionen g und h, wobei g(a) # 0 und h(z) = (2 — a)"¢(z) mit
¢(a) # 0. In diesem Fall heifit

res(f, a) = ﬁ {<di>mggo(<)>]

das Residuum von f an der Stelle a.

z=a

besitzt jeweils einen Pol erster Ordnung
d.h. es gilt

8.29 Beispiel. Die Funktion f(2) = 17
an den Stellen p; =i und py = —i. An der Stelle p; gilt f(2) =
g(z) =1, h(z) =1+ 2% p(2) = 2z + ¢ und damit

(z—1) z—l—z)’

res(f,p1) = =5 =5
Analog folgt res(f,p2) = 5

Der folgende Satz wird spéater noch genauer behandelt.
8.30 Satz (Residuensatz fiir konvexe Gebiete). Seien G C C ein konvezes Gebiet, I'

eine geschlossene Kurve in G und py, .. .,pm € G\R(Y). Sei f: G\{p1,...,pm} = C
holomorph und besitze an den Stellen py,...,p, einen Pol. Dann gilt

31 1) =; S(7.;) Inde (),
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8.31 Beispiel. Wir berechnen [~ H%dx. Dazu setze f(z) := H% Wie oben
berechnet, gilt res(f,i) = % Wir wihlen G :=C, p; =1, py = —i.

Betrachte als Integrationsweg I' den Rand von Hy := {z € C: |z] < R,Imz > 0}
fir R > 1. Dann gilt Indr(¢) = 1 und Indp(—4) = 0. Nach dem Residuensatz gilt

(2)dz = 2mives(f,i) = 7.
OHp

Fiir R — oo schétze das Integral iiber den Halbkreis ab: Wir parametrisieren z =
() := Re™ mit ¢ € [0, 7]. Dann ist |7/ (¢)| = |iRe*?| < R und

1+24 >z -1=R*-1.

™ R Rr
< dp = —"_ 40,
_ARhiw o1 Y

Damit

‘ /|z:R,Im 2>0 fz)dz

Andererseits gilt f_RR f(2)dz — ffooo f(2)dz fiir R — oo. Insgesamt erhalten wir

/_ool+x2d.ic: lim f(z)dz =m.

R—o0 OHp

8.32 Bemerkung. Sei GG ein Gebiet und a € G eine Polstelle von f. Nach dem
Residuensatz gilt dann fiir kleines r

1
res(f,a — w)dw.
Fa=5s [ fw

= om

Falls f einen Pol der Ordnung m an der Stelle a hat, so kann man f als ,erweiterte
Potenzreihe“ (sogenannte Laurentreihe) schreiben:

I C—m+1 C—2 C_1 . N2

f(z) = G (aoa) +...+ P +Z — a+00+01(2 a)+co(z—a)*+...
Hier haben alle Terme bis auf ~= eine holomorphe Stammfunktion, d.h. das Integral
tiber die Kreisline {|w — a| = r} ist gleich 0. Der einzige Term, der iibrig bleibt, ist

271 zZ—a

1 -
res(f,a) —/ 1 dw = c_q,
|lw—a|=r

beachte [ —L_dw = 27i. Dies ist eine Méglichkeit, Residuen zu berechnen. Wir

lw—a|=r z—a

fassen einige Berechnungsmoglichkeiten zusammen:

e Man kann das Residuum direkt iiber die Laurentreihe bestimmen, indem man
den Koeffizienten bei (z — a)~! abliest.
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Sei wie oben f = g/h, wobei h eine m-fache Nullstelle an der Stelle a habe,
d.h. h(z) = (2 — a)™¢(z). Dann gilt res(f,a) = —(2)™ Y (a).

(m=1)1ep

Falls f = ¢ und h an der Stelle a eine einfache Nullstelle hat, so gilt

9(a) = lim(z —a)f(z
h’(a) _l—m( )f( )

res(f, a) =

Man beachte hierbei, dass h'(a) = lim,_,, y wegen h(a) = 0 gilt.

a

Falls a einfacher Pol von f ist und g holomorph an der Stelle a ist, so ist
res(f 9, G,) = g(a) I'GS(f7 a)'

Das Residuum ist linear. Speziell gilt: Falls a Polstelle von f ist und g holo-
morph an der Stelle a ist, so ist

res(af + g,a) = ares(f,a).

Man beachte, dass res(f,a) = 0 ist, falls f an der Stelle @ holomorph ist.
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9. Der Cauchysche Integralsatz und die Sitze von
Morera und Liouville

9.1 Worum geht’s? Nachdem wir nun schon erste Eigenschaften holomorpher
Funktionen kennengelernt haben, konnen wir jetzt sehr schnell die Friichte ernten.
In diesem Abschnitt werden sehr starke Eigenschaften holomorpher Funktionen un-
tersucht, welche relativ einfach zu beweisen sind.

Grundlage ist das Lemma von Goursat bzw. der Cauchysche Integralsatz, welche be-
sagen, dass das Integral einer holomorphen Funktion iiber einer geschlossenen Kurve
den Wert Null hat. Dies fiihrt sofort zu einer Darstellung holomorpher Funktionen
als Integral, was wiederum eine Potenzreihendarstellung beweist. Potenzreihen sind
aber unendlich oft differenzierbar, so dass wir ablesen kénnen: Jede holomorphe
Funktion ist unendlich oft komplex (und damit insbesondere reell) differenzierbar.

Die Darstellung als Potenzreihe ldsst auch sofort beweisen, dass eine holomorphe
Funktion nicht beschrénkt sein kann, es sei denn, sie ist konstant. Das ist der
berithmte Satz von Liouville. Als Korollar dieses Satzes beweisen wir den Funda-
mentalsatz der Algebra.

9.2 Satz (Lemma von Goursat). Sei G ein Gebiet und f: G — C holomorph. Dann
gilt fiir jedes abgeschlossene Dreieck A C G:

f(z)dz = 0.
oA

Dieselbe Aussage gilt, falls f nicht in ganz G holomorph ist, sondern stetig in G und
holomorph in G\ {z1,...,2zx} fir endlich viele Ausnahmepunkte z, ..., zy ist.

Beweisidee. Man teilt das Dreieck A in vier kleinere Dreiecke auf und schreibt das
Integral iiber JA als die Summe der vier Integrale iiber die kleineren Dreiecke,
wobei sich die Integrale iiber die inneren Strecken wieder wegkiirzen. Iterativ erhélt
man eine Folge von ineinander geschachtelten Dreiecken. Der Durchschnitt all dieser
Dreiecke besteht aus genau einem Punkt, und die Holomorphie von f an diesem
Punkt liefert eine Abschétzung fiir den Betrag des Integrals, welche fiir immer kleiner
werdende Dreiecke gegen Null konvergiert.

Die Zusatzaussage erhélt man, indem man das Dreieck in einem ersten Schritt so in
drei Teildreiecke zerlegt, dass die Spitze der kleineren Dreiecke ein Ausnahmepunkt
ist, und dann die obige Formel fiir die drei Teildreiecke anwendet. O]

9.3 Satz (Cauchyscher Integralsatz fiir konvexe Gebiete). Sei ) # G C C ein
konvexes Gebiet, f: G — C stetig und holomorph mit Ausnahme endlich vieler
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Punkte. Dann gilt fiir jede geschlossene Kurve I' C G
/ f(z)dz = 0.
r

Beweis. Nach dem Lemma von Goursat ist Bedingung (iii) von Satz 8.27 erfiillt.
Nach Satz 8.27 folgt die Behauptung. m

9.4 Satz (Cauchysche Integralformel fiir konvexe Gebiete). Sei ) # G C C ein
konvexes Gebiet, f: G — C holomorph und I' eine geschlossene Kurve in G. Fir
z€ G\ R(I') gilt dann

1 f(w)
1 =-— [ —aw.
f(z) Indr(z) 5 /1“ ” Zdw
Speziell gilt fiir den (positiv orientierten) Rand des Kreises B(z,7) C G um z:

=5 [ IO

27

dw.

|lw—z|=r

Beweis. Zu z € G\ R(I") definiere

fw)=fz) e
gw) =9 7" -
f (Z>a w = z.

Da f holomorph ist, ist g stetig in G und holomorph in G\ {z}. Nach dem Cauchy-
schen Integralsatz gilt

0:/Fg(w)dw:/rujj(—iuldw—f(z)/rwl_zdw

— / %dw — 2mi Indr(2) f(2).

]

Der nichste Satz ist zentral fiir die weiteren Uberlegungen (auch wenn kein beriihm-
ter Name mit ihm verbunden ist).

9.5 Satz (Potenzreihendarstellung holomorpher Funktionen). Sei ) # G C C offen
und f: G — C holomorph. Dann ist f in G durch Potenzreichen darstellbar und
insbesondere unendlich oft komplex (und damit auch reell) differenzierbar.

© Robert Denk 28.08.2019



9. Der Cauchysche Integralsatz und die Sditze von Morera und Liouwville 91

Genauer gilt fir a € G und ro > 0 mit B(a,ry) C G die Darstellung

f2) =Y ez~

mit

@ 1 flw)
‘. . w

n! 271 (w—a)ytt 7
wober 0 < r < ry.

Es st
ca] <777 max | f(2)].

|z—al|=r

Beweis. Da B(a,r) konvex ist, konnen wir die Cauchy-Integralformel auf die Kreis-
linie, d.h. die Kurve 'y, := [Y4] mit 7,,(t) := a+re® (¢t € [0,27]) anwenden. Wir
erhalten

f(z) = %/F %dw (z € B(a,r)).

Nach Satz 8.20 ist f durch Potenzreihen darstellbar, und es gilt

L") 1 / flw)
" Lo, (w v

n!  2mi —a)nt!

(sieche Beweis von Satz 8.20). Man beachte, dass dieses Integral fiir 0 < r < rg
unabhéngig von r ist, da es nur durch die Ableitung von f an der Stelle a bestimmt
ist.

Wir schéitzen ¢, ab und erhalten
1
el < £Tar) - 5o max |f(w)]-r™" =" max |f(w)]
Der letzte Satz hat viele wichtige Folgerungen.

9.6 Satz (von Morera). Sei) # G C C offen und f: G — C stetig mit [, f(z)dz =
0 fiir jedes abgeschlossene Dreieck A C G. Dann ist f holomorph in G.

Beweis. Betrachte wie im Beweis von Satz 9.5 f|p(r. Nach Satz 8.27 hat f|p(a.r)
eine Stammfunktion F. Nach Satz 9.5 ist aber F’ = f holomorph in B(a,r). ]

9.7 Satz (von Liouville). Jede beschrinkte ganze Funktion ist konstant.
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Beweis. Sei f in holomorph in C. Nach Satz 9.5 existiert eine in ganz C konvergente
Potenzreihendarstellung

flz) = Z 2"

n=0

Ebenfalls nach Satz 9.5 gilt fiir alle r > 0

al < 77 max |f(2)] < 7" sup |£(:)]
Z|=Tr zE

Da f beschréankt ist, konvergiert die rechte Seite gegen 0 fiir r — oo, falls n > 1.
Damit ist ¢, = 0 fiir alle n > 1, d.h. f(2) = ¢. O

9.8 Satz (Fundamentalsatz der Algebra). Jedes komplexe Polynom P vom Grad
n > 1 hat n kompleze Nullstellen (mit Vielfachheit gezihlt). Jede Matriz A € C™*"
besitzt n Eigenwerte.

Beweis. (i) Fiir P(z) = Y " ;a;2’ mit a, # 0 gilt

21" - lan|
2 ?

Uy a

Zn

|P(2)] = |2]" -

|an‘ - Z

falls |z| > R mit einem geeignet gewéhlten R > 0. Falls P keine komplexe Nullstelle
besitzt, so ist 5 eine ganze Funktion. Wihlt man R so groB, dass |P(z)| > 1 fiir
|z| > R gilt, so ist

1
< max{l,max—} < 00,
=<k |P(2)]

1
sup
zec [P(2)]

da  als stetige Funktion auf der kompakten Menge {|z| < R} beschrénkt ist. Nach
dem Satz von Liouville ist 1% konstant, Widerspruch.

(ii) Nach (i) hat P mindestens eine Nullstelle A € C. Dann ist P(z) = (z — A\)Py(2)
mit deg P, = n—1. Fallsn—1 > 0, wende wieder (i) an und erhalte iterativ n (nicht
notwendig verschiedene) Nullstellen von P.

(iii) Die Aussage tiber Matrizen folgt, da die Eigenwerte einer Matrix die Nullstellen
des charakteristischen Polynoms sind. O

Der Cauchysche Integralsatz und die Folgerungen daraus wurden oben fiir konvexe
Gebiete formuliert. Fiir Anwendungen ist dies zu wenig, wir bendtigen daher noch
eine Verallgemeinerung auf sogenannte einfach zusammenhéngende Gebiete. Dafiir
definieren wir zunéchst den Begriff der Homotopie.
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9.9 Definition. a) Sei ) # G C C offen, a < b, und seien 7g,71: [a,b] = G zwei
Wege in (G. Dann heiflen 7y und v; homotop in G, falls es eine stetige Funktion
H: [a,b] x [0,1] = G gibt mit H(-,0) =~ und H(-,1) = ;. (D.h. der Weg 7, lésst
sich in stetiger Weise zum Weg 7, deformieren, ohne das Gebiet GG zu verlassen.)

b) Die Homotopie definiert in natiirlicher Weise eine Aquivalenzrelation auf der
Menge aller Wege in G. Die Menge der Aquivalenzklassen geschlossener Wege bzgl.
Homotopie in G heifit die Fundamentalgruppe von G.

c¢) Ein Weg ~: [a,b] — G heifit nullhomotop, falls v homotop zum konstanten Weg
(t) :=c¢ (t € [a,b]) fur ein c € G ist.

d) Ein Gebiet G heifit einfach zusammenhéngend, falls jeder geschlossene Weg null-
homotop ist. (Dies ist dquivalent dazu, dass die Fundamentalgruppe nur aus einer
Aquivalenzklasse besteht, also trivial ist.)

Anschaulich ist ein einfach zusammenhéngendes Gebiet ein Gebiet ohne Locher, da
sich jeder Weg auf einen Punkt zusammenziehen lédsst. Dies wére nicht moglich, falls
G ein Loch besitzt und der Weg um das Loch lduft. Konvexe Gebiete sind einfach
zusammenhédngend, wie man sofort sieht, ebenso sternformige Gebiete. Fiir einfach
zusammenhéangende Gebiete gelten folgende Verallgemeinerungen:

9.10 Satz. Sei G ein einfach zusammenhdngendes Gebiet und ~y eine geschlossene
Kurve in G. Sei f € 7(G).
a) (Cauchyscher Integralsatz) Es gilt f7 f(w)dw = 0.

b) (Cauchysche Integralformel) Es gilt

f(w)zdw (z € G\ R(7)).

fe ) = o |

w —
Allgemeiner gilt fiir alle n € Ny

M (2) Ind,(z) = % / —<w Ji(qj))nﬂ dw.
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10. Isolierte Singularititen und Laurentreihen

10.1 Worum geht’s? Die Nullstellenmenge einer holomorphen Funktion ist (falls
es sich nicht um die Nullfunktion handelt) hochstens abzdhlbar. Eine wichtige Fol-
gerung aus dieser Eigenschaft ist der Identitatssatz fiir holomorphe Funktionen, der
in Anwendungen recht niitzlich ist. Eine isolierte Singularitét ist ein Punkt, so dass
die Funktion in einer Umgebung dieses Punktes mit Ausnahme des Punktes selbst
holomorph ist. Die Klassifikation isolierter Singularititen leitet {iber zu den Laurent-
reihen, welche eine Verallgemeinerung der Taylorreihen darstellen und spéter fiir den
Residuensatz wichtig sein werden.

10.2 Definition. Sei () # G C C offen.
a) Die Menge der in G holomorphen Funktionen wird mit J#(G) bezeichnet.
b) Die Menge N (f) :={a € G : f(a) = 0} heiBit die Nullstellenmenge von f.

10.3 Bemerkung. Betrachte die Funktion f: C\ {0} — C, z + sin(1/z). Dann
gilt f € 2 (C\ {0}). Die Nullstellenmenge N'(f) = {;= : k € Z\ {0}} ist abzéhlbar
und besitzt einen Haufungspunkt an der Stelle 0. Dieser Haufungspunkt liegt aber
nicht im Gebiet G = C \ {0}, sondern auf dem Rand dieses Gebietes. Dies ist
tatsédchlich bei allen holomorphen Funktionen der Fall, wie der folgende Satz zeigt.

10.4 Satz. Sei G ein Gebiet und f € A (G) nicht die Nullfunktion. Dann ist N'(f)
abzihlbar und hat keinen Hiufungspunkt in G. Zu jedem a € N(f) existiert eine
eindeutig bestimmte Zahl m € N mit

f(z) = (z —a)"g(2)

fir eine geeignete Funktion g € 7 (G) mit g(a) # 0. Die Zahl m heifst die Nullstel-
lenordnung von f an der Stelle a.

10.5 Korollar (Identitiatssatz). Seien G C C ein Gebiet und f,g € (G) mit
f(2) = g(z) auf einer Menge, die in G einen Héiufungspunkt besitzt. Dann ist f = g.

Beweis. Wende Satz 10.4 auf f — g an. Da N(f — g) einen Haufungspunkt in G
besitzt, muss f — g nach Satz 10.4 die Nullfunktion sein. m

10.6 Definition. Sei G C C offen. Ein Punkt a € G heifit eine isolierte Singularitét
von f, falls f € (U \ {a}) fiir eine offene Umgebung U C G von a. Falls f zu einer
in einer offenen Umgebung von a holomorphen Funktion fortgesetzt werden kann,
heilt a eine hebbare Singularitét von f.
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Z.B. hat die Funktion 32 eine (durch den Wert 1) hebbare Singularitiit an der Stelle
0.

Offensichtlich existieren verschiedene Arten von isolierten Singularitdten. So haben
z.B. die Funktion % einen Pol an der Stelle 0 und die Funktion Shz” eine hebbare
Singularitéit. Tatsdchlich gibt es noch eine dritte Art der Singularitét, die sogenann-
te wesentliche Singularitédt, welche bei der Funktion exp(i) auftritt. Es gibt eine
Charakterisierung der isolierten Singularitdten {iber das Verhalten der Funktion in
der Néhe der Singularitit, wie der folgende Satz zeigt.

10.7 Satz (Casorati-Weierstral). Sei G C C offen, a € G und f € (G \ {a}),
d.h. a ist eine isolierte Singularitit von f. Dann liegt einer der drei folgenden Fille
vor:

(1) f ist in einer Umgebung von a beschrdinkt. Dann hat f eine hebbare Singularitit
an der Stelle a.

(2) Es gilt |f(z)| = oo fir z — a. Dann hat f einen Pol an der Stelle a, d.h. es
gibtmeNundc_q1,...,c_p, € C mitc_,, #0, so dass

eine hebbare Singularitit an der Stelle a hat. In diesem Fall heift a ein Pol der
Ordnung m von f und ", c_,(z —a)™" der Hauptteil von f in a.

(3) Friir jedes r > 0 ist der Wertebereich f(B(a,r)\{a}) dicht in C. In diesem Fall
heifit a eine wesentliche Singularitdat von f.

Teil (1) des obigen Satzes ist auch als Riemannscher Hebbarkeitssatz bekannt.

Die Abbildung 18 zeigt ein Beispiel einer wesentlichen Singularitéit. Gezeigt wird
Re(exp(1)). Eine typische Funktion mit Polen ist f(z) = -, siche Abbildung
19. Man beachte, dass dies ein Beispiel einer Funktion ist, die im Reellen C'* ist,
deren Potenzreihe aber (z.B. bei Entwicklung um 0) keinen unendlichen Konver-
genzradius hat. Geht man ins Komplexe iiber, erkennt man die Pole bei +4, und der
Konvergenzradius der zugehorigen Potenzreihe wird ersichtlich. Nach dem Satz von
Casorati-Weierstra$ sind die Polstellen durch die Bedingung |f(z)| — oo charakte-

risiert, was man schon an der Zeichnung sehen kann.

Ein Sonderrolle nimmt der Logarithmus ein: Beim ersten Hinsehen glaubt man, einen
Pol an der Stelle 0 zu erkennen (da |In(z)| = oo (2 — 0)). Aber tatséchlich han-
delt es sich hier gar nicht um eine isolierte Singularitét, denn In ist in B(0,r) \ {0}
nicht holomorph. Der Satz von Casorati-Weierstrafl greift hier also nicht. Die Ab-
bildung 16 zeigt den Realteil des Logarithmus, die Abbildung 17 den Imaginérteil.
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Es handelt sich hierbei um den Hauptzweig. Man sieht, dass der Imaginérteil gleich
dem Argument der komplexen Zahl ist (eigentlich ist das ja die Definition des Argu-
ments), wiahrend der Realteil rotationssymmetrisch ist. Dies wird anschaulich klar
aus der Formel In(re*?) = Inr + iep.

-05 05

Imaginarteil

Realteil

Abbildung 18: Eine wesentliche Singularitét, dargestellt ist Re(exp(2)).

10.8 Satz (Cauchysche Integralformel fiir isolierte Singularititen). Seien a € C,
f €A (B(a,r)\{a}) und z € B(a,r)\ {a}. Dann gilt firry <|z—a| <ry

o L fw) , 1 fw)
2mi w—z 2mi w—z

|lw—a|=ro lw—al=r1

Beweis. Man zerlegt das Gebiet G := B(a,r) \ {a} in Sektoren, welche in konvexen
Teilbereichen von G verlaufen. Dabei wihle man die Sektoren so, dass z auf keiner
Trennlinie liegt. Dann liegt z in genau einem der Sektoren. Der Rand der Sektoren
sei durch die Kurven I'y,...,T,, gegeben, wobei 0.E. z € T'; sei. Da z im AuBeren
von ['y, ..., T", liegt, folgt

L g=1,
Indrj (Z) B {O sonst
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Realteil Imaginarteil

Abbildung 19: Eine Funktion mit zwei Polstellen, dargestellt ist [(1 + 22)7!|.

Nach der Cauchyschen Integralformel fiir konvexe Gebiete gilt

1 fw) 1 fw) 1 [ fw)
oni et w_zdw—;ﬁfrjw_zdw

|lw—al|=rsz lw—a|=r1

= > tnde, (2)(2) = Y 0 () = £2).

10.9 Satz (Laurent-Reihen). Sei f € 5 (B(a,r)\ {a}). Dann gilt
f(z)= Y alz—a)* (z€Bar)\{a}),
wobei fiir beliebiges p € (0,r) der Koeffizient c; gegeben ist durch

_ 1 f(w)
Cx = % /|w_a|_p m dw.

Beide Reihen S ci(z —a)* und 230, cr(z — a)* konvergieren gleichmifig auf
kompakten Teilmengen von B(a,r) \ {a}.
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Beweis. Sei z € B(a,r) \ {a}. Fir r < |z —a] < ry gilt nach Satz 10.8 f(z) =
F(z)+ H(z) mit

1
F(z) = — L
270 Jjp—g)=ry W — 2
1
H(z) = —— O
270 Jjp—g)=ry W — 2

Dabei ist F' holomorph in B(a,r) und lésst sich in eine Potenzreihe entwickeln. Es
gilt F(z) = >22 ck(z — a)* mit

_ 1 f(w)
Cr = % /lw_a:p mdw

Nach dem Cauchyschen Integralsatz ist das Integral unabhéngig von p € (0, 7).

Fiir H(z) verwenden wir
1 1 w—a]~! 1 = /w—a\"
ey
w—z z—a[ z—a z—anzzo z—a

Dabei konvergiert die rechte Seite wegen r; = |w — a| < |z — a|. Wir erhalten

1
H(z)=—— f(w) dw
270 Jjp—g)=ry W — 2
= 1
=S o [ s e - a)
n—=0 2mi lw—al|=r1
-1
= Z cr(z —a)k,
k=—0o0
wobei
Ck = = fw)(w —a) ™ tdw = = fw)(w —a) ™ dw
F 271 |w—al=r 211 lw—al=p
unabhéingig von p € (0,r). ]

10.10 Bemerkung. Die Laurent-Reihe einer Funktion ist die Verallgemeinerung
der Taylorreihe. Falls die Funktion f in einer Kreisscheibe B(a,r) holomorph ist, so
lasst sich f dort in eine Potenzreihe entwickeln, in die Taylorreihe an der Stelle a.
Falls aber f nur in der punktierten Kreisscheibe B(a,r) \ {a} holomorph ist (d.h.
eine isolierte Singularitét an der Stelle a besitzt), so hat man die Taylorreihe durch
die Laurent-Reihe zu ersetzen, in der auch negative Potenzen (z — a)* fiir k < 0
auftreten.
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10.11 Definition (Residuum). Sei a eine isolierte Singularitdt von f, d.h. f €
H(B(a,r)\{a}), und sei f(z) = > ;= _ cr(z —a)* die Laurent-Reihe von f. Dann
heif3t

-1

H(z) = Z cr(z —a)”

k=—o0

der Hauptteil der Laurentreihe oder der Hauptteil von f an der Stelle a. Das Resi-
duum von f an der Stelle a ist definiert als

res(f,a) :=res,—, f(2) = c_;.

10.12 Bemerkung. Mit obiger Definition kénnen wir die drei Félle des Satzes von
Casorati-Weierstraf§ durch den Hauptteil beschreiben:

(i) f hat in a eine hebbare Singularitdt genau dann, wenn der Hauptteil gleich Null
ist.

(ii) f hat in a einen Pol genau dann, wenn der Hauptteil nur eine endliche Summe
ist, die Reihe also abbricht.

(iii) f hat in a genau dann eine wesentliche Singularitét, falls der Hauptteil unend-
lich viele Terme hat.

Man beachte, dass das Residuum nach Satz 10.9 berechnet werden kann durch

res(f,a) =c_1 = /| e f(w)dw.
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11. Der Residuensatz

11.1 Worum geht’s? In diesem Abschnitt werden die Uberlegungen iiber Kurven-
integrale nochmal vertieft und ausgebaut. Erlaubt sind daher nicht nur holomorphe
Funktionen, sondern meromorphe Funktionen, d.h. Funktionen mit isolierten Sin-
gularitdten (wobei keine wesentlichen Singularitdten auftreten diirfen).

Wir werden sehen, dass das entsprechende Kurvenintegral {iber f nicht mehr not-
wendig gleich Null ist, sondern durch die Residuen der Funktion gegeben ist. Dabei
werden alle Pole gezdhlt, welche von der Kurve bzw. der Kette eingeschlossen wer-
den. Man erhélt statt des Cauchyschen Integralsatzes den Residuensatz. Dieser ist
besonders niitzlich fiir die Berechnung bestimmter Integrale.

11.2 Definition. Sei G C C offen. Eine Funktion f heiffit auf G meromorph, falls
eine Menge Py C G existiert, so dass f holomorph ist in G\ Py, an jeder Stelle
p € Py einen Pol besitzt und Py keinen Haufungspunkt in G hat. Wir schreiben
fe#(G)und Py :={z € G: f besitzt einen Pol an der Stelle z}.

Da jede beschrinkte unendliche Menge in C einen Haufungspunkt besitzt, kann
P; hochstens abzéhlbar sein. Auf dem Rand von G kénnen Héufungspunkte von
Py auftreten. Wir erinnern daran, dass eine meromorphe Funktion an jeder Stelle
p € Py eine Laurent-Entwicklung mit dem zugehorigen Residuum res(f, p) besitzt.
Wir werden in der Notation nicht mehr zwischen Kurven und Wegen unterscheiden
und [ f(z)dz statt (korrekt) [, f(2)dz schreiben.

11.3 Satz (Residuensatz). Sei G ein einfach zusammenhdngendes Gebiet und ~y ein
geschlossener Weg in G. Sei f € .#(G) mit Polmenge Py, wobei P N R(y) = 0
gelte. Dann gilt

L/yf(z)dz = res(f,p) Ind, (p). (11-1)

271
pePy

Insbesondere gilt fiir einen einfach geschlossenen Integrationsweg (d.h. falls Ind.,(p)
nur die Werte 0 oder 1 annimmt): Das Integral ;- fy f(z)dz ist die Summe aller

Residuen in den von v umschlossenen Polstellen von f.

Beweis. Man kann zeigen, dass PP := {p € Py : Ind,(p) # 0} endlich ist. Damit tre-
ten in der Summe in (11-1) nur endlich viele Punkte py, ..., p, auf. Seien hq, ..., hy,
die Hauptteile von f an den Stellen py,...,p,. Dann ist g := f —hy — -+ — h,,
holomorph auf G fortsetzbar. Nach dem Cauchyschen Integralsatz 9.10 gilt

0= Lg(z)dz _ /Wf(z)dz—é/whj(z)dz.
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Sei hj(z) = ZZ:I_MJ. cgj)(z — p;)¢. Dann folgt

-1

1 1 , ,
By hj(z)dz = i E CEJ) /(2 - Pj)zdz = C(—Ji Ind, (p;) = res(f, p;) Ind, (p;).
R =—M; Y

(Beachte, dass fiir £ # —1 eine Stammfunktion zu (2 — p;)¢ existiert.)

Fiir einen einfach geschlossenen Integrationsweg gilt Ind,(p) = 1 fiir die von ~
eingeschlossenen Pole und Ind, (p) = 0 fiir die Pole, die aufierhalb von 7 liegen. [

o .
sin x
/ dr = 7.
oo T

Dabei ist das Integral als uneigentliches Riemann-Integral zu verstehen, d.h. als
limp_ o0 f_RR. Beachte, dass an der Stelle x = 0 keine Singularitat vorliegt.

11.4 Beispiel. Es gilt

Setze f(z) := % Dann ist f meromorph in C mit einzigem Pol an der Stelle 0. Als
Integrationsweg wahlen wir v = vy + - -+ + 7,4 mit

71:[O,R]—>C, t— R+1t,
Yo [-R,R] - C, t— —t+IiR,
v3: [0,R] = C, t+— —R+i(l—1t).

Der Weg 74 durchlaufe [-R, —e] U {z = €€’ : 0 < p < 7} U [e, R] in Richtung von
»- nach ,+*.

Da f im von v umschlossenen Bereich holomorph ist, gilt fv f(z)dz=0.

(i) Auf v, schétzen wir den Integranden durch % ab und erhalten

fael < [ Car< L S0 (R o)
[ s < [ s g

Analog folgt fw f(2)dz — 0 fir R — oo.

(i1) Auf 7 schitzen wir den Integranden durch % ab und erhalten

/Y e

(iii) Auf dem Halbkreis (in negativer Richtung durchlaufen) ist das Integral gegeben
durch

R R
g/ —dt=2c" 50 (R— o).
.+ R

—/ f(ee)icedp = —/ iexp(ice™)dy — —it (¢ — 0).
0 0
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Dabei haben wir die Abschitzung |exp(ice’?)| < exp(|e]) < e fiir € € (0,1) und
majorisierte Konvergenz verwendet. Die Integrale auf der reellen Achse sind

— eix R eix R Gi‘r o eiix
—dx + —dx = —dx
-R T € T € r
X R s x
=2 dx
c X

_ Z/ SlIl:L’dx
[-R,—¢c)ule,R] T

—>z'/ Y (R — o0, € = 0).
oo X

[e.9]

[ sinzx .
1 dr = im.
o T

11.5 Satz (Satz vom Nullstellen und Polstellen zéhlenden Integral). Sei G C C
einfach zusammenhingend, f € M (G) und ~y ein einfach geschlossener Weg, auf
welchem keine Nullstelle und keine Polstelle von f liegt. Sei N bzw. P die Anzahl
der von 7y eingeschlossenen Nullstellen bzw. Polstellen von f (entsprechend der Viel-
fachheit gezdhlt). Dann gilt

(iv) Insgesamt erhalten wir

N=P=o5 L f(2)

Beweis. Sei p eine Nullstelle der Ordnung m von f. Schreibe f(z) = (z — p)™g(2)
mit g(z) # 0 in der Ndhe von p. Dann folgt

f'(z)  mz=—p)" g(z) +(z—p)"g'(z)  m N g'(2)

f(z) (= —p)mg(z) Cz-p o g(2)]
Da % in der Nahe von p holomorph ist, folgt res(’%,p) = m. Analog erhilt man

res(fT/, p) = —m bei einem Pol der Ordnung m. Die Behauptung folgt nun aus dem
Residuensatz. N

11.6 Korollar (Fundamentalsatz der Algebra). Ein Polynom P von Grad n besitzt
genau n komplere Nullstellen.

Beweis. Wéhle R > 0 mit |P(z)| > 1 fiir alle |z| > R. Fir P(z2) = a,2" + -+ + ag
mit a, # 0 folgt

Ple) _nan bk 0 S5
P(z) ap2" + -+ ag 2 5
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(Laurent-Entwicklung um oo). Die Anzahl der Nullstellen von P ist nach Satz 11.5

N:L,/ P(Z)dz:n.
211 |z|=R P(Z)
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Abbildung 20: Uberblick iiber Eigenschaften holomorpher Funktionen
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Riickblick und Awusblick: gew6hnliche und
partielle Differentialgleichungen

12.1 Worum geht’s? Hier sollen noch einmal wesentliche Methoden fiir gewthn-
liche Differentialgleichungen zusammengefasst werden und zugleich ein kleiner Aus-
blick auf partielle Differentialgleichungen formuliert werden. Bei partiellen Differen-
tialgleichungen gibt es keinen einfachen Losbarkeitssatz analog zum Satz von Picard-
Lindelof. Dies fiihrt insbesondere auch dazu, dass es viele verschiedenen Losungsbe-
griffe gibt.

12.2 Beispiel. Wir fassen noch einmal einige typische Vertreter gewohnlicher Dif-
ferentialgleichungen zusammen:

(i)

y'(t) = ty?(t), y(0) = 1: Das ist eine Dgl. mit getrennten Variablen. Derartige
Gleichungen kann man mit der Standardmethode l6sen, indem man alle Ter-
me mit y auf eine Seite bringt und alle mit ¢ auf die andere Seite und dann
integriert (Abschnitt 2 a)).

y'(t) = sin(@), y(0) = 1: Das ist ein Beispiel, in welchem die rechte Seite nur

vom Quotienten ut) abhéngt (homogene Dgl.). Hier konnte eine Substitution
z(t) := y(t)/t helfen (Abschnitt 2b)).

y"(t) — 2ty'(t) + A\y(t) = 0: Das ist die Hermitesche Differentialgleichung, die
man mit Potenzreichenansatz 16sen kann. Fiir manche Werte von A\ erhélt man
als Losung ein Polynom, da alle bis auf endlich viele Koeffizienten gleich 0
sind (siehe Abschnitt 2c)). Zugleich ist das ein Beispiel eines Differentialopera-
tors, der bei Sturm-Liouville-Randwertproblemen auftaucht. Hier wiirde man
typischerweise ein Randwertproblem der Form

—y"(t) + 2t/ (t) = My(t) (¢ € (0,3)),
y(0) =0, y(3) =0

betrachten. Ein A, bei welchem eine nichttriviale Losung existiert, heifit dann
ein Eigenwert des Randwertproblems. Siehe Kapitel 7.

(12-1)

(3t2 + 4ty)dt + (2t* + 3y?)dy = 0: Das ist eine exakte Dgl. in symmetrischer
Schreibweise. Klassisch wiirde man schreiben 3t + 4ty + (2t? + 3y%)y’ = 0.
Hier erhélt man die Querverbindung zu exakten 1-Formen und Gradienten-
feldern. Man kann die Gleichung l6sen, wenn man eine Stammfunktion zum
entsprechenden Gradientenfeld sucht, siehe Abschnitt 2 d).

Yy = Ay mit einer Matrix A € CV*¥: Das ist die einfachste Form einer ho-
mogenen linearen Dgl., deren Losung (genauer: Fundamentalmatrix) man sehr
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(vi)

einfach mit
y(t) = exp(tA) (12-2)

angeben kann. Dabei ist entscheidend, wie man die Exponentialfunktion defi-
niert. Fiir Matrizen ist die einfachste Methode
= th Ak
eXp(tA) = T .

k=0

(12-3)

y"(t) +cos(t)y(t) = 0: Das ist ein typisches Beispiel einer skalaren Dgl. zweiter
Ordnung, welche keine konstanten Koeffizienten hat. Hier weifl man zwar noch
ziemlich viel iiber die Losungsstruktur, aber es gibt keine einfache Formel fiir
die Losung wie bei konstanten Koeffizienten. Man kann derartige Gleichungen
in ein System erster Ordnung umschreiben (in diesem Beispiel erhélt man ein
System der Dimension 2). Falls die rechte Seite nicht verschwindet, kann man
die Variation der Konstanten anwenden.

12.3 Beispiel. Bevor wir auf Losungsmethoden bei partiellen Dgl. kommen, hier
ein paar typische Beispiele partieller Dgl., wobei auf alle physikalischen Konstanten
verzichtet wird.

(i)

(i)

Potentialgleichung: Fiir eine Funktion u : G — R ist die Potentialgleichung
oder Laplace-Gleichung gegeben durch

Hier ist u etwa ein Potential, eine (stationdre) Temperatur, eine Konzentration
oder ein Druck. Es handelt sich um eine sog. elliptische Dgl.

Wellengleichung: Fiir eine Funktion v : R x G — R, G C R" ist die Wellen-
gleichung gegeben durch

u(t, ) — Au(t,z) = 0.

Hier beschreibt ¢ die Zeit, x den Ort und v = u(t, x) etwa die Auslenkung eines
Stabes (n = 1), einer Membran (n = 2) oder die Ausbreitung von Schall oder
elektromagnetischen Wellen (n = 3). Auf physikalische Konstanten wird soweit
moglich verzichtet. Die Wellengleichung ist der Prototyp einer hyperbolischen
Gleichung.

Wirmeleitungsgleichung: Fiir eine Funktion v : R x G — R, G C R" ist die
Wiérmeleitungsgleichung gegeben durch

u(t, z) — Au(t,z) = 0.
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(vi)

(vii)

In Anwendungen beschreibt u = u(t, x) die Temperatur bzw. die Konzentration
von Substanzen. Diese Gleichung ist der Mustervertreter einer parabolischen
Gleichung.

Black-Scholes-Gleichung: Fiir eine Funktion V : (0,00)? — R, ist die Black-
Scholes-Gleichung gegeben durch

1
Vi(t, s) + 50232‘/55(@ s) +rsVi(t,s) —rV(t,s) =0.

Hierbei sind o,r feste Parameter, V' beschreibt den Wert der Option, s :
(0,00) = R, t — s(t) den Wert des Papiers.

Schrodingergleichung: Die Differentialgleichung

Uy —z'(AujLiu) =0
|z
heifit Schrodingergleichung und findet Anwendung etwa in der Quantenme-
chanik. Das Potential % kann je nach Modell auch entfallen oder durch eine
anderes Potential ersetzt werden. Mit physikalischen Konstanten lautet die
Schrodinger-Gleichung ohne Potential

h2
Zhatu + —Au = O,
2m

wobei h das Plancksche Wirkungsquantum und m die Masse ist.

Mazwell-Gleichungen: Hierbei handelt es sich um ein System von partiellen
Dgl. fiir Funktionen E, H : R x G — R?, welches in einfachster Form gegeben
ist durch

Ey,—rot H=0, H;+rotE =0.

Dabei ist E die elektrische Feldstirke und H die magnetische Feldstérke.

Navier-Stokes-Gleichungen: Auch hierbei handelt es sich um ein System fiir
Funktionen u: (0,00) x G — R3 und p: (0,00) x G — R, gegeben durch

w+ (u-V)u—Au=—-Vp, divu=0. (12-4)

Dies ist eine nichtlineare Gleichung, ihre Linearisierung (d.h. ohne (u - V)u)
heifit Stokes-Gleichung.

Die Losbarkeit der Navier-Stokes-Gleichung ist auch Gegenstand eines der sie-
ben Millenium-Probleme, deren Lésung mit 1 Million $ dotiert ist. Genauer
geht es um folgende Fragestellung: Setzt man z.B. G = R?® und fiigt man dem
System (12-4) noch die Anfangsbedingung

uli=o = Uo (12-5)
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hinzu, so ist bekannt, dass fiir geniigend regulédre Anfangswerte fiir das System
(12-4)-(12-5) global schwache Losungen (z.B. fiir ug € L?(R3)) bzw. zeitlich lo-
kal klassische Losungen (z.B. fiir ug € L*(R?)) existieren. Allerdings ist i.A. die
Frage nach der Eindeutigkeit von schwachen Losungen bzw. nach der Existenz
von global klassischen Losungen seit iiber 70 Jahren unbeantwortet. Die Auf-
gabe des Millenium-Problems liegt im Nachweis der Existenz global klassischer
Losungen bzw. in der Angabe eines Gegenbeispiels.

12.4 Bemerkung. Die Theorie partieller Dgl. unterscheidet sich in einigen Punkten
deutlich von der Theorie gewohnlicher Dgl.:

e Selbst bei linearen Gleichungen gibt es keine Standardmethode zur Losung
partieller Dgl., tatséchlich gibt es oft auch keine klassische, d.h. stetig diffe-
renzierbare Losung. Man erfindet daher neue Losungsbegriffe, welche z.B. mit
sogenannten schwachen Ableitungen arbeiten.

e Hinsichtlich der Losbarkeit und des Verhaltens der Losung gibt es sehr unter-
schiedliche Typen von Gleichungen, z.B. die oben schon erwéhnten elliptischen,
parabolischen und hyperbolischen Gleichungen.

e Bei gewoOhnlichen Dgl. betrachtet man die Losung immer auf einem Intervall
t € [a, b] und hat dementsprechend entweder eine Anfangsbedingung oder eine
Randbedingung, die auf den beiden Intervallenden gestellt wird. Bei partiellen
Dgl. ist die Losung auf einer Teilmenge des R™ definiert, meistens auf einem
Gebiet G C R™. Damit hat man es immer mit Randbedingungen zu tun, die
auf dem ganzen Rand 0G des Gebietes gestellt werden. Typische Randbedin-
gungen sind etwa die Dirchlet-Bedingungen (die Funktion ist Null auf dem
Rand) oder die Neumann-Randbedingungen (die Ableitung in Richtung des
Normalenvektors ist Null auf dem Rand).

Im Folgenden sollen einige Ansétze zur Losung gewohnlicher Dgl. besprochen wer-
den, die auch bei partiellen Dgl. in gewisser Weise angewendet werden konnen.

12.5 Bemerkung (Potenzreichenansatz). Wie bei gewohnlichen Dgl. kann man
auch bei partiellen versuchen, eine Losung iiber einen Potenzreihenansatz zu finden.
Dabei hat man jetzt aber eine Potenzreihe in mehreren Variablen zu betrachten.
Dieser Ansatz fiihrt zwar zu einigen theoretischen Ergebnissen, aber in der Praxis
liefert das sehr selten eine sinnvolle Beschreibung der Losung. Das ist ganz anders
als bei gewohnlichen Dgl., bei welchen man viele Losungen als Reihe darstellt und
somit viele spezielle Funktionen wie Hermite-Polynome etc. erhélt.

12.6 Bemerkung (Die Exponentialfunktion). Bei gewohnlichen Dgl. war die Ex-
ponentialfunktion schon ein wichtiges Hilfsmittel. Tatsdchlich gilt dies auch fiir par-
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tielle Dgl. Betrachtet man z.B. die Wéarmeleitungsgleichung d,u — Au = 0. u(0) = wy,
so ist man versucht, die Losung in der Form

u(t) = e®ug

zu schreiben. Allerdings ist der Laplace-Operator A keine Matrix, und man muss
neue Konzepte entwickeln, um die exp-Funktion zu definieren. Eine der besten Me-
thoden liefert hier die Funktionentheorie: Nach der Cauchy-Integralformel gilt fiir
die skalare exp-Funktion

exp(z) = L/Fe’\t (z — \) "t

- 2mi

Dabei muss I' eine Kurve sein, die den einzigen Pol der Funktion \ +— ﬁ, d.h.

die Zahl z, einschlie8t. Diese Idee lasst sich jetzt verallgemeinern: Man betrachtet
den Operator (A — \)7!, d.h. die Umkehrabbildung von A — X. Dann kann man
definieren:

eth = = / M (A = N7l

21t Jr
Es ist allerdings einiges an Theorie nétig, um das alles formal sauber zu definieren.
Jetzt muss die Kurve I" alle Werte A einschliefien, bei denen (A —X)~! nicht existiert.
Das sind alle Werte, bei denen die Abbildung A — X nicht bijektiv ist. Die Menge
all dieser A enthélt z.B. die Eigenwerte von A und heifft auch das Spektrum von A.
Bei der obigen Formel fiir die Exponentialfunktion handelt es sich {ibrigens auch im

Wesentlichen um die inverse Laplace-Transformation.

12.7 Bemerkung (Energieabschétzungen). Wir betrachten die Wellengleichung

u(t,x) — Au(t,z) =0 ((t,x) € [0,00) x R",

Man kann zeigen, dass fiir jede Losung die Energie
E(t) = [luelt, ) lz2(c) + IVult, )z

unabhéngig von ¢, also konstant ist. Dieser Ansatz der Energieabschitzungen kann
(fiir allgemeinere Gleichungen) insbesondere dazu verwendet werden, um Aussagen
iiber die Lebensdauer einer Losung und die Stabilitdt zu gewinnen. Eng mit diesem
Ansatz verbunden ist der Ansatz der Lyanpunov-Funktion. Diese Methode ist auch
gut geeignet fiir nichtlineare Gleichungen (insbesondere fiir hyperbolische Gleichun-
gen). Der Nachteil bzw. der Aufwand hierbei ist es, einen geeigneten Energiebegriff
zu finden und die Abschéatzung der Energie zu beweisen, was wiederum oft an der
speziellen Gleichung liegt. Viele Ideen aus dem Kapitel iiber die Stabilitit gewohn-
licher Dgl. lassen sich auch auf partielle Dgl. {ibertragen.
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12.8 Bemerkung (Ansatz durch Fourierreihen.). Wir betrachten die Warmelei-
tungsgleichung
us + Au =10

mit A := —A. Der Reihenansatz betrachtet zunichst Losungen, bei welchen die
Variablen x und ¢ separiert sind, d.h. Losungen der Form

u(t, z) = (t)e(x).
Wenn nun ¢ eine Eigenfunktion von A ist, d.h. wenn ein Eigenwert A\ existiert mit

Ap = Ap,

so ist u(t,z) = e Mp(x) eine Losung der Gleichung. Im allgemeinen wird diese

Losung noch nicht die richtigen Anfangs- und Randbedingungen (die oben wegge-
lassen wurden) erfiillen. Daher wird man alle Eigenwerte \,, von A suchen und einen
Reihenansatz der Form

ut) = 3 cult)pu(@)

n=1

wihlen. Hierbei seien ¢, Eigenfunktionen zu A,.

12.9 Bemerkung (Ansatz durch Fourier-Transformation). Als Beispiel betrachten
wir eine Variante der Potentialgleichung

—Au+u=f.

Die Fourier-Transformation verwandelt die partielle Ableitung in eine punktweise
Multiplikation. Man erhélt dann im Fourierbild die Gleichung

—(& + -+ ENFu)(E) = (F (&),

die man einfach nach #u auflésen kann. Mit der inversen Fouriertransformation
erhdlt man somit die Losung u. Dieser einfache Ansatz ist sehr erfolgreich und
wurde mehrfach verallgemeinert, um partielle Dgl. zu 16sen.
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Anhang

A. Tensoren

Falls £ und F normierte R-Vektorrdume sind, definiert man die Menge der linearen
stetigen Operatoren durch

L(E,F):={T: E — F|T linear und stetig}.

Auf L(E, F) wird iiblicherweise die Operatornorm ||T'[| := sup, =1 [|Tz||r betrach-
tet. Insbesondere heiit £’ := L(F,R) der (topologische) Dualraum von E.

Im Folgenden seien E' und F' endlich-dimensionale normierte R-Vektorrdume. In
diesem Fall ist die oben geforderte Stetigkeit automatisch erfiillt.

A.1 Definition. Seien r, s € Ny. Ein E-Tensor der Stufe (7, s) ist eine multilineare
Abbildung
T: E'x-xE'xXEx-xE—R.
r?n:al sIal

Hier heifit multilinear linear in jedem Argument, d.h. es gilt

T(Oélylw"7O[Ty7“761x17"'768x8):Oél'“-'a?"'ﬁl'-'-'BST(yh"'Jyhﬁla'-wﬁs)-

Die Menge aller (r,s)-Tensoren wird mit E™*) bezeichnet. Die Tensoren in E0)
heiBen kontravariante Tensoren, die Tensoren in E(%*) heiflen kovariante Tensoren.

A.2 Beispiele. a) Es gilt E®Y := {T: E — R|T linear} = E’. In der kanonischen
Darstellung endlich-dimensionaler Vektorrdume (nach Wahl einer Basis) ist £ = R"
mit n := dim £ (Spaltenvektoren). Somit ist £’ = R™" d.h. jeder Tensor in BV
lisst sich als Zeilenvektor y € R*" schreiben. Die zugehérige Abbildung ist dann
gegeben durch x — yx, wobei yr = Z?Zl y;x; das Matrizenprodukt von y € R™"
und z € R™! ist.

b) Es gilt B9 .= {T: E' — R|T linear} = E”. Definiert man fiir + € F die
Abbildung T,: B’ = RY*"™ — R, y — yx, so erhilt man ein Element von E”.

Tatsdchlich kann man in dieser Form alle Elemente von E” erhalten, d.h. es gilt
E'">=FE.

¢) Nach Definition ist E(*? = {T: E x E — R|T bilinear}. Sei G € R"™" eine
Matrix. Dann definiert die Abbildung (a, b) — (Ga,b) ein Element in E®?. Falls G
symmetrisch und positiv definit ist, so definiert

(Gz,y) (v,y € E)
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sogar ein Skalarprodukt und damit eine zugehorige Norm. Man spricht von einer
Metrik auf E. Auch indefinite Matrizen sind hier interessant, z.B. die Matrix

(Lorentz-Metrik, Minkowski-Raum).
d) Ein Beispiel eines Tensors in £®3) fiir F := R? ist gegeben durch die Abbildung

T: E? >R, T(a,b,c) Zgwkalbck

i,5,k=1
Hier ist
1, falls (7, j, k) eine gerade Permutation von (1,2, 3) ist,
gijk = —1, falls (4,7, k) eine ungerade Permutation von (1,2, 3) ist,
0, falls mindestens zwei Indizes gleich sind.
Konkret heif3t dies €123 = €231 = €312 — 1 und €132 = €321 = €213 — —1 sowie Eijk = 0

sonst. Das Symbol €;;;, heifit Levi-Civita-Symbol.

A.3 Bemerkung. Ein wichtiges Thema bei Tensoren ist das Verhalten bei Ba-
siswechsel. Wir erinnern an die lineare Theorie: Sei B = {by,...,b,} und B =
{b},...,b.} zwei Basen des R™. Man bildet die Matrix S := M2%,(idg), d.-h. man
schreibt b = 7" | 5450;.

a) Sei u € E. Schreibt man v in Koordinaten bzgl. B und B’, d.h. in der Form

n n
. o BN L . . .
u= g xjb; = g b, =1+ |, =] 1],
j=1 k=1

so erhalt man die Transformation
2 =St

Man spricht von einer kontravarianten Transformation.

b) Sei nun y = (yi,...,y,) € £’ = R™". Dann gilt unter Verwendung von z = Sz’
D DYTEED A STES w0 SRR w2t
i=1 =1 j=1 i=
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Man erhalt die kovariante Transformation
/
y =yS.

c¢) Die Ergebnisse unter a) sowie die obigen Begriffe lassen sich auf Mannigfaltigkei-
ten verallgemeinern: Hier gilt die Gleichheit M =2 E mit einem endlich-dimensionalen
Vektorraum E nur noch approximativ und lokal: Zu jedem Punkt x € M existiert
eine offene Umgebung U C M von z und ein Diffeomorphismus von U auf ei-
ne offene Teilmenge von E = R"”. Man kann damit z.B. ortsabhéngige Metriken
G = (9ij)ij=1,..n betrachten. Ein Beispiel einer drei-/vierdimensionalen Mannigfal-
tigkeit ist der gekriimmte Raum/Raumzeit der allgemeinen Relativitétstheorie.

A.4 Bemerkung. Ublicherweise verwendet man bei Rechnungen mit Tensoren die
Einsteinsche Summenkonvention. Hierbei werden die Koordinaten von kovarianten
Tensoren unten geschrieben, die Koordinaten kontravarianter Tensoren oben. Sum-
miert wird iiber Paare von Indizes mit gleicher Bezeichnung, wobei einer der beiden
Indizes oben, der andere unten steht.

T

a) Beachtet man E(0? = E so werden Vektoren z = | : | € R” in der neuen
Tn

Schreibweise zu 7.

b) Analog werden Zeilenvektoren y = (y1,...,y,) € E' 2 R zu y;.

¢) Das Matrizenprodukt yz = 3 7, y;z; wird in neuer Schreibweise zu Y.

d) Das Skalarprodukt zweier Vektoren a,b € R™ kann man nicht in der Form a’1’
schreiben, da hier nicht ein Index oben, einer unten ist. Man verwendet daher das
Kronecker-Symbol

05 1= b Z::J:’
0, i#J

und erhélt fiir das Skalarprodukt 22:1 a;b; in neuer Schreibweise aiéijbj.
e) Eine Metrik (Ga,b) = 77", gija:b; wird in neuer Schreibweise zu g;;a’t’. Der
Levi-Civita-Tensor hat jetzt die Form e;;za'b’c*.

f) Betrachtet man eine Matrix A € R™*" als Abbildung = — Az =: b, so schreibt
man konsequenterweise A = (a¥) und b* = afx’. Der kontravariante Basiswechsel hat
die Form (/)% = (S~1)%2%, der kovariante Basiswechsel schreibt sich als y; = sFyj.
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B. Die Legendre-Transformation

Die Legendre-Transformation tritt zum Beispiel in der Thermodynamik oder beim
Ubergang von der Lagrangeschen zur Hamiltonschen Mechanik auf, ist aber ma-
thematisch ein Teil der konvexen Theorie. Die Grundidee liegt darin, dass fiir eine
konvexe Funktion, die entsprechend differenzierbar ist, die zweite Ableitung grofler
gleich 0 ist, d.h. die erste Ableitung ist eine monoton steigende Funktion. Nimmt
man an, dass fiir eine konvexe Funktion f: R — R die erste Ableitung sogar streng
monoton steigend ist, so ist f’ bijektiv, und die Gleichung f'(z) = s lésst sich nach
r auflésen. Man erhilt z = z(s) := (f’)"!(s). Der Funktionswert f(x) wire damit
auch durch s festgelegt durch f(z(s)).

Die Idee der Legendre-Transformation ist es jetzt aber, den Funktionswert f(z)
auf andere Weise zu berechnen, nédmlich durch den Achsenabschnitt g(s), d.h. den
Schnittpunkt der Tangente an f an der Stelle x. Da diese Tangente die Steigung
s = f'(z) hat, ist der Funktionswert gegeben durch

fz(s)) = g(s) + s (2-1)

Siehe dazu Abbildung 21, dort sind die Funktionen f und g mit Grolbuchstaben
bezeichnet.

_ slopes

A 4

A

Abbildung 21: Die Idee der Legendre-Transformation (aus | ).

Aus Symmetriegriinden nimmt man in (2-1) meistens nicht g(s), sondern h(s) :=

—g(s).
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B.1 Definition. Sei f: R — R eine konvexe Funktion mit streng monotoner Ab-
leitung s(z) := f/'(z). Dann wird die Legendre-Transformierte h von f definiert
durch

h(s) = sx(s) — f(x(s)) (s € R), (2-2)
wobei z(s) := (f')7(s) die Umkehrfunktion von f’ bezeichne.

B.2 Bemerkung. a) In der obigen Form ist die Definition symmetrisch: Es gilt

f(x) = ws(x) = h(s(x)) (z€R),

wobei jetzt s(x) := f'(x) gesetzt wird. Oft schreibt man auch f(x) 4+ h(s) = s,
wobei allerdings die Abhéngigkeit zwischen s und x verloren geht. Man sieht leicht,
dass auch h wieder konvex ist und auch f die Legendre-Transformation von g ist.
Die Legendre-Transformation ist also ihr eigenes Inverses.

b) Der Hintergrund der Legendre-Transformation ist die Dualitdtstheorie, in gewis-
ser Weise ist h die duale Darstellung von f. Will man etwa das Minimum von f
bestimmen (das unter obigen Bedingungen eindeutig ist), so muss man f’(z¢) = 0
losen, d.h. s = 0 setzen. Aus (2-2) erhélt man dann fiir den Funktionswert sofort
f(zo) = —h(0). Die Legendre-Transformierte i enthélt also auch schon die Informa-
tion iiber das Extremum von f, ein typischer Aspekt von Dualitét.

¢) Man kann die Legendre-Transformation auch als eine Variante der Variablen-
substitution sehen: Man wéhlt als neue Variable s := f’(x) und sucht sich eine
Funktion h, fiir die die symmetrische Beziehung = = h/(s) gilt. Setzt man wie oben
f(z) + h(s) = zs, so folgt

W(s) = g(a(s)s — f(x(s))) = a'(s)s + x(s) — f'(a(s))a'(s)
= 2'(s)s + a(s) — sa'(s) = ().

Die Legendre-Transformierte erfiillt also die gesuchte Bedingung.

Die Legendre-Transformation ist nicht auf eindimensionale Funktionen beschrankt.

B.3 Definition. Sei f: R" = R, (21,...,2,) — f(21,...,2,) (strikt) konvex. Dann
definiert man die Legendre-Transformierte h: R™ — R von f durch

of(z
pi = Pi(«z) = g—i)’

n
= E Pizi —
i=1

Dabei ist p = (p1,. .., Pn)-
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Eine der Hauptanwendungen der Legendre-Transformation in der Physik liegt in
der klassischen Mechanik (und ihrer Erweiterung in der Quantenmechanik). Ein
klassisches mechanisches System ist beschrieben durch generalisierte Koordinaten
und die Lagrangefunktion. Generalisierte Koordinaten sind von der Form ¢(t) =
(@1(t),...,qn(t)) € R™, welche von der Zeit ¢t € R abhingen; Beispiele fiir generali-
sierte Koordinaten sind der Ort eines Teilchens ¢(t) € R?. Die Lagrangefunktion ist
von der Form L(t, q(t),q(t)) (wobei ¢(t) := % die Ableitung nach der Zeit bezeich-
net). Das Hamilton-Prinzip besagt:

Ein mechanisches System mit der Lagrange-Funktion L bewegt sich so, dass ¢(t)
eine Extremalstelle des Wirkungsfunktionals

to

S@ = [ Lta(o).d(o)
t1

(mit gegebenen Randbedingungen q(t1) = qo1, q(t2) = qoz2) ist.

Man definiert die generalisierte Impulse p = (p1,. .., pn) durch

oL
i = ; z:l,,n
= o ( )
Hier sollte man sich nicht durch die Schreibweise storen lassen. Mathematisch wiirde
man eher L = L(t,q1,...,Gn, 21,---,2,) und p; := g—zLi schreiben. Die Hamilton-

Funktion ist gegeben durch
H(t,q,p) =Y pidi — L(t,q,q).
i=1

Damit ist die Hamilton-Funktion die Legendre-Transformierte der Funktion
R R (21,...,20) = H(t, g1y oo GQuy 21y -5 Z0)-

Es handelt sich also um eine Variablentransformation von den Geschwindigkeiten ¢;
hin zu den generalisierten Impulsen p;.

Aus dem Hamilton-Prinzip folgen dann die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen

OH(t, (1), p(t))

li(t) = ' =1,...,n),
Gi(t) o, (i n) 03
H(t, q(t t
iy = 20Oy
sowie %—i] = —%—f. Damit ist der Zustand des Systems durch die gewdhnliche Diffe-

rentialgleichung (2-3) und gegebene Anfangsbedingungen p(to), q(to) eindeutig be-
stimmt (bei entsprechender Voraussetzung an die Hamilton-Funktion, etwa die glo-
bale Lipschitz-Bedingung).
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Abbildung 22: Der harmonische Oszillator (nach [No])

B.4 Beispiel (Harmonischer Oszillator). Der harmonische Oszillator beschreibt
einen Korper an einer Feder, welche dem Hookeschen Gesetz F' = —kx mit der
Federkonstanten k geniigt (siehe Abbildung 22).

Hier wahlt man n :=1, ¢ := ¢ := x € R. Die kinetische Energie ist gegeben durch
T = 1mg?, die potentielle Energie durch V' = 1kq¢?. Die Lagrangefunktion fiir dieses
mechanische System lautet

1o, 1
L(t,q,q) = §mq2 — ékq?

Der generalisierte Impuls ist gegeben durch

p = 8_q = mgqg,
damit ist die Lagrange-Funktion in den neuen Variablen gegeben durch Z(t, q,p) =

% — $kq?, und die Hamilton-Funktion ist

. 2

. p 1
H(t,q,p) :=pj— L(t,q,p) = ot §kq2.

Die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen lauten

i) = OH(t, q(t).p(t) _ p(t)

op m
. OH(t,q(1), p(t))
£) = — = —kq().
0 o a0
Damit folgt §(t) = % = —£4(t). Diese gewdhnliche Differentialgleichung ist mit

gegebenen Anfangswerten ¢(to),¢(to) eindeutig fiir alle ¢t € R losbar (als lineare
Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten).
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