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2 1. Fourierreihen

1. Fourierreihen

e Die roten Zahlen auf dem Rand zeigen an, in welchem Video und an welcher
Stelle der entsprechende Punkt zu finden ist. So heifit etwa 0la/1:41, dass der
Punkt ;1.1 Worum geht’s* im Video FourieranalysisOla.mp4 nach 1 Minute
und 41 Sekunden beginnt.

1.1 Worum geht’s? Fiir periodische Funktionen sind die Fourierreihen ein zen-
traler und niitzlicher Begriff. Wir betrachten Funktionen auf dem n-dimensionalen
Torus und diskutieren zunéchst elementare Eigenschaften der Fourierreihe. Dabei
wird die Faltung eine wichtige Rolle spielen.

Die Fourierreihe basiert auf der Idee, eine Funktion als Uberlagerung von Schwin-
gungen darzustellen, entweder in Form von Kosinus- und Sinus-Termen (reelle Fou-
rierreihe) oder in Form von komplexen Exponentialfunktionen. Die zentrale Frage
ist dabei, ob und in welcher Weise die Reihe gegen die Funktion konvergiert. Die
wichtigsten Konvergenzarten sind dabei Konvergenz in L', Konvergenz in L? und
punktweise Konvergenz. Ein gutes Konzept, um die Konvergenz zu untersuchen,
sind Summationskerne.

a) Eigenschaften der Fourierreihe in L'(T")
Wir beginnen mit einigen Bezeichnungen und Definitionen.

1.2 Bezeichnung. a) Der eindimensionale Torus ist definiert als Quotientenraum
T :=R/(27Z), d.h. ein Element in T hat die Form = = 2y + 27Z mit z, € R.

Dabei wird T mit der Quotiententopologie versehen, d.h. die offenen Mengen U C T
sind alle Mengen der Form {p(x¢) : zp € V'} mit einer offenen Teilmenge V' C R.
Hier ist p: R — T die kanonische Projektion p(zg) := o + 27Z. Konkret bedeutet
dies, dass auf T die Metrik d(z,y) := inf{|z — y + 27k| : k € Z} verwendet wird.

Man beachte, dass das Intervall [0,27) héufig als Beschreibung von T verwendet
wird, indem von jeder Aquivalenzklasse x4+ 27Z der (eindeutig bestimmte) Re-
prasentant in [0, 27) ausgewihlt wird. Dabei ist aber zu beachten, dass die Topo-
logie auf [0,27) (d.h. die Spurtopologie von R) nicht mit der Topologie in T iiber-
einstimmt. Ein topologisch korrektes Modell fir T ist {z € C : |z] = 1}, wobei die
Addition in T zur Multiplikation auf dem Einheitskreis wird.

Funktionen auf T kénnen mit 27-periodischen Funktionen auf R identifiziert werden
und umgekehrt. Genauer gilt: Falls f: R — C eine 2m-periodische Funktion ist, so
existiert genau eine Funktion fr: T — C mit f = fr o p. Wir werden im Folgenden
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1. Fourierreihen 3

diese Identifizierung ohne weitere Erwéhnung verwenden, z.B. bei Gleichheiten der
Form [, f(z)de = ["_f(z)dx = OQW f(x)dx.

Der n-dimensionale Torus T ist definiert als Produkt T? :=T x ... x T.

b) Auf T" werden die Rdume LP(T") mit dem Lebesgue-Maf wie iiblich definiert.
Genauer ist fiir p € [1, 00| der Raum LP(T") definiert als die Menge aller Aquivalenz-
klassen messbarer Funktionen f: T" — C, fiir welche || f||zr(rn) endlich ist. Dabei
ist

1/p
(an ]f(x)|pd“x) , fallsp e [l,00),
esssup,em | f(2)], falls p = oc.

LA llzocny = M1 £llp =

Hier ist dz := (2m) "dz das normierte Lebesgue-Maf3.

c¢) Fiir p € [1,00] ist der Banachraum ¢P(Z") definiert als die Menge aller komplex-
wertigen Folgen a = (ax)rezr C C, fiir welche ||al|¢zn) endlich ist, wobei

1/
laller(zny := {(ZkeZn |ay|?) P, falls p € [1,00),

SUDpezn |k, falls p = oo.

Analog wird (7 (Z) fiir eine beliebige abzidhlbare Menge Z definiert. Oft schreibt man
P = (P(N).

1.3 Bemerkung. Fiirallea € T" und f € L'(T") gilt [, f(z—a)dz = [, f(z)dz,
d.h. dz ist invariant unter Translationen (Haar-Maf).

Ein trigonometrisches Polynom ist eine Funktion P: T" — C der Form P(x) =
ZlkISN are®* (r € T") mit a, € C und N € N. Dabei wird k -z := kyzy + -+ +
knz, und |k| := (k - k)12 gesetzt. Der Grad eines trigonometrischen Polynoms wird
definiert als deg P := max{|ki| + ...+ |kn| : ax # 0}.

1.4 Definition. Sei f € LI(T"). Fiir k € Z" heifit
(Fra f)(k) = fk) := flx)e™edr
T

der k-te Fourierkoeffizient von f. Die formale Reihe

S[f@) =) f(k)e™ (xeT")

kezm

heilt Fourierreihe von f. Die Abbildung %t~ heifit auch diskrete Fouriertransfor-
mation.

1.5 Bemerkung. Speziell im Fall n = 1 ist auch eine alternative Darstellung der
Fourierkoeffizienten und der Fourierreihe iiblich: Sei f € L'(T). Dann definiert man

© Robert Denk 22.06.2020
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4 1. Fourierreihen
ar = f(k) + f(—k) fir k € Ny und by := i(f(k) — f(—Fk)) fiir k € N. Dann gilt

Z flk)e*® = % + Z ay, cos(kx) + by, sin(kx))
kel k=1

als Gleichheit zweier formaler Reihen. Der Vorteil dieser Darstellung liegt darin, dass
bei reellwertigem f € L'(T,R) die Koeffizienten ay, by, ebenfalls reell sind. Denn in

diesem Fall ist f(—k) = f(k).

Falls f: T — C eine gerade Funktion ist, d.h. falls f(x) = f(—z) (x € T), so folgt
f(=k) = f(k) fiir alle k € Z und damit b, = 0, d.h. die Fourierreihe von f wird
hier zu einer Reihe mit reinen cos-Termen. Analog besteht die Fourierreihe einer
ungeraden Funktion f (d.h. f( ) = —f(—x) (x € T) nur aus sin-Termen. Man
beachte auch, dass f(0 = [ f(

1.6 Bemerkung. Sei P(z) = > <y age’™® ein trigonometrisches Polynom. Dann
gilt fiir k € Z"

/ 5 apet e R gy = E ag/ “k)riy = ay
" le<N le|<N

wegen

n

/ ei(f*k)-zd-x — / ei(f*k)-xd-a: — H(2ﬂ.)71 / ei(fj*kj)xjdxj
Tn [0,27]" ; [0,27]

7j=1
1, falls 0=k,
o, falls € #£ k.

1.7 Satz. a) Die diskrete Fouriertransformation ist linear, d.h. es gilt Frn(af +
89) = aFu(f) + BFe(g) fiir o, f € C und f,g € L'(T").

b) Sei f € L'(T") und f(x) := f(x) (z € T"). Dann gilt
(Fmf)(k) = (F f)(—k) (ke€Z").
c¢) Seien f € LY(T"), a € T und (Lo f)(x) := f(x — a) (x € T™). Dann gilt

(FraLof) (k) = e (Fpa f)(K) (k € Z™).
d) Fiir alle f € LN(T") gilt |f(k)| < | Il (k € Z").
Beweis. Direktes Nachrechnen. OJ
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1. Fourierreihen 5

1.8 Definition. Fiir f,g € L*(T") definiert man die Faltung f * g: T" — C durch

(fxg)(x) = . flx—ygly)dy (ze€T").

1.9 Satz. Fiir f,g € L'(T") ist f g € LY(T™). Es gilt || f = gll1 < || fll1llg]lx und

(f*g) (k)= f(R)g(k) (k€ 2",

Beweis. Die Funktion F': T?" — C, (z,y) — f(z — y)g(y) ist messbar, und es gilt

z,y)|dxdy = o — )\ dxd
[ [ reoasts= [ 1ol [ 15— gasay
=1L [ lotwiay =171l < o

Nach dem Satz von Fubini ist y — F(z,y) fiir fast alle x integrierbar, d.h. die
Faltung (f * g)(z) ist fiir fast alle z € T™ wohldefiniert. Weiter gilt

Il = |

Fiir k € Z™ folgt wieder mit Fubini

fo - watdsfar < [ [ 15~ powldvds = |19l
™ .
*g) = o)) e FTdx
(f*9) /Tn<f g9)(x)e
- /" Tn flz - y)g(y)e_ik'(x_y)e‘ik'ydydx
= / g(y)e*ik.y< fla— y>€ik.(x,y)dx) 2
n .

9(k) . f(2)e ™ 2dz = (k) f (k).

]

Die Faltung ist damit eine Multiplikation auf dem Raum L!(T"). Der entsprechende
abstrakte Begriff ist der einer Banachalgebra.

1.10 Definition. Eine Banachalgebra A ist ein C-Banachraum, auf dem eine bili-
neare, assoziative Abbildung A x A — A, (x,y) — x -y definiert ist (die Multipli-
kation), wobei

-yl < llzll - Myl (z,y € A).
Die Banachalgebra A heifit kommutativ, falls -y =y -2 (x,y € A). Ein Element
e € A heifit Einheit (oder Eins) von A, fallsz-e=e-z =z (z € A) und |le|| = 1.

© Robert Denk 22.06.2020
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6 1. Fourierreihen

1.11 Beispiele. a) Der Raum ¢*°(Z") ist mit der Norm ||(ax)kezn || := SUPpezn |ak]
ein Banachraum. Definiert man die Multiplikation auf ¢>°(Z") durch (a - b)(k) =
apbr (k € Z") fir a = (ag)kezn und b = (b )gezn, so wird €*°(Z"™) zu einer kommuta-
tiven Banachalgebra mit Einselement 1 = (1)gezn.

b) Weitere Beispiele fiir Banachalgebren sind die beschrénkten linearen Operatoren
auf einem Banachraum, die stetigen Funktionen auf einem kompakten Hausdorff-
Raum und (als Verallgemeinerung von a)) der Raum L*(x) mit einem MaB .

Mit dieser Bezeichnung konnen wir die obigen Ergebnisse kurz zusammenfassen:

1.12 Satz. a) Der Raum L'(T"), versehen mit der Faltung als Multiplikation, wird
zueiner kommutativen Banachalgebra.

b) Die diskrete Fouriertransformation Fpn: L*(T™) — (>(Z") ist ein Homomor-
phismus von Banachalgebren.

Beweis. Dies ist nur eine Umformulierung der Satze 1.7 und 1.9. O

1.13 Lemma. Seien f € L'(T") und P(z) = 3,y ape®® ein trigonometrisches
Polynom. Dann gilt (f = P)(x) = Z\MSN akf<k.)€ik~a:.

Beweis. Ubung. O

Im nachsten Satz verwenden wir die iibliche Multi-Index-Schreibweisen

0= (2™ (52,

dx1 O0zn

Qo .01 Qn
k '_kl '...'kn 9
lal == a1+ + ay

fiir « € Nj. Bei der Definition von &% wird hier formal 0° := 1 gesetzt.

1.14 Satz. Seim € N und f € W™(T"), d.h. 0°f € L*(T") fiir alle |o| < m. Dann
gilt

(=) (Fre 0 [) (k) = k*(Fre f)(R) (k€ 27).
Beweis. Wir integrieren oj-mal partiell in Richtung x; und erhalten

(Fno ) = [

= ()" | f@) ik de = (i) (P f) ().

(0°f)(x)e*dx = (—1)l . f(x)0%e **dy

n

© Robert Denk 22.06.2020



1. Fourierreihen 7

1.15 Korollar. Sei f € W™ (T"). Dann ist f € ((Z"), d-h. 3 yezn |f (k)] < 00.  [02a/39:12

Beweis. Sei f € W(T") und k € Z" \ {0}. Wihle j € {1,...,n} mit |k;| =

max{|ki|,..., |ks|}. Dann ist k; # 0 und |k| < y/n|k;|. Mit Satz 1.14 gilt
: (021 f) (k)] C _ COptth2
k)|l = : <
‘f( )| ‘kj|”+1 — |kj’n+1 — |k|n+1 )

wobei Fpa (7! f) € £2°(Z") verwendet wurde. Nun folgt die Behauptung aus der
Tatsache, dass >~ czm (o [k[7" 7" < 00 O

b) Summationskerne

Wir werden nun Konvergenzeigenschaften der Fourierreihe betrachten.

1.16 Definition. Ein Summationskern ist eine Folge (Ky)nen € C(T™) mit 02b/2:07

(S1) [pn Kn(z)dz =1 fir alle N € N,
(S2) es existiert eine Konstante M > 0 mit [, |[Ky(z)|dz < M (N € N),
(S3) Fiir alle § € (0,7) gilt limy o0 f{xeT”:\x|26} | Ky (z)|dz = 0.

Haufig wird auch eine Familie (K )¢c[o,1) betrachtet, wobei dann in (S3) der Limes
fiir 7 — 1 genommen wird.

Im Folgenden werden wir Integrale iiber Banachraum-wertige Funktionen betrach-
ten. Dabei kann der Integralbegriff analog zum entsprechenden skalaren Integral
definiert werden (Riemann- oder Lebesgue-Integral). Insbesondere fiir stetige Funk-
tionen f: [0,27] — X mit X Banachraum, kann das Riemann-Integral verwendet
werden, d.h. fo% o(x)dr = lim Zji}%le — z;)¢(z;) € X, wobei der Limes iiber
alle Partitionen mit max |z — z;| — 0 gebildet wird. Die {iblichen Integralregeln
gelten weiterhin, so gilt etwa || fo% o(x)dzr||x < 02Tr |lp(z)||xdx. (Im Falle der Verall-
gemeinerung des Lebesgue-Integrals spricht man hier auch vom Bochner-Integral.)
Spéater werden wir sogar eine Verallgemeinerung auf vollstédndige metrische Rdume
verwenden, wobei aber die Integranden wieder stetig sind, so dass das Integral der
Grenzwert der Riemann-Summen ist.

1.17 Lemma. Seien (X, | - ||) ein Banachraum und ¢: T" — X stetig, und sei 02b/13:30

(Kn)nen C C(T™) ein Summationskern. Dann gilt

lim Kn(z)p(z)de = ¢(0) (Konvergenz in X ).

N—oo Tn

© Robert Denk 22.06.2020
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8 1. Fourierreihen
Beweis. Sei e > 0. Mit (S1) und (S2) gilt

Ky(z)p(z)de —¢(0) = | Kn(z)(p(r) — ¢(0))dz

T T

— [ Knv@)(e@) —eO)dr+ | Kx(@)(pl) - o(0)dz.

|z|<é |z]|>6

Das erste Integral ldasst sich abschétzen durch

H s Kn(z)(p(z) — @(0))&%” < / Ky (@)] lo(x) — o(0)||dz

ol <8
< max|lp(z) — 0)]| | |Kn(z)lde < Mmax|p(z) - o(0)] <,
j#/<0 T j2l<5

falls ¢ hinreichend klein gewahlt wird. Fiir das zweite Integral verwenden wir (S3)
und erhalten

Kx(@)(e(2) = ¢(0)dz|| < 2max|lo(@)| [ |Kn(@)lde <e,

H |z|>4 |z|>6

falls N hinreichend grofl gewahlt wird. O]

1.18 Lemma. Zuy € T" und f € L*(T") sei (L, f)(z) := f(x—y) (x € T"). Dann
ist fiir jedes f € LY(T™) die Abbildung p: T™ — LY(T™), y — L, f stetig.

Beweis. Seien f € L'(T"), yo € T™ und £ > 0. Da die stetigen Funktionen dicht in
L'(T™) sind, existiert ein g € C(T") mit ||f —g||: < §. Da g als stetige Funktion auf
einer kompakten Menge gleichméfig stetig ist, existiert ein ¢ > 0 mit

lg(y —w0) —gly — 2)| <5 fiiralley € T" und 2z € T" mit |z — yo| < 0.
Somit folgt || Ly,g — L.g|l1 < ||Ly,g — L.gl| < 5. Fiir f erhalten wir
||Lyof - szHl < ||Ly0f - Lyog“l + ||Lyog - ng”l + ||ng - szHl < % + % + % =&

fir alle z € T™ mit |z —yo| < &, wobei ||L.(g— f)|l1 = |lg— f|l» verwendet wurde. [

1.19 Satz. Sei (Kn)yen ein Summationskern. Dann gilt fiir alle f € L*(T™)

f= ]\}im (Kn * f)  (Konwvergenz in L'(T™)).
—00

© Robert Denk 22.06.2020



1. Fourierreihen 9

Beweisskizze. Direkt aus Lemma 1.17 und Lemma 1.18 mit X := LY(T") und ¢
wie in Lemma 1.18 folgt

J = lim Kn(y)Lyfdy

N—oo Tn

in L'(T"). Die Behauptung folgt nun daraus, dass fiir fast alle z € T™ gilt
(| EvLfay)@) = | Kxy)fe—ydy = Ky )().
Tn Tn

Um dies zu sehen, beachte man, dass der Integrand auf der linken Seite eine stetige
Funktion von T™ nach L'(T") ist. Daher kann man den Integranden gleichméBig
durch Stufenfunktionen der Form

J
S(y) = Z Xyj.yi+1) (y)KN(yj)Lyjf

J=1

approximieren. Fiir derartige Stufenfunktionen gilt diese Gleichheit aber, wie man
durch direktes Einsetzen der Definition des Integrals sieht. O

An der Stelle wird auf einen vollsténdig ausformulierten Beweis verzichtet, weil die
Behandlung Banachraum-wertiger Integrale in dieser Vorlesung nicht im Fokus steht.
Fiir Interessierte findet sich eine ausfiihrlichere Version im Anhang als Satz A.1.

1.20 Definition. a) Im Fall n = 1 ist der Fejér-Kern (Fi)yen definiert durch

N

Fy(e)= Y (1 - N‘Lll)ek (z €T).

k=—N

Man schreibt oy f := Fy * f fiir f € L'(T) und N € N. Statt (onf)(z) wird hiufig
auch on(f, ) geschrieben.

Fir N € Nist der Dirichlet-Kern Dy definiert durch Dy (z) := Z,iv:_N ek (z € T).
Wir schreiben sy f := Dy * f sowie sy(f,z) := (snf)(x).

b) Fiir n > 2 definiert man den Fejér-Kern (Fy)nen als (Tensor-)Produkt, d.h. als
Fy(z):=FP (@) ... FP(z,) (€T,

wobei F ](Vl ) der eindimensionale Fejér-Kern aus a) sei. Analog fiir den Dirichlet-Kern.

© Robert Denk 22.06.2020
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10 1. Fourierreihen

W
T
1

N
1
1

Ds(z)

—
1
1

1
[,
T
1

Abbildung 1: Der eindimensionale Dirichlet-Kern Dj

1.21 Lemma. a) Fiir den eindimensionalen Fejér-Kern gilt

FN(ZL‘) = x)

1 <sin(

N+1 sin £ > (zeT). (1-1)

b) Fir alle n € N ist (Fy)nen C C(T") ein Summationskern.

Beweis. a) Fiir den Dirichlet-Kern und x # 0 gilt

D (@) = =it %em’ Ve cl@N+l)z _ B i 5te _ —ite B sin(2N2+1:v)
NAH) = rar - ciz _ 1 ew/2 _ giw/2 sin(Z)
Wir schreiben den Fejér-Kern in der Form
N
Ny
Fy(z) = Y (1— ) = (Lo (Do(x) + Di(x) + -+ + Dy(2)). (1-2)
k=—N
Es gilt
N N N
2sin®(%) Z ZQsm 2) sin(ZH ¢ Z cos(kz) — cos((k + 1)z))
k=0 =0

= 1 —cos((N—|— x) = 28111 J(Mtly).
Damit und mit (1-2) erhalten wir fiir den Fejér-Kern die gesuchte Darstellung (1-1).

b) O.E. sei n = 1, da sich die Eigenschaften eines Summationskerns direkt auf das
entsprechende Tensorprodukt iibertragen. Offensichtlich gilt [, Dy(x)dz = 1 fiir

© Robert Denk 22.06.2020



1. Fourierreihen 11

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
Abbildung 2: Der eindimensionale Fejér-Kern Fj

alle N e N. Mit (1-2) folgt auch [, Fx(x)dz = 1, d.h. Eigenschaft (S1). Nach a) ist
Fy >0, damit gilt (S2) trivialerweise mlt M = 1. Fiir (S3) verwendet man ebenfalls
die Darstellung aus a). Sei 0 € (0, 7). Fiir x € (§,27 —§) ist dann |sin(5)| > M mit
einer Konstante M > 0. Somit gilt

N+1

(Y < () cewano

2

Mit (1-1) folgt sup,esaqn_s [Fn(z)| = 0 (N — 00) und damit f;THS |Fn(x)|dz —
0 (N — 00). O

Trotz des Namens ist der Dirichlet-Kern kein Summationskern. Fiir den Fejér-Kern
ist dies allerdings der Fall, wie das obige Lemma zeigt. Nach (1-2) ist Fly (fiir n = 1)
das arithmetische Mittel der ersten N + 1 Elemente der Folge (Dj)ken,, entspre-
chendes gilt fiir die Faltung mit f. Man spricht auch vom Cesaro-Mittel.

1.22 Korollar. a) Fiir alle f € L'(T") gilt onf = Fx x f — f (N — o) (Kon-
vergenz in L*(T™)).

b) Fiir f € LY(T") gilt

=z

@ = 3 [[1(-52p))iters wer)

|kleo<N j=1

Hier ist |k|oo := max{|ki|,...,|kn|}
c¢) Trigonometrische Polynome liegen dicht in L*(T™).

© Robert Denk 22.06.2020
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12 1. Fourierreihen

Ds(x)
P
L

Z2

-4 4 ) X1

Abbildung 3: Der zweidimensionale Dirichlet-Kern Ds

Beweis. a) Dies ist Satz 1.19 fiir den Fejér-Kern. Man beachte dabei, dass Ky (k) =
IA(](\})(kl) Ce IA(](\})(k:n) gilt, wobei K() der eindimensionale Fejér-Kern sei.

b) Da Fy ein trigonometrisches Polynom ist, gilt dies nach Lemma 1.13.

c) folgt sofort aus a) und b). O

1.23 Satz (Eindeutigkeitssatz). Sei f € L'(T™) mit f(k) = 0 fiir alle k € Z". Dann
gilt f =0 1in LY(T™), d.h. f =0 fast iberall.

Beweis. Sei f € LY(T") mit f(k) = 0 fiir alle k& € Z". Nach Korollar 1.22 b) ist
Fy * f =0 fiir alle N € N und damit (Korollar 1.22 a)) f =0 in L*(T"). O

1.24 Satz (Riemann-Lebesgue-Lemma). Fir alle f € L'(T") gilt limp_e flk) =
0.

Beweis. Zu € > 0 existiert ein trigonometrisches Polynom P mit || f — P||; < e. Fiir
k € Z" mit |k| > deg P folgt mit Satz 1.7 d)

N

[f(k)| = If(k) = P(R)| < |If = Pl < <. -

Das Riemann-Lebesgue-Lemma besagt insbesondere, dass der Homomorphismus von
Banachalgebren Fpn: LY(T") — (>*(Z"), f + f aus Satz 1.12 nicht surjektiv ist.

© Robert Denk 22.06.2020



1. Fourierreihen 13

Abbildung 4: Der zweidimensionale Fejér-Kern Fj

1.25 Bemerkung. Die folgenden Aussagen werden wieder fiir allgemeine Summa- |3} /30:25

tionskerne formuliert. Neben dem Fejér-Kern werden auch folgende Summationsker-
ne in Anwendungen verwendet, welche wir hier nur im eindimensionalen formulieren
(in T™ betrachtet man wieder das Tensorprodukt).

a) De la Vallée-Poussin-Kern: Dieser ist gegeben durch Ky () := 2Fyn41(7)— Fy(2).
Es gilt K (k) =1 fiir [k] < N+ 1.

b) Poisson-Summationskern (P,),cjo,1y: Dieser ist definiert ist durch

P.(x):=1+ Zirk cos(kxz) (v eT).
k=1

Es gilt P.(z) = #g;ﬂ) (z € T) sowie (P, * f)(x) = > ey rlkl f(k)etke (z € T)
fir f € LY(T).

Wir haben oben die Konvergenz in L'(T") fiir Summationskerne gesehen. Um die
punktweise Konvergenz zu untersuchen, ist der folgende Begriff niitzlich:

1.26 Definition. Ein homogener Banachraum B auf T" ist ein linearer Teilraum |44 /07:43

von L'(T™) mit einer Norm || - ||g > || - || 12 (=), fiir welchen gilt:

(i) Fur alle f € Bund y € T"ist L,f € B und || L, f||5 = || f 5

(ii) Die Abbildung T" — B, y +— L, f ist stetig fiir alle f € B.
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14 1. Fourierreihen

1.27 Beispiele. a) Beispiele fiir homogene Banachriume auf T™ sind C'(T™) mit
der Supremumsnorm || - [|oo, C™(T") mit Norm || f[|cm(mn) == 32, <, [[0% oo sSOWie
LP(T™) fiir p € (1, 00) mit Norm || - [[,..

b) Der Raum L*(T") mit || - ||« ist kein homogener Banachraum.

1.28 Satz. Sei B ein homogener Banachraum auf T, und sei (Ky)yen €in Summa-
tionskern. Fir jedes f € B gilt dann Ky f € B sowie ||[Kyxf—f||lg — 0 (N — o0).

Beweis. Betrachte das B-wertige Integral Fiy := [, Kn(y)L,fdy € B. Wegen || -
|5 > |- [|22(rny ist dieses Integral gleich dem L'(T™)-wertigen Integral, d.h. es gilt
Fy = Ky * f (siehe Beweis von Satz 1.19). Nach Lemma 1.17 gilt Fy — f in B.
Insgesamt folgt also Fiy = Ky f — fin B. O

1.29 Korollar. a) Ist B ein homogener Banachraum auf T", so liegen die trigono-
metrischen Polynome dicht in B (fiir B = C(T") ist dies der Satz von Weierstraf).
Insbesondere gilt fir den Fejér-Kern |[Fyxf—f|l, = 0 (N — o0) fir alle f € LP(T™)
mit p € [1,00). Fir alle f € C(T") gilt ||[Fy * f — flloo = 0 (N — 0).

b) Speziell firn =1 folgt fir alle f € C(T)
k A )
tim 3 (1- <) fkget = pa)

N—>oo|k|§N N+ 1

gleichmafig in x € T". Dies ist das Cesaro-Mittel der Fourierreihe, d.h. die Fou-
rierrethe von f ist Casaro-summaierbar.

Mit dem Poisson-Summationskern erhdlt man fir alle f € C(T)

lim (erf(k)e““) = f(x)

r 1
7 keZ

gleichmdjig in x € T. Dies entspricht der Abel-Summierbarkeit der Fourierreihe.

c) Punktweise Konvergenz

Wir haben oben gesehen, dass onf = Fy * f — f in L'(T") fiir alle f € L*(T")
gilt. Falls f sogar stetig ist, gilt diese Konvergenz sogar gleichméfiig und damit
insbesondere punktweise. Hier soll die Frage behandelt werden, ob man auch fiir
allgemeine L!'-Funktionen punktweise Konvergenz hat, sowie die Konvergenz der
Fourierreihe selbst. Diese Fragen sind zum Teil wesentlich schwerer zu beantworten,
und wir kénnen einige Ergebnisse auch nur ohne Beweis zitieren. Wir beschrénken
uns in diesem Abschnitt auf den Fall n = 1.
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Wir sagen, eine Funktion f € L'(T) erfiillt die Bedingung (L) an der Stelle zo € T,
falls ein a € C existiert mit

1 M fmo+y) + flzo—y)
flfi%ﬁ/o ‘ 2

—aldy = 0.

1.30 Satz (Lebesgue). Fulls f € L'(T) die Eigenschaft (L) an der Stelle xy € T 04a,/38.17

besitzt, so gilt on(f,x0) = a (N — 00).

Beweis. Unter Verwendung von Fy(z) = Fy(—x) schreiben wir fiir § € (0, 7)

UN(faifO)_a:/

™

Fu(y)(f (20 — y) — a)dy = / Fu(y)(f (20 — y) — a)dy

T -7
_a [ F d
- /0 N () (y)dy,
wobei ¢(y) := 3(f(zo+y) — f(z0o —y)) — a. Wir verwenden folgende Abschitzungen
2
Fn(y) < N1 (y € (0,m)) (1-3)
Fy(y) <N +1 (y€(0,m)), (1-4)

welche man direkt nachrechnet. Wir teilen das Integral [ Fn(y)e(y)dy in drei
Teilintegrale auf und zeigen jeweils, dass diese gegen Null konvergieren:

(i) Intervall [0, +]: Wir wenden (L) mit A = < sowie (1-4) an und erhalten

1/N 1/N
[ Ewetn] < @) [ lellds = (F1aG) 20 (V= o0)

Hier wurde ®(h) := foh lo(y)|dy definiert.

(ii) Intervall [+, N=%/4]: Mit (1-3) und partieller Integration erhalten wir

N—1/4 2 N—1/4
™ e(y)
F d ‘ < T )— d
[ men] <= [ B
—1/4 -1/
_ <<I>(y)‘N / +2/N “@(y)dy>
N+1\ g2 In— N1 Y '

Wegen (L) existiert zu e > 0 ein Ny € N mit ®(y) < ey fiir y € (0, N~/4) und
N > Ny. Damit erhalten wir

N—1/4

N—1/4 2

T
F d‘< (N1/4 2/ —2d)
’/N_l vWeWdy| < (e T v
m2e

<
~N+1

(NY* 4+ 2N) < 2%,
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16 1. Fourierreihen

(iii) Intervall [N~Y4 7]: Fiir das dritte Integral verwenden wir wieder (1-3) und
erhalten

‘/ ey)dy| < sup  Fy(y /Iso ) dy
N-1/4 yE[N 1/4 ﬂ]

7T

< m@ﬂfﬂl +mlal) =0 (N — o0).

1.31 Korollar. a) Seien f € L'(T) und zy € T. Falls
f(zo 4 0) + f(zo — 0) ?:i%(f(lUOﬂLh)*'f(xo—h))

existiert, so folgt on(f,z0) = 3(f(zo + 0) + f(zo — 0)) (N — 00). Dies gilt insbe-
sondere an allen Stetigkeitspunkten von f.

b) Seien f € LY(T) und U C T offen mit f|y = 0. Dann gilt on(f,xo) — 0(= f(z0))
fiir alle xo € U.

1.32 Bemerkung. Sei f € L'(T). Ein Punkt 2y € T heifit Lebesgue-Punkt von f,

falls i fzo— )
To + y +
}lll\r%h/ ) 5 — f(®o)|dy = 0.

Man kann zeigen: Fast alle 2y € T sind Lebesgue-Punkte von f.

Somit gilt insbesondere: Fiir jedes f € LY(T) gilt on(f, 7o) — f(z0) (N — o0) fiir
fast alle zo € T.

Wir betrachten nun die Konvergenz der Fourierreihe selbst, d.h. die Konvergenz von
sy f, gegeben durch

sn(f,x) = (Dn* f)(z Zf e** (z €T, N eN).

k=—N

1.33 Bemerkung. Falls sy f in L'(T) konvergiert, dann gegen f. Denn es gilt

onf = w5(s0f +s1f +...+snf),

und das Cesaro-Mittel einer konvergenten Folge konvergiert gegen denselben Wert
(Ubung).

Damit folgt insbesondere sy f — f in LY(T), falls (sy f)nen gleichméBig konvergiert.
Dies ist der Fall, falls f € ¢'(Z), z.B. falls f € W/(T). Aber nicht fiir jede stetige
Funktion gilt f € (}(Z).
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Unter einer Zusatzannahme lésst sich aus der Konvergenz des Cesaro-Mittels die
Konvergenz der Folge selbst schliefen:

1.34 Lemma (Hardy). Sei (ax)ren, C C eine Folge, und sei sy == > o ax und
oN = ﬁ Z,JCV:O sk. Falls (on)nen, konvergiert und eine Konstante ¢ > 0 existiert

<

mit |ay| < iy (k € N), dann konvergiert auch (sy)nen mit demselben Grenzwert.

Beweis. Fiir N,k € N sei oy, 1= %(SN + sy+1+ .-+ Syik—1). Wir berechnen

1 N+ k N
ONJ = E((N +k)onik-1 — Noy_1) = G ON+h—1~ 77ON-1 (1-5)
N+kN§:_1N+k—] N2 N —j
p— —_— — a/A
k : N+k 7 k4 N
Jj=0 7=0
Nk—1 Ntk—1 . Ntk—1
N —3 7—N
S U SR T S LN
7=0 j=N j=N

Es gelte oy — s (N — 00), und es sei € > 0 gegeben. Wir setzen k := k(N) :=
[eN] + 1, wobei [-] der ganzzahlige Anteil (Gaufi-Klammer) sei. Dann gilt e N <
kE(N) < eN + 2. Somit ist (%)N@\; eine beschrinkte Folge, und aus (1-5) folgt
ong(N) — 5 (N — 00). Fiir hinreichend groBe N gilt somit |oy k) — 5| < €.

Andererseits gilt

N+k—-1
ke (eN +2
ok — sv-1l > ﬁsﬁcsugzw
; J
j=N

fiir hinreichend grofles V. Insgesamt erhalten wir |sy_1 — s| < (2C + 1)e fiir grofles
N, dh. sy = s (N — o0). O

1.35 Korollar. Sei f € LY(T) mit |f(k)| < & (k € Z) (2.B. falls | € ('(Z) oder
f e WNT) gilt). Dann gilt:

(i) Die Folgen (sy(f,))nen und on(f,x) konvergieren fiir dieselben x € T und
dann gegen den gleichen Wert.

(i1) Falls f(x +0) — f(x — 0) existiert (2.B. falls f stetig an der Stelle x ist, so
folgt sn(f,x) = 3(f(z +0) + f(z - 0)).

(111) Fir fast alle z € T gilt sn(f,z) = f(x) (N — 00).
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18 1. Fourierreihen

1.36 Lemma (Dini-Test). Sei f € LY(T). Zu xq € T definiere

0ao(y) = 5(f(xo +y) + f(xo — ) — f(z0) (yeT).
Falls
/“‘som(y)‘dy -
0 Yy 7

so gilt sn(f,x0) = f(xg) (N — 00).

sin((2N+1)y/2

Beweis. Wir verwenden die Darstellung Dy (y) = == 7 ) und erhalten

™

sn(f,w0) — f(wo) = (D * f)(0) — f(z0) = / (f(zo —y) — fzo))Dn(y)dy

—T

1 / " (1) Dy )y
i sin(Ny)

_1 " N 1 )
”/o P, (y) cos( y)dy+ﬂ/0 Do (Y) fan g2 Yy

Pxq
tan( - /2)
beide Integrale die Fourierkoeffizienten der jeweiligen Funktion. Wegen f € L'(T)
gilt auch ¢,, € L'(T). Fiir das zweite Integral verwenden wir tan % = 4+2(4)3+. . ..
Daher gilt fiir y € (0, d) mit hinreichend kleinem 0 > 0 die Abschétzung |tan §| > 4.

[z (v)

Also ist y +— 4\7] eine integrierbare Majorante von g im Intervall (0,6). Da

m auf (8, 7) beschriinkt ist, folgt ¢ € L*(T). Nun folgt die Behauptung aus

dem Riemann-Lebesgue-Lemma, Satz 1.24. O

Da ¢, eine gerade Funktion ist und g(y) := eine ungerade Funktion ist, sind

1.37 Korollar (Lokalisationsprinzip). Seien f € LY(T) und U C T offen mit f|y =
0. Dann gilt sn(f,x) — f(x)(=0) fir alle x € U.

1.38 Bemerkung. Es gibt viele weitere Resultate iiber punktweise Konvergenz, mit
zum Teil sehr anspruchsvollen Beweisen. So gelten etwa die folgenden Aussagen:

a) Es existiert ein f € C(T), deren Fourierreihe an einer gegebenen Stelle divergiert
(Fejér); es existiert sogar ein f € C(T), fiir welches sy f an iiberabzdhlbar vielen
Stellen divergiert.

b) Es existiert ein f € L'(T), fiir welches sy f an jeder Stelle divergiert (Kolmogo-
rov).

c) Falls f € LP(T) mit p € (1,00), so gilt sy(f,z) — f(z) fur fast alle x € T
(Carleson).
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d) Fourierreihen in L?(T")

Im Folgenden sei fiir & € Z™ die Funktion e;: T" — C definiert durch ey(z) :=
e*® (x € T™). Wir betrachten nun Fourierreihen im Raum L?(T"), welcher mit dem
Skalarprodukt

(f.g) = 5 fx)g(z)dz (f,g € L*(T"))

ein Hilbertraum ist.

1.39 Bemerkung. a) Es gilt (ex,e;) = 0y, d.h. {e, : k € Z"} ist ein Orthonor-
malsystem in L?(T™).

b) Fiir f € L*(T") ist

(fen) = . fx)e ™ vde = f(k) (k€ Z").

Die Fourierreihen von L2-Funktionen sind nur ein Spezialfall einer allgemeinen Hil-
bertraumtheorie fiir vollstdndige Orthonormalsysteme. Wir formulieren daher einige
wichtige Aussagen allgemeiner. Im Folgenden sei stets K € {R, C}. und (X, (-,-)) ein
K-Hilbertraum. Zu S C X sei S+ :={x € X : (x,s) =0 (s € S)} das orthogonale
Komplement. Wie iiblich setzen wir ||z| := (z,2)'/? (z € X).

1.40 Satz. Sei S = {ex : k € N} ein Orthonormalsystem. Dann sind dquivalent:

(i) Es gilt S+ = {0}.

(ii) Fir allex € X gilt x =Y, (x, ex)er (Konvergenz der Reihe in X ).

(iii) Fir alle x,y € X gilt {(x,y) = Y ,cn{T,er) (Y, ex) (Parsevalsche Gleichung),
wober die Reihe absolut konvergiert.

(iv) Fir alle x € X gilt ||z||* = >, {2, ex) |

Beweis. Wir beginnen mit einigen Vorbemerkungen. Da

N

{61, C,EeN, T — Z(x,ek>ek}

k=1

eine Menge zueinander orthogonale Vektoren sind, folgt mit dem Satz von Pytha-
goras (durch Ausmultiplizieren)

N N
lall? = 3 o) P + o = Do, eaje
k=1 k=1

) N
> > [z, e,
k=1
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20 1. Fourierreihen

Fiir N — oo erhilt man Y, |(z, ex)]? < ||z]|* (Besselsche Ungleichung). Damit
konvergiert >, . [(z, ex)|* absolut und wegen

[z, en)(y, en)| < 5 (1@, e)|” + [y, e)]?)

auch >, (@, ex)(y, ex). Weiter gilt

M
H Z<x>€k>€k
k=N

und da X vollsténdig ist, existiert der Limes 7 := ), (@, ex)er € X.

(i)=(ii). Fiir alle ¢ € N gilt

(T —x,e) = Z(x, ex)(ex, er) — (x,e0) = (x,e0) — (x,e0) =0,

dh. x -7 € St ={0}.
(if) = (iii). Mit (ii) gilt

(z,y) = < Z(% €k Z(y, €e>€z>

9 M
=Y [z,e)* =0 (N, M — o0),
k=N

keN LeN
= Z <.§C, ek><y7 €€><ek7 €[> = Z<x7 ek) <y7 €k>,
k0N keN

wobei die absolute Konvergenz aus der Vorbemerkung folgt.

(iii)=(iv). Trivial.

(iv)=(i). Sei z € S*, d.h. (z,e;) = 0 (k € N). Dann folgt mit (iv) ||z[]* =
> ken (T, ex)? = 0. O

1.41 Definition. Ein Orthonormalsystem, welches die dquivalenten Bedingungen
von Satz 1.40 erfiillt, heift ein vollstdndiges Orthonormalsystem (oder eine Ortho-
normalbasis von X oder eine Hilbertraumbasis von X).

1.42 Bemerkung. Im Beweis von Satz 1.40, Teil (i)=-(ii), haben wir gesehen: Sei
(o)wen C K eine Folge mit Y-, v |ax|* < oo. Dann konvergiert z := >,  axer €
X, und es gilt (x,e) = ap (k € N).

Wir wenden nun die obigen Ergebnisse auf die Fourierreihe an, d.h. nun sei wieder
ep = e ke

1.43 Lemma. Die komplezen Exponentialfunktionen {ey : k € Z"} bilden eine
Orthnormalbasis von L*(T™).
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Beweis. Sei f € L2(T™) C L*(T™) mit (f,ex) = f(k) = 0 (k € Z"). Dann folgt nach
dem Eindeutigkeitssatz 1.23 schon f = 0 fast {iberall, d.h. f = 0 in L*(T"). Somit
ist Bedingung (i) in Satz 1.40 erfiillt. O

"

Wir fassen die Aussagen von Satz 1.40 noch einmal fiir unseren Fall zusammen.

1.44 Satz. a) Fir alle f € L*(T") gilt [y, |f(2)]?dz = X pcpm | F(K)]? sowie 06a/11:15

= > flk)e™

kezZm™

mit Konvergenz der Reihe und Gleichheit in L*(T").

b) Fiir alle (ou,)pezn C C mit Yy pn lag]® < 0o existiert ein f € L*(T") mit f(k) =
(7% (k’ S Zn)

¢) Fir f,g € L*(T") gilt (f,9)12(0m) = Ypezn [(K)3(K).

Somit ist Fpn: L*(T") — (2(Z™) ein isometrischer Isomorphismus von Hilbertrdum-
en.
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2. Die Fouriertransformation in R”

2.1 Worum geht’s? Neben den Fourierreihen ist die Fouriertransformation ein
zentraler Begriff der harmonischen Analysis. Jetzt werden Funktionen auf R™ be-
trachtet, auch die Fouriertransformierte ist wieder auf R™ definiert. Methodisch las-
sen sich die meisten Begriffe auf diesen kontinuierlichen Fall direkt iibertragen, so
etwa Summationskerne. Wir erhalten analoge Aussagen und kénnen bei den Bewei-
sen oft auf Kapitel 1 verweisen.

Interessanter als bei den Fourierreihen ist jetzt die Frage, wie und ob die Fourier-
transformation auf Distributionen definiert werden kann. Fiir die Klasse der tempe-
rierten Distributionen erhélt man wieder einen Isomorphismus. Diese grofie Klasse
von Distributionen enthélt viele Funktionenrdume, welche bei partiellen Differenti-
algleichungen von Nutzen sind. Wir werden vor allem auf Stetigkeitseigenschaften
der Fouriertransformation auf den verschiedenen Rdumen eingehen, bei den tempe-
rierten Distributionen wie auch bei den Schwartz-Funktionen handelt es sich dabei
um lokalkonvexe topologische Vektorrdume.

a) Fouriertransformation in L!(R") und Summationskerne

Fiir p € [1,00] sei nun LP(R") der Raum aller (Aquivalenzklasen von) messbaren
Funktionen, fiir welche ||f||, < oo gilt, wobei ||f|l, == ([gn |f(z)[Pdz)"/? (iibliche
Modifikation fiir p = co). Dabei wird nun dz := (27)"/2dx gesetzt. Man beachte,
dass sowohl die Bezeichnung || - ||, als auch die Bezeichnung dz in diesem Kapitel
eine andere Bedeutung hat als in Kapitel 1. Dies liegt auch darin begriindet, dass die
Theorie der Fouriertransformation allgemein in lokalkompakten abelschen Gruppen
gilt, wobei das Integral dann beziiglich des sogenannten Haar-Mafles dx gebildet
wird.

2.2 Definition. Fiir f € L'(R") wird die Fouriertransformierte von f definiert
durch

(Fan )(€) == f(&) := | J@)e e = (2m) /2 | J@)e ™ de (€€ R,

Die folgenden Eigenschaften lassen sich wieder sofort nachrechnen.

2.3 Satz. Seien f,g € L*(R"), o, 8 € C.

a) Es gilt Fpn(of + B9) = a.Fpn f + BT ng.

b) Ist f(z) = f(x) (x € R"), s0 folgt (Fan[) (&) = (Frrf)(—E) (£ €R™).

c) Sei Ly f(x) == f(x—y) (y € R"). Dann gilt (Fun(Lyf))(€) = e (Frn f) () (€ €
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R").
d) Fir alle € € R ist |(Fan £)(©)] < |If]]1.

e) Sei zu A € R\ {0} die Funktion T\f definiert durch 7\f(x) := A" f(Az) (x € R™).
Dann gilt (Fraaf)(€) = (Fre f)(5) (€ €RT).

2.4 Lemma. Fiir f € L'(R") ist Zgn f: R" — C eine gleichmdfig stetige Funktion.
Beweis. Sei f € LY(R"). Dann gilt fiir £, h € R”
FE+m) = FOI< [ If @) e @E) — e Sde = | |f(a)|[e™" - 1]da,
Rn R"

Mit der integrierbaren Majorante 2|f(-)| und der punktweisen Konvergenz |e®*" —
1| = 0 (h — 0) folgt die Stetigkeit. Da die rechte Seite nicht von { abhiingt, erhalten
wir sogar die gleichméfige Stetigkeit von f. [

Mit partieller Integration kann man wie im Fall T (Satz 1.14) folgenden Zusam-
menhang zwischen Fouriertransformation und Ableitung zeigen.

2.5 Satz. Sei f € W/™(R"), d.h. es gelte 3*f € L'(R") fiir alle |o] < m. Dann gilt

(=)l (Fru 0 )(€) = E(Frn ) (E) (£ ERD).

2.6 Definition. Fiir f,g € L'(R") definiert man die Faltung f % g: R® — C durch

(fx9)(x) = . flx—y)gly)dy (zeR").

Die folgenden beiden Aussagen kénnen leicht bewiesen werden (Ubung).

2.7 Satz. Fir f,g € LY(R") gilt f*g € L*(R"™) mit ||f * glli < |[f|lillgllL sowie
T (f x g) = (o f)(FRng).

2.8 Lemma. Seien f, K € LY(R"), und sei k € L'(R") eine Funktion mit K (z) =
Jan k()€™ dE fiir fast alle x € R™. Dann gilt fir fast alle v € R":

(f * K)(x) = / K(E)f(€)e .

n

2.9 Definition. Ein Summationskern auf R" ist eine Familie (/)xe(0,00) € C(R™)
mit

© Robert Denk 22.06.2020
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24 2. Die Fouriertransformation in R"

(S1) Jou Kn(z)dz =1 (X € (0,00)),
(S2) es existiert eine Konstante M > 0 mit [p, |[Ky(z)|dz < M (A € (0,00)),

(S3) fiir alle 6 > 0 gilt [, [Kx(z)|dz — 0 (A — o).

2.10 Bemerkung. Sei f € L'(R") mit [, f(z)dz = 1. Setzt man K,(z) :=
X' f(Ax), so ist (Kx)ae(0,00) €in Summationskern. Denn es gilt

Ky(x)dz = \" f(Az)dx = ) fly)dy =

R™ R7

1Kl /le( o)ldz = I,
/ K (a)) e = / F@ldy =0 (A= o0).
|x|>6 ly|>Aé

2.11 Beispiele. a) Der wichtigste Summationskern auf R™ ist wie im Fall T™ der
Fejér-Kern (F))ac(o,00), Welcher jetzt gegeben ist durch Fy(z) := X'F(Azy) - ... -
F(Az,) mit dem skalaren Kern

sin 2+ 2

—2) (z €R).

2

Fla) = (2m)2(

Man rechnet einfach nach, dass F(z) = (2r)"/2 [, (1 — [¢])e**¢d¢ (x € R). Fiir den
Fejér-Kern bedeutet dies

o z)\:cf @ iz n
/[11H1 €] eP e = /M]m 1 )\)e d¢ (z € R").

b) Der de la Vallée-Poussin-Kern ist wieder gegeben durch V) (z) := 2F,(z) — F)\(z).
c¢) Der Cauchy-Poisson-Kern (Py)xec(0,00) Wird analog zu a) aus dem skalaren Kern

P konstruiert mit P(x) := \/g .z (r €R).

d) Der GauBkern (G1)re(0.00) Wird aus dem skalaren Kern G(z) := e=**/? (z € R)
gebildet.

e) Der Dirichlet-Kern hat ein Analogon auf R, welches gegeben ist durch D) (x) :=
\/E sz (3 € R). Dies ist kein Summationskern (z.B. Dy & L*(R)).

Vollig analog zum Fall T" (Satz 1.19) zeigt man folgenden Satz:
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2.12 Satz. Seien f € L'(R™) und (K))xe(,00) €in Summationskern auf R™. Dann
gilt
f= /\lim (Ky* f) (Konvergenz in L*(R™)).
—00

2.13 Korollar. a) Ist f € L'(R), so gilt
o) = Jim (P« f)(o) = Jim | [E< 1)) freresae

(Konvergenz und Gleichheit in L'(R™)).

b) (Eindeutigkeitssatz) Ist f € L*(R) mit f(€) = 0 fir alle ¢ € R", so gilt f =0
fast diberall.

Beweis. a) Die Konvergenzaussage ist Satz 2.12, angewendet auf den Fejér-Kern.
Dabei folgt die Darstellung von F) * f aus Beispiel 2.11 a) und Lemma 2.8.

b) folgt sofort aus a), da das Integral fiir jedes A € (0, 00) den Wert 0 annimmt. [

2.14 Satz (Inversionstheorem). Ist f € L'(R") mit f € LY(R™), so gilt fiir fast alle
r € R"”

@)= | J©ersde.

Fulls f stetig ist, qult dies fiir alle x € R™.

Beweis. Die Funktion g\(§) := x-axp [ 1= (1— ‘g—/\]l)f(f)e”fg konvergiert fiir A — oo

fiir jedes feste # € R™ punktweise gegen f(€)e™%. Da | f| eine integrierbare Majorante
von g, ist, folgt mit majorisierter Konvergenz

A—00

lim (Fy« f)(x) = | f()e4dg = folx) (z €R").
Rn
Wieder mit majorisierter Konvergenz gilt

o= Al = [ | im (B D) = fa)ldo = fim [ (B £)@) - fa)lds
R™ 00 —0 Jpn
= lim [[Fy s f — fli =0,

Also ist f = fy fast iiberall. Der Zusatz folgt, da f; stetig ist. n

© Robert Denk 22.06.2020

07a/19:05

07a,/22:40

07a,/30:30




07b/01:05

07b/17:40

07b/25:45

26 2. Die Fouriertransformation in R"

2.15 Korollar. a) Fiir den Fejér-Kern gilt Fy(€) = X [T (1= Kl L) (£ € RY).
b) Die Menge {f € L*(R") : supp f kompakt} liegt dicht in L'(R™).
¢) (Riemann-Lebesgue-Lemma) Ist f € LY (R"), so gilt lim¢_oo f(€)=o.

Beweis. a) O.E. sei n = 1. Sei g(y) := x|- ,\,\]( — %) (y € R). Nach Beispiel 2.11 a)
(und da g gerade ist) ist g(x) = g(—z) = Fx(z) (z € R). Anwendung von Satz 2.14
liefert

o(y) = / §(x)e vy = / Fu(x)e™dy = Fy(—y) = F(y) (y €R).

Im letzten Schritt wurde hier ausgenutzt, dass auch F) eine gerade Funktion ist.

b) Wegen Fgn(Fy x ) = (Frn F\)(Fgrn f) hat Fra(F) * f) kompakten Triager, und
nach Korollar 2.13 gilt Fy * f — f in L*(R").

c) folgt aus b) genauso wie in Satz 1.24. O

2.16 Bemerkung. Wie im Fall T" kann man auch fiir die Fouriertransformation im
R"™ eine ganze Reihe von Aussagen iiber punktweise Konvergenz beweisen. Hier sei
nur ein Beispiel ohne Beweis zitiert: Sei f € L'(R) zusitzlich uneigentlich Riemann-
integrierbar, und sei ¢y € R. Falls f in einer Umgebung von xy von beschrankter
Variation ist, so gilt

A—00

b) Fouriertransformation im Schwartz-Raum .(R") und in
L2(Rn)

Wie im diskreten Fall T™ besitzt auch in R"™ die Fouriertransformation in L? be-
sonders gute Eigenschaften. So gilt etwa auch der Satz von Plancherel, d.h. die
Fouriertransformation ist eine Isometrie in L?(R™). Um dies zu beweisen, machen
wir einen Umweg iiber den Schwartz-Raum . (R"), da wir diese Ergebnisse im Ab-
schnitt {iber Distributionen auch benétigen.

2.17 Definition (Schwartz-Raum). a) Der Vektorraum . (R™) besteht aus allen
Funktionen f € C*°(R"), fir welche gilt:

py(F) = max sup (1+ [o])|0° f(2)] < 00 (N € ).

laf< zeR”

Der Raum .(R™) heiit Schwartz-Raum oder der Raum der schnell fallenden Funk-
tionen.
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b) Zu N € Ny und ¢ > 0 definiere Uy, := {f € L (R") : py(f) < €}. Dann heifit
eine Menge U C . (R") offen, falls zu jedem f € U ein N € Ny und ein ¢ > 0
existiert mit f + Uy :={f+u:ueUn.} CU.

2.18 Bemerkung. Teil b) der obigen Definition ist ein Spezialfall einer sogenannten
lokalkonvexen Topologie, welche im Allgemeinen durch eine Familie von Seminormen
definiert ist (hier {py : N € Ny}). Wir verzichten hier auf eine allgemeine Theorie
und erwihnen nur, dass {Uy. : N € Ny,e > 0} eine Umgebungsbasis der Null in
dieser Topologie darstellt. Einige wichtige Aussagen, welche wir im Folgenden noch
benotigt werden, werden hier ohne Beweis aufgefiihrt:

(i) Der Schwartz-Raum .7 (R") ist ein Fréchetraum, d.h. es existiert eine trans-
lationsinvariante Metrik d: .7(R") x S (R™) — [0,00), beziiglich derer .(R")
vollsténdig ist (d.h. jede Cauchyfolge ist konvergent). Ein Beispiel einer solchen
Metrik ist

9= % 29 (g e s @)

Dabei heifit eine Metrik translationsinvariant, falls d(f — h,g — h) = d(f, g) fiir alle
f,g,h € L(R") gilt.

(ii) Eine Folge (fx)ren C 7 (R™) konvergiert genau dann gegen ein f € . (R™), falls
fir alle N € Ny gilt: py(f — f) = 0 (k — 00).

(iii) Eine lineare Funktion u: .#(R™) — C ist genau dann stetig, falls ein & € Ny
und ein C' > 0 existieren mit |u(f)| < Cpe(f) (f € L (R™)).

(iv) Eine lineare Funktion 7': . (R™) — ./(R"™) ist genau dann stetig, falls fiir jedes

m € Ny ein k,,, € Ny und ein C,,, > 0 existieren mit

Pm(Tf) < Cnp, (f) (f € L (R")).

(v) Man kann in den obigen Aussagen das System {py : N € Ny} von Seminormen
ersetzen durch folgende abzihlbare Familien von Seminormen:

(g 0 €NJ, N € N} mit gy (f) 1= sup (1+ |2]")|0° ()],

zeR™

{qaﬁ o, f e Ng} mit qa,ﬁ(f) = Suﬂg |$Baaf($)‘
zeR"

2.19 Lemma. a) Es gilt &/ (R™) C LP(R™) fiir alle p € [1, 00].

b) Sei o« € Ny und P ein Polynom, g € ./ (R™). Dann ist jede der drei Abbildungen
fe=P-f, fg-fund f— 0*f stetige lineare Abbildungen von 7 (R™) nach
< (R™).
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28 2. Die Fouriertransformation in R"

Beweis. a) Fiir p = co ist die Behauptung klar. Fiir p € [1, 00) verwenden wir

p 1 n
[ f@Pds <o) | foimmde <o (f € S®)).

falls Np > n.
b) Offensichtlich ist 0* f € .(R™). Dass dies auch fiir P- f und g- f gilt, folgt sofort

aus der Leibniz-Formel
(-0 =3 (5) @ @),
BLa

Die Stetigkeit dieser Abbildungen erhélt man aus

Pm(0%f) < Prmtlal(f),

|0° P(x)]
pm(P . f) <cm |Iﬁr\lgfw msélﬁgl W pm+degP(f)>
pm(g : f) < ¢ Max Haﬂgl‘oopm(f)a

|BI<m

wobei ¢, von f und P bzw. g unabhéngige Konstanten sind. O]

2.20 Lemma. Fir f € /(R") und o € Nj} gilt:

a) f € C®(R") und 0°f = (i)l Fga (x> 2° f(x)).

b) (Fen(0°))(€) = iIE" f(€) (€ € RM).

c) f € Z(RY.

d) Es gibt eine Konstante ¢ > 0 mit | f(€)| < cppia(f) (€ € R™).
e) Die Fourier-Transformation Jgn: & (R") — Z(R") ist stetig.

Beweis. a) Unter Verwendung von z — z°f(z) € #(R") C L'(R") und der majo-
risierten Konvergenz folgt

3?f(§) = - f(x)o¢ e~ e = (—i)le 5 Fla)ae "t
= (=i)lI(F (@ = 2 f(2)) (6).

b) Satz 2.5.
¢) Nach a) gilt f € C®(R"). AuBerdem gilt mit dem Riemann-Lebesgue-Lemma

€407 f)(€) = (=) [ Fpa(z + 0727 f(2))](€) = 0 (|€] — o0),

© Robert Denk 22.06.2020



2. Die Fouriertransformation in R" 29

da z — 0°2 f(z) € S (R") C L'(R").
d) Dies folgt aus

’/n e—z‘a;ﬁf(w)dx’ < </an m dx) Prs1(f).

e) Seien a, 8 € NI, und sei g, 5(z) := 0°(z*f(x)) (x € R™). Dann gilt unter Ver-
wendung von a), b) und d)

sup |£°0° F(€)] = sup |Gas(€)| < C1Pnr1(gas) < Copn(f)
EER £eR™

fiir hinreichend groflies N € N, wobei C,Cs > 0 Konstanten sind. Dabei wurde im
letzten Schritt die Stetigkeit der Abbildung f +— f, s (Lemma 2.19 b)) verwendet.
Nach Bemerkung 2.18 ist dies die Stetigkeit von Fgn: S (R") — L (R"). O

Der folgende Satz zeigt, dass sich die Fouriertransformation auf dem Schwartz-Raum
besonders gut verhélt.

2.21 Satz. Die Fouriertransformation Fgn: L (R") — L (R") ist linear, stetig und
bijektiv mit stetigem Inversen (d.h. ein Isomorphismus lokalkonvezer Riume). Die
inverse Abbildung Fg, ist gegeben durch

(Felo)@) = [ g@erds e r).
Es gilt FE.f = f mit f(z) == f(—2) (x € R") sowie T = idy(@n).

Beweis. Nach Lemma 2.20 e) ist Fgn: . (R") — #(R") stetig. Mit dem Inversi-
onstheorem (Satz 2.14) folgt fur alle f € #(R")

fz) = - f(&)eede = (Fgu f)(—x) (x €RY).

Damit erhalten wir insbesondere .#2, f = f und .%#, = id 7 (rny. Somit ist Frn bijek-
tiv mit (Fgn f)(2) = (Fpn f)(x) = (Frn f)(—2). Die Linearitiit sowie die Stetigkeit
von F, sind damit ebenfalls klar. O

2.22 Definition und Satz (Satz von Plancherel). Fir alle f,g € Z(R™) gilt

<f7 g>L2(R") = <yf, 99>L2(Rn),

Somit ist F|ymny eine Isometrie beziglich der || - ||2-Norm und damit eindeutig
zu einem isometrischen Isomorphismus Fo : L*(R™) — L*(R™) fortsetzbar, der
ebenfalls Fourier-Transformation genannt wird und unitdr ist.
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Beweis. Seien f,h € .(R"). Dann gilt mit dem Satz von Fubini

P —

oy = [ Fom©de= [ [ s n)dade

/Rnf 2l /Rnh §)e ag] dw = (f, W raqan).

Setze nun g := Z, d.h.

WO = (Z9)(©) = [ alwentds=g6) (€ <R
Damit folgt (f,§) = (f,g). Da Fgn: S (R") — . (R") bijektiv ist, gilt dies fiir alle
f,g€ Z(R").

Da . (R") C L*(R") dicht ist, ist %, : L*(R") — L?*(R™) wohldefiniert, linear, iso-
metrisch. Damit ist der Wertebereich R(.%;) abgeschlossen. Wegen R(.%3) D . (R")
ist %5 surjektiv, also ein isometrischer Isomorphismus und damit unitér. O

2.23 Korollar. a) Sei f € L*(R"), und fir R > 0 sei
o= [ fla)etiar (e m)
l§I<R

Dann gilt gr € L2(R™") N C(R") und || f — grl 2@y — 0 (R — 00).
b) Sei f € LA(R™) mit f € L*(R™). Dann gilt fiir fast alle z € R™

J@)= | J©ede (2-1)

Fulls f stetig ist, gilt dies fir alle x € R™.

Beweis. a) Man beachte, dass gr(§) fiir jedes £ € R™ definiert ist, da fxpo,r €
L'(R™) gilt. Weiter folgt gr € C(R™) nach Lemma 2.4. Wegen gr = Frn(fXB(0,R))
und ||f — fxBo,r)llz2@) = 0 (R — oo) folgt die Aussage nun aus dem Satz von
Plancherel.

b) Wir wenden a) auf f an (mit %5, statt Fg) und erhalten
f=lim fp (R—o00) in L*R")
R—o0

mit fr(z) := f| el<R f(€)e™td¢. Damit konvergiert (fiir eine Teilfolge) fr auch punkt-

weise fast iiberall gegen f. Wegen f € L'(R™) konvergiert fr punktweise gegen die
rechte Seite von (2-1), was (2-1) zeigt. Falls f stetig ist, sind beide Seiten von (2-1)
stetige Funktionen, und wir erhalten Konvergenz fiir alle z € R™. O
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c) Fouriertransformation fiir temperierte Distributionen

Die Schwartz-Funktionen sind unter anderem deswegen von grofler Bedeutung in
der Theorie der Fouriertransformation, weil Zgn: . (R") — . (R") eine Bijektion
ist. Dies ermoglicht es, auf den Dualraum iiberzugehen, den Raum der temperierten
Distributionen.

2.24 Definition. Der Raum der temperierten Distributionen wird definiert als
L' (R") = {u: S (R") — C|u linear und stetig}, d.h. als topologischer Dualraum
von . (R™). Die Topologie auf ./(R"™) wird definiert als schwach-*-Topologie, d.h.
eine Umgebungsbasis der 0 ist gegeben durch

{Kopi, one @1, o8 € LR, e >0},
Ko, one = {ue yI(Rn) : n?aXNW(%’” <e}.

.....

Fir v € (R™) und ¢ € .#(R™) schreibt man auch (p, u) := u(y).

2.25 Bemerkung. Wieder ist die obige Definition in der Sprache der Topologie
formuliert. Wir ergéinzen hier einige Bemerkungen, welche fiir Rechnungen mit der
Topologie giinstig sind:

(i) Wie oben bereits bemerkt, ist eine lineare Abbildung u: .7 (R™) — C, ¢ — u(yp),
genau dann stetig (und damit eine temperierte Distribution), falls ein m € N und
ein C > 0 existieren mit

[u(@)] < Cpm(p) (¢ € L (R")).

(ii) Eine Folge (ug)reny C - (R™) konvergiert genau dann gegen Null, falls fiir alle
v € L(R") gilt: ug(p) — 0 (k — 00).

(iii) Eine lineare Abbildung 7': /(R") — C, u — Tu ist genau dann stetig, falls
ein N € Nund vy,...,¢¥y € . (R") sowie ein C' > 0 existieren mit

Tul < Cmax{lu(r)],..., [u(@n)]} (v S (R")).

(iv) Eine lineare Abbildung 7': ' (R") — .”/(R"), u + T'u ist genau dann stetig,
falls fiir alle ¢ € S (R™) ein N € N und ¢y,...,¥y € S (R") sowie ein C > 0
existieren mit

(Tu) ()] < Cmax{[u()l,.... [u(dn)]}  (ue L (RY)).

Dabei diirfen C;, N und 1, ..., %N von ¢ abhédngen.
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09b/00:50 | 2.26 Beispiele. a) Sei a € R". Die Dirac-Distribution §,: .(R") — C ist definiert

durch
da(p) == p(a) (p € F(R")).
<

Dann gilt §, € ' (R"), da |[0.(¢)] < po(p) (p € Z(R")). Héufig wird § := Jy
gesetzt.

b) Sei f: R® — C eine messbare Funktion, welche polynomial beschrinkt sei, d.h.
es existiere C' > 0 und M € N mit |f(z)| < C(1 + |z|M) fiir fast alle z € R". Dann
definiert man uy: . (R") = C, ¢ — us(p) mit

up(p) = - f@)p(x)dr (p € S (R")).

Es gilt |us()| < Corrgnti(p) (¢ € L (R™)) und damit uy € .”(R™). Man spricht
hier von einer reguldren Distribution. (In der Literatur wird hier oft dz statt dz
genommen.)

c) Seien A(R"™) die Borelmengen des R”, und sei p: ZB(R™) — [0, 00) ein endliches
Maf. Dann wird durch

wle) = [ pladnto) (v € S @)

eine temperierte Distribution definiert. Man beachte |u,(¢)| < p(R™)po(p) (¢ €

Der grofie Vorteil von Distributionen besteht darin, dass sie einerseits eine grofie
Klasse von Abbildungen umfassen (siehe obige Beispiele), dass man andererseits vie-
le Operationen wie Ableitung, Fouriertransformation durch Dualisierung definieren
kann (dies entspricht dem adjungierten Operator). Wir formulieren die entsprechen-
den Definitionen.

09b/13:40| 2.27 Definition. a) Seien u € /(R") und o € Nij. Dann definiert man 0%u: & (R") —

C durch
(0°u)(p) == (=1)*u(0%0) (¢ € L(R™)).

b) Seien u € .¢/(R™) und f € .(R"™). Dann definiert man f-u: .(R") — C durch
(f - u)(p) :==ulfe) (¢ FRY)).

Analog wird P - u fiir ein Polynom P: R"™ — C definiert.

¢) Fir u € &'(R") wird die Fouriertransformierte Zgnu: ./ (R") — C definiert
durch

(Frnu)(p) = (p) = u(Frnp) (¢ € L (R")).
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2.28 Satz. a) In der Situation von Definition 2.27 sind die folgenden Abbildungen
von ' (R™) nach .'(R™) sind wohldefiniert, linear und stetig: u — 0%u, u — f - u,
ur— P-u, u— Frou.

b) Die Fouriertransformation Fgn: ' (R") — ' (R™) ist bijektiv mit stetigem In-
versen, und es gilt Fgn = id g1 (gn).

Beweis. a) Wir zeigen allgemein: Sei 7: . (R") — .%(R") linear und stetig, und sei
Tu: L (R") — C definiert durch (Tu)(¢) := u(Tp). Dann gilt Tu € '(R™) und
T: '(R") — '(R") ist stetig (bzgl. der schwach-*-Topologie).

Sei dazu u € .'(R™). Dann ist Tu = uo T: .#(R") — C offensichtlich linear und
als Komposition zweier stetiger Funktionen auch stetig, d.h. Tu € .#'(R").

Die Abbildung T": ./(R"™) — .’(R") ist also wohldefiniert und ebenfalls offensicht-
lich linear. Um die Stetigkeit von T zu zeigen, verwendet man die Beschreibung in
Bemerkung 2.25 (iv): Zu ¢ € . (R"™) setzen wir N := 1, C := 1 und ¢; := T¢. Dann
gilt trivialerweise |(Tu)(¢)| = |u(T'¢)| < Clu(t)y)]. Dies ist bereits die Stetigkeit von
T.

b) Nach Satz 2.21 ist (Fgau)(p) = u(Fgnp) = u(p), d.h. Fg. = idgr(gn). Damit ist
Fgn: S (RY) — .#'(R") insbesondere bijektiv. Wegen Fg, = F,. ist das Inverse
auch wieder stetig. O]

2.29 Beispiel. Sei f(z) :=1 (z € R"). Dann ist uy € ./(R"™) definiert als regulire
Distribution, d.h. us(p) := [p. ¢(x)dz = $(0). Somit gilt
ip(0) = us(9) = (Fn)(0) = (0) = 3(p)

fir alle ¢ € Z(R"), d.h. es gilt 4y = §. Man beachte hier, dass in der Literatur
oft bei der Definition von uy das Mafl dz statt dx genommen wird. In diesem Fall
erhiilt man @, = (2m)"/26.

Umgekehrt gilt 0(¢) = 8(p) = ¢(0) = Jan ©(@)dz = us(p) fiir alle ¢ € S (R"), d.h.
8 =Uy.

2.30 Beispiel. Sei (2,.%, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, d.h. P ein Maf} auf .#
mit P(2) = 1. Sei X: Q — R eine Zufallsvariable, d.h. eine messbare Funktion. Der
Erwartungswert von X ist definiert als

EX ::/XdP:/idePoX—l
Q R

mit dem Wahrscheinlichkeitsmafl P o X~ =: v auf (R, B(R)). Fiir die zugehérige
Distribution u,(¢) := [pdv (¢ € #(R)) gilt (unter Verwendung des Satzes von
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Fubini)

(Fau)lo) =u(g) = [ pla)dv(a) = (2m) / / () dtdv ()
=) [ [ [ e avt)| ooyt = ust)

mit der Funktion f(z) := (27)"Y2E(e~"X). In der Stochastik definiert man die
charakteristische Funktion von X durch

Vx(t) == E(") (t€R).
Damit gilt in etwas léssiger Schreibweise

[Fr(Po X)7Y(t) = (2m) V2x(—t) (t €R).

Wir kommen noch einmal auf die Faltung zuriick. Wir wissen bereits, dass fiir f,g €
LY(R") die Gleichheit Fga(f * g) = (Frn f)(Frng) gilt. Nun wollen wir den Begriff
der Faltung sowie diese Identitdt auf temperierte Distributionen erweitern.

2.31 Definition. Zu ¢ € (R") und = € R" bezeichne p(x — -) die Funktion
y — p(z—y). Dann wird fiir u € ./(R™) und ¢ € . (R") die Faltung ux¢: R" — C
definiert durch (u* ¢)(z) := u(p(z — -)).

2.32 Bemerkung. a) Man beachte, dass u * ¢ eine Funktion ist und keine Distri-
bution. Allerdings werden wir spéter sehen, dass u * ¢ hochstens polynomial wichst
und daher wieder als reguldre Distribution u * ¢ € ' (R"™) aufgefasst werden kann.

b) Falls u = u; eine reguldre Distribution mit f € L'(R™) ist, so gilt

(uf @) () =up(p(z—-)) = . fWelr —y)dy = (f *¢)(x),

d.h. die obige Definition verallgemeinert den Faltungsbegriff von Funktionen auf
Distributionen.

c¢) Fiir die Dirac-Distribution erhalten wir

(0 p)(x) =d(p(x = ) = p(r = 0) = p(x) (peF(R"), zeR")

Somit ist die Dirac-Distribution eine Einheit beziiglich der Faltung, d.h. d x ¢ = ¢
fir alle p € (R").

Wir wollen nun einige wichtige Eigenschaften der Faltung zeigen. Dazu benotigen
wir folgende Konvergenzaussage.
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2.33 Lemma. Seien ¢ € 5’( "), e1:=(1,0,...,0)" € R" der erste Einheitsvektor,
und zu h > 0 sei o (x) == +(p(z+her) —¢(z)) (x € R™). Dann gilt o, — Oy, (h —
0) in der Topologie von 45”(]1%”)

Beweis. Wir betrachten die Fouriertransformierten. Nach den Rechenregeln fiir Zgn
(Satz 2.3) gilt Gu(€) = L(e™ — 1)p(€) und (94,0)'(€) = i€1(€). Somit gilt (71 —

0u,0) (&) = Y (§)@(&) mit ¢y (€) := 3 (e — 1) —i&. Man rechnet direkt nach, dass
fir g € N gilt:
hez, falls |8 =0,
0°Yn(E) < { hl&l,  falls |8 =1,
RIFIEL falls |B] > 1.
Fiir m € N ist
pn(n2) < sup [(1+1€17) 30 37 caslo™n(©)] 107 o(6)
S

|a|<m B<a

< cuh sup (14 €)1+ 16F%) D 10°(¢)

laj<m

S 4Cm hpm-i—? (@)

mit einer Konstante c¢,, > 0, welche nicht von ¢ oder h abhéingt. Damit gilt
Pm(Ynp) = 0 (h — 0), d.h. ¥ — 0 (h — 0) in ./ (R") (siche Bemerkung 2.18 (i)).
Also gilt @, — (0p,0)" in Z(R"), und da Fp, : L (R") — #(R") stetig ist, folgt
©n — O, in L (R™). O

2.34 Satz. Seien u € ' (R") und p € S (R").
a) Dann gilt ux o € C*(R"™), und fir jedes a € Ny gilt

0" () = (~1)(0) 5 p = (=1)u s (2°).

b) Die Funktion u *x ¢ hat polynomiales Wachstum und kann daher als reguldire
Distribution aufgefasst werden, u* p € ' (R").

Beweis. a) Es gilt 0%[y — p(z — y)] = (—=1)1*/(0%p)(z — y) und damit

(ux (0%9)(x) = u[(0*¢)(x — )] = (=1)u[d(y = p(z —y))] = (" u)(o(z ~ -)).

Dies zeigt das zweite Gleichheitszeichen in der Aussage des Satzes.

Genauso sieht man fiir den Verschiebungsoperator L,: ¢ — (- — a) fir a € R",
dass
Lo(ux @) =ux(Lyp) (a€R" ue S (R"), p s R")) (2-2)
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gilt. Damit folgt
il ) (@ + her) — (ux @) (@)] = 3[(Lone, — Lo)(u*p)](z)
= (u* [ (Lohe, — Lo)p]) (@)

Nach Lemma 2.33 gilt +(L_pe, — Lo)p — 90 (h — 0) in & (R"), und da u stetig
ist, folgt

7 [(wx @) (x + her) = (uw* @)(@)] = u(0n,0) = = (0ay ) (9)-
Dies zeigt 0%(u * @) = (—1)1*(9%u) * ¢, der allgemeine Fall folgt durch Iteration.
b) Wir verwenden die elementare Abschéitzung
L+ — 2" <21+ |z[™) 1 + |2|™) (x,z € R")
und erhalten fiir m € N

Pm(f(z = +)) = sup max (1 + [y|"™)[(0°f)(z —y)]

yeRn [a|<m

= sup max (1 + |z — 2[")|(9°f)(2)]
2€R™ |a|<m

<27 (1 |2|™)pm(f)-

Da u stetig ist, existiert ein C' > 0 und ein N € N mit |u(p)| < Cpy(p) fir alle
p € Z(R"). Damit folgt

[(wx @) ()] = Ju(p(z = )| < Conlp(z = ) < C2V(1 + || V)pn(p),

d.h. uxp hat polynomiales Wachstum und kann daher als Distribution uxp € . (R")
aufgefasst werden. O]

2.35 Satz. Seien u € '(R") und ¢, € S (R").
a) Es gilt Fpn(u* @) = (Frap) - (Frou).

b) Fiir alle v € L (R™) gilt (u* ) *x 1 =ux (p*x1).
¢) Es gilt Frn(p - u) = (Frou) * (Frnp).

Beweis. a) Wir setzen die Definitionen ein und erhalten fir alle ¢ € .7(R™)
(Frn(wx 9)) () = (ux ) (Fguth) = (ux @) (H(=-))
= | plppl=a)dr = | d(—wjulp(z = -)ld

R"

= [ ubva)pte— e =u] [ w(=)pte— s

RTL
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=u| [ W@l = ] = o))
= Ul TR # )] = U T (5 0)) = W($3) = (@ 0)(¥).

Da dies fiir alle v € #(R") gilt und die Fouriertransformation Zgn: ./ (R") —
< (R™) surjektiv ist, folgt die Gleichheit (u * )" = @ - @ als Gleichheit in .#'(R"™).

b) Aus a) folgt 11a/07:40

(u* @) ((=+)) = (u* ) (Fgnt)) = (Fan(ux 9)) (V) = (Fr (- ) (¥)
= U(«%«n(@ﬂ)) = u(Fgn (0 ¥)) = ul(p* ¥)(=+))-

Wegen (f * g)(0) = [gu f( x)dr = us(g(—-)) fiir eine polynomial wachsende
Funktion f und g S8 (]R") bedeutet die obige Gleichheit

((ux @) *9)(0) = (u* (@ * 1)) (0).
Wir ersetzen ¢ durch L_,¢ = ¢ (- + x) und erhalten mit (2-2)

((w* @) = ¥)(x) = [Lo((ux @) 1) (0) = [((u* ) * (L—1)](0)
= [(ux* (px L,))(0) = [L- (U*(w*w))}(o) (ux (@ * ) ().

¢) Nach a) gilt Fga (i x @) = (F2.p) - (F2ou) = F2.(p - u). Wendet man nun Fg,
an, so erhélt man c). O
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3. Paley-Wiener-Sitze und der Shannonsche
Abtastsatz

3.1 Worum geht’s? In diesem Abschnitt geht es um Funktionen und Distributio-
nen, deren Fouriertransformierte kompakten Tréager haben. In diesem Fall liefern die
Satze vom Paley-Wiener-Typ starke Aussagen, so sind selbst Distributionen mit die-
ser Eigenschaft nicht nur regulédre Distributionen, sondern sogar Einschriankungen
von holomorphen Funktionen.

Ein Beispiel von derartigen Funktionen sind Mobilfunksignale, deren Fouriertrans-
formierte nur in einem gewissen Frequenzband nicht verschwindet. Der berithmte
Abtastsatz von Shannon besagt, dass derartige Signale durch ihre Abtastwerte re-
konstruiert werden konnen, was die Grundlage der digitalen Mobilfunktechnik lie-
fert.

a) Die Sitze von Paley und Wiener

3.2 Definition. Sei (2 C C” offen und f : Q — C stetig. Dann heifit f holomorph,
falls die Abbildung z; — f(21,...,2,...,2,) holomorph ist fiir jedes j = 1,...,n.
Wir schreiben in diesem Fall f € 52(Q2). Eine Funktion f € .#°(C") heifit auch eine

ganze Funktion.
3.3 Lemma. Sei f € 5(C") mit flgn = 0. Dann gilt f = 0.
Beweis. Der Fall n =1 ist aus der Funktionentheorie bekannt. Wir zeigen induktiv
folgende Aussage:

Falls z1,..., 2, € R gilt, so ist f(z) = 0. (Ar)
Die Aussage (A,), also k = n gilt nach Voraussetzung.
Wir betrachten den Schritt von k& nach k — 1. Definiere

geN) = (21, 21, A, Zhtds e oy Zn)-

Fiir (21,...,2;,) € R* ist gi(2x) = 0 wegen (A). Also gilt g = 0 auf R. Da g; eine
holomorphe Funktion einer Variablen ist, folgt gi(A) = 0 fiir alle A € C. Somit folgt
f(z) =0, falls z1,..., 2,1 € R gilt. Dies ist aber die Aussage (Ax_1).

Die Aussage (Ag) ist die Behauptung des Lemmas. O

Nun konnen wir bereits den ersten Satz von Paley und Wiener beweisen, der sich
mit Funktionen beschéftigt. Wir bezeichnen mit supp ¢ := {z € R? : p(x) # 0} den
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Tréager einer Funktion, und mit B(a,r) := {x € R" : |z| < r} die Kugel um den
Mittelpunkt a mit Radius r.

3.4 Satz (Satz von Paley-Wiener fiir Funktionen). Zu ¢ € #(R™) definiert man 11b/01:25
die komplexe Fourier-Transformation

f(2) := (Frap)(2) :== /n o(x)e " dr (2 € C").

a) Sei p € . (R"™) mit supp ¢ C B(0, R). Dann ist f : C* — C eine ganze Funktion,
und zu jedem N € N existiert eine Konstante vy > 0 mit

()] < (L + [)~Nefme (2 e Cm). (3-2)

b) Sei f € H(C") eine ganze Funktion, und zu jedem N € N ezistiere ein vy mit
(3-2). Dann gilt f|gn = Free fir ein p € L (R™) mit supp ¢ C B(0, R).

Beweis. a) Fiir z € B(0, R) ist [e7**®| < ef!l'™= Damit existiert das obige Integral,
und Differentiation unter dem Integral zeigt, dass f holomorph ist. Es ist

2% f(z) = / SO(ZL“)Zae_iz'zdx = (_Z')|Oé| 8C¥@(I)e—iz.zdx’
n Rn
wobei partiell integriert wurde. Wir erhalten

2 f(2)] < ello®@llr@ny ™™ (z € C).

Somit folgt
(L4 12DYIf(2)] < e (z e ),

d.h. (3-2) gilt.
b) Sei f eine ganze Funktion, welche die Abschétzung (3-2) erfiillt. Definiere

o)1= | O = FLX(fla) @)

Wegen & — (14 |€]V) f(€) € LY(R™) fiir alle N folgt » € C*°(R") wie im Beweis von
Lemma 2.20 c).

(i) Fiir festes z = (z1,2') € R", & € Rund 2’ := (23, ..., 2,) € C""! betrachten wir
das eindimensionale Integral

I(m) == / f& +im, 22, ., 2) ST Gy () € R).
R

Wir werden zeigen, dass I(n;) = I(0) fiir alle p; € R gilt. Dazu betrachten wir
den Integrationsweg I' = 7 4+ 72 + 3 + 74, der ein Rechteck in C mit den Ecken
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—K, K, K +im,—K + im einschlieBt (d.h. v; ist der Weg von —K bis K etc.). Wir
setzen .
g(z1) = f(z1, 20, ..., zn)e’(zlwlﬂ ') (z1 =& +1m € C).

Da g eine ganze Funktion ist, folgt [ g(z)dz = 0. Wegen (3-2) gilt insbesondere

lg(&1 4 im)] < C(L+ |&]) 72 - efiml,

und damit folgt

/ g(z)dz — 0 und / g(z)dz — 0 fir K — oo.

72 Y4

Damit erhalten wir
/ g(z)dz—i—/ g(z)dz =0 (K — o0).
71 73
Da das erste Integral gegen I(0) und das zweite gegen —1(n;) konvergiert fiir K —

oo, folgt I(n) = 1(0).

(ii) Eine Iteration unter Verwendung der Argumente in (i) liefert fiir alle € R™ die

Gleichheit
p(x)= [ fE+in)e™ T Mas (zeR").

Rn

(iii) Sei nun x € R™\ {0}. Fiir n := "\ﬁ mit A > 01ist - n = Alz|, |n| = A und

€+ im)]| - " EHM 2] < (1 [¢]) Ve,

wobei (3-2) verwendet wurde. Nach (ii) erhalten wir fir N > n
lp(@)] < v €(R_x|)/\/ (1+ |¢))Nag < CelFl,

Nehmen wir nun den Limes A — oo, so erhalten wir ¢(z) = 0 fir alle |z| > R.

(iv) Nach Definition gilt ¢ = Fg. (f|rn), d.h. flre = Fgraep als Gleichheit in .7 (R™).
Somit gilt fiir alle z € R™ die Gleichheit

1) = [ plae >,

Da beide Seiten ganze Funktionen sind, gilt die Gleichheit nach Lemma 3.3 fiir alle
z e Cn. m

Wir wollen den Satz von Paley-Wiener auch fiir Distributionen formulieren. Dazu
benotigen wir zunéchst folgende Definition.
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3.5 Definition. a) Sei U C R" offen, und sei u € .%’/(R"). Dann verschwindet u
auf der Menge U, falls u(y) = 0 fiir alle ¢ € #(R"™) mit supp ¢ C U gilt. Die Menge
suppu := R" \ J{U C R" : u verschwindet auf U} heifit der Triger von u.

b) Sei u € '(R"™) mit suppu kompakt, und sei ¢ € #(R") mit ¢ = 1 auf einer
offenen Obermenge von supp u und supp ¥ C R" kompakt. Dann definiert man

u(p) == u(p) (p € CF(R")).
Dies definiert eine Fortsetzung u: C*°(R") — C von u € .&'(R").

3.6 Bemerkung. a) Man beachte, dass u(yp) in b) wohldefiniert ist, da einerseits
e € S (R™) gilt und andererseits fiir zwei derartige 11,1y gilt supp(¢1 — ¢o) C
R™\ supp u und damit u((¢»1 — ¥9)¢) = 0.

b) Der Raum C*°(R") wird ebenfalls mit einer lokalkonvexen Topolgie versehen. So
konvergiert eine Folge (fi)ren C C°(R") genau dann gegen f € C°(R"), falls fiir
alle kompakten Mengen K C R” und alle v € N gilt: sup,c [0 fe(x) — 0% f ()| —
0 (k — o00). Damit kann man leicht zeigen, dass die in b) definierte Abbildung
u: C*(R") — C sogar stetig ist. Typische Bezeichnungen sind &(R") := C*°(R")
(mit dieser Topologie) und damit u € & (R™).

c) Sei f € Z(R"), und sei U := R" \ supp f. Dann gilt fiir alle p € .#(R") mit
suppy C U

[ s@e@ar= [ st =o

d.h. fiir die zugehorige reguldre Distribution uy gilt suppuy C supp f. Man sieht
leicht unter Verwendung der Stetigkeit von f, dass hier sogar Gleichheit gilt.

d) Sei a € R™ Dann gilt fiir die Dirac-Distribution §, € ./(R") offensichtlich
supp &, = {a}.

3.7 Lemma. Seiu € '(R™) mit kompaktem Triger suppu C B(0, R). Definiere
f: C" = C durch ‘
f(z) =ulz—e ") (z€C").

Dann ist f eine ganze Funktion, und es existiert ein N € N und ein C' > 0 mat

[f()] < CA+ [)Nefime (e ). (3-3)

Beweis. Wir schreiben in diesem Beweis e, (z) := €*® (z € R"), d.h. es ist f(z) =
u(e_,).

(i) Um f € J(C") zu zeigen, geniigt es o.E., die Holomorphie der Abbildung
21+ g(21) == f(—2z1,—2') = u(e,) fiir alle 2’ € C"! zu zeigen. Dazu verwenden wir
den Satz von Morera, d.h. wir betrachten ein abgeschlossenes Dreieck A C C.
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Nach Definition der Topologie auf C*°(R") ist die Abbildung z; +— e, ., C —
C>=(R") fiir jedes feste 2’ € C"! stetig, und das Integral

F 2:/ 621,Z/d21 S COO(RR)
OA

ist wohldefiniert. Weiter ist die Auswertung v +— v(z), C*°(R™) — C, ebenfalls linear
und stetig. Daher kann man Integral und Auswertung vertauschen und erhélt

0A 0A

da der Integrand eine holomorphe Funktion von z; ist. Die Stetigkeit von u: C*°(R") —
C (Bemerkung 3.6 b)) erlaubt es nun auch, Integration und Anwendung von u zu
vertauschen. Daher gilt wegen F' = 0

0=u(F) = u(/ ezl’zzdz1> :/ u(e,, »)dz :/ g(z1)dz.
oA oA oA

Nach dem Satz von Morera ist g € 52 (C).
(i) Wir zeigen die Abschétzung (3-3). Sei dazu h € C*°(R) mit 0 < h < 1, h(s) =1
fir s <1 und h(s) =0 fiir s > 2. Fiir z € C™ \ {0} definiert man

Va(x) = h((lz] = R)l2|) (z €R").
Damit gilt 0 < ¢, < 1 sowie ¢,(z) = 1 falls |z|] < R+ é und ¢, (z) = 0 falls
|z| > R+ % Nach Definition gilt also u(e,) = u(v,e_,) fur alle z € C.
Es gilt |z| < R+ % (x € supp ,) und damit

elmz-x < €2€R| Im z|

7| = (x € supp ¢.).
Somit folgt fiir die Halbnorm pg (siehe Definition 2.17)

pO(wze—z) = Sup ‘wz(ff)eiiz.m| S 626R|Imz‘.
TER?

Mit Hilfe der Leibniz-Formel schétzt man die hoheren Halbnormen p,, ab (man
beachte, dass bei jeder Ableitung sowohl bei ¢, als auch bei e_, im Wesentlichen
ein Faktor |z| hinzukommt). Man erhélt

Pm(thse_) < C(1+ 2P (1 € Ny).

Da u € .%/(R"), existiert nach Bemerkung 2.25 (i) ein N € Ny und ein C' > 0 mit
lu(p)| < Cpn(p) (¢ € L (R™)). Speziell fiir ¢ = 1),e_, erhalten wir

f(2)] = lu(tse—.)| < Cpn(ae—) < CCON(L+ [2])VeMM* (2 € C7).
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Das letzte Lemma ist im Wesentlichen eine Richtung des folgenden Satzes.

3.8 Satz (Satz von Paley-Wiener fiir Distributionen). 12b/01:00

a) Seiu € ' (R™) mit kompaktem Triger suppu C B(0, R), und sei
f(z) =u(x — e %) (z€C"). (3-4)

Dann ist f € A(C"), es gilt Frau = flgn (wobei flrn als regulire Distribution
aufgefasst wird). Ferner ezistiert ein C > 0 und ein N € N mit

()] < CA+ [)Nefime (e ). (3-5)

b) Sei f € (C"), fiir welche C' >0, N € N und R > 0 existieren mit (3-5). Dann
existiert ein u € '(R™) mit suppu C B(0, R) so, dass die Darstellung (3-4) gilt.
Insbesondere ist dann f|gn = Frnu.

Beweis. a) Die Aussage f € #(C") sowie die Abschéitzung (3-5) wurden schon in
Lemma 3.7 gezeigt. Wir zeigen noch 4 = f|gn. Dazu wihlen wir ¢ € . (R"™) mit
supp ¢ kompakt und ¢» = 1 in B(0, R + 1). Dann gilt u = % - u, und mit Satz 2.35
folgt @ = @ * 1. Damit ist & € C(R") (Satz 2.34). Weiter folgt

u(z) =

[y = e " (y)] = (Y- w)y — eV

b) Sei nun f € #7(C"), und es gelte (3-5). Da | f(£)| < (1+|£|) gilt, definiert f|gn
eine regulire Distribution, d.h. es gilt f|g. € /(R™). Wir setzen u := Fg.! (f|gn).
)dw

Sei h € .Z(R") mit supph C B(0,1) und [y, h(
e~ "h(%) und

= 1. Wir setzen h.(x) :=

fo(2) = f(2)he(z) (€M),

wobei h. € J(C") nach dem Satz von Paley-Wiener fiir Funktionen (Satz 3.4) gilt.
Fiir alle N € N existiert ein vy > 0 so, dass

[fe(2)] S (L4 [o) Nellma (2 e Cm).

Nach Satz 3.4 folgt f. = g. mit einer Funktion g. € .(R"), suppg. C B(0, R+ ¢).

Sei nun ¢ € Z(R™) mit supp $ N B(0, R) = (. Dann gilt ¢g. = 0 fiir hinreichend
kleines € > 0. Somit folgt

u(@) =) = | FOpEE=lim | Lot
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=lim | g.(x)p(z)dz = 0.

e—0 R
Hier wurden f.(§) — f(§) (¢ — 0) fiir alle £ € R™ sowie majorisierte Konvergenz
verwendet (beachte fp € L'(R™)). Wir erhalten damit u(¢) = 0 fiir alle € . (R")
mit supp ¢ N B(0, R) = 0, d.h. suppu C B(0, R). O

b) Der Shannonsche Abtastsatz

Der Shannonsche Abtastsatz ist eine der Grundlagen der mobilen Kommunikation
und besagt, dass bandbegrenzte Signale ohne Informationsverlust durch ihre Werte
auf einem zeitlichen Gitter rekonstruiert werden konnen. Unter einem Signal wird
hier eine Funktion f € L*(R™;R) verstanden. Dabei wird (fiir n = 1) f(t) als der
Wert des Signals zur Zeit ¢ aufgefasst. Die Signaltheorie und ihre stochastische Er-
weiterung (in der ein Signal ein zeitkontinuierlicher stochastischer Prozess ist) haben
fundamentale Bedeutung in den Anwendungen, z.B. fiir Fernseh- und Mobilfunksi-
gnale, drahtgebundene Kommunikation, Akustik, Bildverarbeitung.

3.9 Definition. Eine Distribution u € .%/(R") heifit bandbegrenzt mit Bandbreite
b > 0 oder b-bandbegrenzt, falls

suppd C {{ € R™: [{] < b}

3.10 Bemerkung. Nach dem Satz von Paley-Wiener ist eine bandbegrenzte tempe-
rierte Distribution eine C'*°-Funktion. Insbesondere nehmen wir fiir bandbegrenzte
L2-Funktionen im folgenden stets den C°-Reprisentanten. In diesem Sinn ist fiir
eine bandbegrenzte Funktion f € L*(R") auch der Wert f(z) an einer Stelle wohl-
definiert.

3.11 Beispiel. Fiir die charakteristische Funktion x := x[—11» gilt

, netmi&i 1
(Fah) () = / evcdg = (2m) " T &
[~1,1]" 1w lg=-1
—za:j 9\ n/2
(2m)~"/? 2(e — ™) (_) :
) H 22% - sinc(z)
mit
. Sll’lZ‘]
SIHC H z;
7j=1
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Damit ist sinc eine 1-bandbegrenzte Funktion. Definiert man sinc,(z) := sinc(az)
fiir a > 0, so gilt

n/
(Fansines) (€) = ()" Xaan ©)

Fiir n = 1 heifit die sinc-Funktion auch der ideale Tiefpassfilter.

3.12 Lemma. Sei f € L*(R") b-bandbegrenzt, und sei h < T. Dann gilt

(Fan [)(€) = 2m) " Y f(kh)e ™™ ¢ (Gleichheit in L*([—F, F]").

kezn

Beweis. Die Funktionen (g )gezn mit
PuE) 1= (2m) 2 e

bilden eine Orthonormalbasis des Hilbertraums H := L2([—%, ZI"). Da supp f C

[—b,b]" C [—7,%]" gilt (beachte b < T), gilt nach Satz 1.40 in H die Entwicklung

f: Z(f, Pk) HPk-

keznr

Es ist

(foon) = n"* / Fe)eeas = nr2 | fe)etmeac
=5wl" Rn
= W2 (Fl ) (hk) = B2 f(RE).
Hier wurde f € L*(R") und Korollar 2.23 verwendet. Also gilt

~

f(&) = (@2m)*n" Z f(kh)e™™*¢ (Konvergenz in H).

kezZm™

Der folgende Satz ist einer der berithmtesten Sétze der Signaltheorie.

3.13 Satz (Shannonscher Abtastsatz). Sei f € L*(R") b-bandbegrenzt mit h < T.
Dann qilt fir alle x € R™ die Gleichheit

fl@) =3 f(hk)sinc <%(m . kh)).

keZnr

Die Reihe konvergiert absolut und gleichmdf$ig in R™.
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46 3. Paley- Wiener-Sdtze und der Shannonsche Abtastsatz

Beweis. (i) Nach Lemma 3.12 gilt in L?(R™)

F(&) = @m)™2hm > f(hk)e ™ 4x(¢)

kezmr

mit x := x[_= zj». Da die Reihe in L?(R") konvergiert und Fg» € L(L*(R")) gilt,
erhalten wir in LQ(R”)

fx) = (Fgl Hla) = @m) 20" Y7 f(hk) Tyl [ (x)

kezZ™

= (2m)"2h Y f(hE)(F X (¢ — hE)

kezn

— (2m) 2" (%)"/2(%)" S F(hk) sincg (x — hk)
= Z f(hk) smc( (a:—kh))

kezn

Dabei wurde Beispiel 3.11 verwendet.

(ii) Sei wieder H := L*([— 7%, F]") und ¢4(§) := (2m)""/2h"/2e=* ¢ (k€ Z", £ € R™).
Dann ist (¢g)rezn eine Orthonormalbasis von H. Wir betrachten die 7-bandbegrenz-
te Funktion g = sinc(7(z — -)) fiir festes 2. Wie im Beweis von Lemma 3.12 gezeigt

wurde, gilt h™"/2g(hk) = (9, i) (k € Z™).
Um die punktweise Konvergenz der Reihe zu zeigen, verwenden wir die Gleichheit

hY  g(hik))| Zr g onvul® = 19lh = 19132 = lgll72@n < oo

kezn

Dabei wurde die Besselsche Gleichung in H und der Satz von Plancherel in L?*(R"™)

verwendet. Wegen g = sinc(} - —7 ) ist die Fourier-Transformierte gegeben durch

9(§) = (%) B (g)n/QX[—;;,g]n(ﬁ)e_isz.

Damit gilt

2

ez

sinc < x — hk) )‘ =cr - [Ix-=, %}nH%ﬂ(Rn) =y

mit einer von x unabhéngigen Konstanten c;, d.h. wir erhalten (sinc(¥ (z—hk)))rez» €
(7). Wegen f(hk) = h™2(f, ¢1.) (k € Z") gilt auch (f(hk))gezn € (2(Z7).

Mit der Ungleichung von Cauchy-Schwarz gilt

3 ‘f (hk) smc( (m—hk))‘

|k|>N
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<(X ’f(hk)]2>1/2 (X [sine (Gt - hk))f)m

|k|>N |k|>N
1/
<va( 3 1reRP) " =0 (V= o0)
k>N

Damit konvergiert die Reihe absolut und gleichméflig in z. Insbesondere ist der
Limes stetig in .

Nach (i) ist f der L?-Limes der Reihe im Abtastsatz. Nach (ii) konvergiert diese
Reihe punktweise gegen eine stetige Funktion, und damit gilt punktweise Gleichheit
zunéchst fast iiberall und schliellich, da auch f stetig ist, fiir alle z € R™. m

3.14 Korollar. Die Funktion f € L*(R"™) sei bandbegrenzt und besitze kompakten
Trager. Dann ist f = 0.

Beweis. Da der Trager von f kompakt ist, reduziert sich die Reihe im Shannonschen
Abtastsatz auf eine endliche Summe. Die Funktion f ist also eine endliche Linear-
kombination von sinc-Funktionen, d.h. f ist eine endliche Linearkombinationen von
charakteristischen Funktionen. Andererseits ist f € C(R™), da f kompakten Triiger
besitzt. Dies ist nur moglich, falls f = 0 und damit f = 0 gilt. n

3.15 Bemerkung. a) Es gibt eine graphische Veranschaulichung des Beweises des
Abtastsatzes:

periodische Wiederholungen von j:

\

= b 0 b oz

h

Abbildung 5: Der Shannonsche Abtastsatz

Nur fiir 7 > 0, d.h. fir h < 7, gibt es keine Uberlappungen, und die Funktion kann

eindeutig rekonstruiert werden. Im Falle h < 7 spricht man von Uberabtastung

(oversampling), im Falle h > 7 von Unterabtastung (undersampling).
b) In Anwendungen heifit h =: T, das Abtast- oder Sampling-Intervall, und f; := TL
die Abtastrate oder Symbolrate. Der Spektralbereich (oder Spektrum) eines Signals
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48 3. Paley- Wiener-Sitze und der Shannonsche Abtastsatz

f e " (R") wird definiert als % supp f. Bei einer b-bandbegrenzten Funktion ist
das maximal auftretende Spektrum also = =: fu.x. Die Abtastbedingung lautet

27
damit T, < ﬁ oder fy > 2 fmax-

c) Sei h € .'(R") mit h € L®(R"). Dann wird durch My f := Fgt (Frnh - Fgn f)
ein stetiger linearer Operator M, : L*(R") — L?(R™) definiert. Nach Satz 2.35 gilt
Myf = hx f. In den Anwendungen spricht man von einem Filter. Dabei heifit h
die ITmpulsantwort, d.h. die Antwort auf den Dirac-Impuls &y (wegen &y * h = h fiir
h € Z(R"), und Fgnh das Frequenzbild des Filters. Korollar 3.14 zeigt, dass es
keinen Filter gibt, der im Zeit- und im Frequenzbereich kompakten Trager hat.

3.16 Beispiel (Datenraten bei GSM). Bei reiner Gesprichsverbindung am Handy
wird meistens das 2G-Verfahren GSM verwendet (bei Dateniibertragung je nach

Verfiigbarkeit das 3G-Verfahren HSDPA oder das 4G-Verfahren LTE). Das Mobil-
funksystem GSM (in der fullrate-Version) besitzt folgende Datenraten:

e Datenbitrate nach Digitalisierung der Sprache: 8.0 kbit/s,

Datenbitrate nach Sprachkodierung: 13.0 kbit/s,

Datenbitrate nach Kanalkodierung: 22.8 kbit/s,

Bitrate nach Hinzufiigen von Pilotsymbolen: 31.3 kbit/s,

Bitrate pro Kanal (8 Benutzer, jeder 13. Frame ist Kontrollframe): 8- 12 - 31.3
kbit/s = 271 kbit /s,

e Symbolrate (1 Symbol = 1 bit): f; = 271 kbit/s

In der heute verbreiteten halfrate-Version stehen pro Benutzer nach Kanalkodierung
nur 11.4 kbit/s zur Verfiigung, bei gleicher Symbolrate. Die mit dieser Symbolra-
te iibertragenen Signale sind bandbegrenzt mit einer spektralen Bandbreite von
Jmax = % Zur Ubertragung braucht man also (im Basisband) einen Kanal mit Fre-
quenzen [—%, f;] Dieses Signal wird durch Modulation zu einem hochfrequenten
Signal (HF-Signal). Die Modulation besteht dabei aus der Multiplikation mit e%/0®

mit der Trigerfrequenz f,. Typische Werte sind

o fy~ 1800 MHz (fiir O,, T-D1),

e fo ~ 900 MHz (fiir e-plus).

Ein Kanal in diesem Frequenzband miisste somit 271 kHz breit sein. In GSM sind
die Kanéle nur 200 kHz breit, man hat also Uberlappungen. Es gibt 375 Kanile im
oberen Frequenzband und 125 Kanéle im unteren Frequenzband.
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A. Erginzungen

In diesem Kapitel finden sich einige Ergédnzungen zu den vorigen Kapiteln. Wir
beginnen mit einem ausfithrlicheren Beweis von Satz 1.19, dessen Aussage wir hier
wiederholen:

A.1 Satz. Sei (Ky)nen ein Summationskern. Dann gilt fir alle f € L'(T")

f= A}im (Kn * f)  (Konvergenz in L'(T™)).
—00

Beweis. Direkt aus Lemma 1.17 und Lemma 1.18 mit X := L'(T") und ¢ wie in
Lemma 1.18 folgt

f = lim Kn(y)Lyfdy

N—o0 Tn

in L'(T"). Es bleibt zu zeigen, dass fiir fast alle z € T" die Gleichheit

(L EniLyfay)e) = | K@i -yiy= Ky f)) (A1)

"H‘n

gilt. Dazu definieren wir

g(x,y) == Kn(y)(Lyf)(2) = Kn(y) f(x —y) (z,y €T"),

d.h. es ist zu zeigen, dass

(/ng(ny)d“y> () = /ng(x,y)d‘y

fiir fast alle z € T™ gilt. Man beachte, dass auf der linken Seite ein L!(T")-wertiges
Integral steht, dass dann an der Stelle x ausgewertet wird, auf der rechten Seite ein
skalares Integral.

Wir schreiben T" = [0,27)" und betrachten ein Gitter auf T™ mit Gitterbreite
h = 2% fir £ € N, d.h. wir betrachten die Menge aller Gitterpunkte

Gr:={0,h,...,(k—1)h}".
Zu jedem Gitterpunkt z € Gy, ist der zugehorige Wiirfel W (z) definiert durch
W(z):=[z1,21+h) X [22,20+ h) X ... X [2n, 2, + D).

Da die Funktion y — g(-,y), T" — L'(T") stetig und damit gleichméBig stetig ist,
konnen wir diese Funktion durch die Stufenfunktionen

gz, y) = Y xwe W En (L)) = Y xwes )g(z )

z€Gy, z€Gy,
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approximieren. Genauer gilt

sup [lg(-,y) — ge (-, 9)ll L1y = 0 (b — o0). (A-2)

yeT™

Da fiir Stufenfunktionen das Integral als Summe definiert ist und die Auswertung ei-
ner Summe von Funktionen als Summe der entsprechenden Funktionswerte definiert
ist, gilt die gewiinschte Gleichheit fiir g, d.h. es gilt

(/n gk(-,y)dy) (z) = /n ge(z,y)dy  (x € T"). (A-3)

Wegen (A-2) folgt

H/ngk y)dy — / y(

L1(Tn)
| MokCo9) = (o 9)llreemdy (A-4)
< sup lgr(-9) =g )llLrany = 0 (k= o0).
Setzt man G : an y)dy und Gy = an gx(,y)dy, so gilt also G — G in
LY(T™). Da eine bzgl. H H () konvergente Folge eine fast iiberall konvergente

Teilfolge besitzt, existiert eine Teilfolge (Km)men mit
Gy, (x) — G(z) fiir fast alle x € T".
Wir schreiben wieder g statt g, .

Andererseits gilt fiir die skalaren Funktionen g, und ¢ mit dem Satz von Tonelli

// l9(x, y) = gi(x, y)|dyde = // 9z, y) — gr(z, y)|dzdy = 0 (k — o0),
T Tn T Tn
wobei die Konvergenz der rechten Seite aus (A-4) folgt. Fiir das innere Integral
Hk(m) = |g(l‘,y) —gk(x,y)ldy
Tn
gilt also [i,, Hy(z)dz — 0 (k — o00), d.h. ||Hg| p1(mmy — 0 (k — 00). Wie oben gilt

nach Ubergang zu einer Teilfolge, die nicht neu bezeichnet wird, Hy(z) — 0 und
damit

/ gr(z,y)dy — g(x,y)dy fir fast alle z € T".
n Tn

Insgesamt erhélt man mit (A-3)

(/n9<'vy>d‘y) (z) = G(z) = lim Gy(x)
— lim (/ gk(-,y)d?J)( )=dm | gk(x,y)dyz/ng(x,y)dy

k—o0

fiir fast alle x € T™, was zu zeigen war. m
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A.2 Bemerkung. Wir haben im Beweis gezeigt, dass das punktweise Einsetzen in
ein L'(T™)-wertiges Integral erlaubt ist, wobei der Beweis recht umstindlich auf-
zuschreiben ist, aber keine wesentlichen neuen Ideen enthélt. Dabei haben wir als
Banachraum-wertigen Integralbegriff nur das Integral iiber sogenannte Regelfunk-
tionen, d.h. gleichméflige Grenzwerte von Stufenfunktionen, benutzt, welches ein
Spezialfall sowohl des Riemann- als auch des Lebesgue-Integrals ist. Verwendet man
die Lebesgue-Theorie (dann heiit das zugehorige Banachraum-wertige Integral auch
Bochner-Integral), so sieht man, dass man die gleichméfiige Konvergenz in (A-2)
durch Konvergenz in L' ersetzen kann, d.h. durch die Bedingung

. lgr (s y) = 9 9)llLrmy = 0 (k= o0).
Dies entspricht der Konvergenz im Raum L*(T"; L'(T™)). Die Theorie des Bochner-
Integrals besagt, dass jede integrierbare Funktion h: T" — L*(T") in diesem Sinn
durch Stufenfunktionen h; approximiert werden kann, wobei zusétzlich die Norm
von hy nicht grofer ist als 2| f||. Dies erlaubt dann die Anwendung majorisierter
Konvergenz. Im obigen Beweis konstruieren wir die entsprechenden Stufenfunktio-
nen g explizit unter Verwendung der Stetigkeit.
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