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Vorwort

Dieses Skript gibt den Inhalt der Vorlesung Analysis I vom Wintersemester 2020,/21
an der Universitdt Konstanz wieder. Ein erster Einstieg in das Mathematik-Studium
ist nicht leicht, an der Universitidt Konstanz werden daher eine Reihe von Maf-
nahmen getroffen, um den Studierenden den Anfang zu erleichtern, wie etwa den
Vorkurs, die Mathe-Werkstatt und die Vorlesung mit Ubungen ., Einfithrung in das
mathematische Arbeiten“. In diesen begleitenden Angeboten wird vor allem der
Umgang mit Beweistechniken, mathematischen Formulierungen und logischen Ope-
rationen ausfiihrlicher diskutiert als in der Analysis-Vorlesung.

Es gibt viele gute Biicher zur Analysis, welche sich als zusétzliche Quelle fiir die-
se Vorlesung gut eignen. Der Inhalt der Vorlesung orientiert sich stark am Buch
R. Denk, R. Racke: Kompendium der Analysis I [3]. Sehr empfehlenswert finde ich
auch das Buch M. Hieber: Analysis I [0]. Als einfithrende und ergénzende Literatur
fiir Beweismethoden und Elemente der Logik wird das Buch M. Junk, J.-H. Treude:
Beweisen lernen Schritt fiir Schritt [7]. Digital stehen diese drei (und viele ande-
re) Biicher fiir die Studierenden der Universitdt Konstanz tiber SpringerLink (nach
Einloggen ins Uni-Netz) zum Download zur Verfiigung.

Konstanz, den 15.02.2021 Robert Denk
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1. Die Sprache der Mathematik: Logik, Mengen,
Funktionen

e Die roten Eintrdge auf dem Rand zeigen an, in welchem Video und an
welcher Stelle der entsprechende Punkt zu finden ist. Dabei sind die Vor-
lesungsvideos mit 01,02,... durchnummeriert. Unter dem Rahmen ist noch
das Datum des Videos zu sehen. So beginnt z.B. der Punkt ,,1.1 Worum
geht’s® im Video Nummer 01 vom 03.11.20 nach 06 Minuten und 50 Se-
kunden.

01,/06:50

(03.11.20)

1.1 Worum geht’s? Die Mathematik besitzt eine eigene Sprache und auch eigene
Symbole, die nicht nur eine kurze und priagnante Schreibweise erlauben, sondern auch
zu prézisen Formulierungen zwingt. In diesem Abschnitt werden wichtige Grundla-
gen fiir alles Weitere bereitgestellt: Operatoren mit Mengen, logische Verkniipfun-
gen und die zugehorigen mathematischen Symbole. Daneben werden die wichtigsten
Zahlensysteme der Mathematik vorgestellt: natiirliche und ganze Zahlen, rationale
Zahlen, reelle Zahlen und komplexe Zahlen.

In diesem Skript werden Bezeichnungen fiir die darin enthaltenen Aussagen verwen-
det, welche in der Mathematik {iblich sind. Im Einzelnen tauchen auf:

e Satz, Lemma: Das ist die Uberschrift fiir mathematische Aussagen, welche eine
Voraussetzung und eine Behauptung enthalten und einen Beweis benttigen.
Inhaltlich werden die wichtigeren Aussagen mit Satz bezeichnet und die eher
unwichtigeren mit Lemma (vergleichbar mit Hilfssatz). In vielen Texten taucht
hier auch noch Proposition als Uberschrift auf.

e Korollar (Folgerung): So werden Aussagen bezeichnet, welche ebenfalls eine
Voraussetzung und eine Behauptung enthalten und einen Beweis benttigen,
aber relativ direkt aus einer fritheren Satz oder Lemma folgen und in Zusam-
menhang mit der vorigen Aussage stehen.

e Bemerkung: Unter dieser Uberschrift finden sich Aussagen, die entweder einen
sehr einfachen direkten Beweis erlauben oder aber aus der Literatur ohne
Beweis zitiert werden.

e Definition: Hier werden Begriffe neu definiert, es ist kein Beweis notig.

Das Ende eines Beweises wird mit dem Zeichen ,,[1¢ gekennzeichnet. Wir verwenden
noch die Schreibweise a := b, falls a definiert wird durch die Gleichung a = b, so
bedeutet etwa x := 2, dass x als die Zahl 2 definiert wird. Manchmal schreibt man
dies auch in der Form 2 =: x.

a) Elemente der Logik

© Robert Denk 15.02.2021



1. Die Sprache der Mathematik: Logik, Mengen, Funktionen 3

Wir verwenden die Elemente der Logik im Folgenden ohne grofie Axiomatik oder
formale Definition. Die Logik verkniipft Aussagen und bewertet sie im Hinblick auf
ihren Wahrheitsgehalt. Dabei sind mathematische Aussagen immer wahr oder falsch,
aber nie beides zugleich (,, Tertium non datur®). Beispiele fiir Aussagen sind:

(i) Das Buch ist griin.
(ii) Es gilt 2 > 4.
(iii) Es gibt unendlich viele Primzahlen p, fiir welche auch p + 2 eine Primzahl ist.

Offensichtlich ist (ii) falsch. Es ist unerheblich, ob der Wahrheitswert einer Aussage
bekannt ist, so weil man z.B. bis heute nicht, ob die Aussage (iii) stimmt. Keine
Aussagen sind:

(iv) Dieser Satz ist falsch.

(v) Hoffentlich verstehe ich die Analysis I-Vorlesung.

Wir benutzen die folgenden abkiirzenden Schreibweisen, wobei A und B zwei Aus-
sagen seien:

e AN B: Aund B (sowohl A als auch B)
e AV B A oder B (nicht ausschlieend),
e —A: nicht A, logische Negation,

V: fiir alle,

e d: es existiert,

e Ji: es existiert genau ein,

e A = B: Implikation (aus A folgt B),

e A & B: Aquivalenz (A gilt genau dann, wenn B gilt).

Jeder Aussage wird genau ein Wahrheitswert zugeordnet, ndmlich w (wahr) oder f
(falsch). Die Wahrheitswerte der obigen verkniipften Aussagen sind durch folgende
Tabellen (Wahrheitstafeln) gegeben:

Al -A

w| f

fl w
A|B|ANB|AVB| A= B | A& B
w w w w w w
w | f f w f f
Jlw f w w f
7 f / w w

© Robert Denk 15.02.2021
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Nach dem Prinzip des Tertium non datur ist AV —A immer wahr und AA—-A immer
falsch. Aus der obigen Tabelle lassen sich viele weitere Beziehungen ablesen, z.B. ist
die Aussage

[Ae Bl < [(A= B)A(B=A)]
immer wahr, d.h. beziiglich des Wahrheitsgehalts gilt A < B = [(A = B) A (B =
A)l.

Mathematische Sdtze sind Aussagen, welche stets wahr sind (solche Aussagen wer-
den auch Tautologien genannt). Hier ein Beispiel, welches sich ebenfalls direkt mit
Wahrheitstafeln beweisen lasst:

1.2 Lemma. Fir alle Aussagen A, B, C sind folgende Aussagen stets wahr:
(a) =(AAB) < (2A4)V(=B)
(b) =(AVB) & (=A)A(-B)
(c

)

) (A=B) & (-A)VEB
(d)

)

)

(

(A= B) < ((=B)=(-4)).
[A/\—'B (C'/\—'C)]=>(A=>B)
(A= B)A(B=0C)] = (A=C)

(e
(f

Die Aussagen (a) und (b) heifien auch de Morgansche® Regeln. Die Aussage (d) ist
besonders wichtig und wird beim ‘indirekten Beweis genutzt: Um die Implikation
A = B zu zeigen, kann man —B annehmen und daraus —A zeigen. Analog ist (e)
die Grundlage fiir den Beweis durch Widerspruch: Um die Implikation A = B zu
zeigen, kann ich annehmen, dass sowohl A als auch —B gelten und daraus einen
Widerspruch, d.h. eine Aussage der Form C' A —=C, herleiten. Teil (e) besagt, dass
die Implikation transitiv ist.

1.3 Lemma. Sei M eine Menge, und sei fir x € X eine Aussage A(x) gegeben.
Dann gelten die Regeln von de Morgan:

-(Vx e M : P(x)) <& JxreM:~(P(x)),
—(JxreM:P(x)) & VYreM:-(P(x)).

Diese Regeln sind intuitiv sofort einsichtig: Wenn die Aussage P(x) nicht fiir alle
x wahr ist, dann gibt es (mindestens) ein z, fiir welches P(x) falsch sein muss. Im
Gegensatz zu den vorigen Regeln kann dieses Lemma nicht mit Hilfe von Wahr-
heitstafeln bewiesen werden. Wir verzichten hier auf eine formale Einfiihrung (diese
gehort zur sogenannten Priadikatenlogik, in der die obere Aquivalenz tatséchlich als
Definition verwendet wird), und verwenden die de Morganschen Regeln intuitiv wie
hier angegeben. Man beachte, dass die obigen Regeln eine Verallgemeinerung von

! Auguste de Morgan, 27.6.1806 — 18.3.1871

© Robert Denk 15.02.2021
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Lemma 1.2 (a) und (b) sind: Falls M = {x;, 25} nur zwei Elemente besitzt und
A = P(z1) und B = P(x3), so gilt die Aussage P(x) genau dann fiir alle z € M,
wenn A A B gilt.

In dieser Vorlesung werden wir auch folgende etwas schlampige Schreibweise verwen-
den, welche die Quantoren etwas vermeidet: Statt etwa Vo € R : 22 > 0 werden wir
auch schreiben z2 > 0 (z € R). Mathematisch prézise ist aber stets die Verwendung
von Quantoren in der obigen Form. Vermeiden sollte man hingegen 22 > 0Vx € R,
da der Quantor in der korrekten Version vor der Aussage stehen sollte.

b) Mengen und Abbildungen

Fiir die Infinitesimalrechnung werden wir uns mit der sogenannten ,naiven Mengen-
lehre* begniigen. Eine Menge ist danach die ,,Zusammenfassung von (endlich oder
unendlich vielen) wohlbestimmten und wohlunterschiedenen Objekten (Elementen)
zu einem Ganzen“. Wir setzen somit voraus, dass wir die Elemente von den Men-
gen, welche wir betrachten, , kennen®. Die Elemente sind uns z. B. durch explizite
Auffithrung (z. B.: M = {1,5}) oder durch die Angabe einer definierenden Eigen-
schaft (z. B.. M = {x: =z ist eine gerade natiirliche Zahl}) bekannt.

Fiir Mengen definieren wir folgende Notationen:

1.4 Definition. Seien M, N Mengen. 01/40:00

a) Man schreibt € M, falls x ein Element von M ist, sowie x ¢ M, falls x kein (03.11.20)
Element von M ist. Die leere Menge (die Menge, welche kein Element besitzt), wird
mit () bezeichnet.

b) Man schreibt M C N, falls M eine Teilmenge von N ist, d.h. falls gilt z € M =
x € N. Die Mengen M und N sind gleich (in Zeichen M = N), falls M C N und
N C M gilt, d.h. falls sie dieselben Elemente besitzen. Falls M € N und M # N
gilt, schreiben wir M C N (M ist echte Teilmenge von N).

c¢) Die Vereinigungsmenge von M und N ist definiert durch
MUN :={z:2€ M oder x € N},
der Durchschnitt oder die Schnittmenge von M und N ist definiert durch

MNON:={z:x€ Mund z € N}.

d) Das (relative) Komplement von N bzgl. M ist definiert durch M \ N = {x:
r € Mund ¢ N}. Falls N C M gilt und die Menge M aus dem Kontext klar ist,
schreibt man auch N¢:={x € M : 2 & N}.

Diese Mengenoperationen werden in Abbildung 1.1 veranschaulicht.

© Robert Denk 15.02.2021
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Abbildung 1.1: Mengenoperationen

Mengen lassen sich in vielerlei Weise bilden, so ist z.B. mit der Menge {1,2} auch
die Menge

'@({L 2}) = {(Da {1}7 {2}7 {17 2}}

bilden. Dies ist eine Menge, deren Elemente selbst wieder Mengen sind! Man beachte,
dassz.B. 1 ¢ Z({1,2}) gilt, ebenso ist {1, 2} keine Teilmenge (sondern ein Element)
von Z({1,2}). Aber nicht jede Mengenbildung ist zuldssig. So kann es etwa die
Menge

M :={X : X ist eine Menge, und es gilt X ¢ X}

(das ist die Menge aller Mengen, die sich nicht selbst als Element enthalten) nicht
geben, denn es kann nicht bestimmt werden, ob M € M gilt. Diese Menge geht
auf Bertrand Russell? zuriick und lisst sich in der Alltagssprache folgendermafen
veranschaulichen: Man kann einen Barbier als einen definieren, der all jene und nur
jene rasiert, die sich nicht selbst rasieren. Die Frage ist: Rasiert der Barbier sich
selbst?

Wir werden insbesondere mit folgenden Mengen von Zahlen arbeiten:

1.5 Definition. Wir bezeichnen mit

e N:={1,2,3,...} die Menge der natiirlichen Zahlen, Zahlen),
e Np:=NuU{0}=1{0,1,2,3,...},

?Bertrand Russell, 18.5.1872-2.2.1970

© Robert Denk 15.02.2021



1. Die Sprache der Mathematik: Logik, Mengen, Funktionen 7

o Z:={x:zxe€Njoder —x e N} ={0,1,—-1,2,—2,...} die Menge der ganzen
Zahlen ,

¢ Q= {z : z = ™ fiir ein m € Z und ein n € N} die Menge der rationalen
Zahlen,

e R die Menge der reellen Zahlen,
e C die Menge der komplexen Zahlen.

Dabei werden die Mengen R und C spéter definiert und genauer diskutiert.

Da die Mengenoperationen mit Hilfe von logischen Verkniipfungen definiert wurden,
lassen sich die folgenden Aussagen auf die Regeln der logischen Operationen —, A
und V zuriickfithren. Das folgende Lemma wird in den Ubungen verifiziert.

1.6 Lemma. Fiir beliebige Mengen A, B und C' gilt: 01/1:02:00

(i) AUA=A und AN A=A (Idempotenz), (03.11.20)
(iil) AUB=BUA und AN B = BN A (Kommutativitdt),
(ili) AU(BUC) = (AUB)UC und AN(BNC) =(ANB)NC (Assoziativitit)
und
(iv) AN(BUC) = (ANB)U(ANC) und AU(BNC) = (AUB)N(AUC)
(Distributivitdt).

1.7 Definition. a) Sei I eine nichtleere Menge (in diesem Zusammenhang als |(] /1:07:20

Indexmenge bezeichnet), und fiir jedes i € I sei M; eine Menge. Dann heifit {M; : (03.11.20)
i € I} eine Familie von Mengen, und man definiert den Durchschnitt bzw. die
Vereinigung dieser Mengenfamilie durch

UMZ' = {x: es existiert ein j € I mit x € M,},

iel

ﬂMi = {z: fir alle j € I gilt x € M;}.

iel
Falls I = N, schreibt man auch (J;2; M; := (J,cy M;, analog fiir den Durchschnitt.
b) Sei M eine Menge. Dann heift

P(M) ={X: XM}

die Potenzmenge von M.

Direkt nach Definition gilt X € Z(M) < X C M. Die Potenzmenge liefert im-
mer eine Moglichkeit, neue Mengen zu bilden. Eine andere Moglichkeit, Mengen zu
konstruieren, ist das kartesische Produkt, das wir zunéchst nur fiir zwei Mengen
definieren wollen:

© Robert Denk 15.02.2021
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1.8 Definition. Seien X und Y Mengen, dann wird die Menge aller geordneten
Paare (z,y) mit z € X und y € Y als das kartesische Produkt X x Y bezeichnet.
Es gilt also

XxY :={(z,y):x e X,ye Y}

Man definiert X x 0 =0 x X = () sowie X2 := X x X.

Neben den Mengen sind Abbildungen ein wesentlicher Teil der mathematischen
Sprache. Wir beginnen mit der Definition der zentralen Begriffe, siehe auch Ab-
bildung 1.2.

1.9 Definition. Seien X und Y Mengen.

a) Eine Funktion oder Abbildung f: X — Y ist eine Vorschrift, welche jedem x € X
genau ein Element f(z) € Y zuordnet. Man schreibt

f: X =Y z— f(z).

b) Sei f: X — Y eine Funktion. Dann heifit D(f) := X der Definitionsbereich von
f, und
G(f) ={(z,f(x)) e X xY :ze X} CX XY

heifit der Graph von f.

Fir A C X heifit f(A) :={y € Y : es existiert ein x € A mit y = f(z)} das Bild
von A. Fiir B C Y heit f~1(B) := {z € X : f(z) € B} das Urbild von B, siehe
auch Abbildung 1.2. Die Menge

R(f) = f(X)={f(x) :z e X} CY

heifit der Wertebereich von f.
Die Menge aller Funktionen f: X — Y wird auch mit Abb(X,Y") oder Y bezeich-

net.

1.10 Satz. Seien X undY Mengen, und sei f: X — Y eine Funktion. Ferner seien
X1, Xo C X und Yy,Yy CY Teilmengen von X bzw. Y. Dann gilt

(i) f(X1NXz) C f(X1) N f(Xa2),

(i) f(X1UXp) = f(X1) U f(Xa),
(i) f(X\X1) D f(X)\ f(X0),
(iv) [ NYe) = f1() N fH(Ya),
(v) f[fiYiUYe) = fHH (Y1) U f7H(Ya),
(vi) fTHY\ Y1) = X\ f7H(Y9).
In (i) und (iii) kann # auftreten.

© Robert Denk 15.02.2021
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Der Beweis wird wieder in den Ubungen gefithrt. Man sieht an diesen Aussagen, dass
sich das Urbild in gewisser Weise besser verhilt als das Bild. Die folgende Definition
betrachtet die Einschrinkung und die Komposition von Funktionen.

1.11 Definition. Seien X, Y, Z Mengen, und seien f: X — Y und g: Y — Z
Abbildungen.

a) Sei Xy C X. Dann heifit die Abbildung
fo: Xo— X,z f(x)
die Einschrankung von f auf die Menge X,. Man schreibt fy =: f|x,. In diesem Fall

heilt f eine Fortsetzung von fj.

b) Die Komposition g o f von f und g ist definiert durch
(9o f): X = Z, x = g(f(z)).

Falls die Funktionen f und g in Teil b) dieser Definition nicht auf der ganzen Menge
X bzw. Y definiert sind, ist die Komposition g o f nur definiert, falls R(f) C D(g)
gilt.

1.12 Beispiele. a) Sei X eine Menge. Dann heifit die Abbildung idx: X — X, x +—
x die Identitéit auf X.

b) Falls X eine nichtleere Menge und A C X sind, so heifit die Funktion

1, fallsx e A,

X —{0,1}, z —
xa (0.1}, @ {0, falls v ¢ A

die charakteristische Funktion der Menge A.

Die folgenden Begriffe fiir Abbildungen sind von zentraler Bedeutung, siche Abbil-
dung 1.2.

1.13 Definition. Seien X und Y Mengen und f: X — Y eine Funktion. Dann
heifit f

(1) injektiv, falls fur z1, 29 € X mit f(x1) = f(z2) bereits 1 = x5 folgt,
(ii) surjektiv, falls R(f) = f(X) =Y,
(iii) bijektiv, falls f injektiv und surjektiv ist.

1.14 Satz. Seien X und Y Mengen und f: X — Y eine Funktion. Dann ist f
genau dann bijektiv, wenn eine Abbildung g: Y — X existiert mit go f = idx und
fog=idy. In diesem Fall ist g eindeutig bestimmd.

© Robert Denk 15.02.2021
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surielhv in&ahhv) Bitoliky
/ . e
m:i} 'mjehh\/ widA rur\’]eu‘\f Y

Abbildung 1.2: Eigenschaften von Abbildungen

Beweis. (i) Sei f: X — Y bijektiv. Da f surjektiv ist, existiert zu jedem y € Y
ein z, € X mit f(x,) =y. Wegen der Injektivitidt von f ist x, eindeutig bestimmt:
Falls 7, € X ein weiteres Element mit f(z,) = y ist, so folgt f(z,) = f(z,), und
die Injektivitat liefert z, = 7. Damit ist die Abbildung ¢g: Y — X, y — g(y) :=z
definiert, und es gilt f(g(y)) = y fir alley € Y, d.h. fog =1idy. Sei nun x € X
und y := f(x). Dann gilt f(g(y)) =y = f(z), und aus der Injektivitat von f folgt
g(y) =z, d.h. g(f(x)) =z, was g o f = idx zeigt.

(ii) Seinun ¢g: Y — X eine Funktion mit go f = idx und fog =idy. Firalley € Y
gilt dann y = f(g(y)) = f(z) € R(f) fiir z := g(y), also ist f surjektiv. Seien nun
21,22 € X mit f(z1) = f(z2) = y. Dann gilt 21 = g(f(21)) = 9(y) = 9(f(22)) = 22,
was die Injektivitdt von f zeigt. Damit ist f bijektiv.

(iii) Wir haben noch die Eindeutigkeit von g zu zeigen. Sei g: Y — X eine weitere
Funktion mit go f =idy und f o g = idy. Dann gilt fiir alle y € Y’

9(y) = g((fog)(y) = g(f(g(y))) = (g0 f)(9(y)) = g(v),

was g = g zeigt. ]

1.15 Definition. Seien X und Y Mengen, und sei f: X — Y eine bijektive Funk-
tion. Dann wird die Umkehrfunktion f=': Y — X von f definiert als die nach
Satz 1.15 eindeutig bestimmte Funktion mit der Eigenschaft f o f~! = idy und

f_l ¢} f = ldX

© Robert Denk 15.02.2021
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1.16 Bemerkung. a) Man beachte die doppelte Notation: Fiir jede Abbildung |2 /1:04:00

f: X — Y ist das Urbild f~!(B) fiir eine Menge B definiert. Formal entspricht dies (06.11.20)
einer Abbildung zwischen den Potenzmengen

ff:2(y) = 2(X), B> f4(B) Cc X.

Falls f bijektiv ist, ist zusitzlich die Umkehrfunktion f~1: Y — X, y — f~(y)
definiert. Typischerweise unterscheidet man in der Notation nicht zwischen diesen
beiden Begriffen. Fiir bijektive Funktionen gilt, wie im Beweis von Satz 1.14 gezeigt
wurde, f~1({y}) = {f~!(y)}. Hier steht links das Urbild und rechts die Umkehrab-
bildung.

b) Falls f: X — Y nur injektiv ist, so ist f als Abbildung f: X — R(f) bijektiv,
und man kann die Umkehrabbildung f~': R(f) — X betrachten.

© Robert Denk 15.02.2021
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2. Zahlen

2.1 Worum geht’s? In diesem Kapitel werden die wichtigsten Zahlensysteme der
Mathematik vorgestellt. Neben den natiirlichen und rationalen Zahlen sind dies die
reellen und komplexen Zahlen. Mit den natiirlichen Zahlen verbunden ist das Prinzip
der vollstdndigen Induktion, das sich fiir Beweise als duflerst niitzlich zeigen wird.
Ausgehend von den natiirlichen Zahlen erweitert man das Zahlensystem schrittweise
zu den ganzen Zahlen, um eine Gruppe beziiglich der Addition zu erhalten, sowie
zu den rationalen Zahlen, um einen Koérper zu erhalten. Die reellen Zahlen sind im
Gegensatz zu den rationalen Zahlen vollstandig. SchlieBlich erlaubt es die Erwei-
terung zu den komplexen Zahlen, algebraische Gleichungen wie 22 = —1 zu lésen.
Gerade die letzen beiden Eigenschaften sind der Grund dafiir, worum Analysis im
Wesentlichen in den Kérpern R oder C formuliert wird.

a) Natiirliche Zahlen und vollstindige Induktion

Die natiirlichen Zahlen N = {1,2,3, ...} sind intuitiv bereits vertraut. Eine formale

Definition beruht auf den folgenden Axiomen von Peano?.

2.2 Definition. Eine Menge N der natiirliche Zahlen wird axiomatisch definiert
durch folgende Eigenschaften:
(i) Es gilt 1 € N.
(ii) Es existiert eine injektive Funktion f: N — N, n — f(n) =: n* (das Element
n*t heifit Nachfolger von n).
(iii) Fiir alle n € N gilt nt # 1.
(iv) Sei M € N mit 1 € M, und es gelte ((n € M) = (nt € M)). Dann gilt
M = N.
+

Ausgehend von dieser axiomatischen Definition, kann man die Zahlen 2 := 17,
3 := 2" etc. definieren sowie eine Abbildung +: N x N — N durch

n+1:=n" und n+m"™ :=(n+m)" (n,me€N).

Ebenso lisst sich eine Abbildung -: N x N — N durch

+

n-1=nund n-m"=n-m+n (n,méeN)

definieren. Statt n-m schreibt man auch nm. Das Axiom 2.2 (iv) wird die Grundlage
fiir die vollstéindige Induktion bilden.

Man erkennt, dass das uns bekannte Standardmodell N = {1, 2, ...} mit der iiblichen
Addition und Multiplikation diese Axiome erfiillt, so dass wir wie gewohnt mit den

3Guiseppe Peano, 27.8.1858 — 20.4.1939
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natiirlichen Zahlen rechnen kénnen. Aus den Axiomen erhéilt man die folgenden
bekannten Gesetzméafigkeiten, deren formaler Beweis nicht sehr spannend ist und
hier weggelassen wird.

2.3 Lemma. Seien a,b,c € N. Dann gilt: 03/15:00

(i) (a+b)+c=a+(b+c) (Assoziativgesetz der Addition) (10.11.20)
(i) a+b =b+a (Kommutativgesetz der Addition)
(iii) (ab)c = a(bc)  (Assoziativgesetz der Multiplikation)
(iv) ab = ba  (Kommutativgesetz der Multiplikation)
(v) a(b+c¢) = ab+ac  (Distributivgesetz).

Neben den oben genannten Eigenschaften besitzen die natiirlichen Zahlen noch eine
weitere Struktur, ndmlich eine Ordnung: wir kénnen zwei Zahlen n, m € N beziiglich
ihrer Grofle vergleichen, z.B. gilt 2 < 5. Bevor wir die Ordnungsrelation fiir die
natiirlichen Zahlen definieren, geben wir zunéchst die Definitionen von Relation
und Ordnung an.

2.4 Definition. a) Sei X eine Menge. Eine Teilmenge R C X x X heifit eine 03/22:20

Relation auf X. Man schreibt # ~g y oder auch nur = ~ y, falls (z,y) € R gilt. Eine (10.11.20)
Relation R heifit

(i) reflexiv, falls Vo € X : 2 ~ x,
(ii) transitiv, falls Ve, y,z € X : (z ~yAy~z) =z ~ 2,
(iii) symmetrisch, falls Ve, y € X tx ~y =y ~ x,
(iv) antisymmetrisch, falls Ve, y € Xtz ~yAy ~x =z =y.
b) Eine reflexive, transitive und symmetrische Relation heifit Aquivalenzrelation.

Ein Beispiel fiir eine Aquivalenzrelation auf N wire etwa = ~ y :< x + y ist gerade.
Ein typisches Beispiel fiir eine antisymmetrische Relation ist fiir eine beliebige Men-
ge X gegeben auf der Potenzmenge &?(X) durch A~ B :< A C B fir A,B C X.
In diesem Fall konnte man sagen, dass A kleiner als B ist. Der zugehotrige mathe-
matische Begriff ist der einer (partiellen) Ordnung:

2.5 Definition. a) Sei X eine Menge. Dann heifit eine reflexive, transitive und |()3 /32:20

antisymmetrische Relation R C X x X eine Halbordnung oder partielle Ordnung (10.11.20)
(manchmal auch nur Ordnung) in X oder auf X. Wir schreiben z <g y oder nur
xr <y, falls (z,y) € R.

b) Eine Menge X mit einer Halbordnung R heifit vollsténdig geordnet, falls Va,y €
X 2z <yVy <z In diesem Fall heifit R auch eine vollstdndige Ordnung oder eine
totale Ordnung.

© Robert Denk 15.02.2021
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14 2. Zahlen

c¢) Sei X eine Menge mit Halbordnung R, und sei M C X. Dann heifit ein x € M
ein kleinstes Element von M, falls Vy € M : x < y.

d) Sei X eine vollstédndig geordnete Menge. Dann heiit X wohlgeordnet, wenn jede
nichtleere Teilmenge von X ein kleinstes Element besitzt.

Wir kénnen nun auf den natiirlichen Zahlen N wie folgt eine totale Ordnung erkléren:

2.6 Definition. Fiir zwei natiirliche Zahlen n, m € N definiert man
n<m:=dJeeN:m=n+c

sowie n < m & (n < m) V (n =m). Man schreibt auch m > n statt n < m sowie
m > n statt n < m.

Es ist anschaulich klar (und kann wieder formal aus den Peano-Axiomen gezeigt
werden), dass durch diese Definition eine vollsténdige Ordnung auf N definiert wird,
deren kleinstes Element die 1 ist.

2.7 Satz (Wohlordnungssatz). Mit der durch ,<* gegebenen Ordnung ist N wohl-
geordnet.

Beweis. Sei M eine beliebige nichtleere Teilmenge von N. Wir nehmen an, dass M
kein kleinstes Element besitzt, und definieren die Menge

K:={keN:VmeM:k<m}.
Da 1 ein kleinstes Element in N ist, gilt 1 < n fiir alle n € N und damit insbesondere

1 < m fiir alle m € M. Somit gilt 1 € K.

Sei nun k € K. Dann gilt k¥ ¢ M, denn sonst wére k ein kleinstes Element in M.
Es folgt k < m fiir alle m € M und damit k£ + 1 < m fiir alle m € M. Damit gilt
k+1 € K. Die Menge K C N erfiillt somit die Bedingung (iv) aus Definition 2.2,
und es folgt K = N.

Da M # (), existiert ein my € M, und wegen my+1 € N = K folgt aus der Definition
von K der Widerspruch mg+1 < mg. Somit war die Annahme falsch, d.h. M besitzt
ein kleinstes Element. Also ist N wohlgeordnet. m

Eine wichtige Beweismethode ist das Prinzip von der vollstdndigen Induktion:

2.8 Lemma (Prinzip von der vollstindigen Induktion). Fir alle n € N sei A(n)
eine Aussage. Es gelte:

(i) A(1) ist wahr (Induktionsanfang).

(ii) Fir alle n € N gilt: Falls A(n) wahr ist, so ist auch A(n + 1) wahr (Indukti-
onsschritt).

© Robert Denk 15.02.2021
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Dann ist die Aussage A(n) fir alle n € N wahr.

Beweis. Sei M := {n € N : A(n) ist wahr}. Dann gilt nach Voraussetzung 1 € M
sowie n € M = n+1 € M. Nach Eigenschaft (iv) aus Definition 2.2 der natiirlichen
Zahlen folgt M = N. ]

2.9 Bemerkung. Die vollstdndige Induktion kann auch in folgenden Varianten |3 /1:21:10

angewendet werden: Statt eine Aussage fiir alle n € N zu zeigen, kann man auch (10.11.20)
die Aussage nur fiir n > ng zeigen, wobei dann der Induktionsanfang durch A(ny)

gegeben ist. Man darf im Induktionsschritt auch statt A(n) auch alle Aussagen

A(ng), A(no+1), ..., A(n) voraussetzen. In Kombination ergibt sich dann folgendes

Schema fiir ng € N

(i) A(no) ist wahr (Induktionsanfang).

(ii) Fiir alle n € N, n > nyq gilt: Falls A(ng), A(no +1),..., A(n) wahr sind, so ist
auch A(n + 1) wahr (Induktionsschritt).

Dann ist die Aussage A(n) fir alle n € N mit n > ny wahr.

Um diese Variante zu beweisen, geniigt es, Lemma 2.8 auf die Aussage g(k) ,Die
Aussagen A(ng),...,A(ng — 1+ k) sind wahr* fiir £ € N anzuwenden.

Das Prinzip von der vollstdndigen Induktion ist fiir viele Beweise niitzlich. Bevor
wir einige Beispiele diskutieren, definieren wir noch eine Schreibweise fiir Summation
und Produkt von Zahlen.

2.10 Definition. Seien m,n € Z mit m < n, und seien a; Zahlen fiir £k = m,m + 03/1:30:00

1,m+2,...,n. Dann definiert man (10.11.20)

Z ag =y + Gpi1 + ...+ a,  (Summe),

k=m

H gy =Gy Qpy1 ... 0,  (Produkt).

Fiir m > n definieren wir die Summe Zzzm aj, == 0 (leere Summe) und das Produkt
IT,—,, ax :==1 (leeres Produkt).

2.11 Lemma. Fir allen € N gilt 04/01:30

(13.11.20)

© Robert Denk 15.02.2021
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Beweis. Sei A(n) die Aussage ZZ ko= "("H). Dann ist der Induktionsanfang
A(1) wahr wegen >,_, k=1 und IH) = 1.

Sei A(n) wahr. Dann ist auch A(n + 1) wahr (Induktionsschritt), denn:

n+1
B n(n+1) _(n+1)(n+2)
Zk Zk+ (n+1) st 1) = 5 .
Also ist A(n) fiir alle n € N wahr. O

Auch die folgende Ungleichung kann leicht mit Induktion bewiesen werden. Wir
formulieren dieses Ergebnis gleich in R, auch wenn die formale Einfithrung der reellen
Zahlen erst spater kommt.

2.12 Lemma (Bernoullische! Ungleichung). Fiir v € R mit x # 0 und x > —1 gilt
fir allen € N mit n > 2
(14+2)">1+nx.

Beweis. Wir beweisen die Aussage mittels vollstéindiger Induktion nach n. Der In-
duktionsanfang n = 2 gilt wegen

(1+z)2=1+2r+2">1+2z.

Fiir den Induktionsschritt konnen wir die Behauptung fiir n als bewiesen annehmen
(Induktionsvoraussetzung). Fiir n + 1 erhalten wir

(42" =0 +z)" (1+2) > (1 +nx) (1+2)
=(1+nz+z+nz?)>14n+1z

und damit die Behauptung. O]

2.13 Definition. Fiir n, k € Ny heif3it

n\ b n—j+1 nn-1)n-2)-...-(n—k+1)
(k)'_H i 1-2-...-k

j=1

4

der zugehorige Binomialkoeffizient. Man spricht ,,n {iber k* oder ,k aus n“.
Fiir £ € N heif}t
kKl:=1-2-...-k

die Fakultat von k. Fiir £k = 0 vereinbart man 0! := 1.

4Jakob (I) Bernoulli, 27.12.1654 — 16.8.1705
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2.14 Lemma. a) Firn,k € N gilt 04/24:20

(Z> - ;{;u(+lk)v = <n " k) (13.11.20)

b) Firk,ne N mit 1 <k <n git
n\ (n-—1 n n—1
k) \k—1 k)
Beweis. Die Gleichheit a) sieht man direkt aus der Definition. Fiir b) berechnet man

(n—l)(n—2)...(n—k+1)+(n—1)(n—2)...(n—k)
(k—1)! k!
(n—=1)...(n—k+ 1k + (n—k)
k!
nn—1)(n—-2)...(n—k+1)
k!

n!

El(n — k)! 0

2.15 Satz (Binomische Formel). Fir z,y € R und firn € N gilt 04/33:50

n (13.11.20)
(@+y)" =) (Z) ok ynE

k=0

Dabei wurde x° = 1 gesetzt.

Beweis. Der Beweis wird durch vollstdndige Induktion nach n gefiihrt.

Induktionsanfang n = 1: Auf der linken Seite erhalten wir (z + y)! = x + y, auf der

rechten Seite
L /n 1 1
Z xkyl—k _ xoyl + xlyo —y+a,
pre k 0 1

also stimmt die Behauptung fiir n = 1.

Induktionsschritt n — n + 1: Wir berechnen die linke Seite unter Verwendung der
Induktionsvoraussetzung und erhalten

(z+y)"™ = (a+y)"-(r+y) = [z": (Z) xk?/”_k] (z+y)

k=0

© Robert Denk 15.02.2021
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— Z( > k+1 n— k+xkyn—k+1)

k=0

Qg e
>

n § m+l—j ok n+1 k
— (J—1>x +Z

J

Hier wurde in der ersten Summe die Indexverschiebung j = k£ + 1 verwendet. So
erhalten wir weiter

(z + y>n+1 — gl Z (j B 1) ijn+1—J + Z <j)xjyn+l—] + yn+1

Im letzten Schritt haben wir dabei die Gleichheit

(o)) (7)

aus Lemma 2.14 verwendet. Damit gilt die Aussage fiir n + 1, und der Induktions-
beweis ist beendet. O

b) Rationale, reelle und komplexe Zahlen

Ausgehend von den natiirlichen Zahlen, definiert man die ganzen Zahlen
Z:=NU{0}U{—n:n e N},
sowie die rationalen Zahlen

Q= {2:peLqel\{0}},

die Menge aller Briiche mit ganzzahligem Z&hler und Nenner. Man beachte, dass
zwei Briiche p—i und p2 dieselbe rationale Zahl darstellen, falls p;qo = poqq gilt. Die
ganzen Zahlen sind mit der Identifizierung £ = p Teilmenge der rationalen Zahlen. In
Q werden die iiblichen Rechenregeln fiir die Addition und Multiplikation verwendet.
Um die Struktur von Z und Q besser beschreiben zu koénnen, definieren wir die
zugehorigen abstrakten Begriffe einer (abelschen) Gruppe und eines Korpers.
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2.16 Definition. Eine Gruppe (G, o) ist eine Menge G mit einer Abbildung (Ver-
kniipfung) o : G x G — G, (x,y) — z oy mit folgenden Eigenschaften:

(i) Va,y,2 € G: (xoy)oz=uxzo(yoz) (Assoziativitit),
Es existiert ein n € G mit
(ii) Vo € G : nox = x (Existenz eines neutralen Elementes),
(ili) Ve € Gy € G : y ox = n (Existenz eines inversen Elementes).
Eine Gruppe G heifit abelsch® oder kommutativ, falls gilt: Va,y € G : zoy = you.

b) Sei K eine Menge, auf der zwei Verkniipfungen &: G x G — G und ©: G x G —
G erklart sind. Dann heifit (K, ®,®) ein Korper, falls (K,®) und (K \ {0},®)
abelsche Gruppen sind, wobei 0 das neutrale Element beziiglich der Verkniipfung &
bezeichnet, sowie das Distributivgesetz

Vo,y,z€ K:z0(y®z)=20y) @ (r02)
Vo,y,2z€e K:(y®2)0r=(yoz)d(:01)

gilt.

2.17 Beispiele. a) (Z,+) ist eine abelsche Gruppe mit 0 als neutralem Element.

b) (Q,+,-) ist ein Korper, wobei 0 das neutrale Element der Addition und 1 das
neutrale Element der Multiplikation ist. Wir schreiben in Q (und in R) —z fiir das
inverse Element zu x bzgl. der Addition und i oder z7! fiir das inverse Element zu
x bzgl. der Multiplikation, sowie zy := z -y, 2> ;= x -z und z — y := = + (—y).
Man beachte, dass Aussagen wie etwa —x = (—1) - z oder 0 - z = 0 mit Hilfe der
Koérperaxiome bewiesen werden miissen.

c¢) Ein Beispiel fiir einen endlichen Kérper ist Fy = ({0, 1}, +, ), wobei die Addition
und Multiplikation in iiblicher Weise definiert wird bis auf 1 + 1 := 0.

2.18 Definition. Sei (K, +,-) ein Korper, und sei < eine vollstandige Ordnung auf
K. Dann heifit (K, +,-, <) ein geordneter Korper, falls gilt:

() Ve,y,ze K:(z>y)=ax+2>y+ 2z,
(i) Vz,y,z € K: (x> y) AN (2 >0)) = xzz > yz.
Ein geordneter Koérper K heifit archimedisch geordnet, falls gilt:
(i) Ve,y e K, x >0,y >0dng € K :ng -x > y.

Dabei wird ng iterativ definiert durch 2x := 1 + 1 und (n + 1) = ng + 1k,
wobei 1x = 1 das neutrale Element von K bzgl. der Multiplikation ist.

Die folgenden Aussagen koénnen leicht gezeigt werden.

5Niels Henrik Abel, 5.8.1802 — 6.4.1829
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2.19 Lemma. Sei K ein geordneter Korper.
a) Fir alle x € K \ {0} gilt z*> > 0. Insbesondere ist auch 1 = 1% > (.
b) Fir allen € N gilt ng > 0.

Die bisher eingefiithrte Menge der rationalen Zahlen Q ist noch zu klein. Wir werden
sie zur Menge der reellen Zahlen R erweitern, um einen vollstéindigen Korper zu
erhalten. Fiir die Formulierung des Vollstandigkeitsaxioms bendtigen wir noch einige
Begriffe.

2.20 Definition. Sei K ein geordneter Kérper mit Ordnung <, und sei S C K.
a) Die Menge S heifit von unten beschrénkt, falls

dae KVx e S:a<ux.

In diesem Fall heifit a eine untere Schranke von S. Analog definiert man von oben
beschrinkt und obere Schranke. Die Menge S heifit beschrankt, falls S von unten
und von oben beschréankt ist.

b) Ein Element m € K heifit eine grofite untere Schranke oder Infimum von S, falls
m eine untere Schranke von S ist und falls fiir alle unteren Schranken m von S gilt:
m < m. In diesem Fall schreibt man m = inf S = infcg s.

Analog wird die kleinste obere Schranke M oder das Supremum von S definiert,
Schreibweise M = sup S = sup,cg s.

c) Sei m = inf S € K. Dann heift m das Minimum von S, falls m € S gilt. In
diesem Fall schreibt man min .S := inf S = m. Analog definiert man das Maximum
max S :=sup S, falls sup .S € S gilt.

2.21 Bemerkung. a) Bei dieser Definition muss man gut aufpassen: Es wird nicht
verlangt, dass eine obere Schranke zur Menge S selbst gehort. Dies gilt auch fiir
das Supremum bzw. Infimum. Auch wird hier nicht vorausgesetzt, dass eine obere
Schranke oder ein Supremum existiert. So hat z.B. die Menge N ein Infimum, ndmlich
1, aber keine obere Schranke und daher kein Supremum. Fiir das Intervall S = {z €
R:0 <z <1} sind —1 und 0 untere Schranken, die Zahl 0 ist das Infimum und
gehort nicht zu S, wéahrend die Zahl 1 das Supremum ist und zu S gehort.

b) Direkt aus der Definition folgt, dass das Infimum von S (falls existent) eindeutig
ist, analog fiir das Supremum.

c) Die Menge S := {x € Q : z > 0 und 2? < 2} C Q ist beschriinkt, besitzt aber
kein Supremum. Denn man kann zeigen, dass v/2 keine rationale Zahl ist, und dass
daher fiir jede obere Schranke M € Q von S eine weitere obere Schranke M € Q
existiert mit v2 < M < M.

Wir wollen wie bisher auf eine axiomatische Einfithrung der reellen Zahlen verzich-
ten. Die wesentlichen Eigenschaften sind in folgender Aussage zusammengefasst,

obert Den 5.02.20%
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welche wir im Rahmen dieser Vorlesung als Axiom betrachten, d.h. als Eigenschaft,
die im Folgenden vorausgesetzt wird und nicht bewiesen werden muss.

2.22 Axiom (Vollstandigkeitsaxiom). Die reellen Zahlen R sind ein geordneter
Korper, der den geordneten Kdrper Q enthdlt, und in dem das folgende Vollstindig-
keitsaxiom gilt:

e Jede nichtleere von oben (unten) beschrinkte Menge S reeller Zahlen besitzt
ein Supremum (Infimum) in R.

Man kann zeigen, dass durch diese Eigenschaften der Korper der reellen Zahlen
im Wesentlichen schon eindeutig festgelegt ist (genauer: bis auf Isomorphien, d.h.
lineare und bijektive Abbildungen).

2.23 Bemerkung. Konstruktive Zugénge zu den reellen Zahlen sind der Dede-
kindsche® Schnitt und die Vervollstindigung der rationalen Zahlen mittels Cauchy-
Folgen, was wir hier aber nicht weiter ausfithren wollen.

2.24 Satz. a) Es gibt keinx € R mit Vvne N:n < x.
b) Seiz € R mitVn e N:0 <z < <. Dann gilt x = 0.
c) Sei S C R, und es existiere M := sup S. Dann gilt

Ve>0daxe S M—-—ec<ax<M.

Beweis. a) Falls ein x € R existiert mit ¥n € N : n < z, so ist N nach oben
beschrankt, und nach Axiom 2.22 existiert M := sup N. Wegen M —1 < M ist M —1
keine obere Schranke von N. Daher existiert ein ng € N mit M —1 <ng < M. Es
folgt ng + 1 > M im Widerspruch dazu, dass M eine obere Schranke von N ist.

b) Falls z > 0, so erhalten wir wegen = < % fiir jedes n € N die Abschétzung % > n,
d.h % wére eine obere Schranke von N im Widerspruch zu a).

¢) Wir nehmen an, dass die Aussage in c¢) nicht stimmt. Dann existiert ein £ > 0
mit Ve € §: 2 < M — e. Damit ist M — € eine obere Schranke von S, und wegen
M — e < M ist M nicht das Supremum von .S, Widerspruch. O

2.25 Definition. Der Absolutbetrag einer Zahl z € R ist definiert durch

7 x, falls x > 0,
x| =
—z, fallsz <0.

6Richard Dedekind, 6.10.1838 — 12.2.1916
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2.26 Lemma. Fliir alle x,y € R gilt:

(i) 2| = 0,
(if) J2 -yl = =] - [y,
(i) |z +y| < |z| + |y (Dreiecksungleichung),
(iv) [z +y| = ||=| = |yl| (umgekehrte Dreiecksungleichung).

Beweis. Diese Aussagen lassen sich leicht mit einer Fallunterscheidung beziiglich des
Vorzeichens von x und y beweisen. O]

2.27 Satz. Die Menge Q C R liegt dicht in R, d.h. zu jedem z € R und € > 0
existiert ein ¢ € Q mit |x — ¢q| < €.

Beweis. Seien x € R und € > 0. Wir nehmen zunéchst = > 0 an. Nach Satz 2.24 a)
existiert ein n € N mit % < . Wir betrachten die Menge

M :={meN:m > nz}.

Dann ist M # (), da sonst N beschrinkt wire. Da N wohlgeordnet ist (Satz 2.7),
besitzt M ein kleinstes Element mg. Es folgt mg — 1 < nx < m und damit m(;;l <
x < 70 Daher gilt fiir ¢ := =¢ € Q die Abschitzung |z — q| < % < e,

Falls z < 0, so wihlt man ein ¢ € Q mit |(—z) — ¢] < € und setzt ¢ := —q. ]

2.28 Definition. Seien a,b € R mit a < b. Dann definiert man die folgenden
Intervalle:

r€R:a<x<b} (offenes Intervall),
re€R:a<z<b} (abgeschlossenes Intervall),
reR:a<x<b},

[a,b) :={z €R:a < x <b}.

Die beiden letzen Intervalle heiflen auch halboffene Intervalle. Unendliche Intervalle
werden analog definiert: (a,00) := {x € R: z > a}, [a,00) := {x € R: z > a},
(—o0,b) :={r e R:2z < b}, (—o00,b] :={r e R: 2 <b}.

Wir haben bisher die Zahlsysteme N C Z C Q C R kennengelernt. Ausgehend von
den natiirlichen Zahlen N, kann man diese Erweiterungen auch dadurch motivieren,
dass man immer mehr Gleichungen 16sen kann:

e Die Gleichung a + x = b besitzt fiir alle a,b € Z eine Losung = € Z (denn Z
ist beziiglich der Addition eine abelsche Gruppe). Die analoge Aussage fiir N
stimmt nicht.
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e Die Gleichung azx = b ist fiir alle a € Q \ {0} 16sbar (denn Q ist ein Korper).
Die analoge Aussage fiir Z stimmt nicht.

e Die Gleichung 22 = 2 besitzt eine Losung € R, denn R ist vollstindig. Diese
Gleichung besitzt aber keine Losung in Q).

Allerdings gilt in jedem geordneten Korper nach Lemma 2.19 22 > 0 fiir alle z, d.h.
die Gleichung 2? = —2 ist nicht 16sbar. Dazu fiihrt man noch als letzte wesentliche
Erweiterung die komplexen Zahlen ein, in der alle derartigen (genauer algebraischen)
Gleichungen eine Losung besitzen. Allerdings sind die komplexen Zahlen (anders als
Q und R) kein geordneter Korper mehr.

2.29 Definition. a) Der Korper C der komplexen Zahlen wird definiert als C := | /05:45

R? = {(z,y) : x,y € R}, versehen mit der Addition (20.11.20)

(x1,y1) + (22, 92) == (z1 + 22,11 + ¥2) ((21,y1) € C, (22,92) € C)

und der Multiplikation

(x1,y1) - (22,y2) = (2122 — Y1y2, T1y2 + 22y1)  ((x1,91) € C, (22,12) € C)

Man schreibt kurz 1 := (1,0) € C sowie i := (0,1) € C und identifiziert z € R mit
der komplexen Zahl (z,0) € C. Damit kann eine Zahl z = (z,y) € C in der Form

z=(z,y) =z +1y

mit x,y € R geschrieben werden. Die Zahl ¢ = (0, 1) heifit die imagindre Einheit. An-
schaulich spricht man auch von der komplexen Zahlenebene (siche Abbildung 2.1).
b) Sei z = (z,y) = x + iy € C. Dann definiert man:

e Rez := z heifit der Realteil von z,

e Im z := y heiflit der Imaginérteil von z,

e Z:= (z,—y) = x — iy heiBt die zu z konjugiert komplexe Zahl,

o |z| = \/m heifit der Betrag oder Absolutbetrag oder die Lange von z,

2.30 Bemerkung. a) Man rechnet leicht nach, dass C tatséchlich ein Korper ist. 06/22:10

Das neutrale Element der Addition ist 0 = (0,0), das neutrale Element der Mul- (20.11.20)
tiplikation ist 1 = (1,0). Bezliglich der Multiplikation ist das inverse Element zu
z = (z,y) = = + iy gegeben durch

o1 (i, _i> k.
z o N[22 [2]? 2|2 [ [2]?
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Abbildung 2.1: Die komplexe Zahlenebene

b) Direkt aus der Definition folgen die Rechenregeln |z|* = 2z, Z123 = 2122, 2 = 2
sowie
Rez=1(z+7%), Imz= (2 — %)

fiir 2, 21, 29 € C.
c¢) Der Betrag | -| komplexer Zahlen hat die in Lemma 2.26 angegebenen Eigenschaf-
ten. Er ist gleich der euklidischen Linge des Vektors z als Element von R2.

d) Nach Definition der Multiplikation gilt 7> = —1, d.h. die Gleichung 2% = —2 hat
die beiden Lésungen z; = 1v/2 und 2z, = —iv/2. Man beachte, dass nach Lemma 2.19
daraus folgt, dass C kein geordneter Korper ist. Aussagen wie ,,Seien 21, zo € C mit
21 < 2% sind daher sinnlos! Man kann allerdings die Lénge |z| einer Zahl angeben,
womit die Konvergenzbegriffe des nichsten Abschnitts auch auf komplexe Zahlen
anwendbar sind.

e) Beim Rechnen mit komplexen Zahlen kann man wie gewohnt rechnen, wenn man
die neue Eigenschaft i> = —1 verwendet. So kann man das Produkt zweier Zahlen
21 = 21 +ty; und 25 = 9 + iys durch

2120 = (X1 + iy1) (22 + iy2) = T129 + iT1Y2 + 1Y1 T2 + Y13
= (7172 — Y1y2) +i(T1Y2 + T201)

berechnen.
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c) Michtigkeit von Mengen

Wir wollen die bisher eingefithrten Mengen von Zahlen auch noch hinsichtlich ihrer
Maéchtigkeit vergleichen.

2.31 Definition. a) Zwei Mengen A und B heilen gleichméchtig oder von gleicher
Kardinalitat, falls eine bijektive Abbildung f: A — B existiert. In diesem Fall
schreibt man |A| = |B|. Andere Schreibweisen sind #A oder card A statt |A].

b) Eine Menge A heifit endlich, falls A = ) (in diesem Fall setzt man |A| := 0) oder
falls ein n € N existiert mit |A| = [{1,...,n}| =: n. Falls A nicht endlich ist, heifit
A unendlich.

c) Eine Menge A heifit abzihlbar, falls A endlich ist oder |A| = |N| gilt. In zwei-
ten Fall heifit A auch abzahlbar unendlich. Falls A nicht abzihlbar ist, so heifit A
iiberabzdhlbar.

2.32 Satz. a) Jede Teilmenge einer abzihlbaren Menge ist abzdhlbar.
b) Seien A,,, n € N abzihlbare Mengen. Dann ist auch \J, oy An abzihlbar.

c) Sei M eine abzdihlbare Menge, und fir jedes m € M sei A,, eine abzdihlbare
Menge. Dann ist auch |J,,c,; Am abzihlbar.

d) Sei A abzdhlbar. Dann ist auch das kartesische Produkt A x A abzdihlbar.

Beweis. a) Sei A abzéhlbar und B C A. Da die Aussage offensichtlich ist, falls A

oder B endlich sind, diirfen wir |A| = |N| annehmen, d.h. es existiert eine Bijektion
a: N — A, n+ a,. Somit gilt A = {a, : n € N}. Wir definieren iterativ ng, k € N,
durch

(i) ny ist die kleinste Zahl mit a,, € B.

(ii) Seien nq,...,ng_1 bereits gewdhlt. Dann definiert man ny als die kleinste Zahl

grofer als ng_; mit a,, € B.

Dann ist b: N — B, k — a,, eine Bijektion.
b) O.E. seien alle A, unendlich, d.h. 4, = {a,x : k¥ € N}. Man verwendet das
Schema aus Abbildung 2.2 und nummeriert die Elemente in der durch die Pfeile
gegebenen Reihenfolge. Dabei werden doppelt auftretende Elemente gestrichen. Man
erhilt eine Bijektion von N auf |, .y An, d.h. die Vereinigung ist abzéhlbar. (Falls

manche A, endlich sind, kann man dasselbe Schema verwenden, wobei dann die
entsprechenden Stellen frei bleiben.)

c) folgt analog zu b).

d) Schreibe A x A = U, ca Us,catlar,az)}. Da fiir festes a; € A die Menge
Ua,eatlar, az)} bijektiv zu A und damit abzéhlbar ist, kann b) angewendet wer-
den, was die Abzahlbarkeit von A x A zeigt. m
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A/l &‘j'/fC//tD’_"> QAC? Li,g)__, a/? s
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Abbildung 2.2: Schema fiir die Abzéhlbarkeit im Beweis von Satz 2.32 b)

06/1:28:00 | 2.33 Satz. a) Die Mengen Z und Q sind abzihlbar.

(20.11.20) b) Die Menge R ist iiberabzdihlbar.

07/01:00 Beweis. a) Die Abbildung

(24.11.20)

z fall d
[ N—>Z, n— {Q’nl fausngera )
—45=, falls n ungerade

ist eine Bijektion. Fiir rationale Zahlen ¢ € Q haben wir die Darstellung ¢ = ™ mit
m € Z und n € N. Die Abzédhlbarkeit von Q folgt daher aus der Abzihlbarkeit von
Z x N, die nach Satz 2.32 d) und a) gilt.

b) Wir verwenden das Cantorsche” Diagonalverfahren : Angenommen, die Menge
[0,1) sei abzéhlbar, d.h. es gilt [0,1) = {x, : n € N}. Wir schreiben jedes z,, in
Dezimaldarstellung:

Ir = 0, ai] a2 A13 ...
To = 0, Q921 A2 @923 . . .

r3 =0, azg1azasz ...

"Georg Cantor, 3.3.1845 — 6.1.1918
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mit den Ziffern a,,,, € {0,1,...,9}. Wir definieren nun eine Zahl y € [0,1) durch
y=0,y1Y2¥y3 ..., wobei

)1, falls ape # 1,
Y= 0, falls ARl = 1.

Dann sind nach Konstruktion die Zahlen y und x; an der Stelle k verschieden, d.h.
es gilt y # x, fir alle k € N und damit y ¢ {x, : n € N} = [0,1), Widerspruch.
Also ist [0, 1) tiberabzéahlbar, und wegen Satz 2.32 a) ist auch R tiberabzéhlbar. [

2.34 Bemerkung. a) Wir haben |[N| = |Z| = |Q| # |R| gezeigt. Man definiert die
zugehorigen Kardinalzahlen Ry := |N| (,Aleph“, erster Buchstabe im hebréischen
Alphabet) und ¢ := |R| (Michtigkeit des Kontinuums). Ahnlich wie im Beweis von
Satz 2.33 b) kann man zeigen, dass

|Z(N)| = |R|

gilt (dabei ist #(N) die Potenzmenge von N). In der Arithmetik der Kardinalzahlen
gilt also 2% = ¢. Die sogenannte Kontinuumshypothese besagt, dass es keine Menge
mit einer Kardinalzahl , zwischen® Ny und ¢ gibt, d.h. es gibt keine Menge M mit
N C M C R und |M| # |N| sowie |[M| # |R|. Nach Ergebnissen von Godel® und
Cohen” ist diese Hypothese aus den Axiomen der Mengenlehre weder zu beweisen
noch zu widerlegen. Wer die Kontinuumshypothese verwenden will, muss sie als
zusitzliches Axiom als wahr annehmen.

b) In der Mengenlehre wird gezeigt, dass auch fiir jede unendliche Menge M die Po-
tenzmenge eine hohere Kardinalitit besitzt, d.h. es gilt |[M| < | 22(M)|. Insbesondere
gibt es unendlich viele verschiedene unendliche Kardinalzahlen.

8Kurt Godel, 28.4.1906 — 14.1.1978
9Paul Joseph Cohen, 2.4.1934 — 23.3.2007

obert Den 5.02.20%
Rot Denk 15.02.2021
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3. Folgen und Grenzwerte, Reihen

3.1 Worum geht’s? Eine wesentliche Zutat der Analysis ist der Begriff der Kon-
vergenz und des Grenzwerts. Wir werden hier Folgen von Zahlen betrachten und die
entsprechenden Konvergenzbegriffe definieren und analysieren. Eine wichtige Eigen-
schaft des betrachteten Zahlkorpers ist hierbei die Vollstandigkeit, die fiir R und
C gegeben ist, nicht aber fiir Q. Dies ist auch der Grund dafiir, dass reelle und
komplexe Zahlen die wichtigsten in der Analysis verwendeten Korper sind.

a) Folgen und ihre Grenzwerte

3.2 Definition. a) Sei M eine nichtleere Menge. Dann heifit eine Abbildung a: N —
M, n — a(n), eine Folge in M. Man schreibt oft a, := a(n) sowie (a,)peny C€ M
oder (a,), C M fir Folgen N — M, n — a,. (Préziser wire hier die Schreibweise
(an)nen € MY.) Statt N werden auch andere Indexmengen wie Ny (manchmal auch
Z) verwendet.

b) Im Folgenden sei stets K € {R, C}. Eine Folge (a,,)nen C K heifit eine Zahlenfolge.
Die wichtigste Frage bei Folgen ist die der Konvergenz. So konvergiert offensichtlich

die Folge (%)neN gegen 0. Um das korrekt zu formulieren und zu beweisen, benotigen
wir die folgenden zentralen Definitionen.

3.3 Definition. Sei (a,)neny C K eine Zahlenfolge.
a) Eine Zahlenfolge (ay,,)neny C K heifit eine Cauchyfolge!?, falls

Ve>03ng e NVn,m >ng: |a, —an| <e.

b) Eine Folge (an)neny C K heiBt konvergent gegen den Grenzwert (Limes) a € K,
falls
Ve>03dno e NVn>ng:|a, —a| <e.

In diesem Fall schreibt man a,, — a (n — o) oder a, "% ¢ oder a = lim,, oo @y
Eine Folge mit Grenzwert 0 heifit eine Nullfolge.

¢) Eine Folge (a,)neny C K heifit divergent, wenn sie nicht konvergent ist. Eine reelle
Folge (an)nen C R heifit bestimmt divergent gegen oo, falls

VN >0dno e NVn >ng:a, > N.

d) Eine Folge (a,)nen C K heifit beschrénkt, falls ein C' > 0 existiert mit |a,| < C
fiir alle n € N.

10 Augustin-Louis Cauchy, 21.8.1789 — 23.5.1857
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3.4 Beispiele. Beispiele fiir Cauchyfolgen sind a, = 1 (n € N) sowie a,, = + (n €

N). Beide Folgen sind auch konvergent mit Grenzwert 1 bzw. 0. Die durch a, :=n
bzw. a, := y/n definierten Folgen sind beide divergent, und zwar bestimmt divergent
gegen oo. Die Folge ((—1)"),en ist weder Cauchyfolge noch konvergent.

3.5 Satz. a) Fine konvergente Folge besitzt genau einen Grenzwert.
b) Jede Cauchyfolge ist beschrinkt.
c¢) Jede konvergente Folge ist eine Cauchyfolge.

Beweis. a) Seien a und a' Grenzwerte von (a,)neny C K, und sei ¢ > 0. Dann
existieren ng und ng € N so, dass |a, —a| < § (n > ng) und |a, —d'| < § (n > ng)
gelten. Damit folgt fiir n > max{ng, nj}

la —d|=la—ap+a, —d|<|a—ay|+la, —d| <5+ 5 =¢,

Da € > 0 beliebig war, erhalten wir nach Satz 2.24 b) |a — /| =0, d.h. a = d'.

b) Sei (an)nen C K eine Cauchyfolge. Dann existiert zu € := 1 ein ny € N mit
la, — am| < 1 (n,m > ng). Insbesondere folgt |a, — a,,| < 1 (n > ng) und damit
|an| < |an,| +1 (n > ng). Setzt man nun C := max{|ai|, |az|,. .., |any-1], |an,| + 1},

so gilt |a,| < C (n € N).
c) Es gelte a,, = a (n — 00). Sei € > 0, und sei ng € N mit |a, — a| < 5 (n > ng).
Dann gilt fiir alle n, m > ng

|an — | < |an — al + am —a| < 5+ 5 =¢,

d.h. (a,)nen ist eine Cauchyfolge. O

3.6 Definition. Eine reelle Zahlenfolge (a,)neny C R heifit

e monoton wachsend, falls Vn : a,.1 > a,,
e streng monoton wachsend, falls Vn : a,1 > an,,
e monoton fallend, falls Vn : a,11 < ay,

e streng monoton fallend, falls Vn : a, 1 < a,.

3.7 Satz. Sei (an)nen C R eine monoton wachsende und beschrinkte Folge reeller
Zahlen. Dann konvergiert (a,)nen gegen sup{a, : n € N}.

Beweis. Da {a, : n € N} C R beschréankt ist, existiert a := sup{a, : n € N} nach
dem Vollstiandigkeitsaxiom 2.22. Nach Satz 2.24 ¢) existiert zu ¢ > 0 ein ny € N mit
a—¢e < ap, < a. Da (a,)ney monoton wachsend ist, folgt a — ¢ < a,, < a fiir alle
n > ng, insbesondere gilt |a,, — a|] < e (n > ng), was a, — a (n — 00) zeigt. O
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Wir haben oben gesehen, dass jede konvergente Folge eine Cauchyfolge ist. Die
Riickrichtung gilt etwa in Q nicht: Betrachtet man eine Folge rationaler Zahlen, die
gegen v/2 konvergiert, so besitzt diese Folge keinen Grenzwert in Q. Fiir R (und
damit auch fiir C) gilt jedoch auch die Riickrichtung:

3.8 Satz (Vollstiandigkeit von R). Jede Cauchyfolge in R ist konvergent.

Beweis. Sei (a,)nen C R eine Cauchy-Folge. Nach Satz 3.5 b) ist (ay,),en beschréinkt,
d.h. es existiert ein K > 0 mit |a,| < K (n € N). Wir definieren die Folge (¢;,)nen
durch

¢ = inf{ay,, apni1, anio, ...} (n €N).

Dann gilt ¢, < ¢,.1 < K, d.h. die Folge (¢,)nen ist monoton wachsend und be-
schrankt und damit (Satz 3.7) konvergent gegen ¢ := lim,, o, ¢, = sup{c, : n € N}.
Wir erhalten:

(i) Ve > 03ng € NVn,m > ng : [a, — am| < 5, da (an)nen eine Cauchyfolge ist,
(ii) Ve > 03dn; € NVn >ny 1 |e, — ¢| < 5, da (cp)nen gegen c konvergiert,
(iii) Ve > 0Yn € N3k(n) > n: |c, — apm)| < 5 nach Satz 2.24 c).

Somit folgt fiir alle n > ny := max{ng, ny}

lan, — ¢ = |an — rm) + arm) — cn + cn —
|an - ak(n)| + |ak(n) - Cn| + |Cn - C|
stit+ts=ce

IA A

3.9 Korollar (Vollstandigkeit von C). Jede Cauchyfolge in C ist konvergent.

Beweis. Fiir alle z € C gilt |Rez| < |z, [Imz| < |z|. Falls (23)neny € C eine
Cauchyfolge ist, sind daher auch (Re z,)neny € R und (Im z,),eny € R Cauchyfolgen
und nach Satz 3.8 konvergent. Wegen |z| = /| Re 2|2 + [Im 2|2 < | Re z| + | Im | ist
auch (z,)nen konvergent. O

3.10 Beispiel. Sei p > 0 und a,, := p" (n € N).

a) Falls p < 1, setze r := 117 — 1. Dann ist 7 > 0 und p = . Mit der Bernoullischen

Ungleichung, Lemma 2.12, erhélt man 0 < a,, = —= < —— fiir n € N und damit

(1+r)» — 14rn
a, — 0 (n — 00).

b) Falls p = 1, ist die Folge konstant, und a,, — 1 (n — 00).

c¢) Falls p > 1, schreiben wir p = 1+ r mit r > 0, und es folgt p" = (1 +r)" >
14+ rn — oo (n — 00).
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Der folgende Satz lasst sich leicht anhand der Definition der Konvergenz zeigen.

3.11 Satz (Grenzwertsitze). Seien (an)nen C K und (by)nen C K zwei Zahlenfolgen |08/39:10

mit a, — a (n — o0) und b, — b (n — o0). Dann gilt: (27.11.20)
a) an +b, = a+b(n—o0).

b) ay b, = a-b(n— o0).

c¢) Falls b # 0 und

- 32, falls by # 0,
0, falls b, = 0,

dann gilt ¢, — § (n — 00).
d) |ay| — |a| (n — o0).

3.12 Lemma. Sei (a,)neny C K eine Zahlenfolge, und (ay,, )ren eine Teilfolge, d.h. 08/46:20

es gilt n, € N mit ny <mng < .... Dann qilt: (27.11.20)
a) Falls a, — a (n — 00), so gilt auch a,, — a (k — 00).

b) Falls (an)nen konvergent ist und a,, — a (k — 00), so gilt auch a,, — a (n — 00).

Beweis. a) folgt direkt aus der Definition der Konvergenz einer Folge.

b) folgt aus a) und der Eindeutigkeit des Grenzwerts (Satz 3.5 a)), angewendet auf
die Teilfolge. |

3.13 Satz. Seien (an)nen C R und (by)nen C R konvergente reelle Zahlenfolgen mit |08 /54:20

a, < b, (n € N). Dann gilt auch lim,,_, a, < lim,_, by,. (27.11.20)

Insbesondere gilt: Seien c1,c0 € R mit ¢ < a, < ¢o (n € N). Dann gilt auch
&1 S hmn—>00 G, S Co.

Beweis. Wir nehmen an, dass a := lim,, o, a,, > lim,,_,, b, =: b gilt. Zu ¢ := ‘LT’b >
0 existieren ny,ny € N mit |a, —a|l < € (n > ny) und |b, — b < € (n > na).
Fiir n > max{ny,ns} gilt dann b, < b+¢ = a — ¢ < a, im Widerspruch zur
Voraussetzung. N

3.14 Bemerkung. a) Die Grenzwertsétze besagen unter anderem, dass die Limes- |()8 /1:03:00

bildung linear ist, d.h. falls ¢ = lim,,_,, a,, und b = lim,,_., b,, beide existieren, so (27.11.20)
gilt fiir o, f € K auch

lim (aay, + Bb,) = aa + Sb.

n—oo
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Nach Satz 3.13 bleibt auch ,,<“ im Grenzwert erhalten. Man beachte aber, dass dies
nicht fiir ,<*“ gilt! Denn fiir a, := % gilt zwar a,, > 0, aber nicht lim,,_,., a, > 0.
Aus der Voraussetzung a,, > b, erhilt man im Grenzwert lim,,_, .o a, > lim,_, b,.

b) Nach Definition der Konvergenz éndert sich das Konvergenzverhalten einer Folge
wie auch der Grenzwert nicht, wenn die Folge an endlich vielen Stellen geédndert
wird. In diesem Zusammenhang wird manchmal folgende Sprechweise verwendet:
Eine Aussage A(n) gilt fiir fast alle n € N, wenn {n € N : A(n) gilt nicht} endlich
ist. Sie gilt fir unendlich viele n € N, wenn {n € N : A(n) gilt} unendlich ist. In
dieser Sprechweise erhélt man: Falls zwei Folgen fiir fast alle n € N iibereinstimmen,
besitzen sie dasselbe Konvergenzverhalten und (falls existent) denselben Grenzwert.

b) Reihen
Wie bisher sei K € {R, C}.

3.15 Definition. Sei (a,)nen C K eine Zahlenfolge.

a) Dann heifit das Symbol )7 | a,, die unendliche Reihe mit Gliedern a,,. Fiir N € N
heifit sy := ZnN=1 a, die N-te Partialsumme der Reihe.

b) Die Reihe )7 | a,, heifit konvergent, falls die Folge (sy)neny C K der Partialsum-
men konvergent ist. In diesem Fall setzt man Zzozl a, = lImy_ o Sn. Ansonsten

heilt die unendliche Reihe divergent.

3.16 Bemerkung. a) Das Symbol > > | hat eine doppelte Bedeutung: Einerseits
steht es abstrakt fiir die Folge der Partialsummen, unabhéngig davon, ob diese kon-
vergiert, andererseits fiir den Grenzwert dieser Folge im Falle der Konvergenz. So-
wohl ,,Die Reihe Y >° | a,, konvergiert nicht* als auch ,,» >° | a, = 1% sind zuléssige
Aussagen.

b) Eine Reihe Y77 | a mit a; € K konvergiert genau dann, wenn zu jedem ¢ > 0 ein
no € N existiert mit | > 7 ag| < e(m,n > ng). Denn es gilt > 7' ar = $p — Sm—1,
und die obige Bedingung ist dquivalent dazu, dass (sy)yen eine Cauchyfolge ist.
Wegen der Vollstéandigkeit von K ist dies dquivalent zur Konvergenz.

3.17 Lemma. Falls | a, konvergiert, so gilt a, — 0 (n — 00). Die Umkehrung

gilt im Allgemeinen nicht, so divergiert etwa die harmonische Reihe ", %

Beweis. Sei Y | a, konvergent. Dann existiert nach Bemerkung 3.16 b) fiir alle
e >0 ein ng € N mit |a,| = |s, — sp_1] < € (n > ng). Somit gilt a,, — 0 (n — o0).

Um die Divergenz der harmonischen Reihe zu zeigen, wéhlen wir zu ny € N die
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Indizes m := ng und n = 2ny. Dann gilt

2ng 1 2ng 1 1
— 5| = - > — =
sn—snl = D 3= DL 505
k=no+1 k=no+1
Also ist (s, )nen keine Cauchyfolge und daher nicht konvergent. m
3.18 Lemma (Geometrische Reihe). a) Fiir ¢ € R\ {1} und n € Ny gilt 09/18:50
(01.12.20)
>t =
1—gq

wobei ¢° := 1 gesetzt wird.

b) Sei g € K mit |q| < 1. Dann konvergiert die geometrische Rethe Y~ ¢", und es

gilt
Zq =

Falls |q| > 1, so divergiert die geometrische Reihe.

1—q

Beweis. a) Wir zeigen die Aussage mit Induktion iiber n € Ny. Fiir n = 0 steht auf
beiden Seiten in a) der Wert 1. Wir nehmen also an, dass die Aussage fiir n gilt.
Dann folgt

n+1 n+1 n+1 n+1 n+2
B a1 14 wi1 1=+ (1-q) 1-—gq
E q" E q"+q =1, +q - i

und die Aussage gilt auch fiir n + 1.
b) Fiir |¢| < 1 gilt nach Beispiel 3.12 |q|” — 0 (n — o0) und damit ¢" — 0 (n — o0).

Mit a) folgt S p_,¢" = = qnﬂ — —q (n — o0). Falls |g| > 1, so ist (¢")nen keine
Nullfolge, und die Relhe dlverglert nach Lemma 3.17. O

Im Folgenden werden wir Kriterien fiir die Konvergenz einer Reihe herleiten. Wir
beginnen mit einer stéirkeren Art der Konvergenz.

3.19 Definition. Eine Reihe )7 a, heifit absolut konvergent, wenn die Reihe |(9 /32:20

> onzi lan| konvergiert. (01.12.20)

3.20 Lemma. Wenn eine Reihe Y, a, absolut konvergent ist, so ist sie auch 09/33:30

konvergent. (01.12.20)
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Beweis. Mit Hilfe der Dreiecksungleichung folgt aus der Konvergenz der Reihe )" | |a,|

firn >m
‘ Zak‘ < Z lag] = 0 (n,m — o).
k=m k=m
Nach Bemerkung 3.16 b) ist die Reihe konvergent. ]

Die Umkehrung dieser Aussage gilt nicht: Die Reihe > 7, % ist nicht absolut
konvergent, aber nach dem folgenden Satz konvergent.

09/44:30 3.21 Satz (Leibniz"-Kriterium). Ist (a,)neny C R eine monoton fallende Nullfolge,

n=1

(01.12.20) 90 konvergiert die alternierende Reihe Y~ (—1)"ay,.

Beweis. Fiir m € N gilt fiir die Partialsummen (s,,)nen der alternierenden Reihe

Somt2 = Som + (—Qamt1 + Gam) < Som,

Som+3 = Som+1 + (Q2mt2 — A2m+3) > Somt1,

wobei die Monotonie der Folge (a,)nen verwendet wurde. Wegen sy, > s; und
Som+1 < s2 (m € N) sind beide Teilfolgen (Som)men und (Som+1)men monoton
und beschrénkt, also (nach Satz 3.7) konvergent. Wegen So,, 11 — Som = —a2me1 —
0 (m — oo) haben beide Folgen denselben Grenzwert s, d.h. zu ¢ > 0 existieren
my,my € N mit |s9,, — $| < & (m > my) und |sg11 — 8| < & (m > my). Fiir alle
n > 2max{mi, my} folgt damit |s,, —s| < e, was die Konvergenz der Reihe zeigt. [

09/1:01:00 | 3.22 Bemerkung. a) Im Beweis sieht man: Es gilt [s, — s| < a,41 (n € N), d.h.

(01.12.20) man hat fiir den Grenzwert die Abschétzung s, — a1 < s <8, + Apiq-
b) Wie oben erwihnt, ist die Reihe > °° (_;)n nach dem Leibniz-Kriterium kon-

n=1
vergent, sie ist aber nicht absolut konvergent. Eine spannende Frage, die wir spéter

noch beantworten werden, ist die nach dem Wert dieser Reihe.

Obwohl das Leibniz-Kriterium bei den Studierenden traditionellerweise sehr beliebt
ist, sind die folgenden Kriterien wichtiger, um die Konvergenz einer Reihe zu unter-
suchen. Dabei erinnern wir an die Sprechweise ,,fiir fast alle“ (Bemerkung 3.22 b)):
Eine Aussage gilt fiir fast alle n € N, wenn sie fiir alle bis auf endlich viele n € N
gilt.

09/1:05:40 | 3.23 Satz (Majorantenkriterium). Sei (an)neny C K und (bn)nen C R. Falls |a,| <

(01.12.20) b, fir fast alle n € N gilt und die Reihe Y - b, konvergiert, so konvergiert die
Reihe Y7 | a,, absolut.

In diesem Fall heifit die Reihe > 7 | b, eine (konvergente) Majorante zu >~ | a,.

HGottfried Wilhelm Leibniz, 21.6.1646 — 14.11.1716
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Beweis. Fiir hinreichend groe n,m € N mit n > m gilt die Abschitzung |a,| < b,
sowie, da y_° | b, konvergiert,

Z|ak]<2bk—>0 (n,m — 00).

k=m

Nach Bemerkung 3.16 b) ist >~ | a,, absolut konvergent. O

Das Majorantenkriterium liefert weitere wichtige Konvergenzkriterien, etwa durch
Vergleich mit der geometrischen Reihe.

3.24 Satz (Quotientenkriterium). Sei (a,)neny C K eine Folge mit a,, # 0 fiir fast
alle n € N. Falls ein q € (0,1) ezistiert mit

Ap+1
G,

<q fir fast alle n € N,

so ist die Reihe Y °7 | a, absolut konvergent.

n=1

Beweis. Nach Voraussetzung existiert ein ng € N mit

n—1
k

=ng

Qn

Qpy

Q41
ag

S qnfno

fir alle n > ng. Also gilt |a,| < l:"olq” (n > ng), und die Reihe ">, ";:::g'q ist eine

konvergente Majorante fiir > | a,. O

3.25 Satz (Wurzelkriterium). Sei (a,)neny C K eine Folge. Falls ein q € (0,1) mit

Vlan| < q  fir fast alle n € N

existiert, so ist die Reihe Y >~ a, absolut konvergent.

n=1

Beweis. Nach Voraussetzung existiert ein ng € N mit |a,| < ¢" (n > ng), und die
geometrische Reihe > 7  ¢™ ist eine konvergente Majorante. ]

Man beachte bei beiden Kriterien, dass ¢ < 1 vorausgesetzt wird! So ist die Bedin-
gung |a"+1| <1 nicht hinreichend fiir die Konvergenz, wie das Beispiel der harmo-

nischen Reihe Y7 | & zeigt.

Im Allgemeinen darf man bei Reihen (selbst bei konvergenten) die Reihenfolge der
Summanden nicht vertauschen. Der folgende Satz zeigt, dass dies bel absolut kon-
vergenten Reihen ohne Anderung des Wertes moglich ist.
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10/02:00 3.26 Satz (Umordnungssatz). Sei Y .°7  a, eine absolut konvergente Reihe mit

n=1

(04.12.20) Grenzwert s. Dann konvergiert jede Umordnung dieser Reihe ebenfalls gegen s, d.h.
fiir jede Bijektion ¢: N — N konvergiert die Reihe Y |y gegen s.

Beweis. Sei p: N — N bijektiv. Wir miissen lim, oo > p_; Gum) = S zeigen. Sei dazu
e>0.Da} 7 |a,| konvergent ist, existiert ein ng € N mit )2 |ax| < 5. Damit

gilt
no—1 0o [e%¢) c
B STAED PP SIAPE
k=1 k=ng k=ng

Wihle N € N so gro8, dass {¢(1),...,¢(N)} D {1,...,no — 1} gilt. Dann folgt fiir

n>N
n n no—1 no—1
D SUFHIEL) YW PPN, S
k=1 k=1 k=1 =
ad € IS IS
< Z ]ak|+§<§+§:5.
k=no ]

Wie multipliziert man zwei Reihen > 7 ja, und Y 7 b,? Intuitiv ist klar, dass
man durch Ausmultiplizieren eine unendliche Summe der Form ZZ}Z:O abe erhilt.
Allerdings ist dies eine Reihe mit doppeltem Summationsindex. Um dies wieder in
eine gewohnliche Reihe zu verwandeln, verwendet man die Tatsache, dass Ny x Ny
abzéhlbar ist, d.h. es existiert eine bijektive Abbildung ¢: Ny — Ny x Ny, n +—
o(n) = (kn, £n) (eine Aufzéhlung von Ny x Ny. Wenn man Umordnen kann, wird man
erwarten, dass das Produkt der Reihen gleich > ay, by, ist. Dabei sind besonders
interessante Abzahlungen die in immer groBeren Quadraten (quadratisches Schema)
und das aus Satz 2.32 bekannte Diagonalschema, siche Abbildung 3.1.

Der folgende Satz zeigt, dass diese Idee bei absolut konvergenten Reihen tatséchlich
zum gewiinschten Ergebnis fiihrt.

3.27 Satz. Seien Y~ a, und Y b, zwei absolut konvergente Reihen, und sei
¢: Nog = NoxNy, n+— (ky,{,) eine Bijektion. Dann konvergiert die Reihe Y~ ax, by,

absolut, und es gilt
Zaknbgn = (Zan) (an>
n=0 n=0

n=0

Beweis. Fiir N € N existiert ein M € N mit |k,|] < M und |(,| < M fir alle
n =20,..., N. Damit folgt

ﬁ:!aknba\ < (ﬁjlan!)(i!bnr) < (i\an\)(iwn\) < oo,

obert Den 5.02.20%
Rot Denk 15.02.2021
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V
g 1) «— (1<)
Gfg T 9%4 a. ﬁz 9 /3 Qq /gg 2, ﬂa Qg ﬁz 9 /;
(2) Quadmahrdas Cchewa %) (biagaualjcl«zwa

Abbildung 3.1: Abzéhlungen von Ny x Ny

und die Reihe Zf:o |ag, be, | konvergiert, da die Partialsummen monoton wachsend
und beschréinkt sind. Also ist die Reihe )" °  ax, by, absolut konvergent.

Seien zwei Bijektionen ¢, ¢ wie im Satz gegeben. Dann entsteht die zu ¢ gehorige
Reihe durch Umordnung aus der zu ¢ gehorigen Reihe, und nach dem Umord-
nungssatz haben beide Reihen denselben Grenzwert. Somit ist der Wert der Reihe
unabhéngig von der Wahl von ¢.

Wiéhlt man speziell das quadratische Schema (Abbildung 3.1 (a)), so erhélt man
immer fiir n = (N + 1)®> — 1 ein volles Quadrat, d.h. alle Produkte der Form ayb,

mit k£, ¢ =0,..., N. Fiir dieses Schema gilt also fiir die Partialsummen

(N+1)2-1 %) 00
Z aknbgn = ((104" . '+&N)(bo—|—' : '+bN) — (Zan) (an> =S (N — OO)
n=0 n=0 n=0

Da die Reihe konvergiert und eine Teilfolge der Partialsummen gegen s konvergiert,
konvergiert auch die Reihe fiir dieses spezielle Schema gegen s (Lemma 3.12 b)).
Da die Reihe fiir jedes Schema gegen denselben Wert konvergiert, erhalten wir die
Behauptung. O]

3.28 Satz (Cauchy-Produkt von Reihen). Seien Y " a, und Y~ b, zwei absolut
konvergente Reihen. Definiert man

Cp ‘= Z akbn_k (TL < No),
k=0
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so konvergiert die Reihe ¢, absolut, und es gilt
(Yu)(Sh) =D e
n=0 n=0 n=0

Beweis. Wir wenden Satz 3.27 an auf die diagonale Abzéhlung ¢: Ny — Ny x
No, n + (kn, ¢,) aus Abbildung 3.1 (b). Man sieht, dass ¢, gerade die Summe der
Elemente auf der n-ten Diagonale ist:

co = apby = Gkobeo
c1 = apby + a1by = ak, by, + ag,be,,
Co = aObQ + albl + CLQbO - ak3b€3 + ak4b€4 + ak5bf5

Damit sind die Partialsummen Zg:o ¢, des Cauchy-Produkts eine Teilfolge der Par-
tialsummen Zﬁio ay, by, . Da Teilfolge einer konvergenten Folge denselben Grenzwert
besitzen, konvergiert auch >~ ¢, gegen das Produkt der beiden Reihen. O]

Als Anwendung betrachten wir eine der wichtigsten Reihen der Mathematik, die
Exponentialreihe. In der folgenden Reihe wird wie iiblich 2° := 1 gesetzt.

3.29 Definition. Fiir z € C wird die Exponentialreihe definiert durch

exp(z) := _an

Die Eulersche Zahl ist definiert als e := exp(1). Die Funktion exp: C — C, z —
exp(z) heift auch Exponentialfunktion.

Man sieht sofort aus dem Quotientenkriterium, dass die Reihe exp(z) fiir jedes z € C
absolut konvergiert.

3.30 Satz (Funktionalgleichung der Exponentialfunktion). Fir alle w,z € C gilt
exp(w + z) = exp(w) exp(z).

Beweis. Wir wenden Satz 3.28 auf die Reihen exp(w) und exp(z) an. Dabei sind die
Koeffizienten des Cauchy-Produkts gegeben durch

ZZ%F mz() = )

Hier wurde die binomische Formel (Satz 2.15) verwendet. Nach Satz 3.28 erhalten

wir
exp(w) exp(z Z Cp = Z L'Z) = exp(w + 2).
n=0 ’
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3.31 Korollar. a) Fiir alle z € C ist exp(z) # 0 sowie exp(—z) = ——. 10/37:10

exp(2)

b) Fiir alle x € R ist exp(x) > 0. (04.12.20)
c¢) Fir alle n € N ist exp(n) = e”.

Beweis. a) Es gilt exp(z) exp(—z) = exp(z — z) = exp(0) = 1.

b) Falls z > 0, so ist jeder Termin in der Reihe exp(x) nichtnegativ, und es folgt
sogar exp(z) > 1. Falls x < 0, so gilt exp(z) = 1/ exp(—z) > 0.

c) Wegen e" = exp(1)™ folgt dies iterativ aus der Funktionalgleichung. O
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4. Einige niitzliche Prinzipien

4.1 Worum geht’s? Wir haben bereits die Konvergenz einer Zahlenfolge oder einer
Reihe kennengelernt. Eine Grundlage dieses Begriffs ist eine abstrakte Version des
Abstands zweier Zahlen, was zum Konzept eines metrischen Raums fithrt. Da wir
spater Metriken auch noch fiir allgemeinere Mengen als reelle oder komplexe Zah-
len behandeln, werden in diesem Abschnitt einige fundamentale abstrakte Konzepte
der Analysis behandelt. Ein wichtiges, aber beim ersten Kennenlernen auch schwer
verstidndliches Prinzip ist die Kompaktheit, welche wir neben anderen Konzepten
wie Metrik, Norm, Skalarprodukt hier behandeln. Wir werden auch topologische
Grundlagen wie das Innere oder den Rand einer Menge in diesem Abschnitt behan-
deln.

a) Metrische Riume

Wir kénnen den Abstand zweier Zahlen x und y (z. B. x,y € R) voneinander mit
Hilfe des Absolutbetrags |z — y| messen. Wir wollen hier dieses Konzept des Ab-
standes auf allgemeinere Mengen iibertragen. Dabei muss keine Vektorraumstruktur
vorausgesetzt werden, d.h. der Ausdruck = — y muss nicht definiert sein. Wie bisher
sei K € {R, C}.

4.2 Definition. Sei X eine Menge. Dann heifit d : X x X — [0,00) eine Metrik
auf X, falls fiir alle xq, x9,z3 € X gilt:

(i) d(xy1, z2) = d(x2, x1),
(ii) d(x1,22) =0 < 21 = 29,
(iil) d(z1,z2) < d(w1,73) + d(x3,29)  (Dreiecksungleichung).
In diesem Fall heifit (X, d) ein metrischer Raum.

4.3 Beispiele. a) Definiere fir z = (z1,...,2,), v= (y1,...,yn) € K"

do(,y) = |x =yl o= | D lon — wil?,
k=1

n

di(z,y) = low — il

k=1

.....

Dann sind ds, di, dsw Metriken auf K". Die Metrik ds heifit auch Standardmetrik
oder euklidische Metrik auf K".
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b) Die Menge [0,1] € R mit d(z,y) := |z — y| (z,y € [0,1]) ist ebenfalls ein
metrischer Raum. Allgemein sieht man: Falls (X, d) ein metrischer Raum ist und
Xo C X, dann ist auch (X, d|x,) wieder ein metrischer Raum.

c¢) Sei X eine beliebige Menge. Dann wird durch definiert durch

1, falls x # y,

d: X x X = [0,00), (z,y)—d(z,y):=
0, fallsz =y,

eine Metrik auf X definiert, die diskrete Metrik.

Wir kennen bereits die zentralen Begriffe von Cauchy-Folgen und Konvergenz. Diese
lassen sich auch in allgemeinen metrischen Rdumen betrachten:

4.4 Definition. Seien (X, d) ein metrischer Raum, 2o € X und r > 0. Dann heifit
B(zg,r) :={z € X|d(z,x9) < r} die (offene) Kugel (Ball) um xy mit Radius .

4.5 Definition. Sei (X, d) ein metrischer Raum.
a) Eine Folge (z,,)nen C X heifit Cauchy-Folge, falls

Ve > 03ngVn,m > ng: d(x,, z,) <.

b) Eine Folge (x,,)neny C X heifit konvergent, falls ein x € X existiert mit

Ve >03dngVn > ng:d(z,,z) <e.
In diesem Fall heiit z der Grenzwert dieser Folge und man schreibt x,, — x (n — 00)
oder x = lim,,_,oo Tp,.

¢) X heifit vollstindig, wenn jede Cauchy-Folge in X konvergiert, d.h. einen Grenz-
wert in X besitzt.

d) Sei Xy C X. Dann heifit X, dicht in X, falls
Voee XVe>03xy € Xo:d(z,z) < e.

Wir wissen bereits, dass R vollstdndig ist, nicht aber @, und dass Q dicht in R
liegt (alles beziiglich der Standardmetrik d(x,y) = |z — y|). Beziiglich der diskreten
Metrik liegt @ nicht dicht in R, da etwa d(v/2,q) = 1 fiir alle ¢ € Q gilt.

In vielen Beispielen war die Metrik gegeben in der Form d(z,y) = |r — y|. Dies
geht nur, falls X ein Vektorraum ist. Wir geben hier nur kurz die Definition an, da
Vektorrdume ein zentrales Objekt der Vorlesung Lineare Algebra sind.

4.6 Definition. Sei K ein Korper. Dann heifit eine Menge V' ein K-Vektorraum,
falls zwei Abbildungen +: V x V' — V (Addition) und -: K x V' — V (Skalarmul-

tiplikation) existieren mit folgenden Eigenschaften:
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(i) (V,+) ist eine abelsche Gruppe.

(ii) Firallez,y € Vund o, 8 € K gilt a-(z+y) = a-z+a-y, (a+p)-x = a-z+5-x,
(af) - z=a-(f-2),1 ==

4.7 Beispiele. a) K" mit der iiblichen Addition und Skalarmultiplikation ist ein
K-Vektorraum.

b) Sei V' die Menge aller Funktionen f: [0,1] — C (d.h. in der Schreibweise von
Definition 1.9 ist V = [0,1]%), und seien die Addition und die Skalarmultiplikation
auf V' definiert durch

(f +9)(x) = flz) +g(x) (x€0,1], f,geV),
(- f)(x) :=af(z) (x€[0,1, a €C, f,geV).

Dann ist (V,+, ) ein C-Vektorraum.

¢) Man sieht sofort, dass das Beispiel aus b) sich auf die allgemeine Situation iiber-
tragen lisst: Seien M eine Menge und K ein Korper, und sei V = K™ die Menge
aller Abbildungen f: M — K. Definiert man die Addition und Skalarmultiplikation
analog zu b), wird V' zu einem K-Vektorraum.

Auf Vektorraumen lésst sich das Konzept einer Norm definieren, welches die Lénge
verallgemeinert:

4.8 Definition. Sei V' ein K-Vektorraum. Eine Abbildung || - || : V' — [0, 00) heifit
Norm auf V', wenn gilt:

) VeeV |z|=0< 2 =0,
(i) Va e K,z € V' [l ]| = [af [|l2]],
(iii) Vo,y € Vi |lz +y|| < [Jz]| + [|y[| (Dreiecksungleichung).

In diesem Fall heifit (V.|| - ||) ein normierter Raum.

4.9 Beispiele. a) Beispiele fiir normierte Rdume sind V' = K mit dem Betrag | - |
sowie V' = K" mit der euklidischen Norm |z| := |z]s := /> o_; |ax|?

b) Sei V' die Menge aller beschréankten Funktionen f: [0,1] — C (dabei heifit eine
Funktion f beschrankt, wenn ein C' > 0 existiert mit |f(z)] < C (z € [0,1]).

Dann wird V' mit || f||o := sup,epoq) | f(2)] zu einem normierten Raum. Diese und
verwandte Normen werden wir spiter noch genauer analysieren.

4.10 Bemerkung. Jeder normierte Raum wird mit d : X x X — [0, 00), (z,y) —
d(z,y) := || — y|| zu einem metrischen Raum. In diesem Sinne sind Begriffe wie
Cauchy-Folge, Vollstédndigkeit usw. fiir normierte Rdume zu verstehen.
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4.11 Definition. Ein vollstandiger normierter Raum heiit Banachraum. 11/32:10

Eine typische Klasse von normierten Rédumen sind Rdume mit Skalarprodukt, wie (08.12.20)

es etwa auch auf dem K" definiert werden kann. Wir geben hier nur die Definition
an:

4.12 Definition. Sei V' ein K-Vektorraum. Dann heifit eine Abbildung (-,-): V' x 11/34:00

V' — K ein Skalarprodukt, falls gilt: (08.12.20)
(i) Vag,ap € KV 21,29,y € V : (11 + oo, y) = a1 (z1,y) + aa(22,9),
(ii) Vo, y € V: (y, 2) = (x,y),
(iii) Ve € V : (z,x) > 0 sowie ((z,z) =0 < x =0).

In diesem Fall heiit (V (-, -)) ein Raum mit Skalarprodukt oder ein Prahilbertraum.

4.13 Bemerkung. a) Durch 11/40:30

. (08.12.20)
(x,y) = Za:jy_j (x,y € K")
j=1

wird ein Skalarprodukt auf K" definiert.

b) Man kann zeigen, dass durch ||z|| := y/(z, x) eine Norm auf V' definiert wird, die
zu dem Skalarprodukt zugehorige (oder durch das Skalarprodukt induzierte) Norm.

4.14 Definition. Ein vollstdndiger Raum mit Skalarprodukt heifit Hilbertraum. 11/45:30

(08.12.20)
b) Topologische Grundbegriffe
Im Folgenden sei (X,d) ein metrischen Raum. Wie bisher bezeichne B(xz,¢) die
offene Kugel um x mit Radius ¢ (Definition 4.4).
4.15 Definition. Sei M C X. 11/55:10
a) Dann wird das Innere M von M definiert durch (08.12.20)

M:={zeM:3e>0:B(x,e) C M}.

Ein Punkt x € M heifit ein innerer Punkt von M.

b) Die Menge M heifit offen, falls jeder Punkt = € M ein innerer Punkt von M ist.
M heifit abgeschlossen, falls X \ M offen ist.

¢) Ein Punkt x5 € X heifit ein Haufungspunkt von M, falls gilt:

Ve>03dz e M\ {xo}:d(x,xg) <e.
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Ein Punkt 2y € X heifit ein isolierter Punkt von M, falls xy € M gilt und xq kein
Haufungspunkt von M ist.

d) Der Abschluss M von M ist definiert als die Vereinigung von M und der Menge al-
ler Haufungspunkte von M, d.h. M := MU{zq € X : ¢ ist Hiufungspunkt von M}.

4.16 Beispiele. a) R ist in R offen und abgeschlossen, wéahrend (0, 1] in R weder
offen noch abgeschlossen ist. Diese Beispiele zeigen auch, dass abgeschlossen nicht
dasselbe ist wie , nicht offen*.

b) Sei M :=[0,1) C R. Dann ist 1 ein Haufungspunkt von M, und die Menge aller
Héufungspunkte ist [0, 1]. Insbesondere ist [0, 1] = [0, 1).

¢) Sei M :={%:n € N} C R. Dann ist 0 der einzige Haufungspunkt von M (d.h.
alle Punkte von M sind isoliert), und es gilt M = M U {0}.

4.17 Bemerkung. Wie die obigen Beispiele zeigen, muss ein Haufungspunkt von M
nicht in M liegen (kann aber). Ein Punkt xy € X ist genau dann ein Haufungspunkt
von M, falls eine Folge (z,)nen € M \ {x0} existiert mit x,, — x¢ (n — 00). Damit
folgt

{zo € X : es existiert eine Folge (x,,)neny € M mit z,, — z9 (n — 00)}.

M =
Mit dieser Beschreibung und der Definition eines Haufungspunktes erhélt man auch
M = M.

4.18 Lemma. Sei M C X. Dann sind dquivalent:
(i) M ist abgeschlossen.
(ii) Es gilt M = M.
(iii) Fir jede Folge (xp)neny C M mit x, — xo € X (n — 00) gilt xy € M.

Fiir jede Teilmenge M C X gilt: M ist die kleinste abgeschlossene Menge, die M
enthdlt.

Beweis. (i)=(ii). Angenommen, es existiert ein xo € M \ M. Dann ist zy ein
Héufungspunkt von M, und nach Definition 4.15 ¢) gilt B(xg,e) N M # ) fiir jedes
e > 0. Damit ist xy kein innerer Punkt von X \ M, d.h. X \ M ist nicht offen im
Widerspruch zu (i).

(ii)=(i). Falls M nicht abgeschlossen ist, so ist X \ M nicht offen, und daher existiert
ein 7o € X \ M so, dass fiir alle ¢ > 0 gilt: B(z,e) N M # (. Damit ist o ein
Héufungspunkt von M und damit zq € M \ M im Widerspruch zu (ii).

(i)« (iii) folgt direkt aus Bemerkung 4.17.

Sei nun M C X beliebig. Wendet man die Aquivalenz von (i) und d (ii) auf M an, so
sieht man, dass M abgeschlossen ist. Nach Definition gilt M C M. Angenommen,
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es existiert eine weitere abgeschlossene Menge A mit M C A € M. Dann existiert
ein 1o € M \ A. Da x4 ein Haufungspunkt ist, existiert nach Bemerkung 4.17 eine
Folge (2, )ney € M C A mit x,, — o (n — 00). Wir wenden die Aquivalenz von (i)
und (iii) auf A an und erhalten den Widerspruch z, € A. O

4.19 Definition. a) Sei M C X. Dann wird der Rand OM von M definiert als
OM :={xg € X : Ve >0: B(xg,e) N M # () und B(xg,e) N M # D}

b) Eine Menge M C X heifit beschrinkt, falls ein zp € X und ein R > 0 existieren
mit M C B(xg, R).

c) Sei zp € X. Dann heifit eine Menge U C X eine Umgebung von z, falls ein ¢ > 0
existiert mit B(zg,e) C U.

4.20 Beispiel. Sei M = (0,1] U {2} C R. Dann ist M beschrankt, da etwa M C
B(0,3), es gilt OM = {0,1,2} sowie M = [0,1] U {2}. Der Punkt 2 ist der einzige
1

isolierte Punkt von M. Umgebungen des Punktes 5 sind B(%,r) fiir jedes r > 0,

aber auch jede Obermenge solcher Kugeln, wie z.B. [—1, 1].

Fiir die Menge der reellen (oder der komplexen) Zahlen gilt der folgende wichtige
Satz von Bolzano'? und Weierstraf3's.

4.21 Satz (Satz von Bolzano-Weierstrafl). Jede unendliche beschrinkte Menge M
reeller Zahlen besitzt (mindestens) einen Hdiufungspunkt.

Beweis. Seien {x1,xs,...} verschiedene Punkte von M. Wir definieren die Folge
(¢n)nen durch ¢, = inf{x,,z,1,...} fir n € N. Wie im Beweis von Satz 3.8
gezeigt, gilt ¢, — ¢ := sup{ci,c,...} € R. Dann ist ¢ ein Haufungspunkt von
M, denn zu € > 0 existiert ein ny € N mit |c — ¢,,| < 5, und zu ¢,, existiert ein
T, k > ng, mit |,y — 25| < 5. Damit folgt |c — x| < e, und da x;, = ¢ fiir héchstens
ein k € N gilt, ist ¢ ein Hiufungspunkt von {xy, zs, ... }. O

Wendet man den obigen Satz fiir Real- und Imaginérteil an, so sieht man, dass
auch jede beschriankte Menge in C einen Haufungspunkt besitzt. Wir haben bisher
Haufungspunkte von Mengen betrachtet. Es gibt diesen Begriff auch fiir Folgen,
wobei nicht einfach der Wertebereich der Folge betrachtet wird.

4.22 Definition. Seien (a,),en C R eine Folge reeller Zahlen.

a) Eine Zahl a € R heifit ein Haufungspunkt der Folge (a,)nen, falls fiir alle ¢ > 0
unendlich viele n € N existieren mit |a,, — a| < €.

12Bernard Bolzano, 5.10.1781 — 18.12.1848
BKarl Theodor Wilhelm Weierstraf}, 31.10.1815 — 19.2.1897
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b) Man definiert (falls existent)

limsupa, := lim a, := lim sup{ag, axs1,...}
n—00 n—00 k—o0

(Limes superior der Folge (ay,)nen) und

liminf a, := lim a, := lim inf{ay, agy1,...}
n—o00 n—00 k—o0

(Limes inferior der Folge (ay,)nen)-

4.23 Beispiele. a) Die Folge a,, := (—1)" (n € N) hat die beiden Haufungspunkte
1 und —1, und es gilt limsup,, ,. a, =1 und liminf, ,, a, = —1.

b) Die Folge a,, := n (n € N) hat keinen Haufungspunkt, und weder limsup,, , . a,
noch liminf,,_, . a,, existieren.

4.24 Bemerkung. a) Falls sie existieren, sind limsup,, . a, und liminf, .. a,
selbst wieder Haufungspunkte. Dabei ist lim sup,,_, . a,, der gréfite und lim inf,,_,  a,
der kleinste Haufungspunkt der Folge.

b) Falls (a,)nen C R beschrénkt ist, existieren limsup,, . a, und liminf, .. a,.
Fiir beschrénkte Folgen (a,,)n,eny C R sind dquivalent:

(i) Die Folge (ay)nen konvergiert.
(ii) Die Folge (ay)nen besitzt nur einen Haufungspunkt.
(iii) Es gilt limsup,,_,, a, = liminf, . a,.

¢) Sei (an)neny C R eine Folge. Dann ist eine Zahl a € R genau dann ein Haufungs-
punkt, wenn eine Teilfolge (a,, )ren existiert mit a,, — a (k — 00).

c) Kompakte Mengen

Die Kompaktheit ist ein zentraler Begriff der Topologie. In R sind kompakte Mengen
leicht zu charakterisieren, wir geben dennoch zunéchst die allgemeine Definition an.
Wie bisher sei (X, d) ein metrischer Raum.

4.25 Definition. a) Sei A eine Menge. Eine Familie = {U) : A € A} C Z(X)
heifit eine offene Uberdeckung einer Menge M C X, falls jede Menge U, offen ist
und M C [J,¢, Un gilt.

b) Sei % = {Uy : A € A} eine offene Uberdeckung von M C X. Man sagt, dass %
eine endliche Teiliiberdeckung von M besitzt, falls endlich viele {A,...,\,} C A
existieren mit M C (J;_, U,,.

¢) Eine Menge M C X heiBt kompakt, falls jede offene Uberdeckung % von M eine
endliche Teiliiberdeckung besitzt.

© Robert Denk 15.02.2021



4. Einige niitzliche Prinzipien 47

Die oben definierte Eigenschaft heifit auch Heine'*-Borel'*-Eigenschaft.

4.26 Beispiele. a) Jede endliche Menge K C X ist kompakt.

b) Die Menge N C R ist nicht kompakt, da z.B. die offene Uberdeckung N C
Unen(n — $,n + 1) keine endliche Teiliiberdeckung besitzt.

c¢) Die offene Uberdeckung (0,1] C J,cn(2,2) besitzt keine endliche Teiliiber-
deckung, daher ist das Intervall (0, 1] nicht kompakt.

d) Die offene Uberdeckung [0, 1] C o (2, 2)U(—1, 2) besitzt die endliche Teiliiber-
deckung [0, 1] C (3,2) U (—1, 3). Allerdings ist damit noch nicht gezeigt, dass [0, 1]
kompakt ist, da man zeigen miisste, dass jede offene Uberdeckung eine endliche
Teiliiberdeckung besitzt. Wir werden spéter allerdings sehen, dass [0, 1] tatséchlich

kompakt ist.

4.27 Satz. Sei K C X kompakt. Dann ist K beschrdankt und abgeschlossen.

Man beachte dabei, dass eine Menge K C X beschrinkt heifit, falls ein zy € X und
ein R > 0 existieren mit K C B(xg, R) (siche Definition 4.19 b)).

Beweis. Sei xg € X beliebig. Dann ist K C |J, oy B(7o,n) = X eine offene Uber-
deckung von K. Da K kompakt ist, existiert eine endliche Teiliiberdeckung K C
U;?:l B(zg,nj) = B(zo, N) mit N := max{ny,...,n}. Also ist K beschrénkt.

Fiir die Abgeschlossenheit von K zeigen wir, dass K¢ = X \ K offen ist. Sei x € K°.
Zu y € K definieren wir r, := 1d(z,y). Dann ist K C Uyex B(y,m,) eine offene

Uberdeckung, und wegen der Kompaktheit von K existiert eine endliche Teiliiber-
deckung

k
K | Bly.m,). (41)
j=1
Wir setzen r := min{ry,...,r;}. Angenommen, es existiert ein z € K N B(x,r).

Wegen (4-1) existiert ein j € {1,...,k} mit z € B(y;,r,,). Also gilt
d(z,y;) < d(x,2) +d(z,y;) <r+7ry, < 21y, = 5d(2,),

Widerspruch. Somit gilt K N B(z,r) = () und damit B(z,r) C K°.

Wir haben also zu jedem x € K¢ ein r > 0 gefunden mit B(z,r) C K¢ Somit ist
K¢ offen und damit K abgeschlossen. O

4.28 Satz. Seien K C X kompakt und A C K abgeschlossen. Dann ist A kompakt.

4 Heinrich Eduard Heine, 16.3.1821 — 21.10.1881
15Fmile Borel, 7.1.1871 — 3.2.1956
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Beweis. Sei A C |J ¢, U eine offene Uberdeckung von A. Da X \ A offen ist, ist
dann
K> Juau(x\4)
AEA
eine offene Uberdeckung von K. Wegen der Kompaktheit von K existiert eine end-
liche Teiliiberdeckung

k
K> | Uy, uX\A).

J=1

Damit ist A D Ule U,, eine endliche Teiliiberdeckung von A. O

Im Folgenden betrachten wir den metrischen Raum R mit der Standardmetrik
d(z,y) = |z —y| (z,y € R) und wollen dort kompakte Mengen charakterisieren.

4.29 Satz (Intervallschachtelung). Seien (an)nen € R und (bp)nen € R Folgen
reeller Zahlen mit a,, < b,, wobei (a,)nen monoton wachsend und (by)neny monoton
fallend sei und b,—a, — 0 (n — 00) gelte. (D.h. wir haben eine Folge von Intervallen
[a1,b1] D [ag,bs] D ..., deren Intervalllinge gegen 0 konvergiert.) Dann existiert eine
Zahlr € R mit (), cxnlan, bn] = {r}.

Beweis. Die Folgen (ap)neny und (b,)nen sind monoton und wegen a, < b; und
b, > a1 (n € N) beschrinkt, also konvergent. Wegen a,, — b, — 0 (n — o0) gilt
lim,, .o a, = lim,_,o b, =: r. Fiir jedes ng € N gilt wegen der Monotonie der Folgen
Uny < My o0 @ = 7 = 1My, 00 by < by, also erhalten wir 7 € (), cl@ng, bng)-

Sei nun 7" € (), cyl@n, bn). Dann gilt v > a, fiir alle n € N und damit " >

lim,, o a, = r sowie ' < b, (n € N) und damit " > lim, _,., b, = r. Also folgt
r'=r, dh. N, exlan, ba] = {r}. O

4.30 Satz. Seien a,b € R mit a <b. Dann ist [a,b] kompakt.

Beweis. Angenommen, [a,b] ist nicht kompakt. Dann existiert eine offene Uber-
deckung [a,b] C (J,cp Un, welche keine endliche Teiliiberdeckung besitzt. Dann ist
{Uy : X € A} auch eine offene Uberdeckung der beiden Intervalle [a, “*] und [%2, 0]
mit halber Linge. Mindestens eine der beiden offenen Uberdeckungen besitzt keine
endliche Teiliiberdeckung, denn falls beide endliche Teiliiberdeckungen besitzen, so
wéare die Vereinigung von zwei endlichen Teiliiberdeckungen eine endliche Teiliiber-

deckung von [a, b].

Wir definieren aq := a und by := b sowie

(4, b {[al, ath] - falls [ay, 232] keine endliche Teiliiberdeckung besitzt,
a2, 02] 1=

(9381 ], sonst.
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Wir halbieren nun das neue Intervall [as, by] und betrachten die beiden Teilintervalle
[as, 2£%2] und [2£%2 b,]. Wiederum besitzt mindestens eines der beiden keine endli-
che Teiliiberdeckung. Tterativ erhalten wir eine Folge von Intervallen [a,, b,], n € N,
mit [api1,bni1] C [an, by) und b, — a, — 0 (n — o0), welche alle keine endliche
Teiliiberdeckung besitzen.

Nach dem Prinzip der Intervallschachtelung (Satz 4.29) existiert ein r € R mit
Mnenl@ns bn] = {r}. Wegen r € [a,b] C [J,cp Us existiert ein A\g € A mit r € Uy,.
Da U,, offen ist, existiert ein ¢ > 0 mit (r — e, +¢) C U,,. Wir wihlen nun
no € N mit b,, — a,, < ¢, dies ist moglich wegen b, —a, — 0 (n — o0). Dann
gilt [any,bn,] C U,,. Dies ist aber eine endliche Teiliiberdeckung (mit nur einer
Menge) des Intervalls [a,,, by, im Widerspruch zur Konstruktion der Intervallfolge

[, by]. O

4.31 Satz. Fiir eine Menge K C R sind dquivalent:
(i) K ist kompakt.
(ii) K ist beschrinkt und abgeschlossen.

(iii) Jede Folge (ar)ren C K besitzt eine Teilfolge (ax,)jen, welche gegen ein a € K
konverguert.

Beweis. (1)=(ii). Dies gilt nach Satz 4.27 in jedem metrischen Raum.

(ii)=(i). Sei K C R beschrinkt und abgeschlossen. Dann existiert ein R > 0 mit
K C [-R,R]. Also ist K eine abgeschlossene Teilmenge der (nach Satz 4.30) kom-
pakten Menge [— R, R| und damit nach Satz 4.28 kompakt.

(ii)=-(iii). Sei (ag)reny C K eine Folge, und sei M := {a, : n € N}. Falls M endlich
ist, so existieren unendlich viele Folgenglieder, welche denselben Wert haben, und
die entsprechende (konstante) Teilfolge ist konvergent. Falls M unendlich ist, so
besitzt M nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafl einen Haufungspunkt, und nach
Bemerkung 4.17 existiert eine Teilfolge (ay,)jen von (ax)ren, welche konvergiert. Da
K abgeschlossen ist, gilt a := lim; , a, € K.

(iii)=-(ii). Falls (iii) gilt, so ist K beschréankt, denn sonst existiert eine Folge (ax)ren C
K mit |ag| > k, und keine Teilfolge davon konvergiert. Um die Abgeschlossenheit
von K zu zeigen, sei (ag)geny C K eine Folge mit a — a € R (k — 00). Nach (iii)
existiert eine Teilfolge (ax,)jen mit ax; — o’ € K. Nach Lemma 3.12 b) folgt a = o
und damit a € K, also ist K abgeschlossen. O]

4.32 Bemerkung. Die obigen Beweise lassen sich (mit etwas Aufwand bei der No-
tation) auch auf den mehrdimensionalen Fall R" iibertragen. Insgesamt gilt in R"
und damit auch in C: Eine Menge ist genau dann kompakt, wenn sie abgeschlos-
sen und beschréankt ist. Man sollte aber beachten, dass in allgemeinen metrischen
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Réumen nur eine Richtung dieser Aquivalenz gilt (aus kompakt folgt beschrinkt
und abgeschlossen, aber im Allgemeinen nicht umgekehrt).

Wir beenden diesen Abschnitt mit einem Begriff, der die metrischen Rdume noch
verallgemeinert. Wie man bei der Definition der Kompaktheit sieht, ist das Konzept
der offenen Menge zentral. In metrischen Rdumen heifit eine Menge U offen, falls
fir jedes z € U ein € > 0 existiert mit B(x,e) C U (siehe Definition 4.15. In
der Definition von B(x,e) wird dabei die Metrik verwendet. Man kann nun aber
auch die offenen Mengen als grundlegenden Begriff verwenden und das System aller
offenen Mengen betrachten (dies ist eine Menge von Mengen, also eine Teilmenge
der Potenzmenge). Dies fithrt zum Begriff der Topologie.

4.33 Definition. Sei X eine Menge. Ein Mengensystem .7 C (X)) heifit eine
Topologie auf X, falls gilt:

(i) Esgilt ) € 7 und X € 7.
(ii) Falls U,V € I, sogit UNV € 7.
(iii) Sei A eine Menge, und seien Uy € 7 fiir alle A € A. Dann gilt | J,., Ux € 7.

In diesem Fall heifit (X, .7) ein topologischer Raum. Eine Menge U C X heifit offen,
falls U € 7 gilt.

© Robert Denk 15.02.2021



o1

5. Funktionen und Stetigkeit

5.1 Worum geht’s? In diesem Kapitel werden stetige Funktionen f: X — K mit
X C R betrachtet. Die Stetigkeit ist einer der wichtigsten Begriffe der Analysis und
wird spéater immer wieder in allgemeineren Situationen auftauchen. Neben zentralen
Satzen wie dem Zwischenwertsatz behandeln wir auch Folgen von Funktionen und
zugehorige Konvergenzbegriffe.

a) Stetige Funktionen

Wir beginnen mit der zentralen Definition, welche wir fiir Funktionen f: R D X —
K, aber auch in allgemeinem Setting formulieren. Wie bisher sei im Folgenden stets
K € {R,C}.

5.2 Definition. a) Sei X C R und f: X — K eine Funktion. Dann heifit f stetig
in zy € X (oder an der Stelle z;), falls

Ve>030>0Ve e X, |[x—xo| <d:|f(z) — flzo)] <e.

b) Seien (X,dx) und (Y, dy) metrische Rdume, und sei f: X — Y eine Funktion.
Dann heifit f stetig in zg € X, falls

Ve>030>0Ve e X, dx(z,xg) <d:dy(f(x), f(zo)) <e.

c¢) In der Situation von a) oder b) heifit f stetig, falls f stetig in allen xy € X ist.
Die Menge aller stetigen Funktionen f: X — Y wird mit C'(X,Y") bezeichnet. Statt
C(X,K) schreibt man auch nur C(X).

5.3 Beispiele. a) Jede konstante Funktion f: X — K, z — ¢ mit ¢ € K ist stetig.
Die Funktion f: R — R, z +— =z, ist stetig (wéhle in der Definition der Stetigkeit
d:=¢).

b) Sei f: (—1,1) — R, x ~ 2. Dann ist f stetig: Seien zq € (—1,1) und € > 0
gegeben. Dann gilt mit ¢ := § fiir alle z € (—1,1) mit |z — 20| < ¢

|f(x) = flxo)| = |o® — af| = |& — o] |& + 2o| < |z — wo| (| + |zo]) < 2|z — o]
<20 =e¢.

Man beachte, dass hier § unabhéngig von zy gewahlt werden kann. Betrachtet man
nun die Funktion R — R, 2 — 22, so zeigt dieselbe Rechnung

[f (@) = fzo)| < |2 — ol (2] + |20]) <,
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falls |z — xo| < 0 fiir 0 := min{1, ;55 } (denn dann gilt x| + |zo| < 2[ze| +1 < 3).
Anders als vorher, héngt jetzt  von xy ab.

c) Wir betrachten die Heaviside!'®-Funktion

1 firz >0

H:R%R,xHH(m)::{O fir 2 < 0.

Nach Definition ist eine Funktion f: X — K unstetig an der Stelle zy € X, falls

de>0Vo>03z e X, |[x—xo| <§:|f(x) — fxg)| > e

Wir zeigen, dass dies fiir xg = 0 der Fall ist. Dazu wéhle € := %, und zu § > 0 wahle

z:=—3. Dann ist f(z) =0 und f(z0) = 1 und damit |f(z) — f(z)| > e = 1. Man
spricht hier von einer Sprungstelle der Funktion H.

d) Sei X =N C Rund f: N — K eine beliebige Funktion (d.h. f ist eine Folge
(@n)neny mit f(n) = a,). Dann ist f stetig, denn fiir 6 := 1 folgt aus € X und
|z — x| < § bereits x = x¢ und damit |f(x) — f(zo)| = 0.

5.4 Definition. Sei ¢ € R ein Haufungspunkt von X C R und f: X — K oder
f: X\ {a} — K eine Funktion. Dann definiert man

b=1lim f(z) & (VY (zn)nen C X \ {a}, z, = a: f(z,) = b).

rT—a

In diesem Fall heifit b der Limes von f an der Stelle a.
Analog definiert man

b= li;n f(@) & (V(zp)nen C X \{a}, z, > a, z, <a: f(z,) = b)

b= il{%f(x) & (V(@n)nen € X\ {a}, 2, > a, 2, > a: f(z,) = )

(linksseitiger Limes bzw. rechtsseitiger Limes von f an der Stelle a).

Fiir die Heaviside-Funktion gilt etwa lim, o H(x) = 0 und lim,\ o H(z) = 1 = H(0),
wahrend lim,_,o H(z) nicht existiert.

5.5 Satz. Seien X C R, f: X — K eine Funktion und xo € X. Dann sind dquiva-
lent:

() f ist stetig an der Stelle xy.
(ii) Es gilt lim, ., f(z) = f(z0).

(iii) f st folgenstetig an der Stelle xo, d.h. fiir jede Folge (x,)neny C X mit x,, —
o (n — 00) gilt f(xs) — f(x0) (n — 00).

160liver Heaviside, 18.5.1850 — 3.2.1925
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Beweis. Falls xg kein Haufungspunkt von X ist, so sind alle drei Bedingungen tri-
vialerweise erfiillt. Sei also z( ein Hiaufungspunkt von X. Die Aquivalenz von (ii)
und (iii) ergibt sich direkt aus Definition 5.4, zu zeigen ist also die Aquivalenz von
(1) und (ii).

(i)=(ii). Sei f stetig in zg, sei (,)neny C X \ {z0} eine Folge mit z,, = x (n — 00),
und sei ¢ > 0. Da f stetig in zg ist, existiert ein § > 0 mit x € X, |z — x| < =
|f(x) — f(zo)] < e. Wegen x,, — x¢ existiert ein ng € N mit |z,, — x¢| < ¢ fiir alle
n > ng. Somit gilt | f(x,) — f(z0)| < e (n > ng), d.h. f(z,) = f(zo) (n — 0).
(ii)=(i). Es gelte f(zo) = lim, ., f(z). Angenommen, f ist nicht stetig in x.
Dann existiert ein &€ > 0 und zu jedem § > 0 ein z; € X mit |z5 — 29| < § und
| f(xs) — f(x0)| > e. Wir wiihlen 6, :== & und z,, := x;,. Dann gilt |z, — | < £ und
damit x, — xq, aber |f(z,) — f(xo)| > € und damit f(z,) 4 f(x), im Widerspruch
zu f(xo) = limg_q, f(2). O

Beim néchsten Satz beachte man, dass fiir Funktionen f, g: X — K die Funktionen
fxg, g sowie g durch (f £ g)(z) = f(x) £ g(x) (x € X) etc. definiert sind,
analog fiir die Skalarmultiplikation o f (siche auch Beispiel 4.7).

5.6 Satz. a) Sei X C R, und seien f,g: X — K beide stetig in xo € X. Dann sind
auch die Funktionen f+¢g: X — K und f-g: X — K stetig in xy. Falls g(xy) # 0
und X' :={x € X : g(z) # 0}, so ist auch 5: X" — K stetig in xo.

b) Der Raum (C(X,K),+,-) ist ein K-Vektorraum (und damit ein Untervektorraum
von KX ).

c) Seien X, Y C R und seien f: X - R und g: Y — K Funktionen mit f(X) C Y.

Falls f stetig an der Stelle xo € X und g stetig an der Stelle f(xg) € Y sind, so ist
auch go f: X — K stetig an der Stelle xy.

Beweis. a) Wir verwenden die Folgenstetigkeit. Sei (z,)nen C X eine Folge mit
T, — x9 (n — 00). Dann gilt lim, o (f £ ¢)(x,) = lim, oo (f(x,) £ g(x,)) =
lim,, o0 f(2,) £lim, o g(2,) = f(20) £ 9(x0) = (f £ g)(z0), analog fiir f- g und 5.
b) Nach a) gilt f + ¢ € C(X,K). Wendet man a) auf die konstante (und damit
stetige) Funktion g: z — « an, so sieht man, dass af € C(X,K) fiir alle a € K gilt.
Somit ist C'(X, K) ein K-Vektorraum.

¢) Wieder verwenden wir die Folgenstetigkeit. Sei (x,,)neny C X eine Folge mit z,, —
xo (n — 00). Wegen der Stetigkeit von f in xq folgt y, := f(z,) = yo := f(x0). Da
g stetig in yo ist, gilt ¢(y,) — g(yo) und damit

(go f)wn) = g(f(2n)) = 9(ym) = 9(y0) = g(f(x0)) = (g0 f)(x0) (n = 00).

Nach Satz 5.5 ist g o f stetig an der Stelle z;. m
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5.7 Definition. Sei X C Rund f: X — K eine Funktion. Dann heifit f beschréinkt,
falls der Wertebereich f(X) beschrankt ist, d.h. falls ein C' > 0 existiert mit |f(x)| <
C(zeX).

Im Fall K = R definiert man sup,.y f(z) := sup f(X), max,ex f(z) := max f(X)
und analog inf,cx f(z) und mingcx f(z) (falls existent).

Man beachte, dass max,cx f(z) existiert, falls ein zy € X existiert mit f(xg) =
sup,cx f(x). Wir wollen nun stetige Funktionen mit kompakten Definitionsbereichen
betrachten. Die erste Aussage formulieren wir allgemein in metrischen Raumen.

5.8 Lemma. Seien (X,dx) und (Y,dy) metrische Riume, und sei f: X — Y eine

Funktion. Dann st f genau dann stetig, wenn fir alle offenen V- C 'Y das Urbild
~YV) C X offen ist.

Beweis. Ubung. [

5.9 Satz. Seien X C R kompakt und f: X — K eine stetige Funktion. Dann ist
der Wertebereich f(X) kompakt, und die Funktion f ist beschrankt. Im Falle K = R
existieren max,e i f(x) und mingex f(x).

Beweis. Sei f(X) C Jycy Vi eine offene Uberdeckung von f(X) mit V3 C Y. Nach
Lemma 5.8 ist dann U, := f~'(V4) C X offen, und nach Definition des Urbilds
gilt X C U,cp Ur- Da X kompakt ist, existiert eine endliche Teiliiberdeckung X C
Uj—, Uy, Es folgt

F(X) C f(LnJUAj) — Of(UAj) - CJVA].,

d.h. es existiert eine endliche Teiliiberdeckung von f(X) C J,c, Va. Also ist f(X)
kompakt. Nach Satz 4.27 ist f(X) beschrénkt, d.h. f ist beschrinkt.

Sei nun K = R. Da f(X) C R beschrinkt ist, existiert s := sup f(X). Nach Satz 2.24
¢) existiert eine Folge (Yn)neny C f(X) mit v, — s (n — 00). Da f(X) kompakt und
daher (Satz 4.27) abgeschlossen ist, gilt s € f(X) nach Lemma 4.18, d.h. es gilt s =
sup,cx f(x) = max,ex f(z). Analog zeigt man die Existenz von mingex f(z). O

5.10 Satz (Zwischenwertsatz). Seiena,b € R mita < b und sei f: [a,b] — R stetig
mit f(a) < f(b). Sei z € (f(a), f(b)). Dann ezistiert ein xy € (a,b) mit f(xy) = z.
Die analoge Aussage gilt, falls f(a) > f(b).

Beweis. Wir konnen o.E. z = 0 annehmen (sonst betrachte die Funktion x — f(z)—
z), d.h. es gelte f(a) < 0 und f(b) > 0. Sei M = {x € [a,b] : f(x) < 0} =

© Robert Denk 15.02.2021



5. Funktionen und Stetigkeit 55

F7H(0,00)). Wegen f(a) < 0ist M # @, und wegen M C [a,b] ist M beschrinkt.

Somit existiert zy := sup M.

Angenommen, f(z9) < 0. Da f stetig ist, existiert ein 6 > 0 mit f(z) < 0 fiir alle
zr € [a,b] mit xy —J < x < xp+ 0 (man wihlt in der Definition der Stetigkeit
e = |f(z0)|/2). Wegen f(b) > 0 gilt zy # b, und daher existiert ein z € [a, b] mit
x > xo und f(z) < 0, im Widerspruch zu zy = sup M.

Falls f(zg) > 0, so existiert wie oben ein 6 > 0 mit f(z) > 0 fiir alle z € [a,b] N
(g — 0,29+ ¢). Damit ist z( nicht die kleinste obere Schranke von M, Widerspruch.
Insgesamt erhalten wir also f(zg) = 0.

Falls f(a) > f(b) und z € (f(b), f(a)), folgt der Beweis analog oder durch Betrach-
tung der Funktion —f und dem Zwischenwert —z. O

In Beispiel 5.3 a) haben wir gesehen, dass fiir manche Funktionen beim Nachweis
der Stetigkeit 0 unabhéingig von der Stelle xy gewéhlt werden kann. Das ist die
Motivation fiir die folgende Definition.

5.11 Definition. Eine Funktion f: X — K, X C R, heifit gleichmifBig stetig in X,
falls gilt:

Ve>030>0Varg e XVre X, |[x—xo| <d:|f(x)— flzo)] <e.

Hier darf also ¢ nicht von zy abhéngen.

5.12 Satz. Seien X C R kompakt und f: X — K stetig. Dann ist f gleichmdfsig
stetig in X.

Beweis. Angenommen, f ist nicht gleichméflig stetig. Dann existiert ein € > 0 mit
Vo>03dryeX |z —yl<d:[f(z) - fly)l = e

Zu b, := L existieren also z,,y, € X mit |z, — y,| < 2 und |f(z,) — f(ya)| > €.
Da X kompakt ist, existiert nach Satz 4.31 eine Teilfolge (x, )keny mit x,, — o €
X (k — o00). Wegen |z, — yn| — 0 (n — o0) folgt auch y,,, — x¢ (k — 00). Da f
stetig ist, erhalten wir limg o0 f(2n,) = f(20) = limg—y00 f(Yn, ) im Widerspruch zu

Wir betrachten zum Abschluss dieses Abschnitts noch monotone Funktionen.

5.13 Definition. Sei X C Rund f: X — R eine reellwertige Funktion. Dann heifit
f monoton wachsend (oder monoton steigend), falls

Vo€ X, 2y <xo: far) < f(xa).

© Robert Denk 15.02.2021
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Gilt dies sogar mit ,,<*“ statt ,,<*, so heiflt f streng monoton wachsend. Analog
definiert man [streng] monoton fallend, indem man f(z;1) > f(x2) bzw. f(x;) >

f(z2) fordert.

5.14 Lemma. Seien X C R und f: X — R streng monoton wachsend. Dann
ist f injektiv, und die Umkehrfunktion f~': f(X) — X ist wieder streng monoton
wachsend. Die analoge Aussage gilt fir fallend.

Beweis. Sei f(x1) = f(xz). Falls 21 < 9, folgt aus der strengen Monotonie f(z;) <
f(z2), Widerspruch. Genauso erhélt man einen Widerspruch, falls z5 < x;, denn
dann folgt f(xs) < f(xy). Also ist f injektiv, und f~': f(X) — R ist wohldefiniert.
Seien y1,y2 € f(X) mit y; < yo. Dann ist z; = f1(y1) < 9 := f1(y2), denn
falls z1 > xo, so folgt y; = f(x1) > f(xs) = y2, Widerspruch. Also ist f~! streng
monoton wachsend. O

5.15 Lemma. Sei f: [a,b] — R streng monoton wachsend und stetig. Dann ist die
Umbkehrfunktion f=': f([a,b]) — R (streng monoton wachsend und) stetig.

Beweis. Sei g: f([a,b]) = R,y — [~ (y). Sei (Yn)nen C f([a,b]) mit y, — yo €
f([a,b]). Angenommen, es gilt g(y,) # g(yo). Dann existiert ein ¢ > 0 und eine
Teilfolge (yy, )ken mit

19(Yni) — 9(o)l =€ (k €N). (5-1)

Da [a, b] kompakt ist, existiert eine konvergente Teilfolge von (g(yn,))ken C [a, ],
0.E. sei (¢(yn,))ren konvergent, d.h. g(y,,) — 2z € [a,b]. Nimmt man in (5-1) den
Limes fiir £ — o0, so erhélt man |z — g(yo)| > €. Aber aus

yo = lim yn, = lim f(g(yn,)) = f( lim g(yn,)) = f(2)

folgt im Widerspruch dazu g(yo) = z. O

b) Funktionenfolgen

In diesem Kapitel beschéaftigen wir uns mit Funktionenfolgen und untersuchen, in-
wieweit sich die Eigenschaften der Glieder einer konvergenten Funktionenfolge auf
die Grenzfunktion iibertragen. Eine Funktionenfolge hat die Form (f,)nen, wobei
fn: X — K fiir jedes n € N eine Funktion ist. Dabei ist wieder K € {R,C}. Wir
werden X C R betrachten, die Begriffe lassen sich aber direkt auf allgemeineres X
iibertragen.

Bei Funktionenfolgen ist es wichtig, verschiedene Konvergenzbegriffe zu unterschei-
den. Im Folgenden sei X C R.
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5.16 Definition. Sei (f,)nen eine Folge von Funktionen f,,: X — K. 15/1:23:10

a) Die Folge (f,,)nen heiit punktweise konvergent (in X) gegen die Funktion f: X — (22.12.20)
K, falls f,(z) — f(z) (n — o0) fur jedes z € X gilt, d.h. falls gilt

Vee XVe>03ng € NVn >ng: |fulz) — f(2)] <e.

b) Die Folge ( f,,)nen heifit gleichméBig konvergent (in X') gegen die Funktion f: X —
K, falls gilt:

Ve>0dno e NVn>noVe e X :|fu(x) — f(z)| <e.

5.17 Beispiel. a) Sei X = [0,1] und f,,: X — R, 2+ 2". Dann konvergiert (f,)nen |16/05:00

punktweise, aber nicht gleichméfig gegen die Funktion f: X — R mit (08.01.21)
0, fallsz€[0,1),
Jw) = {1, falls z = 1.

Man beachte hier, dass alle f, stetig sind, nicht aber die Grenzfunktion f! Wir
werden spéter sehen, dass die Stetigkeit der Grenzfunktion bei gleichméfBiger Kon-
vergenz folgt.

b) Sei f,,: R — R gegeben durch f,,(x) := —2__ Dann konvergiert (fn)nen gleichméBig

1+nx
gegen die Nullfunktion f: R — R, x + 0. Denn es gilt f,(0) = 0, und fiir z # 0 gilt
|fu(2)] < n”—; = L. Zue > 0 wihle ng € N mit n—lo < e. Dann gilt fiir alle n > ng und

alle x € R: |fu(z) — f(z)| = |falz)| < £ < nio <e.

5.18 Definition. Man definiert B(X;K) := {f: X — K| f beschrankt}. Fiir f € |16/14:50

B(X;K) definiert man die Supremumsnorm (08.01.21)
[flloe == sup | f(z)]
zeX

5.19 Bemerkung. a) || [ ist eine Norm auf dem Vektorraum B(X;K), wie man | 16/17:15

leicht sieht (zu zeigen ist hier im Wesentlichen nur die Dreiecksungleichung). (08.01.21)
b) Nach Definition der gleichméfigen Konvergenz gilt fiir Funktionen f,,, f € B(X;K):

fn — f gleichméBig in X < ||f, — flloo = 0 (n — 00).

5.20 Satz. a) Seien f,: X — K stetige Funktionen, und (f,)nen konvergiere gleich- |16/21:10

mdafig gegen eine Funktion f: X — K. Dann ist f ebenfalls stetig. (08.01.21)

b) Falls in a) alle Funktionen f,, gleichmafig stetig sind, dann ist auch f gleichmdifig
stetig.
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Beweis. a) Der Beweis ist ein typischer -Beweis, wie er in der Analysis oft auftritt.
Seien ¢ > 0 und zy € X gegeben. Da f,, — [ gleichméfig, existiert ein ng € N mit

Vn>noVee X :|fulx)— f(z)| <

€
s
Da f,, stetig ist, existiert ein § = §(z() mit

Vo€ X, v —mxo| <0:|fn(2) — fu,(z0)| < 5.

Damit folgt fiir alle x € X mit |x — | < §:

|[F(2) = f o)l <[ (@) = oo (@) + [ fng () = frg ()| + | o (2) = ()]
<ft+it+5=e

wlm

b) Der Beweis in a) zeigt, dass aus der gleichméfiigen Stetigkeit von f, auch die
gleichméflige Stetigkeit von f folgt, da dann ¢ unabhéngig von x, gewahlt werden
kann. O

5.21 Satz. a) Der Raum (B(X;K),| - ||s) ist ein Banachraum.

b) Sei BC(X;K) :={f: X — K| f beschrinkt und stetig}. Dann ist (BC(X;K), ||
|lo) €in Banachraum.

c) Sei BUC(X;K) :=={f: X — K| f beschrankt und gleichmdfig stetig}. Dann ist
(BUC(X;K), | - |loo) €in Banachraum.

d) Sei X C R kompakt. Dann ist (C(X;K),| - ||o) ein Banachraum.

Man beachte, dass ein Banachraum ein vollsténdiger normierter Raum ist (Defini-
tion 4.11), d.h. jede Cauchyfolge bzgl. || - || ist konvergent, wobei die Konvergenz
wieder bzgl. || - ||oo zu verstehen ist (d.h. gleichméfiige Konvergenz). Die obigen
Bezeichnungen kommen aus dem Englischen: BUC steht fiir ,bounded uniformly
continuous®. Statt BC'(X;K) schreibt man auch oft Cy(X; K).

Beweisskizze zu Satz 5.21. a) Sei (fn)nen C B(X;K) eine Cauchyfolge. Dann ist fiir
jedes x € X auch (f,,(z))nen C K eine Cauchyfolge, und wegen der Vollstéandigkeit
von K existiert f(x) := lim, o fn(z). Man kann nun zeigen, dass f, gleichméfig
gegen f konvergiert und dass f wieder beschrénkt ist.

b) folgt aus a) und Satz 5.20 a), der besagt, dass f stetig ist.
c) folgt analog aus a) und Satz 5.20 b).

d) Falls X kompakt ist, gilt C(X;K) = BUC(X;K) nach Satz 5.9 und Satz 5.12;
damit folgt die Behauptung aus c). ]

Mit Hilfe des letzten Satzes lassen sich nun Funktionenreihen betrachten, d.h. Rei-
hen der Form ) 7 f,, wobei f,: X — K eine Funktion ist. Die Definitionen und
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Aussagen iiber Reihen von Zahlen lassen sich direkt auf Funktionenreihen iibertra-
gen. So ist der Wert der Reihe definiert als > 7 | f, = Imy_,e0 27]1\[:1 fn, falls der
Limes existiert. Dabei wird die Konvergenz beziiglich der Supremumsnorm genom-
men. Hier sei nur ein Beispiel genannt (Majorantenkriterium).

5.22 Lemma. Seien f,: X — K stetige Funktionen, und seien ¢, > 0 mit || fu||cc <
¢n (n € N). Falls Y~ | ¢, konvergent ist, so konvergiert die Reihe Y .| f, gleich-
mafig gegen eine stetige Funktion f: X — K.

Beweis. Das lasst sich wortlich wie das Majorantenkriterium fiir Reihen von Zahlen

(Satz 3.23) beweisen, wenn man den Banachraum (K, | - |) durch den Banachraum
(BC(X;K), | - |leo) ersetzt. O
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6. Beispiele von Funktionen

6.1 Worum geht’s? In diesem Abschnitt werden wir einige wichtige Funktionen
der Analysis kennenlernen. Der Ausgangspunkt ist die bereits bekannte Exponential-
funktion, die als Reihe definiert ist. Daraus lassen sich weitere Funktionen wie Sinus,
Cosinus, Logarithmus, Tangens definieren. Dies fiihrt unter anderem zur Eulerschen
Formel
e =cosx +isinz (r €R),
sowie zu
1+e™ =0,

die vielleicht schonste Formel der Mathematik.

a) Die Exponentialfunktion und der Logarithmus

Zur Erinnerung: Die Exponentialfunktion ist definiert durch

o0 n

exp(z Zﬁ (z€C)

n=0

I

(siehe Definition 3.29). Es gilt die Funktionalgleichung exp(z + w) = exp(z) exp(w),
Satz 3.30. Wir werden die Exponentialfunktion zunéchst im Reellen betrachten (sie-
he Abbildung 6.1). Man schreibt auch e* := exp(x) und e := exp(1).

6.2 Lemma. a) Fiir allex € R gilt exp(z) > 14z, fir alle x <1 gilt exp(z) < 1.
b) Fiir alle h € (0,1) und z € R gilt (1 + h)exp(z) < exp(z + h) < 15 exp().
¢) Die Funktion exp: R — R ist stetig.

d) Die Funktion exp: R — (0, 00) ist streng monoton wachsend und bijektiv.

Beweis. Diese Aussagen lassen sich alle recht elementar und einfach zeigen.
a) Fir z > 0ist exp(z) — (1 +2) = > >~ % > 0. Fiir x € (—1,0) ist die Reihe

” n=2 n'
Y oo L alternierend mit monoton fallenden Betrégen, es gilt daher
exp(z) — (1+2x) = % + ”g—? + Z—T +...>0.
~— M~
>0 <0 >0

Fir z < —1 ist exp(x) > 0 > 1 4 2. Dies zeigt die erste Behauptung. Fir x < 1
1

verwendet man exp(—z) > 1 — z und exp(—z) = exp( und erhélt exp(r) < .
b) Mit a) gilt

(1+ h)exp(z) < exp(h) exp(x) = exp(z + h) < exp(z) 1.

© Robert Denk 15.02.2021



6. Beispiele von Funktionen 61

y = exp(x)|

0.5 7

-3 =2.5 =2 -1.b -1 -0.5 0 0.5 1

Abbildung 6.1: Die reelle Exponentialfunktion

c) folgt aus b) (Ubungsaufgabe).

d) Fiir h > 0 ist exp(h) > 1+ h > 1, und damit erhélt man exp(x + h) — exp(x) =
(exp(h) — 1) exp(z) > exp(z), also ist exp: R — (0, 00) streng monoton steigend.
Nach Lemma 5.14 ist exp injektiv, und wegen exp(z) > 1+ 2 — oo (z — o0) und
exp(z) = m — 0 (z — —o0) ist exp: R — (0,00) auch surjektiv und damit

bijektiv. O

6.3 Definition. a) Da exp: R — (0,00) streng monoton wachsend, bijektiv und 16/1:27:50

stetig ist, kann man die streng monoton wachsende und stetige Umkehrfunktion (08.01.21)
In: (0,00) — R definieren, die als natiirlicher Logarithmus oder Logarithmus zur
Basis e bezeichnet wird (siehe Abbildung 6.3).

b) Fir a > 0 und = € R definiert man a* := exp(zlna). Die Umkehrfunktion

log,y: (0,00) = R,y +— log, vy := WY yu z +— a” heift Logarithmus zur Basis a. Fiir

Ina
x > 0 und n € N definiert man

27 falls ¢ > 0,

Vo= {O, falls . =0

(n-te Wurzel aus x), d.h. z — /z ist die Umkehrfunktion zur Abbildung [0, c0) —
[0,00), x — z™.
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Abbildung 6.2: Der natiirliche Logarithmus

In Abbildung 6.3 und 6.4 werden die Funktionen z — 2" und die zugehorigen
Umkehrfunktionen z ~ 2'/™ fiir verschiedene n gezeigt.

6.4 Lemma. a) Fir z,y > 0 gilt In(xy) = Inz + Iny.
b) Firxz >0 und o € R gilt In(z*) = alnx.
c¢) Fir a,b > 0 und z,y € R gilt a*a¥ = o™, (a*)V = a™ und (ab)® = a®b",

a =1

a®’

Beweis. Das folgt sofort alles aus den Definitionen und der Funktionalgleichung fiir
die exp-Funktion. O

Im folgenden Lemma berechnen wir einige Grenzwerte fiir exp und In. Man sieht,
dass fiir x — oo die Exponentialfunktion schneller gegen oo geht als jede Potenz-
funktion, wihrend der Logarithmus langsamer gegen oo geht als jede (auch nicht-
ganzzahlige) Potenzfunktion.

6.5 Lemma. a) Fir alle k € N gilt & — oo (z — 00).
b) Fiir alle k € N gilt lim,_..x¥e™ = 0.
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15 |
T
i
y =1
y =i
—gy =
1F
=
0.5}
0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

T

Abbildung 6.3: Die Funktionen z + x"

¢) Es gilt lnx — 0o (x — 00) und Inz — —oo (z \(0).
d) Fir alle o > 0 gilt lim,_, o, I;%f =0.
e) Es gilt {/n— 1 (n — 00).

Beweis. a) Es gilt e* = > >0 /£ > % fiir 2 > 0 und damit & > %5 — oo (z —

b) folgt aus a) mit z¥e™ = (5)™' = 0 (z = o0).
c) gilt, da In: (0,00) — R bijektiv und streng monoton wachsend ist.

d) Sei (,)neny € R mit x,, — 00 (n — 00). Setze y,, := alnz,. Dann gilt y,, — oo,
und mit b) folgt

1
S R N (n — 00).
e aeyr «
e) Da exp stetig ist, folgt {/n = n'/" = exp(!22) — exp(0) = 1 (n — oo). O
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12—
y=u
1/2
y ="
1 y = o'/
y =z
0.8
_ 06T
0.4
0.2
0
) 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

=
Abbildung 6.4: Die Funktionen z s z'/"

b) Die Exponentialfunktion im Komplexen

Die komplexe Exponentialfunktion exp: C — C ist wesentlich spannender als die re-
elle, man vergleiche Abbildung 6.5, in der z — Reexp(z) gezeigt wird. Wir beginnen
mit einer Restgliedabschétzung.

17/24:30 6.6 Lemma. Sein € Ny. Dann gilt fiir alle z € C mit |2| <1+ 4 die Abschdtzung

12.01.21
( ) |ZW+1

exp(z) — —‘ <2——
‘ kz; k! (n+1)!

Beweis. Es gilt
nok ok o0 k
‘exp(z) - Z T ‘ Z A = Z Ll
k=0 k=n+1 k=n+1

el P < P S
(n+1)! n+2 (m+2)(n+3)

gy B R
~ (n+1)! n+2 (n+2)2 7
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Imaginérteil % 5 = Realteil

Abbildung 6.5: Die komplexe exp-Funktion, dargestellt ist z — Reexp(z)

EEES < E )J_ Els.

- | o | El
(n+1)! A\ t2 (n—i_l)'l_n_m

<9 |Z‘n+1

~ (n+ 1)V

2L < 1 yerwendet wurde. [

wobel bei der letzten Ungleichung die Voraussetzung ;=5 < 3

6.7 Korollar. Es gilt 17/32:10

-1
im £l (12.01.21)
C>32—0, 240 z

Beweis. Wende Lemma 6.6 mit n = 1 an und erhalte |e* — 1 — 2| < |z|* fiir alle

|z] < 2. Damit folgt [+ — 1] < |z| = 0 (z — 0). O
6.8 Satz. a) Die Exponentialfunktion exp: C — C ist stetig. 17/34:40
b) Es gilt exp(Z) = exp(z) fiir alle z € C. (12.01.21)

obert Den 5.02.20:
Rot Denk 15.02.2021
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Beweis. a) Aus Lemma 6.6 mit n = 0 folgt fiir alle z € C und |h| <1

|exp(z + h) — exp(z)| = | exp(z)|| exp(h) — 1| < 2|exp(2)| |h]| = 0 (h — 0).

b) Fiir die Partialsummen gilt S~ (i)!n =N, 2. Nimmt man N — oo, erhélt

man die Behauptung. O

6.9 Definition. Fiir z € R heifit cosz := Re(e'”) der Cosinus von z und sinz :=
Im(e'®) der Sinus von x, sieche Abbildung 6.6. Damit gilt nach Definition die Euler-
sche Formel

e’ =cosx +isinx (r €R).

e y = sin(x)
y = cos(x)

3 -

ok

-T -2 0 1d T anl2 27 hrlZ?
i

Abbildung 6.6: Die trigonometrischen Funktionen sin und cos

6.10 Bemerkung. Fiir z € R gilt |e”[> = eeit = %@ = ¢ite™ = 0 = 1,
d.h. die komplexe Zahl € liegt auf dem Einheitskreis. Dabei ist  ein Maf fiir den
Winkel, wobei = 27 einem Winkel von 360° entspricht. Fiir die Zahl ¢ ist cosx
der Realteil, also der horizontale Achsenabschnitt und sinx der Imaginérteil, also
der vertikale Achsenabschnitt.
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6.11 Bemerkung. Direkt aus der Definition folgt wegen Rez = %(z + Z) und 17/50:35

Imz=5.(2—7%) (2 € C): (12.01.21)
1 . ‘ 1 . .
cosx = i(e” +e ), sinx = 5(6” —e ) (x eR).
i

Damit folgt insbesondere cos(—z) = cosz und sin(—z) = —sinz. Wegen |z2]? =
(Rez)? + (Im 2)? (2 € C) und |e**| = 1 folgt
cos’r +sinz =1 (z €R),

wobei cos® z := (cos x)?.

6.12 Satz (Additionstheoreme). Fir alle z,y € R gilt 17/56:00

(i) cos(z +y) = cosxcosy — sinxsiny, (12.01.21)

(i) sin(x + y) = sinx cosy + cos x siny,

)
(iii) sinz — siny = 2 cos(Z£2) sin(*5Y),
)

(iv) cosz — cosy = —2sin(¥) sin(55Y).

Beweis. Es gilt e/®t¥) = ¢i®e® und damit
cos(x +y) +isin(z +y) = (cosz +isinx)(cosy + isiny).
Multipliziert man rechts aus und vergleicht Real- und Imaginéarteil auf beiden Seiten,
so erhédlt man (i) und (ii).
Um (iii) zu zeigen, setzt man v := “¥ und v := ¥, Dann gilt v + v = z und
u—v =y, und mit (i) und (ii) sowie der Symmetrie von cos und sin (Bemerkung 6.11)
erhélt man
sinz — siny = sin(u + v) — sin(u — v)
= (sinucosv + cosusinv) — (sinucos(—v) + cosusin(—v))
= (sinucosv + cosusinv) — (sinucosv — cosusinv)

= 2cosusinv = 2cos(5Y¥) sin(Y).

(iv) wird genauso bewiesen. O

6.13 Satz. Fir alle x € R gilt 17/1:06:40
cosng(—l)kéz’;! :1_§+§_2—T+_"” .
sinxzi(—l)k%:x—z—j—kg—i—:—i——....

Dabei sind beide Reihen absolut konvergent fiir alle x € R (und auch fiir alle x € C).

© Robert Denk 15.02.2021



17/1:16:10

(12.01.21)

68 6. Beispiele von Funktionen

Beweis. Es gilt
1, falls n = 4m fiir ein m € Ny,

falls n = 4m + 1,
—1, falls n =4m + 2,
—1, falls n =4m + 3.

Damit erhalt man

D

8

I

[]¢
S| E

[

03

[V
SEES

- g(_”k(%)! “g(_l)k(zk e

Da beide Summen reell sind, ist die erste gleich Re e = cos z und die zweite gleich
Im e’ = sin . O

6.14 Definition und Satz. Die Funktion cos hat im Intervall [0,2] genau eine
Nullstelle. Die Zahl m wird definiert als das Doppelte dieser Nullstelle, d.h. die Null-
stelle ist nach Definition gleich 7.

Beweis. Wegen €° = 1 gilt cos0 = 1. Wir schreiben

22 24 26 28 210 212
= (1-3+5)-5-3)- -5
cos > " a 6l 8l 100 12
Die erste Klammer hat den Wert —%, die anderen sind alle negativ. Es folgt cos 2 <

—3. Fiir den Sinus erhilt man analog sina > 0 (2 € (0,2]) wegen

x? 20 x? 2? x?

sing=a(1- 55 )+ 5 (- 55) g () +

jetzt sind alle Klammern positiv.

Damit folgt fiir 0 < x < 2’ < 2 aus den Additionstheoremen

, A AN e
cosx—cosx:—2sm( 5 >Sln< 5 ><O,

d.h. cos ist im Intervall [0, 2] streng monoton fallend. Wegen cos0 > 0 und cos2 < 0
existiert nach dem Zwischenwertsatz eine Nullstelle von cos in [0, 2], die wegen der
strengen Monotonie eindeutig ist. O]

Die obige Definition kann auch verwendet werden, um die Zahl 7 numerisch zu be-
stimmen (es gibt dafiir aber viele verschiedene Methoden), es gilt m = 3,14159265...
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6.15 Lemma. a) FEs gilt folgende Wertetabelle: 18/07:30
(15.01.21)
s s 3
z 0 T 5| ™ |57 |27
sinz || 0 \/Li 110 |—-110
1
cosz | 1 7 0O]—-11] 0 1
e |1 Gs(l+d) i | —1]—i|1

Insbesondere folgt '
1+e™=0.

b) Fiir alle v € R gilt:

(i) sin(z + 27) = sinz, cos(z + 27) = cosz,

(ii) sin(x + ) = —sinz, cos(z + 7) = —cosz,
(iii) cosz = sin(§ — x), sinz = cos(§ — x).
Beweis. Es gilt sin*(3) = 1 — cos?(5) = 1 sowie sinZ > 0 (siche Beweis von

Satz 6.14), damit folgt sin(Z) = 1. Es folgt ™/ = cosZ + isinZ = 4, und fiir
alle n € N erhalten wir e"™/2 = (¢""2)" = ", Dies ergibt die letzte Zeile der Tabelle
in a) bis auf den Wert bei 7, die anderen Zeilen folgen aus der letzten Zeile mit der
Eulerschen Formel.

Die Aussagen in b) folgen alle direkt aus den Additionstheoremen und den bereits

berechneten Werten. Wegen sin(§) = cos(§ — —) = cos(%) und sin®z + cos?z = 1

erhilt man den noch fehlenden Wert sin(%) = cos(%) = 1/v/2. O

6.16 Korollar. Fir alle x € R gilt 18/23:50
(i) sine =0 <= Ik e€Z:z=km, (15.01.21)

(ii) cosx =0 <= Jk€Z:x=kn+ 7,
(iii) e =1 <= Jk € Z: x = 2kn.

Beweis. Es gilt cosz > 0 fiir x € [0, §), und wegen cos(—x) = cosz folgt cosz > 0

fir x € (—%,%). Mit sinz = cos(§ — ) folgt sinz > 0 fiir x € (0,7). Wegen der

Punktsymmetrie des Sinus, sin(—xz) = — sinx erhélt man sinz < 0 fir x € (—,0).
Da sin(z + 27) = sinz und sin 0 = 0, folgt (i).

Die Aussage (ii) folgt aus (i) wegen cosx = sin(5 — z). Fiir (iii) verwendet man
i = A7V~ o) = ko 1),

Damitistemzl<:>sin§:0<:>5|k€Z:x:27rk. m
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6.17 Definition. a) Fiir z € R\ {km + % : k € Z} heifit tanz := 22£ die Tangens-
Funktion. Fiir € R\ {k7 : k € Z} heifit cotz := 22 die Kotangens-Funktion
(sieche Abbildung 6.7).

b) Die hyperbolischen Funktionen sind fiir x € R (oder auch fir x € C) definiert

als coshz := 3(e” 4+ e~) (Cosinus hyperbolicus), sinhz := £(e” — ¢~*) (Sinus hy-
perbolicus), tanhz := S2L (Tangens hyperbolicus)sowie cothz := LL (1 =£ ()

(Cotangens hyperbolicus), siehe Abbildung 6.8.

y = tan(x)
3 | |=—y = cot(z)

-l 0 1 T axl2

Abbildung 6.7: Tangens- und Kotangens-Funktion

6.18 Definition und Satz. a) Die Funktion cos: [0, 7] — [—1, 1] ist streng mono-
ton fallend und bijektiv. Ihre Umkehrfunktion arccos: [—1,1] — [0, 7] heifst Arcus-
Cosinus.

b) Die Funktion sin: [—3, ] — [—1, 1] ist streng monoton steigend und bijektiv. Ihre
[

Umkehrfunktion arcsin: [—1,1] = [=7, 5] heifit Arcus-Sinus.

¢) Die Funktion tan: (—

o %) — R st streng monoton wachsend und bijektiv. IThre
Umkehrfunktion arctan: R — (=7,

) heifst Arcus-Tangens (siche Abbildung 6.9).

Beweis. a) cos ist streng monoton fallend in [0, 7] und wegen cosz = — cos(m — )
auch in [7,7]. Als stetige streng monoton fallende Funktion ist cos: [0, 7] — [—1,1]
bijektiv.
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y = cosh(x)
——y = sinh(x)

2 I I | I i
-3 -2 -1 0 1 2 3

Abbildung 6.8: Die Funktionen cosh und sinh

b) folgt aus a) und sinz = cos(§ — ).

c) Fiir z € [0, §) ist tanx = 2;‘;‘; wegen a) und b) streng monoton steigend. Wegen
tan(—z) = —tanz ist tan: (—3, %) — R streng monoton steigend. Es gilt cosz
0 (z %) und sinz > 0 fiir € (0,7), daher folgt tanz — oo (z  §). Mit der
Punktsymmetrie folgt tanz — —oo ( \, —7), und nach dem Zwischenwertsatz ist

tan: (=%, %) — R bijektiv. O

6.19 Satz (Polarkoordinaten). Jede Zahl z € C ldsst sich schreiben in der Form
z=re% mitr = |z| >0 und p € R. Fiir z # 0 ist ¢ eindeutig bis auf Vielfache
von 2m. Hierbei heifst v der Radius oder der Betrag von z und ¢ das Argument von
z oder der Winkel von z im Bogenmajs.

4

Beweis. Definiere r := |z|. Falls z # 0, setze 2 := 2 =: z + 4y mit z,y € R. Dann

ist |22 = 2? + ¢ = |Z‘ = 1 und damit |z| < 1. Wir definieren « := arccos z. Dann

folgt sina = £v/1 — Cos2 = ++v/1 — 22 = +y. Setzt man nun

Q, falls sina =y,
P = .
—a, falls sina = —y,
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3 —
y = 'cm::tzm{m}|
2 -
1t
e |l
e
2
_3 1 1 1 1 1 1 1 1 i
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
I
Abbildung 6.9: Die Arcus-Tangens-Funktion
A .( LP
a -
L 2=re
.{‘
0
¢ = ; A
10: e - /l

Abbildung 6.10: Wichtige Werte auf dem Einheitskreis und Polarkoordinaten

© Robert Denk 15.02.2021



6. Beispiele von Funktionen 73

so gilt in jedem Fall €% = cos ¢ + isin g = x + iy = Zz und somit z = re'.

Es gelte nun z = re™! = re#? fiir z # 0. Dann ist e!*17%2) = 1, d.h. ¢, — @y = 2k7
mit einem k € Z. ]

Die Polarkoordinaten ermdglichen eine einfache Darstellung der Multiplikation in
C: Seien 2, = 1€, 2o = r9€™?. Dann gilt 2,25 = rire’ #1192 d.h. der Betrag der
beiden Zahlen wird multipliziert und die Winkel der beiden Zahlen werden addiert.
Das Produkt 2125 hat somit die Lénge r;75 und das Argument o +po. Wegen 1/¢% =
e~ werden bei der Division zweier komplexer Zahlen die Winkel subtrahiert.

6.20 Korollar (n-te Einheitswurzeln). Sei n € N. Dann hat die Gleichung z" = 1
genau n komplexe Lisungen z = (, mit (, = exp(z’%T’T), E=0,....,n—1.

Beweis. Sei 2" = 1 mit z = re’?, wobei r > 0 und ¢ € [0,27) gelte. Wegen
1=12" =]z =r"und r > 0 folgt r = 1. Es gilt 2" = ¢ = 1 und damit
np = 2k7 mit k € Z, d.h. ¢ = %Tﬂ Aus ¢ € [0,2m) folgt k € {0,...,n — 1}, und
daher gilt z = (; fiir ein k € {0,...,n — 1}. Wir haben gezeigt, dass jede Losung
der Gleichung eine n-te Einheitswurzel (; ist; andererseits gilt ¢ = 1, d.h. jede
Einheitswurzel ist auch eine Losung. O
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7. Differentiation

7.1 Worum geht’s? Neben der Stetigkeit von Funktionen ist ihre Differenzierbar-
keit eines der zentralen Themen der gesamten Analysis. Anschaulich bedeutet die
Differenzierbarkeit einer Funktion von R nach R, dass die Funktion glatt ist, d.h. der
Graph besitzt keinen Knick. Formal ist die Ableitung an einer Stelle als Limes des
Differenzenquotienten definiert, was die Differenzierbarkeit mit der Existenz einer
Tangente verbindet. Besser (und fiir allgemeinere Situation angemessen) ist aller-
dings die Sichtweise, dass eine Funktion an einer Stelle differenzierbar ist, wenn man
sie hinreichend gut durch eine affin-lineare Funktion approximieren kann.

a) Differenzierbare Funktionen

7.2 Definition. Seien I C R offen, z € I und f: I — K eine Funktion. Dann heifit
f differenzierbar an der Stelle x, falls

o) o i T 1) = F @)

h—0 h

existiert. In diesem Fall heifit f'(x) die Ableitung von f an der Stelle x. Die Funktion
f heifit differenzierbar (in 1), falls f an jeder Stelle x € I differenzierbar ist. Weitere
Schreibweisen sind - f(z) = af (x) = Df(x) := f'(z) sowie (vor allem falls f = f(¢)

ein Funktion der Zelt t ist) f(t) = i (1).

Man beachte, dass 4@ d ) nicht als Bruch verstanden werden darf, es handelt sich nur
um ein Symbol fiir die Ableitung.

7.3 Bemerkung. a) Der Ausdruck w heifit Differenzenquotient und be-
schreibt die Steigung der Geraden, auf der die Punkte (z+h, f(x+h)) und (z, f(z))
liegen. Der Grenzwert f’(x) entspricht somit der Steigung der Tangente an die Funk-
tion f im Punkt x.

b) Wenn z € R ein Haufungspunkt von [ ist, dann definieren wir entsprechend auch
links- und rechtsseitige Differenzierbarkeit.

7.4 Beispiel. a) Sein € Nund f: R — R, 2 — z". Dann gilt

A =L ()3 (B
J
=1 7j=1

und damit ( .
. (x+Dh)" =2 el ,
}111_>m0 = n-z" " = f'(x).
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b) Sei f: R — R, 2 — €e®. Dann folgt mit Korollar 6.7

=e — e (h—0),

und damit ist f in R differenzierbar mit f'(z) = f(x) (z € R).

c¢) Die Funktion f : R — R, z + |z| ist im Nullpunkt nicht differenzierbar, denn fiir
x =0 gilt

fla+h)—=fl@)  f(h)=f0) |p [1,  falls h >0,
h B h k-1, fallsh<0.

Damit erhilt man lim M = 1 und lim w = —1, und der Limes des
AN\ h 0
Differenzenquotienten existiert nicht. Die Funktion ist aber links- und rechtsseitig

differenzierbar in x = 0.

7.5 Bemerkung. Seien I C R offen und f: I — K differenzierbar an der Stelle
x € I. Dann gilt

h= fa)+ fns (PEZIE i),

fletn) = fla)+ LD =IO

wobei der Wert in Klammern (. ..) fiir h — 0 gegen 0 konvergiert. Somit sieht man,
dass eine Zahl g(z) und ein ,Rest* r(z, h) existieren mit

f@+h) = f(x)+g(x)h +r(x, h),

wobei % — 0 (h — 0) gilt. Umgekehrt folgt aus der Existenz von g(x) und

r(z,h) mit diesen Eigenschaften, dass f an der Stelle = differenzierbar ist sowie
glz) = f/(x).

Ebenfalls direkt aus der Definition der Differenzierbarkeit sieht man: Die Funktion
f ist genau dann differenzierbar an der Stelle x, falls eine Funktion f; existiert mit

[l +h) = f(x) + fi(z, h)h,

wobei h +— fi(x, h) stetig an der Stelle h = 0 ist. Die Funktion f; ist gerade der
Differenzenquotient, und es gilt limy,_,o f1(z, h) = f'(x).

Man kann also in einer Umgebung des Punktes z die Funktion f approximieren
durch die affin-lineare Funktion z — f(z) + g(z)(# — z). Diese Bedingung kann
auch in allgemeineren Situationen als Definition der Differenzierbarkeit genommen
werden:
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7.6 Definition. Seien (E.| - ||g) und (F,|| - ||r) normierte Rdume, D C E offen,
f: D — F eine Funktion. Dann heifit f differenzierbar an der Stelle x € D, falls fiir
h € E mit ||h| g klein die Darstellung

flx+h)= f(x)+glx)h+r(xz,h)

gilt, wobei g(z): E — F, h — g(x)h eine lineare Funktion ist und "=Mle s o (p —

([l
0) gilt. In diesem Fall heifit f'(z) := D f(x) := g(z) die Ableitung von fan der Stelle
.

7.7 Satz. Sei f: I — K differenzierbar an der Stelle x € I. Dann ist f stetig an
der Stelle x.

Beweis. Das folgt sofort aus

f(x+h)—f(:c):f(ijh})L_f(x)h—)f’(x)-O:O (h — 0). .

Insbesondere werden wir uns fiir stetig differenzierbare Funktionen interessieren:

7.8 Definition. Sei f: I — K differenzierbar und f' € C(I;K). Dann heifit f
stetig differenzierbar in I. Den Raum der stetig differenzierbaren Funktionen in [/
bezeichnen wir mit C*(7; K).

Der Raum C'(I,R) ist wieder ein Vektorraum, wie aus den folgenden Rechenregeln
fiir die Ableitung folgt.

7.9 Satz. Seien f,g: I — K differenzierbar. Dann gilt:
o) (f+9)=1+4g"

b) (Produktregel) (f -g) = f'g+ f¢g'.

c¢) Fir alle x € I mit g(x) # 0 gilt (ﬁ)’ = —g;Lé)).

d) (Quotientenregel) Fiir alle x € I mit g(x) # 0 gilt

(j)’w _ 9(@)f'(z) — f(2)g'(x)

Beweis. a) folgt direkt aus den Rechenregeln fiir den Limes.
b) Wir schreiben

Hathaloth)=[@ale) _ f(g 4 p)slathl=sle) o () Iath-fa)

— f(2)g'(x) + f'(x)g(x) (h—0).
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c) Als stetige Funktion ist g auch in einer Umgebung von z von Null verschieden.
Damit folgt die Aussage aus

;(; _ ;) _ 1 g(z)—g(z+h)
h\g(z+h)  g(x) g(z+h)g(z) h
= ap(=d @) (h—0).
d) Aus b) und c) folgt (£)' = (f 1) =L — L. O

7.10 Satz (Kettenregel). Seien I,.J C R Intervalle, sei f: I — R an der Stelle a
differenzierbar, und sei g: J — K an der Stelle b := f(a) € J differenzierbar. Dann
ist go f an der Stelle a differenzierbar, und es gilt

(go f)(a) =g (f(a))[f (a).
Man spricht beim Faktor f’(a) vom Nachdifferenzieren. So gilt z.B. (¢*")' = *” - 2z.

Beweis. Nach Bemerkung 7.5 gilt f(x) = f(a) + fi(z)(z — a), wobei die Funktion
f1 an der Stelle a stetig ist mit lim, ,, fi(z) = f'(a). Analog gilt g(y) = g(b) +
91(y)(y—b), wobei g; an der Stelle b stetig ist mit Grenzwert ¢'(b). Eingesetzt erhélt
man

(9o f)(x) = g(f(x)) = g(b) + g1 (f(x))(f(x) — b)
=9(b) + 1 (f(a) + f(@)(x — a)) fr(2)(x — a).

Daz — g1(f(a)+ fi(z)(z — a)) fi(z) stetig an der Stelle a ist, ist g o f an der Stelle
a differenzierbar, und es gilt

(g0 f)(a) = lim g, (f(a) + fr(x)(x — a)) fi(z) = ¢'(f(a)) f'(a). 0

7.11 Beispiele. Mit den obigen Regeln erhélt man folgende Tabelle von Ableitun-

gen:
| f(x) | f'(z) |
" (neZ\{0}) | nz" !
er e*
sinx cos
CcoS T —sinx
i
tanx cos?(x)
Inz %
arcsin x \/1£7
arctan x I +1$2
(x>0, €R) | az*!
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Dabei folgen die Regeln fiir sin und cos aus (e**) = ie"” = i(cosx + isinx), die
Ableitung von tan z folgt aus der Quotientenregel, und die letzte Zeile folgt aus z¢ =
e Die Ableitungen fiir In 2 und die Arcus-Funktionen werden spéter bewiesen.

7.12 Beispiel. Sei fy: R — R definiert durch

sinZ, falls z # 0,
folw) = {o, falls = 0

(siche Abbildung 7.1). Dann ist f; an der Stelle x = 0 nicht stetig und daher auch
nicht differenzierbar.

Definiert man fi(z) := xfo(z) (x € R), so ist f; an der Stelle z = 0 stetig mit

Funktionswert 0. Fir h,, := n}r erhélt man

3
fi(hy) = £1(0)  hysin(z-) . 1 1, falls n gerade,
— n — + = e
hp hny sin(m(n +3)) —1, falls n ungerade.

Also existiert limy,_,qo M nicht, d.h. f; ist an der Stelle 0 nicht differenzierbar.

Sei nun fo(z) := 22f(z) (x € R). Dann ist f, wegen |fo(x)] < |z|* differenzierbar
an der Stelle x = 0 mit Ableitung f5(0) = 0. Fiir x # 0 ist f als Verkniipfung
differenzierbarer Funktionen ebenfalls differenzierbar, und fiir die Ableitung gilt

fo(@) =2z fo(x) + 2 f)(x) = 2zsin T —7wcos T (z € R\ {0}).

Da der erste Summand auf der rechten Seite fiir x — 0 gegen 0 konvergiert und der
zweite Summand fiir x — 0 keinen Grenzwert besitzt, ist f5 ein Beispiel einer in R
differenzierbaren Funktion, die nicht stetig differenzierbar ist.

7.13 Beispiel. Die Sdgezahnfunktion go: R — R ist definiert durch g(x) := |z|
fir |z < % und g(z £1) := g(z) (z € R) (periodische Fortsetzung). Man setzt
gj(x) :=277g(2z) fir r € R und j € N. Dann ist die Reihe f(z) := >_7% g;(2) fiir
jedes x € R absolut konvergent. Man kann zeigen, dass die Funktion f stetig, aber
an keiner Stelle differenzierbar ist (siehe Abbildung 7.2).
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y = sin( ﬁl;"'.'l’l}|
1
Ehdr
= 0
05} |
At
s 4 5 2 4 o0 1 2 3 4 s

I

Abbildung 7.1: Die Funktion x + sin(7/x)

b) Der Mittelwertsatz und Folgerungen

Sei I C R eine Teilmenge, o € I und f: I — R eine Funktion. Dann definiert man:

e f besitzt an der Stelle xy das lokale Maximum f(zy), falls ein ¢ > 0 existiert
mit f(z) < f(zo) fiir alle x € [ mit |z — x| < c.

e f besitzt an der Stelle zy das lokales Minimum f(x), falls ein ¢ > 0 existiert
mit f(z) > f(xo) fiir alle x € I mit |z — x| < c.

e f besitzt an der Stelle 2o das globale Maximum f(x), falls f(x¢) = max,es f(x).
e f besitzt an der Stelle zy das globale Minimum f(x), falls f(x¢) = min,e; f().
e Fin lokales Extremum ist ein lokales Minimum oder ein lokales Maximum.

Analog fiir globale Extrema.

Man beachte, dass ein globales Minimum / Maximum auch stets ein lokales Mini-
mum / Maximum ist. Lokale und globale Extrema konnen auch auf dem Rand des
Definitionsbereichs auftreten.

Im Folgenden seien a,b € R mit a < b.
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Abbildung 7.2: Die Sdgezahnfunktion und die Funktion f aus Beispiel 7.13

7.14 Satz. Sei f: (a,b) — R in einer Umgebung U des Punktes x € (a,b) diffe-
renzierbar und besitze an der Stelle x ein lokales Extremum. Dann gilt f'(x) = 0.

Beweis. Sei o.E. x ein lokales Minimum von f. Dann folgt fiir alle hinreichend kleine
h > 0 sowohl w > 0 und damit f'(z) > 0 als auch ﬂ“”%)h_f(x) < 0 und damit
f'(x) > 0. Somit gilt f'(x) = 0. O

Beachte, dass aus f’(x) = 0 nicht folgt, dass f an der Stelle = ein lokales Extremum
besitzt, wie man an der Funktion = — 2% an der Stelle = 0 sieht.

7.15 Satz (Satz von Rolle'").  Es sei f € C([a,b],R), differenzierbar in (a,b), und
es gelte f(a) = f(b). Dann existiert ein xo € (a,b) mit f'(xq) = 0.

Beweis. O.E. sei f(a) = f(b) = 0 (sonst betrachte die Funktion x — f(z) — f(a)).
Sei M := maxycpy f(x) > 0. Falls M > 0, so existiert ein z9 € (a,b) mit f(x) =
M, und nach Satz 7.14 folgt f'(x¢) = 0. Falls M = 0, so betrachtet man m :=
min,ep ) f(x). Falls m < 0, folgt die Behauptung wie oben. Falls m = 0, so gilt
f(z) =0 fiir alle € [a,b] und damit f'(x) =0 fur alle x € (a,b). O

1"Michel Rolle, 21.4.1652 — 8.11.1719
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7.16 Satz (Mittelwertsatz der Differentialrechnung). Es sei f € C([a,b],R) diffe- |20/36:00

renzierbar in (a,b). Dann gibt es ein xg € (a,b) so, dass (22.01.21)
b) — f(a
TO-ND _ piay),

d. h. es gibt einen Punkt, in dem die Tangente an die Funktion f dieselbe Steigung
hat wie die Gerade, die durch die Punkte (a, f(a)) und (b, f(b)) geht.

Beweis. Definiere F'(z) := f(z)— f(a)— (x—a)w. Dann gilt F'(a) = F(b) = 0,
und nach dem Satz von Rolle (Satz 7.15) existiert ein zg € (a,b) mit F'(zg) = 0,
d.h. f(zo) = LW O

7.17 Bemerkung. Die folgenden Formulierungen sind dquivalent zum Mittelwert- |20 /47:40

satz: (22.01.21)
(i) 3o € (a,0) : f(b) = f(a) + (b — a) f'(w0),
(i) 30 € (0,1) : f(b) = f(a)+ (b—a)f'(a+0(b—a)).

Héufig wird der Satz auch in einem Intervall [z — ho,x + ho] C [a,b] angewendet:

Fiir alle |h| < hg existiert ein 6 € (0,1) mit

f(x+h)= f(x)+ hf'(x+6h).

7.18 Korollar. Sei I C R ein offenes Intervall und f: I — R differenzierbar. 20/54:10

a) Es gilt f'(x) =0 (z € I) genau dann, wenn f eine konstante Funktion ist. (22.01.21)
b) Es gilt f'(x) >0 (z € I) genau dann, wenn f monoton wdchst.
c¢) Falls f'(x) >0 (x € I), so ist f streng monoton wachsend.

Beweis. a) Sei f’ = 0. Dann existiert fiir alle z,y € I mit z < y ein ¢ € (z,y) mit

fly) = f(@) + Oy —z) = f(z).

Also ist f konstant. Die andere Richtung ist klar.

b) Falls f monoton wéchst, gilt w > 0 fiir alle A > 0 und damit f'(z) > 0.
Falls f'(z) > 0 (x € I), so folgt fiir h > 0

fl@+h)=f(x) +hf'(x+06h) > f(z)

fir ein 6 € (0,1).
c) folgt analog zu b). O
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7.19 Satz (Satz von der lokalen Umkehrbarkeit). Sei I C R offen, und sei f: I — R
stetig differenzierbar in einer Umgebung von xy € I mit f'(xo) # 0. Dann existieren
offene Umgebungen U von xq und V von f(xy) so, dass f: U — V bijektiv ist und
die Umkehrabbildung g := (f|y)~': V — U differenzierbar ist. Es gilt g € C1(V;R)
und

, B 1
99 =Ty VeV

Beweis. O.E. sei f'(xg) > 0. Da f’ stetig ist, existiert eine offene Umgebung U von
o mit f'(r) > ¢ > 0 (x € U). Nach Korollar 7.18 ¢) ist f in U streng monoton
wachsend und damit bijektiv. Die Umkehrfunktion ist nach Lemma 5.15 wieder
stetig. Es gilt fiir y,y + h eV

+h) -y _ flgly+h) - fl9y))

=" h
_ Jlly+h) = flely)  gly+h)—gly)
9y +h) —g(y) h
Da g stetig ist, gilt g(y+h) — g(y) (b — 0), und damit konvergiert der erste Bruch
gegen f'(g(y)). Also ist g differenzierbar mit ¢'(y) = m. Da f’ und g stetig sind,
folgt aus dieser Darstellung g € C*(V;R). O

7.20 Bemerkung. a) Die Darstellung von ¢’ folgt auch durch Ableiten der Identitét
f(g(y)) =y (wenn man schon weif}, dass g differenzierbar ist).

b) Mit diesem Satz erhélt man die Ableitungen der Arcus-Funktionen und des Lo-
garithmus aus Beispiel 7.11.

7.21 Definition. Sei I C R ein Intervall. Eine Funktion f: I — K heifit zweimal
differenzierbar an der Stelle x € I, falls die Ableitung f’ in einer Umgebung von x
existiert und an der Stelle x differenzierbar ist. In diesem Fall schreibt man f”(z) :=
(f")'(z). Analog definiert man k-mal differenzierbar mit & € N und schreibt f*)(z).
Fiir k € N setzt man

CHI;K) := {f: I = K| f ist in I k-mal stetig differenzierbar}

sowie C°(I;K) := C(I;K). Man definiert auch noch C*°(I;K) als die Menge aller
unendlich oft differenzierbaren Funktionen, d.h. die Menge aller Funktionen, fiir
welche jede Ableitung existiert.

7.22 Satz (Taylorreihe bis zum linearen Term). Sei f € CY([a, b];R) in (a,d) zwei-
mal differenzierbar. Dann ezxistiert zu x € [a,b] und h € R mit © + h € [a,b] ein
6 € (0,1) mit

flz+h) = f(x)+hf'(z) + 5 f"(x + 0h). (7-1)
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Beweis. Wir definieren die Hilfsfunktion

F(iz)=f(x+h) —flx+2)—(h—2)f'(x+2) —m(h_;)Q,

wobei m € R eine Konstante sei. Dann gilt F'(0) = f(z+ h) — f(x) — hf'(z) — mh2—2
sowie F'(h) = 0. W&hlt man m so, dass auch F(0) = 0 ist, so existiert nach dem
Satz von Rolle ein 6 € (0,1) mit

0= F'(0h) = —f'(x + 6h) + f'(x + 6h) — (h — Oh) f"(x + Oh) + m(h — Oh)
= (h = 0h)[—f"(x + 6h) + m].

Also gilt m = f”(x + 6h), und aus F(0) = 0 folgt (7-1). O

7.23 Korollar. Sei I C R offen, und seien f € C*(I;R) und zy € I. 21/20:00

a) Falls f'(x¢) = 0 und f"(x¢) > 0 gilt, so hat f ein isoliertes lokales Minimum an (26.01.21)
der Stelle x.

b) Falls f an der Stelle xq ein lokales Minimum hat, so gilt f'(x¢) = 0 und f"(x¢) >
0.

Beweis. Beide Aussagen folgen sofort aus der Darstellung
f(l’o + h) = f(ZL‘()) + %2](”(370 + Qh),

beachte, dass in Teil a) f”(zo + 6h) > 0 fur kleine h gilt. O

7.24 Satz. a) (Erweiterter Mittelwertsatz) Seien f,g € C([a,b];R) in (a,b) diffe- 21/26:30

renzierbar mit g(a) # g(b). Dann ezistiert ein xo € (a,b) mit (26.01.21)
! o f(b) _ f(a) /
P = 50— gty

b) (Regel von L’Hospital'®). Seien f,g: I — R differenzierbar, und sei a € I mit
f(a) = g(a) = 0. Dann gilt

flx) o f(2)

lim —= = lim ——=,
e (@) e g (@)

falls der Limes auf der rechten Seite existiert.

18Guillaume Francois Antoine de L’Hospital, 1661 — 3.2.1704
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Beweis. a) Wende den Satz von Rolle an auf die Funktion

F(z) = f(z) — f(a) — (g(z) — g(a)) f(b) — f(a)

g(b) —g(a)
Beachte, dass F'(a) = F(b) = 0 gilt.
b) Fiir b > a gilt nach Teil a)
f) _ fb) = fla) _ f'(w0)

g(b) — g(b) —gla)  ¢'(x0)

mit einem x € (a,b). Nehme jetzt den Limes b — a. O

7.25 Bemerkung. Die Regel von L’Hospital ist oft niitzlich fiir die Berechnung
von Grenzwerten, so gilt etwa

=cos0=1.
x—0 x—0

Die Regel von L’Hospital ist auch anwendbar fiir lim,_,., ... oder falls Zahler und
Nenner beide gegen Unendlich konvergieren. So gilt z.B.

lim £ = lim £ =0,
z—00 x—00 €
. . . 1
limzInx = lim lln—x = lim % =0,
z—0 20 Yz z50 —l/=
lim In(l4+z) _ lim 1/(z+1) _ 1
z—=0 T z—0 1

Aus dem letzten Beispiel erhélt man durch Anwendung der exp-Funktion

lim(1 + 2)Y* = e.
z—0

7.26 Definition. Sei I C R ein Intervall. Eine Funktion f: I — R heifit konvex,
falls fiir alle 21,22 € I und A € (0, 1) die Ungleichung

FAzr+ (1= Nza) < Af(w1) + (1= N) f(x2)
gilt. Die Funktion f heifit konkav, falls — f konvex ist.

7.27 Bemerkung. a) Sei f: I — R zweimal differenzierbar. Dann ist f genau dann
konvex, falls f”(z) > 0 (x € I), wie man mit dem Mittelwertsatz sieht.

b) Falls f konvex ist, gilt fiir alle z1,...,z, € I und alle Ay,..., A, € [0,1] mit
Y- Aj = 1 die Jensensche Ungleichung

Insbesondere gilt fiir konvexe f die Ungleichung

f(“—”) < l(f(acl) + ot fxn).

n n
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8. Integration im R!

8.1 Worum geht’s? Ziel dieses Kapitels ist die elementare Integration der Klasse
der Regelfunktionen. Dabei gibt es zwei Zugédnge zur Integration: zum einen als
Umkehrung der Differentiation, zum anderen iiber die Berechnung von Fléchen. Der
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung besagt, dass beide Zugéinge zum
gleichen Integralbegriff fiihren. Zur elementaren Integrationstheorie gehoéren auch
die Vertauschung von Grenzprozessen, parameterabhéngige Integrale und eine erste
Version des Satzes von Fubini.

a) Stammfunktionen

8.2 Definition. Sei I C R ein Intervall, und seien F, f: I — K Funktionen. Dann
heiflit F' eine Stammfunktion zu f, falls F' differenzierbar ist und F’ = f gilt. Man
schreibt [ f(z)dx = F oder kurz [ f = F, falls F' eine Stammfunktion von f ist
(unbestimmtes Integral).

Nach Korollar 7.18 a) folgt: Falls F; und Fy Stammfunktionen zu f sind, so ist
Iy — F, konstant. Andererseits ist mit £’ auch die Funktion F' + ¢ mit ¢ € K eine
Stammfunktion zu f. Typischerweise schreibt man daher z.B. [z dx = %2 + ¢, da

jede der Funktionen x +— % + ¢ eine Stammfunktion zu x — x ist.

8.3 Beispiel. Aus den Beispielen fiir die Ableitung erhalten wir sofort folgende
Tabelle fiir das unbestimmte Integral:

f F
1 T
A N,
% In |z|
e’ e’
cos ¥ sinx
sin x —CoST
cos12 x tan

sinz
T

Zu den Funktionen e, %,
Stammfunktion.

, ﬁ gibt es keine elementaren Formeln fiir die

8.4 Satz (Rechenregeln fiir das unbestimmte Integral). Seien f,g: I — K Funktio-
nen mit Stammfunktionen F bzw. G, und sei o € K. Dann gilt

o) f[af=aff, [(f+9)=[F+[g
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b) Partielle Integration:
ff/<x>g(55) dx + ff(x)g’(m) dr = f(z)g(x) + c.

c) Substitutionsregel

d) Speziell gilt [ f(x)f (z)dx = 5 f(x)*+c und (fallsf>0)ff =In f(z)+
Beweis. Das folgt alles sofort aus den Rechenregeln fiir die Ableitung. O]
8.5 Beispiele. a) Mit partieller Integration folgt
flnxdx:fl-lnzd:v:xlnx—fx-%d:z::xlnx—a:.
Hier wurde f(z) = z und g(z) = Inx gesetzt.
b) Ebenfalls mit partieller Integration erhdlt man
fsinzxdx = —cosxsinx + fcostdx = —coszsinx +x — fsiandx
und damit
f sin® z dz = §(z — sinz cos x).
c¢) Genauso folgt
fxexdx = ze’ — fexdx =zxe’ —e".
d) Wir wollen [ ze® dr mit Substitution berechnen und setzen dazu g(r) := z°

sowie f(y) := €Y. Dann gilt ¢’(z) = 2z und damit

[ do = 4 [ (g(@))g(x) dx = 1F(g(x)) = ™"

Die Substitution lasst sich in etwas lassiger Schreibweise einfacher merken und be-
rechnen: Setzt man y := 22, so gilt 2% 9y — 92 und damit dy = 2z dz. Damit folgt

22 _1fx2 _lfy _ 1y _1_a?
fxe dr =5 )" 2xdr = 5 | eV dy = 3¢/ = je

COos ™

e) Zur Berechnung von [ <2 T dz verwenden wir die Substitution y = sin x. Es folgt
dy = cos x dxr und damit

<=2 —f\lfdy—fy l/zdy* 4 *2\/5—2\/@

Vsinx L

[\
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8.6 Beispiel (Partialbruchzerlegung). Wir wollen [ ﬁ dr mit Hilfe einer Par-

tialbruchzerlegung berechnen, die allgemein fiir Integrale der Form [ %dm mit
Polynomen p, g funktioniert. Dies geschieht in folgenden Schritten:

(i) Polynomdivision mit Rest: Durch Division kann man erreichen, dass der Zahler-
grad kleiner als der Nennergrad wird. Der Nenner ist 2% — 222 + 2 und damit ist

(2 —2): (2° —22° + ) = 1 Rest 22* — v — 2,

d.h. xm S IR s S pl((m) mit degp; < degq. Im allgemeinen Fall kann

1)2 z(z—1)2
man durch Polynomdivision eine Darstellung qE ; r(x)+ L 1(( )) mit einem Polynom

r(zx) erzielen.

(ii) Form der Partialbruchzerlegung: Der Nenner hat die Nullstellen = 0 (einfach)
und z = 1 (doppelt) - im allgemeinen Fall muss man die Nullstellen des Polynoms
q erst noch bestimmen. Der Ansatz fiir die Partialbruchzerlegung fiir 2 l(x) lautet

202 —r -2 ¢ dy dy
e S ) 8-1
x(z —1)2 :L‘+IE—1+(:L’—1)2 (8-1)

Man beachte, dass man allgemein bei einer k-fachen Nullstelle z

— xo)2 .+ ﬁ verwendet und die Terme fir alle Nullstellen auf der rechten
éelte addlert.

(iii) Bestimmung der Koeffizienten: Um die Koeffizienten von (8-1) zu bestimmen,
kann man mit dem Hauptnenner durchmultiplizieren. Man erhélt

20 —x —2=rcy(v — 1)* + dyz(x — 1) + dox
=z’ — ¢y 20+ ¢ + dyx? — dyx + dox

= (Cl + dl)fI?Q + (-261 — d1 -+ dg)I + .

Beide Seiten sind Polynome in x. Da beide Seiten fiir alle z iibereinstimmen sollen,
miissen die Koeffizienten dieser Polynome gleich sein. Der Koeffizientenvergleich der
beiden Seiten liefert somit

C1—|—d1:2,
—201—d1+d2:—

C1 = —2.

Also gilt ¢y = =2, dy =4, dy = —
(iv) Integration: Aus (i)-(iii) haben wir erhalten:
) 2 4 1

R - .
z(z —1)2 a:+x—1 (x —1)?
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Dies kann nun einfach integriert werden: In Intervallen, die die Pole 0 und 1 nicht
enthalten, folgt

3 —2 1

In Schritt (iii) wurden die Koeffizienten durch Ausmultiplizieren und Koeffizienten-
vergleich bestimmt. Alternativ kann man die Koeffizienten (vor allem bei einfachen
Nullstellen xy) auch bestimmen, indem man die Gleichung nur mit = — z, multipli-
ziert. Multipliziert man z.B. (8-1) mit z = = — 0, erhélt man

2x2—x—2_c+< dq n dsy >x
(z—12 T \z—1 " (@—12/7

Fiir x = 0 folgt sofort ¢; = —2. Genauso kann man sofort do = —1 durch Multipli-
zieren von (8-1) mit (z —1)? und Einsetzen von z = 1 erhalten. Die Bestimmung von
d; kann dann durch Auflésen von (8-1) nach d; erfolgen. Falls das Nennerpolynom
nur einfache Nullstellen besitzt, kann man alle Koeffizienten leicht auf diese Weise
erhalten.

b) Treppenfunktionen und Regelfunktionen

Im letzten Kapitel wurde die Integration als Umkehroperation der Differentiation
eingefithrt. Wir wollen nun die Integration von einer anderen Seite her angehen,
némlich iiber den Zusammenhang mit der Berechnung von Flacheninhalten unter-
halb einer Kurve, was zum bestimmten Integral fithren wird.

22/54:00 8.7 Definition. Seien a,b € R mit a < b, und sei I := (a, b). Dann heifit eine Funk-

(29.01.21) tion f: I — K eine Treppenfunktion, falls es eine Zerlegung (Partition) von (a,b)
der Forma = xg < 1 < --- < x, = bso gibt, dass f|(x].717xj) eine konstante Funktion
fir alle j = 1,...,n ist. Wir setzen 7 ([;K) := {f: I — K| f ist Treppenfunktion}.

22/58:50 8.8 Bemerkung. a) Uber die Werte f(z;) wird keine Aussage gemacht.

(29.01.21) b) Die Partition ist nicht eindeutig, man kann etwa noch Punkte hinzufiigen.

c¢) Eine Funktion f: I — Kist genau dann eine Treppenfunktion, fallses xy, ..., x, 1 €
Imita=r20<21<...<Zp1 <z,:=bund f; e K(j=1,...,n) gibt mit

f(l’) :ijX(xjfl,xj)(l‘) (I‘ € ]\{mh""xn—l))'

Dabei ist

1, fallsz € A,
xa(x) =

0, fallsx g A
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die charakteristische Funktion der Menge A (siehe Beispiel 1.12).

d) Falls f und g Treppenfunktionen sind, sind auch f + ¢g und fg Treppenfunktio-
nen. Die Menge 7 ([;K) der Treppenfunktionen ist ein K-Vektorraum, der durch
die Norm Norm || f||cc := sup,e;|f(x)| zu einem normierten Raum wird. Es gilt
T(I;K) C B(I;K), wobei wieder B(I; K) der Banachraum aller beschriankten Funk-
tionen ist.

8.9 Definition. Der Abschluss R(I;K) := T (/;K) C B(I;K) der Treppenfunktio-
nen bzgl. der Supremumsnorm || - || heiBit der Raum aller Regelfunktionen von 1
nach K.

Als abgeschlossener Teilraum des Banachraums B(/;K) ist auch R(/;K) ein Ba-
nachraum.

8.10 Definition. Seien I = (a,b) und f: I — K eine Treppenfunktion. Sei a =
o < 1 < ... < T, = b eine Partition mit f|(xj71,xj) = f; fir j = 1,...,n. Dann

heif3t \ .
/ fla)de =" filw; — ;1)
a =1

das (bestimmte) Integral von f {iber (a,b), siche Zeichnung 8.1. Man schreibt auch

[, f= fff = fabf(x) dz und setzt [ f(z) dv := 0 sowie [, f(z)dx = — fabf(x) dx.

Y
= 2
g i1 g‘)/((z%n(\ra)

d

4
f{& )lx

e

Y\‘: A

Y )
4.1 //// \\\\ \\\\
Xpa % %/ 7k

24l Mj;a/'\'v i

lwleqral
V\Zjanva Lece 2 g

Abbildung 8.1: Treppenfunktionen und das bestimmte Integral
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90 8. Integration im R*

8.11 Definition und Satz. Sei I = (a,b) mit a < b.
a) Die Abbildung

b
o: T([;K) —» K, fr—>/ f(z)dx

ist linear, d.h. es gilt f:(ozf +69)(x)dx = « fab flz)dx+p f;g(x) dx fir alle f,g €
T(I;K) und o, B € K. Es gilt

‘/abf(l’) dfﬂ‘ <(-a)lflle (f€T(K)), (8-2)

damit st O stetig.

b) Damit existiert genau eine lineare und stetige Fortsetzung o R(I;K) von ®. Fiir
f e R(I;K) ist ®(f) folgendermafen definiert: Sei (fo)nen C T (I;K) eine Folge von
Treppenfunktionen mit || f — fullco = 0 (n = 00). Dann gilt ®(f) := limy,_,e D(f,).
Fiir Regelfunktionen f € R(I;K) schreibt man wieder fabf(x) dz = ®(f). Die
Abschitzung (8-2) gilt fir alle f € R(I;K).

Beweis. a) Die Linearitdt von @ folgt direkt aus der Definition, die Abschétzung
(8-2) erhélt man aus

/abf(ﬂﬁ) dl’} = ‘ifj(fﬂj — 1)

< lloe D (5 = 2jm1) = 1f oo (b~ a).

J=1

<D Uil (g —zjm)
j=1

Die Stetigkeit in a) folgt aus der Linearitdt und (8-2): Falls (f,)nen C T (I;K)
eine Folge von Treppenfunktionen ist mit f, — f € T([;K) (n — o0), so gilt
[fn=Flloc = 0 (n — o0) und damit [(f,) =®(f)| < (b—a)[[fo—fllc = 0 (n — o).
Also ist @ folgenstetig.

b) Sei (fu)nen € T(I;K) mit ||fn — flloo = 0 (n — 00). Dann ist (f,)nen eine
Cauchyfolge, und wegen (8-2) ist auch (®(f,))nen C K eine Cauchyfolge und somit
konvergent. Also existiert ®(f) := lim, o ®(f). Zu zeigen ist noch, dass ®(f)
wohldefiniert ist, d.h. dass der Wert ®(f) nicht von der Wahl der Folge (f,)nen

abhéngt. Sei dazuif;)neN C T(I;K) eine weitere Folge mit || f,— f|loc = 0 (n — 00).
Dann folgt || fr. — fullee = 0 (n — 00), und mit (8-2) folgt |®(f,,) —P(fn)| — 0 (n —
00). Also gilt limy, oo P(f,) = limy, 00 P(fn)-

Die Abschitzung (8-2) bleibt auch im Limes erhalten und gilt damit auch fiir Re-
gelfunktionen. ]
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8.12 Beispiel. Sei [ = (0,1), f: I — R, f(z) := z. Fiir n € N wihle die Treppen- 23/23:50

funktion - . (02.02.21)
I (-1, == (j=1,...,n).

Dann gilt ||f — fullw = = = 0 (n — o0), also ist f € R(I;R). Fiir die Integrale
erhdlt man

1 n
| prde =3 E = A3 1) = e
j=1

Jj=1

Also gilt
n—1 1

/1f(:v) dr = lim 1fn(x) dz = lim
0 0

Wir werden spéter sehen, dass man das Integral leichter unter Verwendung der
12 02

?tammfunktion F(z) = %2 berechnen kann, denn es gilt fol rdr = %2 ‘izo =5 -3

3"

Der folgende Satz wird hier nicht bewiesen.

8.13 Satz. Seien a,b € R mit a <b und I := (a,b). Dann gilt f € R(I;K) genau |23/30:40

dann, wenn f dberall in [a,b] einen linksseitigen und einen rechtsseitigen Grenzwert (02.02.21)
besitzt (an den Intervallenden jeweils nur einer der beiden Grenzwerte). Insbesondere
ist jede in [a,b] stetige Funktion eine Regelfunktion.

c) Wichtige Sitze zur Integration

Im Folgenden seien a,b € R mit a < b und I := (a,b).

8.14 Satz (Rechenregeln fiir das bestimmte Integral). Fir f,g € R(I;K) und 23/36:50

a €K gilt (02.02.21)
O [(f+a) = [+ [ 9 [Jaf)=al]f,

(ii) fiir c € (a,b) giltfaf:faf—l—fc I,

(ifi) | [, f(z)do| < [} |f(x)] da.
Falls K =R, so gilt zusdtzlich
(iv) Falls f >0, so ist fabf(a:) dxr >0,

(v) (b= a) infreqp f(2) < [} f(@)dv < (b— a) sup,e(o) f(2).

Beweis. Das gilt alles fiir Treppenfunktionen und bleibt im Grenzwert erhalten. [J
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92 8. Integration im R*

8.15 Satz (Mittelwertsatz der Integralrechnung). Sei f € C([a,b];R). Dann exi-
stiert ein xy € (a,b) mit

‘/f@Mw—®—®ﬂm)

Beweis. Fir m := mingepqp) f(2) und M := max,¢jqp) f() gilt nach Satz 8.14 (v)

mgb—/f ydz < M.

Nach dem Zwischenwertsatz existiert ein x¢ € (a,b) mit

1 b
b—a/a f(z)dz = f(zo). -

Fiir den Zusammenhang zwischen bestimmtem und unbestimmtem Integral betrach-
ten wir F(x f f(t)dt. Wir werden zeigen, dass F' Lipschitz-stetig ist, was wir
im allgemelnen Setting definieren wollen.

8.16 Definition. Seien (X, ||-||x) und (Y, ||-|ly) normierte Rdume, und sei f: X —
Y eine Funktion. Dann heifit f Lipschitz-stetig, falls ein L > 0 existiert mit

1f(z1) = f@2)lly < Lllzy — z2flx (21,22 € X).
Die Funktion f heiit Holder-stetig mit Exponent o € (0, 1), falls ein C' > 0 existiert
mit

[f(x1) = fl@)lly < Lllzr — 22| (21,20 € X).

Man sieht sofort, dass Lipschitz- und Holder-stetige Funktionen stetig sind.

8.17 Satz. Sei f € R(I;K), und sei F(x) := [ f(t)dt (z € [a,b]). Dann gilt:

a) Fir x,y € [a,b] ist |F(x) — F(y)| < HfHoo |z —yl|, d.h. F ist Lipschitz-stetig und
damit stetig.

b) Fiir alle x € [a,b] existieren die links- und rechtsseitigen Ableitungen, und es gilt

, _ F(z+h) - F()
R = i =

= f(x+0):= in%f(x:l:h).

1
AN\

Beweis. a) O.E. sei z < y. Dann gilt

F) -~ Pl =| [t < [C1501d< 1 fleto - o)
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Also ist F' Lipschitz-stetig und damit stetig.

b) Sei h > 0, und sei x € [a,b). Dann gilt F(z + h) — F(x) = fxﬁh f(t)dt. Nach
Satz 8.13 besitzt f an der Stelle x einen rechtsseitigen Grenzwert f(x + 0). Wir
schreiben hf(z + 0) = f;+h f(z + 0)dt (beachte, dass beim zweiten Integral iiber
die konstante Funktion ¢ — f(x + 0) integriert wird) und erhalten

F(x+h)—F(a:)—hf(a:+0):/x+ (f(t) = f(z+0)) dt.

Sei € > 0. Nach Definition des rechtsseitigen Grenzwerts existiert ein ¢ > 0 so, dass
fir alle t € (x, 2z + ) die Abschétzung |f(t) — f(z +0)| < e gilt. Fiir h € (0, 9) folgt

|F(x + h)— F(x) = hf(z+0)] S/H |f(t) — f(z+0)|dt <ech

und damit
F h)—F
@t 11 @) o) (h\0).
Analog zeigt man die Existenz der linksseitigen Ableitung. O

8.18 Satz (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung). Sei f € C([a,b],K),
und sei F(z) := [T f(t)dt (x € [a,b]). Dann ist F € C*([a,b],K) mit F' = f.

Beweis. Das folgt sofort aus Satz 8.17 b) wegen f(x +0) = f(x). O

8.19 Bemerkung. a) Nach dem Hauptsatz wird durch F,(z) := [ f(t)dt eine
Stammfunktion mit F,(a) = 0 definiert. Insbesondere besitzt jede stetige Funktion
eine Stammfunktion. Da sich zwei Stammfunktionen nur um eine additive Konstante
unterscheiden, gilt fiir jede Stammfunktion F' von f die Gleichheit F'(z) = F,(z) +
F(a). Fiir x = b erhélt man

/ F(#)dt = F(b) — Fla) —: F(x)

fiir jede Stammfunktion F' von f. Man schreibt auch F(x)‘z = F(x)|l;:a.
b) Durch den Hauptsatz werden das unbestimmte und das bestimmte Integral ver-
bunden. Damit gelten die Regeln fiir das unbestimmte Integral entsprechend auch

fiir das bestimmte Integral. So gilt etwa die partielle Integration in der Form

| g =swg)| - [ sosw
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Integration durch Substitution hat die Form

g(

b)
f(y)dy.

g(a)

/ Flo(2)g' (@) dx =

Man beachte dabei, dass die Grenzen entsprechend der Substitution y := g(x) mit
substituiert werden miissen.

Wie wir bereits bei der Stetigkeit gesehen haben, muss man bei Funktionenfolgen
aufpassen, welche Konvergenz vorliegt. Das folgende Beispiel zeigt, dass dies auch
fiir das Differenzieren und Integrieren gilt.

8.20 Beispiele. a) Zu n € N sei f,: [0,1] — R stiickweise linear mit f,(0) =
0, fu(2) =n, fo(2) =0 und f,(1) = 0, siche Abbildung 8.2. Dann gilt f, — 0 (n —
oo) punktweise, aber f01 fn(z) dx = 1 konvergiert nicht gegen 0.

b) Zun € N sei f,: R — R gegeben durch f,(z) := Lsin(nz). Dann gilt f, — 0
sogar gleichméfig, aber f/(x) = cos(nx) konvergiert nicht gegen 0.

)
I~
IS F
A&

Abbildung 8.2: Die Funktion f, aus Beispiel 8.20 a)

8.21 Satz. Seien (fn)nen € R(L;K) und f € R([;K) mit f, — f (n — o0)
gletichmdyj$ig. Dann gilt

lim bfn(a:) dr = /b le fo(z)de = /bf(a:) dx.

n—o0
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Beweis. Das folgt sofort aus der Abschétzung

‘/abfn—/abf‘:‘/ab(fn—f)‘S/ab|fn—f!S(b—a)an—fHOO.

Der obige Satz zeigt, dass die gleichméflige Konvergenz fiir die Konvergenz der Inte-
grale ausreicht. Bei der Ableitung ist die Situation komplizierter: Hier braucht man
die punktweise Konvergenz der Funktionenfolge und die gleichméflige Konvergenz
der Ableitungen, wie der folgende Satz zeigt.

8.22 Satz. Seien (fn)nen C CY[a,b;K) und f: [a,b] — K mit f, — f (n —
o0) punktweise. Die Ableitungen (f))nen seien eine Cauchyfolge bzgl. || - || (und
damit konvergent). Dann ist f stetig differenzierbar, und es gilt f, — f (n — o)
gleichmafig und f), — f' (n — oo) gleichmafsig. Insbesondere ist

lim f, = (lim f,)' = f"
n—oo n—oo

Beweis. Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung gilt

tM@=h@+/vwwt@€Mﬂ> (8-3)
Wir erhalten

sup | fu(2) = fm(@)| < [fula) = f(@)[ + (b= a) || £, = frullo-

z€[a,b]

Da (fn)nen punktweise konvergiert, geht der erste Term auf der rechten Seite fiir
n,m — oo gegen 0, und wegen der gleichméfiigen Konvergenz der Ableitungen auch
der zweite. Also ist (f,,)nen eine Cauchyfolge bzgl. ||| und damit sogar gleichméfig
konvergent gegen f. Sei g := lim,_, f/. Nach Satz 8.21 kénnen wir in (8-3) den
Grenzwert fiir n — oo nehmen und erhalten

Durch Ableiten (Satz 8.17 b)) folgt f’' = g, somit gilt f, — [ gleichmaBig. O

Am obigen Beweis sieht man, dass es statt der punktweisen Konvergenz von (f,,)nen
sogar geniigt, wenn f,(xg) — f(zo) (n — o0) fiir ein zy € [a, b] gilt.

Im folgenden Satz werden iterierte Integrale betrachtet. Es handelt sich um einen
Spezialfall des Satzes von Fubini'®, der im zweiten Semester allgemeiner behandelt
wird. Wir verzichten hier auf einen Beweis.

19Guido Fubini, 19.1.1879 — 6.6.1943

obert Den 5.02.20¢
Rot Denk 15.02.2021
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8.23 Satz (Vertauschen von Integralen). Seien a,b,c,d € R mit a < b, ¢ < d, und
sei f:la,b] X [c,d] = K, (z,t) — f(z,t) stetig. Definiere

:/f(x,t)dx (t € [c,d]).

Dann ist F: [c,d] — K stetig, und damit existiert fch(t) dt = fcd fff(x,t) dx dt.
Analog existiert das Integral mit umgekehrter Integrationsreihenfolge, und es gilt

/ab/cdf(x,t)dtdx:/cd/abf(x,t)dxdt.

Wir wollen nun den Integralbegriff erweitern, um Integrale wie fooo e "dx oder

fo —= dx berechnen zu kénnen. Man beachte, dass —= keine Regelfunktion in [0, 1]
ist, da der rechtsseitige Grenzwert fiir x \, 0 nicht existiert. In beiden Fallen handelt
es sich um ein uneigentliches Integral.

8.24 Definition. Seien a,b € R mit a < b, und sei f: (a,b) — K eine Funktion
mit f|(atep) € R((a +¢,b); K) fiir alle ¢ > 0. Dann definiert man das uneigentliche
Integral von f iiber (a,b) durch

/f dx—hm ’ f(z)dx
a+e

falls dieser Limes existiert. Analog wird das uneigentliche Integral definiert, falls
[liap—e) fiir alle € > 0 eine Regelfunktion ist. Falls ¢ € (a,b) und fc—e) und
[lictep) jeweils Regelfunktionen sind, so definiert man das uneigentliche Integral

/abf(a:)da::— hm/ fla dx <hm ;f(a:)d:c>,

falls beide Limiten existieren. Man definiert den Cauchyschen Hauptwert (englisch:
principal value) des Integrals

p.v. /ab f(z)dx = l{r{l} </:E f(z)dz + C; f(x) da:),

falls dieser Limes existiert.

Analog werden die uneigentlichen Integrale

/ f(z)dzx = lim f(z)dx

a——00

/aoo f(z)dz = blggo/abf(x) dx
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/OO f(x)dx = Em f dx hm/ flx dx

p.v. /_oof(x)dx = ]\}i_rgo/_Nf(x)dx

falls die jeweiligen Limiten existieren.
8.25 Beispiele. a) Es gilt

1 1
dxr = lim —dx—llmQxl/2 =2lim(1 — £/?) =1,
/ Vz N0 J. VT N0 r=e 5\0( )

insbesondere existiert das uneigentliche Integral.
b) Wegen f:%dx = —Ine - 00 (¢ \y0) und [1dzr =Ine — —oo (¢ \, 0)
existiert das uneigentliche Integral f_ll % dzx nicht. Allerdings gilt

"1 1 "1
p.V./ —dmzlim(/ —d:zc—I—/ —dx) = lim(Ine —In¢e) = 0.
Iz e\0 I e I e\0

8.26 Bemerkung (Riemann-Integral). Wir haben das Integral fiir Regelfunk-
tionen, also gleichméflige Grenzwerte von Treppenfunktionen definiert. Allgemei-
nere Zuginge sind das Lebesgue?’-Integral (welches im zweiten Semester betrach-
tet wird) und das Riemann?!-Integral. Beim Riemann-Integral betrachtet man zu
f:[a,b] = K wieder Zerlegungen Z: a = zo < 21 < ... < x, = b und die zugehori-
gen Unter- und Obersummen

n

SN =3 (it f@))(; =),

i r€lzj—1,75)

n

Sy (f) = Z ( sup f(x))(a:] — Tj_1).

j=1 @€lzj-1.2))

Eine Funktion heifit Riemann-integrierbar, falls

sup {S%(f) :Z ist eine Zerlegung von [a, b] }
= inf {S(f) : Z ist eine Zerlegung von [a, b]}.

Man kann zeigen, dass jede Regelfunktion Riemann-integrierbar ist, aber nicht um-
gekehrt.

20Henri Léon Lebesgue, 28.6.1875 — 26.7.1941
21Bernhard Riemann, 17.9.1826 — 20.7.1866
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9. Funktionenreihen

25/02:10 9.1 Worum geht’s? Wir kommen noch einmal auf Funktionenreihen der Form

(09.02.21) > > o Jn zuriick, die bereits in Abschnitt 5 b) kurz erwihnt wurden. Speziell be-
trachten wir Potenzreihen, d.h. Funktionenreihen mit f,(z) = an(z — 20)". Dabei
werden wir auch gleich den Fall z € C, d.h. Funktionen f,,: C — C betrachten. Viele
Funktionen konnen tatséichlich lokal, also in einer Umgebung eines festen Punktes
2o € C, in dieser Form geschrieben werden. Man erhélt die Taylorreihe, deren Par-
tialsummen als polynomiale Approximation der Funktion gesehen werden kénnen.

a) Potenzreihen

Wir erinnern an die Situation bei Funktionenreihen f = > 7 f, mit Funktio-
nen f: I — K, wobei I C R: Die Konvergenz der Reihe ist wie immer definiert
als die Konvergenz der Folge der Partialsummen sy := ij:o fn, wobei man zwi-
schen punktweiser Konvergenz sy(z) — f(z) (N — oo) fir alle x € I und
gleichméBiger Konvergenz ||sy — flloo = 0 (N — o00) unterscheiden muss. Dabei
ist || flleo := sup,e; | f(2)| wieder die Supremumsnorm. Die absolute Konvergenz der
Reihe bedeutet, dass fiir jedes = € I die Reihe Y ° | f,(x)| konvergiert.

Wie bei Zahlen gibt es auch hier das Majorantenkriterium, siehe Lemma 5.22: Falls
I fallo < ¢ (n € N) und Y 2 ¢, < oo, so konvergiert > °  f, absolut und
gleichmiBig gegen f:=> " fa.

In Verallgemeinerung der bisherigen Situation betrachten wir Potenzreihen in C, d.h.
fn: U — C mit U C C offen. Dabei heifit eine Funktion f: U — C differenzierbar
in U, falls fiir alle z € U der Limes f'(z) := limy,_ w existiert. Die Satze
iiber Vertauschen von Reihe und Ableitung bzw. Integral iibertragen sich aus dem
reellen Fall. Man erhilt die folgenden Aussagen, wobei wie immer K € {R, C} sei.

25/09:30 9.2 Satz. Seien U C C und f,: U — C (n € Ny) Funktionen, wobei die Reihe

(09.02.21) > o [n gleichmdfig gegen die Funktion f: U — C konvergiere.
a) Falls alle f, stetig in U sind, so ist auch f stetig in U.

b) Falls alle f, differenzierbar sind und die Reihe der Ableitungen Y > fr gleichmdfig
konvergiert, so ist auch f differenzierbar, und es gilt f' =%, fr.

¢) Es seien a,b € R mit a < b und [a,b] C U. Falls f, € R([a,b];C) (n € Ny), so
ist auch f € R([a,b];C), und es gilt

/abf(a:) dz = i/b fulw) da.

Im Folgenden betrachten wir speziell Potenzreihen, wobei wir wie schon in Abschnitt
6 a) auch komplexe Argumente zulassen. Somit betrachten wir Reihen der Form
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f(z) =20 an(z — 20)™ mit a,, 2o € C. Zur Vereinfachung der Schreibweise setzen
wir 2o = 0, alle Aussagen gelten aber analog auch fiir allgemeines zy. Damit sei ab

sofort
o0
= g a,z"
n=0

mit den entsprechenden Partialsummen sy (z) := Zg:o apz" fir N € Ny. Wie bisher
sei B(a,r) := {2z € C: |z — a| < r} die offene Kreisscheibe um a € C mit Radius
r> 0.

9.3 Satz. Es gelte sy(wo) — f(wg) (N — o0) fiir ein wy € C\ {0} (d.h. die Reihe
konvergiere an der Stelle wg). Dann gilt:

a) Fir alle z € C mit |z| < |wo| konvergiert die Reihe )~ a,z" absolut. Die
Konvergenz ist gleichmdfig in allen B(0,r) mit r < |wy|.

b) Es gilt f € C®(B(0, |wy|); C), und fiir die k-te Ableitung (k € N) gilt

f(k)(z)zl\}l_{{l)osN an (n—1)-...-(n—k+a,z"",

wobei die Konvergenz der Reihe wieder absolut und gleichmdfig in allen B(0,1) mit
r < |wpl ist.

c¢) Fir alle a,b € R mit —|wy| < a < b < |wyl| gilt

o an n+l _  n+l
/f dx—Z/a apz" dr = +1(b a"m).

Beweis. a) Da Y > a,w{ konvergiert, gilt |a,wfj| — 0 (n — oo) und damit
la,wi| <1 fiir fast alle n € N. Fiir diese n folgt
r n
< ()
|wo

= Ga)

fiir alle z € B(0,r) mit r < |wg|. Damit ist )" , 6" mit 6 := mue] < 1 eine konver-

lan2"| =

gente Majorante bzgl. || - || in B(0,r). Damit folgt die Aussage aus dem Majoran-
tenkriterium.

b) Es gilt siy(2) = 320 aunz""', und damit ist die Reihe 3.°°, n#" wieder eine
konvergente Majorante in B(0,r) fiir die Reihe der Ableitungen. Nach Satz 9.2 b)
folgt die Aussage in b) fiir k£ = 1. Der Rest folgt durch Iteration.

c) folgt aus Satz 9.2 c). O

Der folgende Satz wird hier nicht bewiesen.
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9.4 Satz (Abelscher Grenzwertsatz). Falls f(z) =Y o janz" fir ein wy € C\ {0}
konvergiert, so gilt

f(wo) = }}}q f(rwo).

Dieser Satz besagt, dass man den Wert f(wp) der Reihe auf dem Rand des Kreises
B(0, |wo|) als Grenzwert der Werte f(rwy) im Inneren erhélt, falls die Reihe auf dem
Rand konvergiert.

9.5 Bemerkung. Sei wy € C\ {0}. Falls die Reihe ZZO o anwy konvergiert, so folgt
la,wi| <1 fiir fast alle n € Ny und damit {/|a,| < gy fiir fast alle n € No. Damit

existiert a := limsup,,_,., ¥/|a,|, und es gilt a < | ok Dlese Zahl ist die Grundlage
der folgenden Definition.

9.6 Definition. Der Konvergenzradius r der Reihe ) ° j a,2" wird definiert als

1 falls @ :=limsup,_,, {/|a,| existiert und a # 0,
r:= < oo, fallsa:=limsup, . {/|a,| existiert und a =0,
0 falls lim sup,,_,., ¥/|a,| nicht existiert.

9.7 Satz. Seir der Konvergenzradius der Reihe Y~ a,z".
a) Fir |z| <r konvergiert die Reihe Y~ a,z" absolut.
b) Fir |z| > r divergiert die Reithe y .~ a,2"

c¢) Fir |z| = r kann man keine allgemeine Aussage treffen, die Reihe kann konver-
gieren oder divergieren.

Beweis. a) Wahle p € (|z|,r). Dann gilt a := limsup,,_,., ¥/|a,| < % und damit
lan| < % fur fast alle n € Ny. Somit erhalten wir |a,||z|" < ('Z) fir fast alle
n € Ny, und die Reihe y > 0(| [yn ist, wegen I | < 1 eine konvergente Majorante fiir
Yo g anz™.

b) Angenommen, es existiert ein wy € C mit |wy| > r so, dass die Reihe ) 7, a,wi
konvergiert. Nach Bemerkung 9.5 folgt dann a < ﬁ < % im Widerspruch zur

Definition von r.

¢) erhdlt man aus den nachfolgenden Beispielen. ]

9.8 Beispiele. a) Die geometrische Reihe ) > 2" konvergiert fiir [z] < 1 (mit
Wert ﬁ und divergiert fiir |z| > 1, hat also Konvergenzradius 1. Fiir jedes z auf
dem Rand des Konvergenzkreises divergiert hier die Reihe.
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b) Die Exponentialreihe e* = %>° /2 konvergiert fiir alle z € C und hat damit
Konvergenzradius oo.

9.9 Lemma (Logarithmus-Reihe). Fiir alle z € C mit |z| < 1 gilt

= J z oz
1 ]+1 Z — — — — — 9-1
+ 2) z:: =z-g5tg—+. (9-1)
(fiir z ¢ R wird die rechte Seite als Definition von In(1 + z) verwendet). Die Reihe
konvergiert auch noch fir z =1, und es gilt

1 1 1
M2=1— =4 - — =4 — |
n 53 1"

Beweis. Wir betrachten die Reihe

w’

i (w e B(0,1)).

Jj=1 J
Fiir alle w € B(0, 1) konvergiert die Reihe nach dem Quotientenkriterium absolut,
und fiir die Ableitung gilt

g’(w):<z ) ijl iwj:ﬁ.

7j=1

Fiir reelle w € (—1,1) gilt aber auch ;= = —(In(1 — w))’. Somit besitzen g(w) und
die Funktion w +— —In(1 —w) fiir alle w € (—1, 1) dieselbe Ableitung. An der Stelle
w = 0 haben beide Funktionen den Wert 0. Also folgt g(w) = —In(1 — w). Man
setzt nun z := —w und erhélt Gleichheit (9-1) fiir alle z € (—1,1). Fiir komplexe z
kann man (9-1) als Definition von In(1 + z) lesen.

Fiir z = 1 konvergiert die Reihe nach dem Leibniz-Kriterium, und sie besitzt den
Wert In 2 nach dem Abelschen Grenzwertsatz. O

Man beachte, dass die Logarithmus-Reihe fiir z = —1 nicht konvergiert (harmonische
Reihe). Dies ist also ein Beispiel, bei dem die Reihe fiir manche Werte auf dem Rand
des Konvergenzkreises konvergiert und fiir manche divergiert.

9.10 Satz (Identitétssatz fiir Potenzreihen). Seien die Reihen f(z) = Y 0 an2"
und g(z) = >0 byz" beide fiir |z| < e konvergent, und es existiere eine Folge
(zn)nen € C\ {0} mit z, — 0 (n — o0) und f(z,) = g(z,) (n € N). Dann gilt
a, =b, (n € N).
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Beweis. Es gilt ao = f(O) = limy, 00 f(2) = limyy00 9(2,) = ¢(0) = by. Definiere
fi(2) =37 Japz" P und ¢1(2) :== Y o0 b,z" ! Dann gilt
Zn) — Zn) — b
fila = Lo =00 _gE) =l ()

Zn Zn

und wie oben folgt a; = f1(0) = ¢1(0) = b;. Iterativ erhélt man die Behauptung. [

b) Die Taylorreihe

Im Folgenden seien a,b € R mit a < b.

9.11 Satz (Satz von Taylor). Seien f € C™([a,b],R) und f™ differenzierbar in
(a,b). Sei x € (a,b]. Dann existiert ein & € (a,x) mit

Z f - j + f(n+1) (6) (I o a)n—f—l
7=0

(n+1)!

Die Summe heifst Taylorpolynom der Ordnung n, der letzte Term das Restglied der
Taylorreihe.

Beweis. Zu m € R definieren wir die Funktion g¢: [a, 2] — R durch

)n+1

. £0) , .
o) = (@) -3 Wy BV

= J! (n+1)!

Nach Konstruktion gilt g(x) = 0. Wir wihlen m so, dass auch g(a) = 0 gilt. Die
Funktion g ist in [a, z] stetig und in (a, x) differenzierbar mit Ableitung

(n+1)
g'(y) = ) oy ) (z —

n

T —
o) — ol ‘y)
n!
(Produktregel und Teleskopsumme). Nach dem Satz von Rolle existiert ein & € (a, x)
mit ¢'(¢) = 0. Fiir dieses ¢ folgt m = f+Y(¢) und damit
LE{E)) , (n+1)
f ,(a)(:p—a)]— f (f)(l‘_a)n—kl

9.12 Bemerkung. Dies ist die Darstellung des Restglieds nach Lagrange??. Eine
dquivalente Darstellung ist

T+ h) = Zf hﬂ+R(  h)

f(n+1)(

(n+;,rahh”“ fir ein 6 € (0,1).

mit R, (z,h) =

22Joseph Louis Lagrange, 25.1.1736 — 10.4.1813
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9.13 Definition. Sei f € C*°([a,b]; K). Dann heifit die Reihe

Zf(n (x —a)"

die Taylorreihe von f an der Stelle a.

9.14 Bemerkung. Man beachte, dass nichts iiber die Konvergenz der Reihe gesagt
wird! Um zu zeigen, dass die Taylorreihe gegen f(x) konvergiert, muss man zeigen,
dass das Restglied gegen 0 konvergiert. Auch fiir f € C*°([a, b, K) kann es passieren,
dass die Reihe nur fiir x = a konvergiert, aber auch, dass die Taylorreihe konvergiert,
aber nicht gegen f(z). Dies ist in folgendem Beispiel der Fall: Sei f: R — R definiert

durch .
e /= falls o # 0,
flx) =
0, falls x = 0.
Dann ist f € C*°(R;R) mit £ (0) = 0 fiir alle n € Ny. Somit ist die Taylorreihe fiir
alle z € R absolut und gleichméfig konvergent (gegen 0), aber der Wert der Reihe
ist fiir alle  # 0 verschieden von f(x).

9.15 Satz (Zweite Restglieddarstellung). Sei f € C™™([a,b];K). Dann gilt fiir
€ (a,]

"L FU)(qg , @
f(x) = Z / j!( )(:c —a) + %/ (z — )" f D (t) at.

Beweis. Mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung und partieller
Integration erhélt man (wéhle t — —(z — ¢) als Stammfunktion der konstanten
Funktion ¢ + 1)

= fla) + (e a)'a) ~ gt L[S
- 0+ (- ) + 5 / 0O d
[terativ erhélt man die Behauptung. O

9.16 Lemma. Set U C K offen, zp € U, und f: U — K eine Funktion. Falls
f(z) =20y an(z—2)" fir alle z € U gilt so ist diese Reihe bereits die Taylorreihe

an der Stelle zy, d.h. es gilt a,, = f fur alle n € Ny.
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Beweis. Da U offen ist, konvergiert die Reihe in einer Kugel B(zy,¢) fiir ein ¢ >
0, also ist der Konvergenzradius der Reihe grofler als 0. Da die Reihe und alle
Ableitungen in B(zg,£/2) gleichméBig konvergieren, erhalten wir

f(z0) = ao,
f'(20) = Z ann(z — z)" = ay,
n=1 #=20
"(2) = ann(n —1)(z — z)" 2 = qg - 2!
f"(20) nz; ( )(z = 20) 2
Iterativ folgt die Behauptung. O]
26/56:00 9.17 Beispiele. a) Nach Lemma 9.16 sind
(12.02.21) -
z z"
=D o
n=0
00 2k+1
sin z = S |
S
cosz=» (—1)
par (2k)!

alles die Taylorreihen der entsprechenden Funktionen an der Stelle 2y = 0.

b) Nach Lemma 9.9 gilt In(1 + w) = > o7 (=1)"™% fiir [w| < 1. Setzt man
z = 1 4 w, erhélt man

[e.e]

In(z) = Z(—U"HQ (|z—1] < 1).

Dies ist nach Lemma 9.16 die Taylorreihe des Logarithmus an der Stelle zy = 1.

26/1:00:30 | 9.18 Satz (Arctan-Reihe). Fir alle x € R mit |z] <1 gilt

(12.02.21) - - ; .
arctanx:Z(—l)”x —r— Ty (9-2)
“— 2n + 1 3 5
Insbesondere st
T 1 1 n 1 n
4 3 5 7
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Beweis. Fiir z € [0,1) gilt (verwende die geometrische Reihe und gleichméfiige Kon-
vergenz in [0, z])

! 1 e ny2n
arctanx:/o e dtZ/O nzzo(—l)t dt

o T o x2n+1
= 1) dt = —1)" .
S [ e =31

Fiir z = 1 konvergiert die Reihe nach dem Leibniz-Kriterium und ist gleich arctan 1
nach dem Abelschen Grenzwertsatz. Wegen arctanl = 7§ folgt die letzte Formel.
Fiir x € [-1,0] verwendet man, dass beide Seiten von (9-2) punktsymmetrisch in z
sind. N

9.19 Satz (Binomialreihe). Firn € Ny und o € R definiert man den Binomialko-
effizienten durch

(a) _ i a—k+1:a(a—l)-...-(a—rﬁ—l)‘
n k=

n k nn—1)-...-1

Dann gilt fir alle x € R mit |z| < 1
= [«
1 ¢ = "
o= (2)e

Beweisidee. Man betrachtet die Funktion f(z) := (1 + z)%(= e*™(+7). Wegen
fMz)=ala—1) - (a—n+1)(1+2z)*™" (neNy)

folgt % = (z), und die Binomialreihe ist die Taylorreihe der Funktion f an der

Stelle 0. Der Beweis besteht nun in einer (technischen) Abschétzung des Restglieds
in der Darstellung von Satz 9.15. O]
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