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Algebraische Zahlentheorie
Algebra B 4 - Sommersemester 2017
Prof’in Dr. Salma Kuhlmann

23.Vorlesung

21 Juli 2017

Sei L/Q ein Zahlkérper vom Grad n. Ansatz wie in der 22. Vorlesung. Wir wollen nun das
Gitter o(a) C Lg. studieren.

Bemerkung 23.1

Sei I' C R™ ein vollsténdiges Gitter mit Basis {vy,...,v,} und £.P. Tr.
U1

Es ist v(Tt) = |det | ... | | (UB)
Up,

Wir kénnen Bemerkung 23.1 anwenden mit I' = o(a). Wir berechnen:
0(Ty@a)) = | det A| = [(5(2))" det V|. Andererseits ist (det V)? = D(ov,...,a,) = N(a)?D(OL/Z).
UB

Alles zusammen ergibt: v(T, ) = 27'N(a)\/|D(OL/Z)|

Bemerkung 23.2
Sei 7 € Ry und setze X, := {(21,...,%s, 21,...,2) € Lr | Doy |z + 22;:1 |z;| < T}
Dann ist X, beschréinkt, konvex, symmetrisch und v(X,) = 2¢(3)'Z; (UB)

Wir kénnen nun eine genauere Aussage iiber die Minkowski Schranke (Satz 22.2) zeigen.

Satz 23.1 (Explizite Minkowski Schranke)
Sei 0 # a<1Op,. Es gibt 0 # « € a, so dafl

Nujgla)] < () 2/ TD(OLZ) N (a)

=C,

Beweis. Wir wollen Satz 20.7 auf I' := o(a) und X, C Ly fiir ein geeignetes 7 anwenden.
Wir bemerken jetzt schon: wenn

(1) v(X;) > 2"(T,(q)) dann

(2) Ja#0,a € a, so daf o(a) € X,, d.h so daB (o1(«),...,05(),0511(), ..., 0614()) € X7,
d.h.

(¥ S lo@)| +2 3 loss(a) <7

Erinnerung (AGU): Seien aq,...,a, € Ry, n € N. Es ist
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Setze a; = |oj(a)], j=1,...,5s und as41 = as42 = |0541(a)| und

Asy2t—1 — Agt2t — |05+t(oz)|

H,_/ v

=Qn—1 Qn

(%) bedeutet Zl":l szl < T. Die AGU impliziert nun, da8l n(a; ... ) <7, dh Hl 1 <
d.h. [Npo(a)| =12, @ < 5.

(Begriindung: [T a; = [T;_; los()| TT;—; [os;()]*. Andererseits ist |05 ()|* = |osrj (@) loss(a)],
so dafl

n" )

S
[[a=1]]oila Hosﬂ Q)7 15(a)]
=1
S t
= |H0i(a)Hgs+J HE sila
i=1 j=1 j=1

= [Nr/o()]

Weil 04, ...,04,0511,0541, - -, 0511, 054t alle Einbettungen iiber Q von L in C sind.)
Zusammenfassung:

(1) Ist v(X;) > 2"(T,(a), dann
(2) 30 # a € a, so daB |[Npjg(a)| < &

oder
(1) Ist 2%(2)'Zr > 2"27'N(a)y/|D(OL/Z)| dann gilt (2). Wir analysieren die Bedingung (1)

n:
genauer:

(1) & 7" > nl27°2"27"2'r7 "N (a)\/|D(OL/Z)|
d.h. 7" > nl2" 7' N(a)\/|D(OL/Z)|
d.h. 7" > n12% 7 N(a)\/|D(OL/7)|

Wir haben bewiesen:

Ist 7 > nl(2)'N(a)\/|D(OL/Z)| (1), dann 30 # « € a mit [Ny jg(a)| < I (2).

Fiir jedes 7 wie in (1) definieren wir

A ={0# a € al||Nygle)] < I} Dann ist A, # @, [A;| < oo (da o(a) € X, No(a)),

71 < Ty = A; C A,,. Aus diesen Eigenschaften folgern wir, dafl N A, # @: Sei 19, so dafl
7 erfullt (1)

|A, | <|A,| fiir alle 7, die (1) erfiillen. Dann ist NA, = A,, # @.

Sei nun o € ﬂA Wir behaupten, daB |Npg(a)] < CpN(a): da 0 # a e ﬂAT ist, gilt

|Nrpjg(a)| < I, fiir alle 7, die (1) erfiillen . Es folgt : [Nz g(a)| < inf { Y=L inf ™

n

7 erfiillt ( 7 erfiillt (1)

Nunist inf 77 =nl(2)'N(a)\/|D(0./Z)|. O

7 erfiillt (1)
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