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Beobachtung Beziehung zu homogenen Gleichungssystemen

Beispiel 1

Anwi+---+Apx, = 0 .
_ homogenes Gleichungssystem (%)

Sei mit Koeffizienten in Korper K

A m1T1 + - +Amnxn =

Definiere fiir ¢ = 1, ..., m ein Funktional auf K™:

fl‘(ZEl, e ,I’n) = Z Aijxj-
7j=1

Es gilt: Losungsraum von (%) = ﬂker( fi) (folgt unmittelbar aus den Defini-
i=1
tionen). Wir werden diese einfache Beobachtung ausnutzen, um Annihilatoren

zu berechnen.

V =R5 W = span {ay, as, as, ay}, wobei gilt:
—(2,-2,3,4, 1),
— (- 1,1,2 5,2),
= (0, —2,3) und

a4—( 1230)13‘5‘

Finde WO
Sei f € V*. Es gilt allgemein f(z1,...,z Z CjTj.

Insbesondere: (homogenes Gleichungssystem in ¢y, ..., ¢5)

fes <« fgal):f(CYQ):"‘:f<Oé4):0

j=1
wobei A;; die Koeffizienten der Koeffizientenmatrix A des (HGS) i.e.

2 -2 3 4 -1
-1 1 2 5 2

A=| "0 o 1 9 3| (GEV) = rZSF.:
1 -1 2 3 0
1 -1 0 -1 0
0 0 1 2 0
=1 0 0 0 o 1
0 0 0 0 0

Ci C C3 C4 Cp

1, ¢3, ¢ sind Hauptvariablen und ¢, und ¢4 sind freie Variablen.
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5
Wie {iblich finden wir den Lésungsraum fiir Z Rijc; =0 fiirallel <i <3

=1
ie.
ci — C — Cy =0
C3 + 264 = 0
Cy, — 0

Setze co = a und ¢4 = b beliebig € R, dann sind
cit=a+b,c3=—2bund ¢c5 =0 und

WO ={f| f(x1, 22,73, 74, 25) = (a + b)x1 + axy — 2bx3 + bxy,a,b € R}.
Es gilt dim W° = 2.

Eine Basis fiir W° erhiilt man z.B. durch einsetzen von

a=1 b=0 und}é{fl(ml,...,xg)) = x4+ 29

N e 0
a=0 b=1 folzy, .. x5) = @1 — 2w3 4+ 24 } ist eine Basis fiir W

O
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Kapitel 3: § 6 Bi-Dual

Sei V ein endlich dim Vektorraum iiber K.

Zwei Fragen haben wir noch nicht beantwortet:
(1) V—Vv*
B +— B*

Umkehrung? Sei B eine Basis fiir V*. Existiert eine Basis B fiir V, so
dass B = B*?

2) V—V*
W — WO
Umkehrung? Sei U ein Unteraum von V*. Existiert ein Unterraum W
von V', so dass U = W? ?

Wir betrachten (V*)* = V**.
dim(V**) = dim V' = dim V*.

Der Dualraum V** zu V* hei3t der Bi-Dualraum zu V.

Sei a € V. v induziert kanonisch ein Funktional L, € V** wie folgt:
Ly: V' — K

definiert durch
Lo(f) = f(a) fir feV™

Lo(cf + g) = (cf + g)(a) = cf(a) + g(a) = cLa(f) + La(g) -
Die Abbildung AV — V™
ar— L,

ist ein Isomorphismus.

AMea+ B) = eXa) + A(B) ?
Zu zeigen ist also [A(ca+ B)](f) = [eA(a) + A(B)](f) fir alle f € V*.

Wir berechnen:
(Mea + B)(f) = Lears(f) = flca+ B) = cf(a) + f(B) = cLa(f) + Ls(f) =
cA@)(f) + AB)(f) = [eA(a) + A(B)](f)-

Also ist A linear. Wir zeigen, dass A bijektiv ist. Es geniigt wegen dimV =
dim V** zu beweisen: A ist reguldr.

. AMa) =0 . B
Sei { ie. L. = 0 } zu zeigen a = 0.

Zum Widerspruch a # 0, also ist {a} linear unabhéngig.

Sei B={a=aq,...,a,}eine Basis fir V und B* = {fi, ..., f,} die Dualbasis.
Es gilt fi(a1) = fi(a) = 1. Also L,(f1) # 0. Also L, # 0, ein Widerspruch. [J



