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Satz 1
Sei H =< x > zyklisch

(1) Sei K < H, dann ist K zyklisch.
(2) Wenn |H| = oo, dann sind < 27 >#< 2% > fiir i # j und {< 2° > i € Ny} ist die Menge
aller Teilgruppen von H. (Ubungsaufgabe).

(3) Wenn |H| = n < oo und a € N mit a|n, dann gibt es eine eindeutige Teilgruppe der
Ordnung a, nidmlich < #% > und {< 2% > |d|n} ist die Menge aller Teilgruppen von

H + {1},

Beweis

(1) K = {1} ist zyklisch, also ohne Einschrankung K # {1}.
Sei k € N die kleinste, so dass ¥ € K. Also ist < 2% >< K.
Seiz® € K;DA=a=qk+rmit0<r <kund 2" = 2% % € K.
Da k minimal gew#hlt ist, muss r = 0 sein. Also a = ¢k und 2% = (2%)? €< 2% >.
Also K << zF >.

(3) Sei d:=2, also d|n und |2¢] = T = n/d=mn/(n/a) = a. Somit ist | < 2¢ > | = a.
Eindeutigkeit: Sei K < H mit |K| = a und b € N kleinste, so dass K =< 2” >. Wir

berechnen 2 = a = |K| = |2f| = 77y Daraus folgt d = 99T (n,b), insbesondere d|b.
Also 2° €< 2? > und K =< 2b ><< 27 >.
Da aber |K|=a =] < 2% > |, folgt nun K =< 2 >. O

Proposition 2

Sei A eine nichtleere Menge von Teilgruppen, dann ist (.4 auch eine Teilgruppe.

Beweis
Setze K := (A;a,b € K = ab™' € A, fiir alle A € A (weil A < H), also ab™' € K und damit
K <H. O
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Definition 1

Sei S C H eine Untermenge; A := {K < H;S C K}.

Definiere < S >= (. A. < S > ist die (fiir die Inklusion) kleinste Teilgruppe von H, die S
enthélt. < S > heifit die Teilgruppe, die von S erzeugt ist.

Konvention: < () >= {1}

Notation: S = {ay,...,a,};< S >=<ay,...,a, > (wenn S endlich ist).

Proposition 3
Sei S #0. <S>={a*...a5";n € N;q; € S;e; = +1}.

Beweis
Ubungsaufgabe zu zeigen: Diese Menge ist eine Teilgruppe. Sie enthilt S und muss in jeder

Teilgruppe, die S enthélt enthalten sein. O
Spezialfall: Wenn H abelsch. (Ubungsaufgabe, Ubungsblatt).

Proposition 4

Sei ¢ : G — H ein Homommorphismus. Es gelten

) (1) =

plg™) = s@(g)‘1

(1
(2)
(3) p(g") = ¢(g)" fiir alle n € Z
(4)
()

4) kerg :={g € G;¢(9) =1} <G

5) imp:={he€ H;3g€G:p(g)=h}<H

Wir wollen Faktorengruppen definieren.

Definition 2

Sei H< G und g € G.

gH :={gh | h € H} ist die linke Nebenklasse von g beziiglich H und Hg := {hg | h € H} ist
die rechte Nebenklasse.

Additive Notation: g + H und H + ¢

Proposition 5
Sei H < (. Es gelten:
(1) Die Menge der linken Nebenklassen bilden eine Partition von G i.e. G =, gH
und uH NvH # 0 = uwH = vH.

(2) Fiir alle u,v € G:uH =vH < v 'u e H.
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Beweis
(1) 1€ H,also g € gH firalle g € G. Also G = JgH. Sei uHNvH # (). Sei x € uH,x € vH,

also x = uhy; = vhy fiir geeignete hy,hy € H. Also u = v hgh;l.
——

eH
Sei t € H. Es gilt also ut = v(hyhy ')t = v(hoh{'t) € vH, so dass uH C vH.

Analog: uH D vH.

(2) uH = vH genau dann, wenn u € vH genau dann, wenn u = vh fiir ein h € H genau

dann, wenn v—'u € H. O

Proposition 6

Sei N < G. Die Verkniipfung
(uN)(vN) := (uv)N

ist wohldefiniert genau dann, wenn

ghg™' € N fiir alle g € G; fiir alle h € N (*)

Beweis
“=" Wohldefiniert —
,up € ulN
=t } = (uv)N = (uv)N
v,v; € vIN

1

Sei g € G,n € N, dann setze u = 1,v = g L,bu; = n,v; = gt = 1g7'N = ng !N i.e.

g !N =ng 'N.

Nun: ng=' € ng N, also ng=t € g7 'N. Also ng~! = g~ 'n, fiir geeignetes n; € N. Also
gng~! =n; € N.

“<" Sei u,u; € ulN,v,v;, € vN. Zu zeigen: (uvv)N = (ujvy)N.
Schreibe u; = un, vy = vm;n,m € N. Wir zeigen: uyv; € (uv)N.

Wir berechnen: u,v; = (un)(vm) = u(vo~)nvm = wv(v " ny)m = uwvnym = ww(nym) O
=n1EN EN

Zusatz zu Proposition 6
Wenn wohldefiniert, dann definiert die Verkniipfung (uN)(vN) := (uv)N eine Gruppenopera-
tion auf die Menge der linken Nebenklassen. (Ubungsaufgabe).

Definition

Sei N < G. N ist normal, falls () in Proposition 6 gilt. Schreibe N < G.

Beispiel

Sei ¢ ein Homomorphismus. N := ker ¢ ist normal, weil

plang™) = (9)e(n)e(g™) = v(g)e(g) " = 1.

Also gng=' € N fiir alle g € G und n € N.

Umgekehrt: Sei G/N die Gruppe der linken Nebenklassen fir ein N < G.
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Proposition 7
¢: G —» G/N
g — gN
ist ein surjektiver Gruppenhomomorphismus mit ker ¢ = N.



