25 Script zur Vorlesung: Lineare Algebra 11(SoSe2020)

Prof. Dr. Salma Kuhlmann

In diesem Script werden wir eine weitere wichtige Erginzung zum Spektralsatz bringen, und
somit Abschnitt 23 und Kapitel IV, und auch diese Vorlesung beenden.

Sei weiterhin V' ein endlich dimensionaler K - Vektorraum und ( | ) ein inneres
Produkt. Wir benutzen hier die Notationen von Satz 23.9.

Wir wollen nun die Aussage vom Spektralsatz im Fall K = R genauer untersuchen. In diesem
Fall sind die p; entweder linear p; = (x —1;),r; € R oder quadratisch irreduzibel, d.h. von der
Form (x - a)?+b%a,b € R;b 4 0. Wir wollen eine feinere Zerlegung von V' bekommen, in dem
wir die W; weiter zelegen wenn p; quadratisch irreduzibel ist.

Beispiel 25.1.

Seir>0;0eR; 0¢nZ (ie. 0 erfillt sinf £0).

Sei T € L(IR?,R?) mit Matrix Darstellung A bzgl. standard orthonormale Basis {eq,es}:
cosf —sinf

A':T( sinf  cosf )

A ist normal: AA" = A'A.

Sei p = Char. Pol. (T') =det(xl -~ A) = (x — 7 cos0)2 + r2sin? 6.

Setze a:=rcosf, b:=rsinf, b#0.

Also ist p = (z — a)? + b? irreduzibel in R[z].

Also ist Min. Pol. T = p.

Wir zeigen nun die Umkehrung:

Satz 25.2.
Sei dimV =n,T € L(V,V) normal mit Min. Pol. T:=p=(x -a)?+b%,a,be R, b #0.
Es gilt: Es existieren 2-dimensionale T-invariante Unterrdume Vi, ..., V;, so dass

(i) Vi orthogonal zu V; ist fiir ¢ # j .
(ii) V=Vie--aVj.

(ii7) V; hat eine orthonormale Basis {a;, 8}, so dass T'a; = ac; + bf; und T'5; = —bo; + af; .

Das heiBt [TV, ](a,,5,) = ( CbL _2 , wobei {a;, ;} die geordnete orthonormale Basis ist.

(iv) Char. Pol. (T') =p*.

) o =( 5 1)

(vi) TT* = (a®>+b?)1 .
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Setze r := Va?+b?, wihle § mit a = rcosf und b = rsinf. Dann ist V' also die orthogonale
direkte Summe von 2 dimensionalen Unterrdumen und die Beschrankung 7y, ist “r-mal eine
Drehung um die Winkel 6”.

Wir brauchen eine Bemerkung und ein Hilfslemma, bevor wir den Satz beweisen.

Bemerkung 25.3.
(i) Sei K=R,U e L(V,V). Esgilt (Ua | 5) =(U*B | a) fiir o, S V.

(i) Sei nun U normal, dann gilt |Ua| = |U*«| fiir alle ae V.

Beweis:

(1) (U*B[a)=(FUa)=Ualp)=Ualp).

(i) |Ua|?=(Ua|Ua)=(a| U Ua) =
(a | UU*a) = (Ura | U*a) = |U*a|?. i

Hilfslemma 25.4.

Sei K =R und S normal, so dass S?2+1 =0.

Sei av € V und setze 8 := Sa. Es ist S*a=-f und S*8 =« )
und (o | 5) =0 und || = |B].

Beweis:

Sa = und SB = S5%2a = —a. Also

0=[Sa-p>+[SB+al?=[Sal*>-2(Sa | B) + | B]* + [SB]* +2(58 | ) + [ o>

Da S normal ist, folgt (Bemerkung 25.3):

0=[S*al?=2(5*6 | ) + [B]* + [S*B[? + 2(S*ar | B) + |a|? = | S* v+ B]* + | S* 5 - a[*. Daraus
folgt (1). Berechne nun (a | 5) = (5° | B) = (3 | 58) = (3 | ~a) =~(a | ). Also (a | B) =0,
SchlieBlich [a|? = (5*6 | a) = (8 | Se) = (B | B) = | B> =

Beweis vom Satz 25.2

e Sei {V4,...,V}} eine maximale Menge von 2 dimensionalen Unterrdumen mit den Eigenschaf-
ten (i), (iii) und (v), das heifit T*«; = ac; — bB; und T*f; = ba; + af; fiir 1 < j <.

Setze W=V, &--a V.

Wir behaupten dass W=V (und [ = s = %).

Sonst ist W+t # {0} und (iii) + (v) implizieren auflerdem, dass W, T und 7™ invariant ist. Also
ist Wt T* und T** =T invariant.

Setze S :=b1(T —al). Bemerke, dass S* =b"1(T* —al), so S*S =55* (S normal) und W+ ist
auch S und S* invariant und (7" - al)? + 0?1 = 0 impliziert S? + I = 0.

Also kénnen wir Hilfslemma 25.4 fiir S und W+ anwenden.

Wir bekommen
aeW, Jaf=1
f:=Sa, [eW!tund
Sp =-a.

Da T =al +bS haben wir aulerdem

Ta = aa+b8 | ,...
Tpg —ba + af }(m)
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Dartiber hinaus

S*ta = -f

S*6 = «
(]| B) = Ound

sl = 1.

Nun ist T* = al + bS*. Also

T« aa—bf

T3 = ba+af }(v)

Widerspruch zur maximalen Wahl von {V1,...,V}}, also W =V.

:U_—ba :Efa =(x-a)?+b°

Es folgt aus (i), (ii) und (iii) nun, dass det(zl - T') = [(z — a)? + b?]°. i

e Wir beweisen nun (iv), wir berechnen: det

e Wir miissen noch (vi) zeigen, zu zeigen also dass T ist invertierbar und 7 = (a? + b2)T! .
Aus (iii) und (v) haben wir

a b
[T"j]{%ﬁj} :( b a ) und

[T‘Z]{ag‘ﬁj} :( Z _2 )
Nun ist aber:
G )
b a -b a | 0 a2+ |~
[sz]{aj,ﬁj}[ij]{aj,gj} = [Ty, Ja, 5,y = (a2 +62) L.
Also T*T = (a® + b?)1. .



