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KAPITEL IV: EUKLIDISCHE UND UNITARE RAUME.

In diesem Kapitel werden wir einen K- Vektorraum V (wobei K =R, oder C) betrachten. Wir
werden zundchst in Abschnitt 15; Skripte 20 und 21 eine weitere Struktur (inneres Produkt
und Norm) auf V' definieren und seine Figenschaften analysieren. Wir werden dabei besonde-
re (orthonormale) Basen fir V studieren. Nachdem wir in Abschnitt 16 die Beziehung zum
Dualraum V* (Riesz-Darstellung) und zum Bidualraum V** analysieren, werden wir die trans-
ponierte Konjugierte T* von T € L(V, V') einfihren. In den Abschnitte 17 bis 20 werden wir
dann im Bezug auf T* besondere Operatoren T € L(V,V') und deren Matrizdarstellungen be-
trachten. Insbesondere werden wir e.g. Hermite’sche Operatoren sowie Isometrien studieren. In
den letzten 3 Abschnitte 21 bis 23 werden wir unser Studium auf normale Operatoren erweitern,
und deren Spektraltheorie und Anwendungen einbringen.

§ 15 Innere Produkte

Sei stets K =R, oder K =C, und sei V ein endlich dimensionaler K-Vektorraum.

Definition 20.0
Ein inneres Produkt (auch Skalarprodukt) auf V ist eine Abbildung

VxV—K

(z,y) — (2 | y),
so dass

(1) (x]y)=(y|m)
(2) (czr+ ez |y) =ci(ar [ y) +car2 | y)
(3) (z|z)>20und (z |2)=0<2=0

Bemerkung 20.1.

(1)) Da (z | z) =(z | x), ist (x| z) e R.

(27) Wir folgern: (2 |c1yn + coy2) = (i + oy | ) =c1(yr | 2) + ca(ya | @) =

aly | z)+e(y: | o) =iz | y) + ez | 42)
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Notation und Definition:

Wir setzen (z | z) := |2|? und nennen |z| :=+/(z | x) die Norm von z.
Bemerkung 20.2. Es gilt: |cz| = || ||z

Terminologie:

e Wenn K = R, heifit V' euklidescher Raum und das innere Produkt ( | ) heiBft symmetrisch
[wegen (1]) bilineare [wegen (2)] positiv definite [wegen (3)] Form.

e Wenn K = C, heifit V' hermitescher oder unitirer Raum und das innere Produkt ( | ) ist
hermitesch symmetrisch [wegen (1)] konjugiert bilinear [wegen (2) und (2’)] positive definite
[wegen (3)] Form.

Beispiel 20.3. Auf VV = K" ist das standard innere Produkt so definiert:
(z]y)=>em, firw=(e1,...,en) und y = (M1,..., ) € V.
i=1
Definition 20.4.
(i) z,y sind orthogonal, falls (x | y) =0 (dquivalent (y | z) = 0).
(ii) Wy, Wy €V sind orthogonal, falls (z | y) =0 fiir alle x € Wi und fiir alle y € W5

(i11) S <V ist orthonormal, falls (x | y) =0, wenn z # y und (z | y) = 1, wenn x = y. Also
S ={x1,...,2,} ist orthonormal, falls (z; | z;) = §;;

(iv) S ist vollstindig orthonormal, falls S orthonormal und maximal (beziiglich Inklusion) fiir
die Eigenschaft “orthonormal” ist.

Bemerkung 20.5.
(i) S ist orthonormal = S ist linear unabhéngig.

Beweis: Y c;z; =0=>0= (X ;| zj) = X iz, | z;) = ¢, fiir alle j.
(ii) dimV =n = |S|<n fir S orthonormal.

Definition 20.6.
orthogonal dim(V') = max{|S| | S orthonormal}

Bemerkung 20.7.
orthogonal dim(V") < dim(V")

Notation: Fiir S c V| setze
St:={xeV | (x]s)=0 fur alle se S}

Bemerkung 20.8.
(i) S* ist ein Unterraum.

(i) Sc(S+)t:=84"
(i13) span(S) c S+
Beweis: Wir beweisen (i): 0= (0 | y) = {0} ¢ S*.

Fiir 1,29 € St;ce K:(x1+cxg | )= (21| s)+c(xe|s)=0+0=0.
(ii) und (iii): UA.
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Definition 20.9.
W cV ist ein Unterraum. Wt ist das orthogonale Komplement.

Satz 20.10. (Bessel’s Ungleichung)
Sei S ={xy,...,z,} orthonormal, x € V. Setze ¢; := (z | x;). Es gelten

(i) Yl < [a]?

(i) x':=x - ¢x; ist orthogonal zu z; fur alle (j=1,...,n)

Beweis:
Wir berechnen: 0 < (2' | 2') = (x - X ¢y | o — Y ¢ixy) =

(x]a) =Y ciwi | o)=Y (@ | @)+ ) eici(a | xy) =
‘ i ij
[l =Y e = o @es + Y e = |« = Y ledl

(2 (2 (2
Damit ist (i) bewiesen.

(2" | zj) = (x| ;) - ch(xl | ;) = ¢j — ¢; = 0. Damit ist (ii) bewiesen. O

Satz 20.11. (Charakterisierung von Vollstandigkeit)
Sei S ={xy,...,2,} orthonormal. Folgende sind dquivalent:

(i) S ist vollstiandig.

(ii) Aus (z | z;) =0 fir alle i =1,...,n folgt x = 0.
(iti) spanS =1V.
(iv) z =) (x| ;) fiir alle z e V.

(v) (2 ]y) =2 [ @) (i | ) fiir alle v,y e V.

1

(vi) |z|? = Z | (x| ;) |* fiir alle x € V.

Beweis:
(i) = (ii)

Beweis via Widerspruch. Sei x £ 0. Setze x,4; = % . Dann ist {x,...,2,, % orthonormal.
Bl ) ymy bn+l

[(a:n+1 | 2:) =0 und (2p11 | Za1) = (e | @) = 1].

(i) = (iid)
Seix e V,x ¢ spanS, dann ist 2’ = =Y (x | ;)x; # 0 und (Satz 20.10) ist zu jedem z; orthogonal.
Widerspruch.

(iii) = (iv)

sei e Viw =Y ¢y, also (x| ;) =Y ¢i(x; | z5) = ¢j.

(i) = (v)

(z@: oo | D | :c»xj) =S ) GTE) @ | ) = X | 20) (| 9).

l?-j
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(v) = (vi)
(z]2) =3 (@ z)(zi [ 2) = Y | 2)(x [ 25) = 3 (| 2:) P

(vi) = (1)

sei x ¢ S. Wenn S u{z} orthonormal ist, dann ist
n

|z|? = Z| (z | 2;) P=0= (x| x)# 1. Widerspruch.
-1



