18 Script zur Vorlesung: Lineare Algebra II(SoSe2020)

Prof. Dr. Salma Kuhlmann

In Skript 18 und 19 werden wir eine allgemeine Normalform (die Jordan Normalform) kennen-
lernen, und damit Kapitel II1 beenden. Im Abschnitt 13 werden wir zundchst die Zerlequng von
V' als direkte Summe bzgl T etablieren. In Abschnitt 1/ werden wir Jordanketten und Zellen
einfiihren.

§ 13 Direkte Summen

Lemma 18.1.
Sei V' ein K-Vektorraum, Wy, ..., W} Unterrdume. Folgende Aussagen sind dquivalent:
k
(i) Wh,..., W} sind unabhéngig, i.e.: sei a; € W fiir 1 <4 < k so dass Zai =0. Dannist a; =0
i=1
fiir alle 1 <4 < k.

(ZZ) Wj N (Wl + e+ Wj—l) = {0} fiir 2 S] <k

k
(74i) Ist B; eine Basis fiir W;, so ist B =B, eine Basis fiir W := Wi + - + Wi

=1
Siehe UB.

Notation und Terminologie:

Wir schreiben V' = Wi + - + Wy, wenn V' nur die Summe der W;’s ist und wir schreiben
V=W,&-&Wg wenn V = W; + -+ W, und eine der dquivalenten Bedingungen (i), (ii) und
(iii) vom Lemma 18.1 gilt. In dem Fall heiit V' die direkte Summe der W;’s.

Satz 18.2. (Primzerlegung von V bzgl. T').

Sei V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, und 7" € L(V, V). Setze Min. Pol. (T) := p. Sei
p=pi'...p," die Primfaktorisierung in K[x] von p; wobei p; verschiedene normierte irreduzible
Polynome in K[z] und r; € N sind. Setze W; := ker p;(T)" fiir 1 < ¢ < k. Dann ist W; T-invariant
fiir alle ¢ (s. Skript 16), und dariiberhinaus gelten:

(Z) V=We&---eW, und
(4i) Min. Pol. (Tw,) =p;" fir 1 <i<k.

Hierunter in 18.3 beweisen wir Satz 18.2 fiir £ = 2. Der allgemeinere Fall folgt per Induktion
nach k.

Proposition 18.3.
Sei dimV < 00,7 € L(V, V'), Min. Pol. (T') = m = mymgy mit gg7(my,ms) = 1. Setze
Vi:=kerm;(T) fiir i = 1,2. Es gilt V =V, @ V5 und Min. Pol. (Ty,) =m, fiir i = 1,2.
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Beweis:
Da myq,ms relativprim sind, existiert ¢, qe € K[x] mit 1 =myq; + mago.
Also I =my(T)q(T) +ma(T)qe(T) (*)

Behauptung 1:
Vi =Im mo(T) und V5 =Im my (7))

Beweis der Behauptung 1:

0=m(T) =mi(T)ma(T), weil m = Min. Pol. (T'). Also Im my(T") € kermy (7).

Umgekehrt sei v € kermy (7). Mit (%) gilt

v=q(T)my(T)(v) +ma(T)q2(T)(v) O

=0 elm mo(T)

Behauptung 2:
V=Viel,

Beweis der Behauptung 2:

1. Summe: ve V. Mit (*) gilt:
v =mi(T)q(T)v+ma(T)g(T)v

elm my (T) elm mo(T)
2. Direkt: Sei v e Vi nV,. Mit (*) gilt:
v =g (T)ma (T)(v) +¢o(T)ma(T) (v)

-~

=0 weil veV} =0 weil veVy O

e Sei nun 7; = Min. Pol. (Ty;) fiir i = 1,2. Da V; = kerm;(7T'), ist es klar, dass m;(Ty;) = 0 fiir
i=1,2.

Also g | my (%)
und Mo | ma.

Behauptung 3:
mymse annihiliert 7T'.

Beweis der Behauptung 3:

Berechne fiir vy € V5 und v, € V4

iy (T) Mz (T) (v2 + v1) = M (T)[M2(T) (v2) + M2 (T) (v1)]

= ml(T)[O + mQ(T)(Ul)] = 0, da mQ(T)(Ul) € ‘/1

(weil Vi e (T')-invariant ist, s. Skript 16; Beispiel 16.2 (2)). o

e Da mymy annihiliert T folgt
mimsg =m | MMy (* * %)

Da my, my normiert sind, folgt nun aus (**) und (* * x), dass m; = m; fiir i = 1,2. ]

Sonderfall vom Satz 18.2:

Sei p; linear und 7; = 1 fiir alle 4. Dann ist p= (v —¢1)-(x —¢,) mit ¢; # ¢; flir 1 < # j <k.

In diesem Fall ist W; = ker(T - ¢;I) = der Eigenraum zum Eigenwert ¢;. Der Satz ergibt:
V=W, @&--&W,. Also hat V eine Basis aus Eigenvektoren und damit ist 7" diagonalisierbar.
Wir haben damit die Umkehrung von Proposition 14.7 gezeigt. Wir haben némlich bewiesen:
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Satz 18.4. (Diag. Kriterium fiir Min. Pol.)

T ist diagonalisierbar <> Min. Pol. (T") zerfillt in verschiedene lineare Faktoren iiber K[z].

§ 14 Jordanketten und Jordan Normalform

Sei V' ist ein endlich dimensionaler K-Vektorraum, 7" e L(V, V).
e Definition 18.5:

Sei ¢ € K ein Eigenwert und 0 # v; € V ein Eigenvektor zum Eigenwert c¢. Seien ¢ € N
und v, -+, vy € V. Der Vektoren - Tupel (vy,...,v,) ist eine Jordankette der Linge ¢ zum
Figenwert c, falls

(T—CI)’UZ' = Vi1 ?:=2,...,£
(T-clhv; = 0 firi=1
e Lemma 18.6:
Sei (vq,...,vp) eine Jordankette. Dann ist B’ := {vy,...,v,} linear unabhéingig, und W =
span{vy, ..., vy} T-invariant. Die Matrixdarstellung von Ty, ist die Jordanzelle Jy(c) der
Dimension £ zum Figenwert c, das heif3t:
c 1 - 0
(T = P < Jy(c) := Jordanzelle der Dimension
LG 1 ¢ zum Eigenwert ¢
0 - c

(Siehe UB).



