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Im Abschnitt 7 werden wir den Begriff “m-lineare Formen” einfiihren (eine natirliche Ver-
allgemeinerung vom Begriff “lineare Funktionale”) und in Abschnitt 8 werden wir besondere
m-lineare Formen studieren. Diese Vorarbeit ist fir die spdtere formale Behandlung der Deter-
minante notwending.

§ 7 Multilineare Formen

Definition 8.1.
Sei K ein Koérper und seien U,V K-Vektorrdume.

B:UxV —K
(z,y) — B(z,y)

ist eine bilineare Funktionale (oder bilineare Form), falls gelten:
(1) B(crzy + caxa,y) = c1 (21, y) + c28(2,y) und

(2) B(x,diyr +doyo) = diB(w,y1) + daB(1,y2)

fiir alle x, 21,20 € U und y,y1,y2 € V und ¢y, ¢9,d;,ds € K.

Beispiel 8.2.
VxV*— K
(z,f) — [, f], wobei [z, f] = f(z).

Die definierenden Eigenschaften und Verkniipfungen in V* liefern
(1) [c1z1 + cama, f] = cr[z1, f] + cao[x2, f] und
(2) [z,difi +dafo] = di[z, fi] + do[x, f2].

Notation:
LA (U xV; K) = die Menge der bilinearen Formen auf U x V. Sie ist ein Vektorraum (mit den
Verkniipfungen (c181 + c282)(,y) = c181(z,y) + cafa(z,y) wie {iblich).

Definition 8.3.
Seien m € N und Vi, ..., V,, K-Vektorrdume. Eine m-lineare Funktionale (Form) (oder multili-
neare Funktionale vom Grad m) auf Vj x --- x V,,, ist eine Abbildung p: Vj x---x V,, — K so
dass fiir alle ¢ € {1,...,m} gilt:
ulag, ..., cop+vy; ...
cu(on, ..., o yee s ()
wlag, ..., v sy ()

°
3
]

+

fiir o,y € Visece K.



Script 8: Lineare Algebra II (S0Se2020)

Notation:
L) (V) x - x V;,: K) := K-Vektorraum der m-linearen Formen.

Bemerkung 8.4.

 ist multilinear und falls ein ¢ mit «; = 0 existiert, dann gilt p(aq, ..., a4, ..., ) =0.

§ 8 Alternierende multilineare Formen auf K"

Definition 8.5.
Seine N und V = K”. Eine n-lineare Form

0 K"x- . x K" — K

(S —
n-mal

ist alternierend, falls i,j € {1,...,n} mit z; = z; und ¢ # j existieren, dann gilt 6(z, ...
(fiir z1,...,2, € K™).
Konvention:
d wird auch als Abbildung auf K™ = Mat,.,(K) aufgefasst, ndmlich

21
0(A)=6(z1,...,2n), wobei A=| ... |;

Zn

i.e. z; ist die ite-Zeile der n x n-Matrix A.

Lemma 8.6.
Sei ¢ alternierend. Es gilt:
(i) z1,...,2, sind linear abhingig = §(z1,...,2,) =0

(1) (215 ey Ziseees ZjseeesZn) = =0(20s oy Zjy ey Ziy oo 2) (U 0 # 9).

Beweis (allgemein)
0(Zr(1ys - - Zr(n)) = Sign(m)o(2z1,. .., 2,) fiir Te S,

n-1
(i) Ohne Einschrankung nehmen wir an z, = Z c;z; fir geeignete ¢y,
Wir berechnen: -
n-1 n-1
(215 vy Znmt, Zcizi) = Zcié(zl,...,zn_l,zi) =0.
i1 i=1
(it) Wir berechnen:
0= 0(21,.. s 2+ 2j, ooy Zj+ Ziyeooy 2n) =
(215 ey Zige oy Zj+ Ziyeooy 2n) +
(215 ey Zjyevy Zj+ Ziye ey Zn) =
021,y ey Zige oy Zjoeey 2n) +
(S(Zl,...721',...,21‘,...,2”) +
021y ey 2oy 2y ey Zn) +
(215 ey Zjy ey Zin oo e s Zn).
Also:
0=0(2150 Zisee oy Zjoeeey 20) ¥ 0(21, - 2o iy e )

wie behauptet.

...,Cn_leK.
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Bemerkung 8.7.
(1) Falls Char (K') # 2 gilt auch die Umkehrung: ¢ erfillt (ii) impliziert § alternierend ist:
Man nehme z; = z; fiir i # j.
Also 0( 21, Ziy ooy Ziy ooy Zn) = =0(215 0oy Ziy ooy Ziy ooy 2n). Als Char (K') # 2 gilt fiir alle

aeK:a=-a=a=0.

(2) 6((a,b),(c,d)) := ac+ bd auf Fy x [y ist ein Gegenbeispiel.



