23 Skriptskizze zur Vorlesung: Lineare Algebra I

Prof. Dr. Salma Kuhlmann

Kapitel 4: Determinante: eine Einfiihrung

Die Determinanten werden in LA IT ausfiirlich behandelt (siche Gesamtskript LA II: Kapitel II).

Erinnerung:

(i) det(a) =a (1 x 1 Determinante)

det ( Z Z ) =ad —bc (2 x 2 Determinante)

(ii) Fir n > 2 wird die Determinante rekursiv wie folgt definiert:
Definition 23.1. Sei A eine n x n Matrix. Wir bezeichnen mit

(i) M;; die Determinante der (n — 1) x (n — 1) Matrix, die wir erhalten, indem wir von A die
i-te Zeile und die j-te Spalte von A streichen.

(ii) Cj; == (=1)""M;; heiBt der ij-te Kofaktor und M;; der ij-te Minor oder der Minor
(n — 1)-ter Ordnung (1 <i,j <n).

Beispiel 23.2. Gegeben sei die Matrix
31 —4
A=12 5 6
1 4 8
Wir berechnen

5 6
Mll—det<48>_16

Also Cll = (-1)1+1M11 = Mll = 16. Analog

3 —4
Mggzdet(z 6 ):26

und somit C3y = (—1)32 M3y = —26.
Definition 23.3. (Kofaktoren-Entwicklung)

det(A) := a11C11 + a12C12 + . .. + a1,Chyp
ist die Kofaktoren-Entwicklung nach der 1-ten Zeile der Matrix

aix - Qip
A= : (*)

Qp1  *++ Qnn
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Beispiel 23.4. (n = 3) Aus

a1 aiz2 Az 11 a1z A3
det | a1 a9 ass = | ag1 Qo a93
a31 dasz2 G33 a31 Aaz2 G33
Q22 Q23 Q21 A23 ag1 A2
= ay — Q12 + a3
a3z A33 a31 Aass az1 ass

ergibt sich
det(A) = Q11022033 + Q12023031 + G13021A32 — (13022031 — (12021033 — (11023032

Satz 23.5. Sei A eine n x n Matrix wie in (x). Vi,j € {1,...,n} gilt:

n

det(A) = Z a;;Cij = i aijCij
i—1

j=1

(d.h. det(A) ist auch gleich der Kofaktoren-Entwicklung nach der i-ten Zeile, bezichungsweise
der j-ten Spalte).

Der Beweis von diesem wichtigen Satz wird ausfiihrlich in der Vorlesung LA II behandelt.
Hierfiir werden wir die Theorie der multilinearen alternierenden Formen entwickeln.

Beachte jedoch: Man kann den Satz jetzt schon per Induktion nach n beweisen! Wir werden
den Satz aber fiirs Erste ohne Beweis als wahr annehmen. Wir werden viel Korollare folgern!

Korollar 23.6. Sei A eine n x n Dreiecksmatrix wie in (x). Dann ist
det(A) = H a; (Produkt der Diagonaleintrige)
i=1

Beweis

Sei A ohne Einschrankung eine untere Dreiecksmatrix, d.h. a;; = Ofiiralle 1 <4,7 <nmit < j.
Beachte, dass jede Untermatrix wie in Definition 23.1 (i) wieder eine untere Dreiecksmatrix ist.
Wir beweisen das Korollar per Induktion nach n.

Anwenden von Definition 23.3 (Kofaktoren-Entwicklung nach der ersten Zeile) ergibt

det(A) = aHC'n + 0 + 0 + ...+ 0= CL11(-1)2M11 = CL11M11.

Nun ist M;; die Determinante der Untermatrix die wir erhalten, indem wir von A die erste
Zeile und die erste Spalte streichen. Diese (n — 1) x (n — 1) Matrix ist wieder eine untere
Dreiecksmatrix mit diagonalen Eintragen aos . .., apy,.

Die Induktionsannahme ergibt nun My, = H:.LZQ a;;, und somit ist

det(A) = ayy ﬁ Qi = ﬁ Qi
=2 =1

Der Fall, in welchem A eine obere Dreiecksmatrix ist (d.h. ¢ > j = a;; = 0) wird analog
bewiesen. OJ
Korollar 23.6 enthélt die Schliisselidee zur Berechnung von Determinanten per Gauf3-Verfahren
(r.Z.s.F.), wie wir spéter in Satz 23.9 sehen werden.
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Korollar 23.7. Wenn A eine Nullzeile enthélt, dann ist det(A) = 0.

Beweis
Sei die i-te Zeile die Nullzeile. Die Berechnung von det(A) per Entwicklung nach der i-ten Zeile
geméf Satz 23.5 ergibt

j=1

Korollar 23.8. Es gilt det(A) = det(A?).

Beweis
Die Zeilen von A sind die Spalten von A’. Die Behauptung folgt daher sofort aus Satz 23.5. O

Satz 23.9. (Auswirkung von Zeilenumformungen)
Sei A eine n x n Matrix und B die Matrix, die wir erhalten, indem wir genau eine elementare
Zeilenumformung ausiiben. Dann gilt:

(a) det(B) = —det(A) (fiir Typ 1)
(b) det(B) = cdet(A) (fir Typ 2,c € K* = K\ {0})
(c) det(B) =det(A) (fir Typ 3)

Den Beweis von Satz 23.9 werden wir ebenfalls in LA II fithren. Man konnte den Satz auch
jetzt schon per Induktion nach n beweisen. Im Folgenden werden wir ihn einfach als gegeben
voraussetzen.

Korollar 23.10. Sei A eine n x n Matrix mit zwei verschiedenen Zeilen Z; und Z;, so dass
Z; = cZj fur ein ¢ € K*. Dann ist det(A) = 0.

Beweis

Dies folgt aus Korollar 23.7 und Satz 23.9(c). O
Korollar 23.10 gilt auch fii Spalten anstatt Zeilen.

Beispiel 23.11. (Berechnung von det(A) per r.Z.s.F.)

0 1 5 3 -6 9
3 -6 9|=—|0 1 5| (Typl;Zi+ %)
2 6 1 2 6 1

3

5 (Typ 2; 7, : 3)

1

(Typ 3; =221 + Z3)

15 (Typ 3; —10Z5 + Zs)

I
[
w
SO OO NO -
—_
ot

3
51 (Typ 2;Z3: (—55))
1

= (=3)(=55)(1)(1)(1) (Korollar 23.6)
= 165



