3 Script zur Vorlesung: Lineare Algebra 1

Prof. Dr. Salma Kuhlmann

In Script 2 haben wir gesehen, dass fir n > 1 (Zy, +,, -») ein kommutativer Ring mit Eins ist.
Wir wollen nun zeigen, dass (Zy, +n, ) ein Korper ist, genau dann, wenn n = p eine Primzahl
(Definition 3.4 siehe unten) ist.
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Lemma 3.1.
Jeder Korper ist ein Integritdtsbereich, d.h. aus xy = 0 folgt x = 0 oder y = 0, Vz,y.

Beweis
Sei zy = 0 und x # 0. Also z 71 (2y) = 2710 =0, d.h. (z7lz)y=1y=y = 0. O

Bemerkung 3.2.
Hier haben wir benutzt:

Vz(2.0) = 0. (Ubungsaufgabe).

Sei nun n > 1. Wir zeigen:

Korollar 3.3.
Sei n > 1,(Zy, +n, -n) Korper = n = p ist eine Primzahl.

Beweis

Annahme: n ist keine Primzahl. Alson =zy mit 1 <z <n,1 <y <n.

Also x,y, € Zpn,x # 0,y # 0, aber x -, y = Ty = 0. Also ist (Z,, +n, n) kein Korper. O
“¢77:

Wir wollen nun zeigen, dass n = p Primzahl = (Z,, +,, -,) ist ein Korper.

Dafiir wollen wir explizit die multiplikativen Inversen berechnen:
Der Euklidische Algorithmus.

Definition 3.4. (Erinnerung)
(i) (positive) Divisoren
a,b € Z;b > 0;a = bq+ r. Falls r = 0: b teilt a; Bezeichnung: b | a.
b ist ein Divisor von a oder a ist ein Vielfaches von b.

(ii) p € N (p > 1) ist eine Primzahl, falls 1 und p die einzigen (positiven) Divisoren von p
sind.

(iii) N > dist ein gemeinsamer Teiler von a und b falls d | a und d | b (schreibe: d ist ¢7'(a, b)).

(iv) N > d ist der groBte gemeinsame Teiler von a und b (Bezeichnung: d = gg7'(a, b)), falls d
gemeinsamer Teiler und d die grofite natiirliche Zahl mit dieser Eigenschaft ist.
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Aquivalent:
Vd' :d € N und d' gemeinsamer Teiler von a und b gilt: d’ | d.

Bemerke: Die Menge der gemeinsamen Teiler zweier Zahlen a und b mit b # 0 enthélt stets die
1, ist also nicht leer und auBlerdem durch das Maximum von a und b nach oben beschrinkt.
Also existiert zu je zwei solchen Zahlen der grofite gemeinsame Teiler.

Der Euklidische Algorithmus (zum Berechnen von gg7T'(a,b)):
a,b € Z; b>0; bla= ggT(a,b)=0b

sonst:
a;bql + 1 0<r;<b
b/—T1q2/+7’2 0<7’2<7’1
L =T243 + 13 0<ry3<re

Rekursion (p)

Ti—1 = T Qi1 + Ti+1 0< i1 <75
T'n—3 = Th—2qu1 T Tho1 0< Tp—1 < Th-2
T'n—2 = Th-10qn + 0< Tn < Tn-1
n maximal mit rn 7# 0

Absteigende Folge von natiirlichen Zahlen muss anhalten nach
0<r, <rp_1<...<ry<r <bendlich vielen Schritten.

Behauptung 3.5.
'n = ggT(CL, b)

Die Behauptung folgt aus:

Lemma 3.6.
a=bg+r = ggT(a,b) = ggT(b,r)

Beweis
Setze d := ggT'(b, 1)
(1) d|bund d | r = d| aalsodist gT'(a,b)

(2) Ferner d' |aund d' | b = d |a—bgie d |r. Alsod |d.
Also d = ggT(a,b) wie behauptet. O
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Und ferner in (p):

Bemerkung 3.7.
Tn = 99T (rn—1,7p—2) weil
Tn |Tn—1
und =T | Thoo
Tn | Tn

und d' | rpq, d|rpo = d'| (ro_o—rn1qs), ie.d | r,

Also (in (p)): 99T (a,b) = ggT'(b,r1) = ggT'(r1,72) = ... = ggT (Tn—1,Tn—2) = Tn.

Definition 3.8.
Eine (ganze) lineare Kombination von a und b (iiber Z) ist eine ganze Zahl v der Gestalt:
v := aa + Bb wobei a, § € Z.

Bemerkung 3.9.

(1) Wir haben sténdig die folgende Tatsache benutzt:
d|aund d |b = d teilt jede lineare Kombination von a und b, weil
v=add + pdl =d(ad + pY)

(2) Riickwirts EA:
99T (a,b) = r, ist eine lineare Kombination (iiber Z) von a und b:
Rekursion (p):
Ty, = ’Tn_g ‘ — ’Tn_l ‘ Gn. Aber hier werden nur r,_1,7,_o benotigt.

'n—1 = Tn-3 — Tn—2 Qn-1

Also 'n =Tn—2 — [Tn—?) — T'n—2 Qn—l]qn-

Hier werden nur r,_s, r,_3 benotigt.
Verfahre so weiter.
Fiir numerische Beispiele und Berechnungen siehe Ubungsblatt.

(3) 99T (a,b) = ggT(b,a) (a,b>0).



