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1. Script zur Vorlesung: Algebra (B III)
Prof. Dr. Salma Kuhlmann, Gabriel Lehéricy, Simon Miiller

WS 2016/2017: 25. Oktober 2016

Kapitel 1

Faktorringe, Homomorphismen, Ideale, Ringe von Briichen, Quotientenkorper,
Lokalisierung, Chinesischer Reste-Satz, Euklidische und Hauptideal Ringe,

Faktorielle Ringe, Polynom-Ringe, Irreduzibilitidtskriterien

Alle Ringe in dieser Vorlesung sind kommutativ mit 1 # 0.

Erinnerungen
Sei R ein Ring.
(1) a # 0;a € R ist ein Nullteiler, wenn es b # 0;b € R gibt mit ab = 0.
(2) R ist ein Integerring oder Integrititsbereich, wenn er keine Nullteiler hat.
(3) Ein endlicher Integritétsbereich ist ein Kérper (siche Ubungsblatt).
(4) u € R ist eine Einheit, wenn es ein v € R gibt mit uv = 1.

Notation: R* := Menge der Einheiten von R.

Proposition

R* ist eine multiplikative Gruppe.

Beispiele

7% = U(n) (siche Ubungsblatt)

acU(n) < gt (a,n) =1.

Euler ¢-Funktion: ¢ : N — N

p(n) = [ U(n) |

Siehe Ubungsblatt fiir eine ausfithrliche Ausarbeitung der Eigenschaften von ¢:
(1) p(p®) = p® — p*~! fiir p Primzahl und v € N

(2) ¢ ist eine multiplikative arithmetische Funktion i.e. p(ab) = ¢(a)p(b),
wenn ggT (a,b) = 1.
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Definition

(1) S C R ist ein Teilring, wenn S # Q;a,b € S=a—be Sund ab € S.

(2) Seien R, S Ringe. ¢ : R — S ist ein Ringhomomorphismus, wenn
p(1r) = 1s,(a +b) = p(a) + ¢(b), p(ab) = ¢(a)p(b).
Notation:
ker p :={z € R; p(z) = 0}

im ¢ :={y € S;3x € R mit p(z) =y} := ¢(R).

(3) Ein Ringisomorphismus ist ein bijektiver Ringhomomorphismus.
Notation: ¢ : R ~ S oder R £ Soder R~ S.

Bemerkung

Sei ¢ ein Homomorphismus: ¢ ist injektiv < ker ¢ = {0}.

Beispiel
Sein € N
a € 7Z;a = Rest nach Division durch n.
w: L = Zy,
a — a
ist ein Ringhomomorphismus mit ker ¢ = {nz/z € Z} := nZ

(siche Lineare Algebra 1, 2. Vorlesung).

Definition
Ein Teilring I C R ist ein Ideal, wenn aus » € R und x € I folgt: rx € I.
Notation: I < R

Beispiele
I=R und I ={0}

Terminologie
I < R und I # R heifit echtes Ideal.
I < Rund I # {0} heiit nicht triviales Ideal.

Proposition

Sei p : R — S ein Ringhomomorphismus. Es gelten:
(1) im ¢ ist ein Teilring von S.

(2) ker ¢ ist ein Ideal von R.

Seite 2
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Faktorring
Sei I<R. R/I := {x+1I |z € R} die Menge der Nebenklassen von R modulo I (siche Ubungsblatt)

(also der Aquivalenzklassen [x] beziiglich # ~ y mod I genau dann, wenn 2 —y € I).

Proposition

R/I ist ein Ring mit den Ringoperationen
(r+1)+(s+1):=(r+s)+1und
(r+1)-(s+1):=(rs)+1

fiir alle 7,5 € R (sieche Ubungsblatt).

Definition
R/I ist der Faktorring “R modulo I”.

Satz (Isomorphiesatz fiir Ringe)
(1) Sei ¢ : R — S ein Ringhomomorphismus. Es gilt R /ker ¢ ~ im .
(2) Umgekehrt: Ist I < R, dann ist
T R — RJI
r o= r+1

ein surjektiver Ringhomomorphismus mit ker 7 = I (7 ist die kanonische Projektion).

Also sind die Ideale genau die Kerne von Ringhomomorphismen.

Beweis
Setze I := ker .
Behauptung die Abbildung von (1)

o: R/I — ¢(R)

r+1 — px)

ist wohldefiniert (i.e. z + I = y + I impliziert ¢(x) = ¢(y)).
Es ist klar, dass ® surjektiv und ein Ringhomomorphismus ist. Wir berechnen ker ®.
Prz+1)=0¢zx)=0szckapesrclerc+]=0+1I;
somit ist ker ® = {0 + I} (das Nullelement der Faktorring R/I).

Beweis von (2) analog. O

Beispiel
Z/nZ ~ Ly,
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Korollar 1
Sei I < R,J <t Rmit I CJ (insbesondere I < J). Dann ist J/I < R/I und (R/I)/(J/I) ~ R/J.

Beweis
Die Abbildung
&: R/I — R/J
x+I — x4+ J
ist ein surjektiver Ringhomomorphismus mit ker & = J/I. 0
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2. Script zur Vorlesung: Algebra (B III)
Prof. Dr. Salma Kuhlmann, Gabriel Lehéricy, Simon Miiller

WS 2016/2017: 28. Oktober 2016

Korollar
Sei I <1 R. Betrachte die Teilringe A von R mit I C A C R einerseits und die Teilringe von R/I
andererseits.

Die Abbildung
A A/l

ist bijektiv und respektiert Inklusion. Ferner gilt fiir I C A C R, dass A << R genau dann, wenn
A/l < R/I.

Beweis
Siche Ubungsblatt. O

Notation

x + I wird manchmal auch als T geschrieben.

Definition
Sei A C R eine beliebige Teilmenge. Das von A erzeugte Ideal ist das kleinste Ideal, das A enthélt
(und wird mit < A > bezeichnet), e.g. < ) >= {0}.

Bemerkung (Ubungsaufgabe)
<A> = NJ
{AC J< R}
(ist der Durchschnitt aller Ideale, die A enthalten) und auflerdem ist

< A>= {Zriai /n € N;r; € R;a; € A}
i=1

(also die Menge aller endlichen R-Linearkombinationen aus Elementen von A).

Konvention: Wenn A = {ay, ..., } endlich ist, so schreiben wir einfach < ay,...,q; >.

Definition

Sei a € R. < a >= {ra;r € R} heiBBt Hauptideal, das von a erzeugt ist.

Beispiel
<1>=Rund <0 >={0}.
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Proposition
Sei I <R

(1) I = R genau dann, wenn [ (| R* # ()

(2) R ist ein Korper genau dann, wenn die einzigen Ideal R und {0} sind.

Beweis
(1) “=" trivial
“<” y eI Einheit = wvwuel = 1€I

/I\
€ER = rlelVreR

4

(2)

“=” Sei x € R,x # 0. Dann ist <  >= R, d.h. 1 €< x >, also existiert ein r € R mit

ro=1,alsor =z} 0

" Sei I # {0} und u € I;u # 0. Dann ist u eine Einheit und somit I = R.

Korollar
Sei R ein Korper , S ein Ring und ¢ : R — S ein Ringhomomorphismus. Ist ¢ # 0, dann ist ¢

injektiv.

Beweis
ker o = {0}. O

Definition

M < R ist maximal, wenn
(1) M # R (M ist echt).
(i7) Ist I < Rmit M C T CR,
dann gilt: I = M oder I = R. (Also gibt es keine weiteren Ideale strikt zwischen M und R.)

Proposition

Jedes echte Ideal ist in einem Maximalideal enthalten.

Wir brauchen Zorn’s Lemma.
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Exkurs Partielle Ordnung
Sei A # () eine Menge. Eine partielle Ordnung auf A ist eine Relation < auf A

mit den Eigenschaften:
(1) x <z fur alle x € A.

2) Aus x <y und y < x folgt x =y fiir alle x,y € A.

)
(2)
(3) Aus z < yund y < z folgt = < z fiir alle z,y, z, € A.
(4)

< ist total falls x <y oder y < x fiir alle z,y € A.

Definition

(i) Sei (A, <) eine partielle Ordnung und B C A. Ein Element a € A heifit
obere Schranke fiir B in A, falls b < q fiir alle b € B.

(i7) m € A heiit mazimal, wenn gilt: m < x = m = z fiir alle x € A.

Zorn’s Lemma
Sei A # 0 eine partielle Ordnung mit der Eigenschaft: Jede total angeordnete
Teilmenge B C A hat eine obere Schranke in A. Dann hat A ein maximales

Element.

Beweis der Proposition

Sei I < R, I & R. Betrachte

S := die Menge aller echten Ideale von R, die in [ enthalten sind.

IeS, soS#0.

S ist partiell geordnet durch Mengeninklusion. Wir behaupten, dass jede total geordnete Teilmenge

von S eine obere Schranke in S hat. Sei also & C S eine solche. Setze

J = U C
cet
J ist Ideal: 0 € J. Seien a,b € J, existieren C7,Cy € £ mit a € C7 und b € Cs.
Nun gilt C; C Cy oder Cy C € (weil € total geordnet ist).
In jedem Fall ist a +b € J (weil a +b € Cy oder a+ b € Cy).
Analog zeigt man: a € J und r € R = ra € J.
Nun zeigen wir: J ¢ R, sonst 1 € J, also 1 € C fiir ein geeignetes C' € £ - Widerspruch, weil

C € £ echt sein muss.

Anwendung von Zorn’s Lemma ergibt:
S hat maximale Elmente. Wenn M ein solches ist, dann ist klar, dass M ein maximales Ideal ist,

welches I enthélt, wie behauptet. 0
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3. Script zur Vorlesung: Algebra (B III)
Prof. Dr. Salma Kuhlmann, Gabriel Lehéricy, Simon Miiller

WS 2016/2017: 4. November 2016

Proposition

M < R ist maximal genau dann, wenn R/M ein Korper ist.

Beweis

M ist maximal, denau dann, wenn M ¢ R und es keine Ideale A gibt mit

MGAGCR
d.h. genau dann, wenn R/M nur M /M = {0} und R/M als Ideale hat. Nun erste Proposition
aus der 2. Vorlesung anwenden. OJ
Beispiel

nZ <1 Z ist maximal genau dann, wenn Z/nZ = Z, ein Korper ist, genau dann, wenn n = p

eine Primzahl ist (Lineare Algebra I, 3. Vorlesung).

Definition
P <1 R ist ein Primideal, wenn
(1) P echt ist, ie. P & R.
(2) Aus ab € P (a,b, € R) folgt a € P oder b € P.

Beispiel
{0} # pZ < Z ist Primideal genau dann, wenn p eine Primzahl ist.

Proposition

P < R ist Primideal genau dann, wenn R/P ein Integritétsbereich ist.

Beweis

seien a,b, € R und P < R. Dann ist P Primideal genau dann,

wenn [ab = @b = 0 = @ = 0 oder b = 0] (@ = 0 bedeutet a € P) genau dann, wenn R/P
integer ist. 0J
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Korollar

Jedes maximale Ideal ist Primideal.

Definition

(1) Seien R, S Ringe. Wir definieren Ringoperationen auf R x S (koordinatenweise).
(r1i,81) + (ro,82) = (r1+72,81 + 82)
(r1,82) X (re,82) = (1172, 5182)

R x S heifit Ringprodukt.

} fiir alle 1,70 € R und s1,89 € S

(2) A, B < R sind teilerfremd, wenn A+ B = R (wobei A+ B :={a+bja € A,b e B}).

Satz (Chinesischer Reste-Satz)
Seien Ai, ..., Ar < R. Die Abbildung

p: R — ITii (R/A)
ro— (r+ Ay, r+ A
k
ist ein Ringhomomorphismus mit ker ¢ = ﬂ A;.
i=1
wenn A;, A; teilerfremd sind fiir alle ¢ # j, dann ist ¢ surjektiv. In diesem Fall gilt also

(Isomorphiesatz):
k

k
R/ () Ai = [[(R/A)).
i=1 i=1
Beweis

2

Ohne Einschrinkung k = 2. Priife, ob ¢(rq + 12) = ¢(r1) + ¢(r2).

p(ri+r2) = ((r+7r2)+ A1, (1 +72) + As)
= ((m+ A1)+ (ra+ A1), (1 + Az) + (r2 + Az))
= ((r1+ A1), r + A)) + ((r2 + A1), (r2 + A2))
= @(r1) + ¢(ra)

USW.
Also ist ¢ ein Ringhomomorphismus.

kerp = {rlp(r) =0}
{rle(r) = (A1, A2)}
= {r|r € A; und r € As}.

Sei nun A; + Ay = R. Also existieren x € A; und y € Ay mit z + y = 1, insbesondere
¢(z) = (0,1) und ¢(y) = (1,0).
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Sei nun (11 + Ay, 79 + As) € R/A; X R/As beliebig.
Setze r := rox 4+ r1y und berechne:
p(r) = @(rax +ry)
= p(ra)e(e) +¢(r)e(y)
= (ro+ Ay, ro+ A2)(0,1) + (ry + Ay, + A)(1,0)
= (0,72 + A2) + (r1 + 41,0)
= (r1+ Ay, re + As).

Also ist ¢ surjektiv. O

Bruchringe

Definition

D C R ist multiplikativ, falls 1 € D und st € D fiir alle s,t € D.

Beispiele
(1) D= R~

(11) D = R\P mit P < R Prim.
Sei nun D multiplikativ, ohne Nullteiler, 0 ¢ D (*). Definiere eine Relation ~ auf R x D:

(r,d) ~ (r',d) & rd = dr'.

~ ist Aquivalenzrelation

(e.e. (r,d) (s,€) =+ i xJ ergibt (rf —td)e =0,
und  (s,e) ~ (t,f) sf — te = 0| xd

e ist kein Nullteiler e # 0. Also muss rf — td = 0 sein und damit rf = td.

Also (r,d) ~ (t, f)).

Notation
Schreibe % := [(r,d)] (die Aquivalenzklasse von (r,d)) und setze D~'R := die Menge der
Aquivalenzklassen.

Versehe D! R mit den folgenden Ringoperationen:

1 T 7"1d2+7"2d1 T Ta r17ro
—+ == ———  un — ==
di  dsy dydy dy do dyds
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4. Script zur Vorlesung: Algebra (B III)
Prof. Dr. Salma Kuhlmann, Gabriel Lehéricy, Simon Miiller

WS 2016/2017: 8. November 2016

Behauptung
D7'R ist ein Ring mit Null % und Eins %

Beweis

Wir zeigen zum Beispiel, dass die Addition wohldefiniert ist.

Zu zeigen: “dg;bc = “/dl;f[if’/c/
Seien
f=f  wd 55
\ \
abl = a'b cd =dd
(ad+bo)b'd = (dd + ) (bd)
berechne berechne
I 1
ab/dd +cd'bb' = d'bdd + dbV/
Usw.... 0
Behauptung

Die Abbildung
i: R — D7'R

r
r o = I

definiert einen injektiven Ringhomomorphismus.

Beweis

i(r)=0t=2cr=0 O

Behauptung
i(D) C (D™'R)*.

Beweis
d € D;i(d) = ¢ und damit [i(d)]™! =

1
1 d

Definition

D7'R ist der Ring von Briichen.
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Beispiel 1

R ist integer = D := R\{0} erfiillt (x) und so ist D™'R ein Korper, den wir mit Quot (R)
bezeichnen.

Wir identifizieren R mit i(R) (i.e. r mit 7 fiir alle r € R).

Wir haben erreicht: Jeder Integritétsbereich lasst sich in einen Korper einbetten.

(Erinnerung: Ein injektiver Ringhomomorphismus heifit eine Einbettung.)

Korollar

Der Ring R 148t sich in einen Korper einbetten genau dann, wenn er integer ist.

Beispiel 1
(a) Quot (Z) =Q
(b) Quot (K[z]) := K(z)

der rationale Funtkionenkorper einer Variablen iiber den Korper K.

Beispiel 2
P ist ein Primideal; D = R\ P.
Rp = D7'R ist die Lokalisierung von R nach P.

Zu Beispiel 1 (b): Polynomringe iiber Ringe

Sei R ein kommutativer Ring mit Eins.
R[z] := {p(z) | p(x) Polynom iiber R}
p(x) = ant”™ + a1 z" '+ 4 a,x + ag

neN, 0+# a, := Leitkoeffizient
degp = n

Addition: Kooridnatenweise (koeffizientenweise)
Multiplikation: Wenn

p(z) =Y ax* und q(x) =] bjal,
50 ist der Koeffizient von z* im Produkt p(z)q(z) gleich 3% a;b_;.

Bemerkungen:

R C R|[z] als Teilring der konstanten Polynome (i.e. Polynome p mit degp = 0).

Frage
Wann ist a,,b,, Leitkoeffizient vom Produkt p(z)q(z)?
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Korollar

R ist integer genau dann, wenn R|x] integer ist.

Beweis

“«<"” Ein Teilring von einem Integritétsbereich ist integer.

“=" Sei a, # 0 und b, # 0 fir p(z) = a,a™ + -+ - + a, und q(z) = bz™ + - -+ + b,, dann ist
anby, # 0, weil R integer ist (und damit ist auch deg p(x)q(x) = n + m). Insbesondere ist
p(z)q(z) nicht das Nullpolynom. d

Beispiel
Sei R ein Ring. Betrachte die Abbildung

evg: Rlx] — R

p(z) +— p(0) = der konstante Term von p(z).

Dann ist ev ein surjektiver Ringhomomorphismus mit ker evyg := die Menge der Polynome mit
konstantem Term gleich Null.
Also ist R[z]|/ < x >= R, wobei kerevg =< z >= {zf(2); f(z) € R[z]}
Sei nun R = Z, so ist Z[z]/ < x > Z.

Wir sehen also: < z > ist ein Primideal in Z[x], aber ist nicht maximal !
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5. Script zur Vorlesung: Algebra (B III)
Prof. Dr. Salma Kuhlmann, Gabriel Lehéricy, Simon Miiller

WS 2016/2017: 11. November 2016

Euklidische Bereiche

Definition

(1) Eine Abbildung N : R — Ny heiit Norm.

(2) Der Integritétsbereich R (mit der Norm N versehen) heifit euklidisch, wenn fiir alle a,b €
R mit b # 0 ¢,r € R existieren, so dass a = qb + r, wobei r = 0 oder N(r) < N(b).

Abkiirzung: R ist E.R.

Beispiele
(i) Z mit N(a) := |al

(17) Klz], wenn K ein Kérper mit N(p(x)) := degp(x) ist.

Weitere Beispiele: Siehe Ubungsblatt.

Proposition

Sei R ein euklidischer Integritdtswbereich, I <t R, dann ist I ein Hauptideal.

Beweis

Sei I # {0} und 0 # d € I mit N(d) minimal. Es ist klar, dass < d >C I (siehe (i) unten bei
Definition).

Umgekehrt: Sei a € I und ¢, € R mit a = gd + r r =0 oder N(r) < N(d).

Nun ist aber r = a — gd € I, also N(r) < N(d) unmoglich.

Also 7 = 0 und somit a = qd €< d >. O
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Teilbarkeit

Definition
a,be R;b#0
(1) b teilt a; bla (Bezeichnung), wenn ein z € R existiert mit a = bz.
(77) d € R ist ein ggT von a und b, falls
(a) d|a und d|b, und fiir d’ € R gilt:
(b) d'|a und d'|b impliziert d'|d.

Bemerkungen
(1) bla genau dann, wenn a €< b > genau dann, wenn < a >C< b >

(7i) d ist ggT von a,b genau dann, wenn < a,b >C< d > und aus < a,b >C< d' > folgt
<d>C<d > (fur alle d' € R).

Wir bekommen damit eine hinreichende Bedingung fiir die 3% eines ggT:
Proposition 2

Ist < a,b > ein Hauptideal, i.e. < a,b >=< d >, dann ist d ein ggT von a und b.

Definition

x,y € R sind assoziiert, falls ein u € R* exisitert mit xu = y.

Proposition (Eindeutigkeit bis auf Einheiten)
Sei R integer, d,d’ € R und a,b € R.
Es gilt: < d >=< d' > genau dann, wenn d’ = ud mit uv € R*.

Insbesondere alle ggT von a, b sind zueinander assoziiert.

Beweis

‘e d=udsd=du"'mitue R*. Alsod =ud = d €< d>=><d >C<d>
und umgekehrt aus d = d'u~! folgt auch < d >C< d' >.

“=7 Seien d,d # 0 und < d >=< d' >. Also
dJreR : d=uxd
JyeR : d=uyd
R integer und d # 0 impliziert 1 — zy = 0, also zy = 1. O

=d=uaydie d(1—zy)=0
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Eine wichtige Eigenschaft von E.R. ist der
Algorithmus zum Berechnen von ggT:
Seien a,b € R,b# 0

a = qob + 7,

b = Q7o + n

To = Q27 + 7

n—2 = (nTn-1 + o T 7A 0
T"n—1 = {4n+1Tn

g\f(b) > N(rg) >---> N(rp_1) > N(r,) >0

/

~
endlich viele Schritte im Abstieg !

Wir fassen zusammen:
Satz
Sei R € D;a,b € R # 0und d = r, (wie oben), so ist

(1) d ein ggT von a und b
(2) d = ax + by fiir geeignete x,y € R.

Hauptidealbereiche

Definition
Ein Hauptidealbereich ist ein Integritatsbereich, in dem jedes Ideal ein Hauptideal ist.
Abkiirzung: H.I.R.

Proposition 4

Sei R ein Hauptidealbereich, a,b # 0,a,b € R und d ein Erzeuger von < a,b >. Es gelten:
(1) dist ggT von a,b
(2) dz,y € R mit d = ax + by
(3) d ist (bis auf Einheiten) eindeutig.

Beweis

Siehe Proposition 2 O
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Proposition 5

Jedes Primideal in einem Hauptidealbereich ist auch maximal.

Beweis

Sei < p ># {0} Primideal und M D< p > M maximal (wir wissen M existiert!). Nun ist auch
M =< m > ein Hauptideal; p €< m > also existiert r € R mit p = rm.

Aber < p > prim = r €< p > oder m €< p >.

LRl me<p>==<m>C<p>=<p>=M

2. Fall: r e<p>=1r =ps=p=1rm=psm oder sm = 1.

Somit ist aber m € R*. Das widerspricht, dass M maximal (also echt) ist. O

Beispiele

(1) Alle Ideale in Z sind Hauptideale nZ und nZ ist maximal genau dann, wenn n = p eine

Primzahl ist.

(2) Z[z] ist kein Hauptidealbereich, weil < x > prim, aber nicht maximal ist.

Wir verallgemeinern: Sei R integer. Es gilt:
Korollar

R]x] ist ein Hauptidealbereich genau dann, wenn R ein Korper ist.

Beweis
“<" R ist ein Korper = R[z] ist E.R. = R[z] ist H.L.R.
“=” R[x]/ <z >= R, < x > Primideal.

Nun R[z] Hauptidealbereich =< x > maximales Ideal = R[z|/ < x > ist ein Korper. O
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Definition

Sei R integer.
(1) 0 # p € R ist Primelement, wenn < p > Primideal ist

(fiir alle a,b € R : plab = p|a oder pl|b).

(2) 0#7r € R; r g R* ist irreduzible in R, wenn fiir alle a,b € R:r = ab= a € R*
oder b € R*. Sonst ist r reduzible.

Proposition 1

Sei R integer und p € R. p ist Primelement = p ist irreduzible.

Beweis

Sei < p ># {0} Primideal. Also ist p & R*.

Seip=abjab e<p>=a€<p>oderbe<p>.

1. Fall: a €< p>=a=pr=p=prboder p(1 —rb) =0=1=rb; also b € R*.

2. Fall: Analog. O

Proposition 2

Sei R Hauptidealbereich, p € R irreduzible = p ist Primelement.

Beweis
Sei p & R*;p # 0, p irreduzible.
Sei M <1 R mit < p > C M. Nun existiert ein m € R mit M =< m >.

Jr: p =rm und p irreduzible, also

1. Fall 2. Fall
re R oder m € R*
|3 A2
<p>=<m > <m>=R

Also < p > ist maximal, insbesondere Primideal. 0
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Definition

Sei R integer. R ist faktoriell, wenn
(1) Fiir alle 0 # r € R\ R* existiert p1,...,p, € R irreduzibel: r = p; - - p, (1)

(2) Diese Darstellung ist eindeutig bis auf die Reihenfolge und Assoziiertheit.
(D.h. wenn auch r = ¢y - - - ¢, mit @y, . .., gy irreduzible, dann ist m =n

und Vi3 jund u; € R* : u;p; = gj.)
Ist R faktoriell und r # 0 beliebiges Element, so hat r also eine Darstellung
r= kg
mit u € R*,e; € Ny und p; irreduzible. mit p; # p; fiir i # j.

Proposition 3

Sei R faktoriell und p € R irreduzible = p ist Primelement.

Beweis
Sei 0 # p, p € R\ R* irreduzible und a,b € R mit p|ab.
Nun ist plab = ab = pc fir ein ¢ € R (%)

Schreibe a und b wie in ().
Aus (%) und Eindeutigkeit in (}) folgt: p ist assoziiert mit einem der irreduziblen Faktoren in
der Darstellung von a oder von b.

Ohne Einschriankung sei es a. Also a = (up)py - - pn;u € R*,p; € R und damit p)a. O

Proposition 4

Sei R faktoriell, 0 # a und b € R.

a=upi---py (1)

b=l ()

u,v € R*,p; irreduzible (Prim), p; # p; fiir i # j,e; f; € No.
Setze d := p;nm(el’fl) oo pintendn) (1)

Dann ist d ein gg'T' von a und b.

Beweis
Aus (1), () und (}) ist klar, dass d|a und d|b. Sei d’ € R, d’|a und d'|b. Schreibe

g1

d =wvg]" - q7".

fir alle i ¢;|d’ = ¢;|la und ¢;|b. Also fiir alle ¢ existiert ein j: ¢;|p;, so dass p; = w;¢; mit u; € R*.
Also {p1,...,pn} 2 {w1qu, ..., Unqn}. Analog zeigt man g, < min(es, f¢). Also d'|d. O
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Satz
Sei R ein Hauptidealbereich, dann is R faktoriell.

Beweis

Sei 0 # r € R\ R*. Wir wollen eine Darstellung (t) erreichen.

Ist r irreduzibel, dann ist das Ziel erreicht. Sonst zerlege r = ryry, 11 € R* und ro & R*.

Sind 7y, ro irreduzibel, dann ist das Ziel erreicht. Sonst zerlege r1 = r11712, usw.

Wir wollen zeigen, dass diese Prozedur nach endlich vielen Schritten anhéalt, sonst bekommen

wir eine unendliche (strikte) fiir die Inklusion ansteigende Folge von Idealen:

<r>C<r >C<rp>C---CR

Behauptung

Wir zeigen nun, dass dieses in einem Hauptidealbereich nicht der Fall sein kann.
Seialso [; < Rmit I; CI, C--- CR.

Setze I :=J;2, I; < R. Da R ein Hauptidealbereich, existiert a € R mit [ =< a >.
Nunael=39neN:ael, Also I, CI=<a>C I, und somit [ = I,,.

Damit ist die Behauptung bewiesen.

Wir haben also die 32 einer Darstellung (1) gezeigt. Die Aussage iiber die Eindeutigkeit erfolgt
per Induktion iiber n in der Darstellung r = p;---p, (genau so wie in Lineare Algebra II,
Vorlesung 5 vom 30.04.2012). O
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Kérper ¢ Euklidische Bereiche & Hauptidealbereiche & Faktorielle Bereiche ¢ Integritétsbereiche

Konvention

deg von Nullpolynom ist = 0.

Proposition 1 (Zusammenfassung)

Sei R integer und p,q € R|x]. Es gelten:

L. degp(z)q(z) = degp(x) + deg q(z)

2. (R[z])* = R*

3. Rlx] ist integer

4. R[z] ist E.R. & R ist Korper

5. Quot (R[z]) := F(z) :={% | p,q € R[z],q # 0} ist Kérper, wobei I := Quot (R).
Bemerkung

Sei I < R. Dann ist I[z] :=< I > <R[z] = {f(z) € R[z] | f(z) =_ a;z" mit a; € I}

Proposition 2

Rlz]/I[z] = (R/1)[x]

Beweis

@

Rlz]  — (R/I)[x]

ist ein Ringhomomorphismus; surjektiv; ker ¢ = I[z]. U
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Korollar

P ist Primideal in R = P[z] ist Primideal in R][z].

Exkurs

Lemma 1

Rlxy,...,x,) = R[x1, 20, ..., p_1][my].

Notation = {p(x1,...,2,)|p € Rlx1,...,z,)}.

Seite 22

Also: Polynome in den Variablen x4, ...z, werden folgendermaflen definiert:

Es ist eine endliche Sumem von Monomen.

m(xy,...,x,) =azi ...zl
= a 2¢
Notation (1, ) =
(dy,...,d,) =

e d; ist der Grad von z; in m(x)

=1

a€R
diENO

X
deN;

|d| := Zdi ist der Grad von m(z) degm(zx) := |d|

o degp(xy,...,x,) ist der grofite Grad von seinen Monomen.

Die Summe aller Monomen von p(z, ...

,x,) vom Grad k heifit die ho-

mogene Komponente von p vom Grad k.

pP=po+p1+

Wenn deg p = d, so 148t sich p eindeutig als Summe

...+pd

beschreiben, wobei p, die homogene Komponente vom Grad k ist fiir

0 <k <d (und py = 0 vorkommen kann ).

R|x] ist faktoriell = R ist faktoriell.

Beweis

(Rlz])* = R* (%)
Sei 0 # r € R\ R*. r ist das Produkt vom Irreduziblen in R[z]| und diese (deg Bedingungen)
miissen deg = 0 haben, d.h. sind Elemente aus R. Beachte ferner, dass r € R irreduzible in
R[x] = irreduzible in R, sonst r = ab; a,b € R\ R*. Aber wegen (x): r = ab;a,b € R[z]\ (R]x])*

- Widerspruch.

O

Fiir die Umkehrung von Lemma 1 brauchen wir ein Hilfslemma.
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Lemma von Gauf

Sei R faktoriell und p(x) € R[x]. Wenn p(x) reduzibel in Fx] ist, (wobei F' := Quot (R)), so
ist p(x) reduzibel in R[z].

Das heifit: Wenn p(z) = A(z)B(x) mit A,B € Flz],degA > 1,degB > 1, dann gibt es
0#7,0#s € F mit

<
s

—

=
I

()

) } € R[x] dega(x) > 1,degb(x) > 1

w
se
O
I
> Q
5

und p(x) = a(z)b(x) € R|x].

Beweis

p(z) = Az) B(z)
) )

R[X] Flz]  Flx]

Die Koeffizienten von A, B sind aus der Form Z mit r;,0 # s; € R. Wir multiplizieren A, B

jeweils mit den gemeinsamen Nennern seiner Koeffizienten und bekommen eine Gleichung der

Form
dp(x) = d(z) V(x)
0 0 0 mit d € R,d # 0;dega’(x) > 1,degt/(z) > 1;d',0’ € Rlx]. (%)

deR € Rlx] € R|x]
und o' () = aA(x), b/ (x) = BB(z); o, 5 € F.
1. Fall: d € R* v

2. Fall: d € R\ R*
So schreibe d = py - - - p,,, p; ist irreduzibel in R.

e p, irreduzibel = I =< p; > ist Primideal in R und d € [
(also ist auch [[z] = p;R[x] Primideal).

e (R/ < p; >)[z] ist integer.

(*) reduziere mod < p; >. Wir bekommen 0 = o/(x)V/(x) in (R/ < p; >)[z]. Also ist ohne

Einschrankung a/(z) = 0, das heifit alle Koeffizienten von a/(z) liegen in < p; > sind also durch
p1 teilbar in R. So hat man a”(x) := pila/(:v) € R[z],dega”’(x) > 1 mit pil € F, das heifit wir

kénnen die Gleichung (*) um p; kiirzen und bekommen eine neue Gleichung
d'p(x) = d"(z)V"(x) in Rx].

Aber nun hat d’ einen irreduziblen Faktor weniger, i.e. d' = py---p,.
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Wiederholung mit ps, ..., mit p, (gleiche Argumente) ergibt eine Gleichung schliellich aus der
Form

plr) = a(x)b(z)  a(x)b(z) € Rlz]

mit  a(x) = dd(z) o, 0 #0
b(z) = p['V(x) o,f e F

d.h. = 'A
al@) ac’A(z) mit o’ € F'und 5p' € F. O
b(z) = BB B(x)

Korollar .

Sei R faktoriell, F' := Quot (R);degp > 1, wobei Zaixi =: p(z) € R[z] mit ggT von

i=0
{ag,...,a,} = 1.

Dann ist p(z) in R[z] irreduzibel genau dann, wenn p(z) in F|z] irreduzibel. Insbesondere ist

p(z) € R[z] normiert und in R|z] irreduzibel, so ist p(z) in F[x] irreduzibel.

Beweis

GL ergibt: Ist p(z) in F[z] reduzibel, so ist p(z) in R[z| reduzibel. Umgekehrt ist p(z) in R|x]
reduzibel, dann ist p(xz) = a(z)b(z), wobei a(x),b(z) € R[z] \ R (sonst wire der ggT der Koef-
fizient von p(x) in R ungleich 1).

Das heifit p(x) = a(z)b(x) fir a(z),b(z) € Rz],dega(z) > 1,degb(x) > 1. Insbesondere
p(z) = a(x)b(x) fir a(x),b(z) € Flz],dega(x) > 1,degb(z) > 1, das heiit p(z) ist in F[z]
reduzibel. O
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Terminology English/German

Unique factorization domain - faktorieller Ring
Field - Korper

Field of fractions - Quotientenkorper

Principal ideal domain - Hauptidealbereich
Field extension - Koérpererweiterung

Prime subfield of a field - Primkorper eines Korpers
UFD’s and irreducible polynomials over integral domains

From the last lecture we have the following lemma and corollary:

Lemma 2.1 (Gauss’ lemma)

Let R be a unique factorization domain (in German faktorieller Ring) with field of fractions
F and p(x) € R[z]. If p(z) = A(x)B(z) for some non-constant polynomials A(x), B(z) € F|x]
then there exist r,s € F such that rA(x) = a(z) and sB(z) = b(x) are both in R[z] and
p(x) = a(z)b(x).

Corollary 2.2

Let R be unique factorization domain with field of fractions F' (in German: Quotientenkorper)
and let p(z) € R[z]. Suppose that the greatest common divisor of the coefficients of p(x) is 1.
Then p(x) is irreducible in R[z] if and only if it is irreducible in F[z]. In particular, if p(z) is a

monic polynomial that is irreducible in R[z] then p(x) is irreducible in F[z].

Theorem 2.3

A ring R is a unique factorization domain if and only if R[z] is a unique factorization domain.

Proof

The reserve direction was covered in the last lecture. Suppose R is a UFD (unique factorization
domain). F is the field of fractions of R and p(z) € R[z] is non-zero.

Let d be the greatest common divisor of the coefficients of p(z) (NOTE: The greatest common
divisor exists because R is a UFD.) and write p(z) = dg(x). The greatest common divisor of the
coefficients of ¢ is 1. Since R is a UFD, d can be factored in R into irreducibles and irreducibles
in R remain irreducible in R[x] (this is simply because if d € R\{0} and d = a(z)b(x) then
deg(a(x)) = deg(b(x)) = 0; so a(x),b(x) € R).
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We now attempt to write ¢(x) as a product of irreducibles in R[z|. Since F[x] is a UFD, there
exist ¢1(z), 2(x), ..., q.(z) € Flx] irreducible in F[z]| such that ¢(z) = ¢i(z) - gn(x). Gauss’
lemma means we may assume these factors are in R[z]. Since the greatest common divisor of
the coefficients of ¢(z) is 1, the greatest common divisor of the coefficients of each of the ¢;s is
also 1. Thus by corollary 2.2 each of these factors is irreducible in R[z]. Thus we can write p as

a product of irreducible elements in R|x]:

dy--- qu1($) . qn(x)

where d = d; - - - d,,, and each d; is irreducible in R.
It remains to show that this factorization is unique up to ordering and multiplication by units.
This is in Ubungsblatt. 0

Corollary 2.4
If Ris a UFD then so is R[xy,...,z,)].

Proof

Use induction on n. O

We will give two methods for testing the irreducibility of a polynomial over an integral domain.
Proposition 2.5

Let I be a prime ideal of an integral domain (in German: Integritdtsbereich) R and let p(x)
be a non-constant monic (in German: normiertes) polynomial in R[z]. If the image of p(x)
in (R/I)[x] can’t be factored in (R/I)[z] into two polynomials of smaller degree, then p(z) is

irreducible.

Proof

Suppose p(z) is non constant, monic and reducible. Then p(z) = a(z)b(x) € R[x] with a(x), b(x)
non-constant (if either a(x) or b(z) were constant then would be a unit, since p(x) is monic).
We may assume that a(x) and b(x) are monic since p(x) is monic.

Let p(x),a(z) and b(z) be the images of p(z), a(x) and b(z) in (R/I)[x]. Then p(z) = a(x)b(x)
and since a(x) and b(z) are monic and non-constant, @(x) and b(z) are non-constant and monic.

By comparing degrees @(zx) and b(z) are polynomials of smaller degree than p(x). O

The most common application of this result is to prove that a polynomial over Z is irreducible.
For instance consider the polynomial X* + 9X?3 + 10X? + 22X + 1 € Z[X].

Its image in Zy[X] is X* + X3 + 1. It is clear that this polynomial does not have a root in
Zs (check 0 and 1). Thus if it were reducible, it must factor as a product of two irreducible
polynomials in Zs[z] of degree 2. If p(x) € Zy[X] is irreducible of degree 2 then its leading term
is 1 and its constant term is also 1 since 0 is not a root. The polynomial X? + 1 has root 1.
Therefore, there is only one irreducible polynomial of degree 2 in Zy[X]. That is X? + X + 1
(check it has no roots). But (X? + X +1)* = X? 4+ X? + 1. So X* + X? + 1 is irreducible over
Zs. Thus X* 4+ 9X3 +10X? + 22X + 1 is irreducible over Z.
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Unfortunately this does not always work.

Proposition 2.6 (Eisenstein’s Criterion)
Let p be a prime ideal of an integral domain R,n > 1 and let f(z) = 2" +a, 12" ' +.. .+a;x+ag

be a polynomial in R[z]. Suppose a,,_1,...,a9 € p and ag & p?. Then f(z) is irreducible in R[z].

Proof

Claim: If a(z), b(x) are non-constant polynomials over an integral domain R with a(z)b(z) =
and n > 0 then b(0) = a(0) = 0.

Proof of claim: Since R is an integral domain either a(0) = 0 or 5(0) = 0. Suppose a(0) = 0.
Let F; = Quot (R) and m be maximal such that a(z) = 2z™d/(z) for some d'(x) € Flz].
Thus @'(0) # 0. So now a'(x)b(xz) = z"~™. Since b(z) is non-constant n — m > 0. Therefore
a’(0)b(0) = 0. So b(0) = 0. So we have proved the claim.

Suppose f(z) = a(z)b(x) in R[z] where a(x) and b(z) are non-constant polynomials. It is easy

n

to see that the constant term of f(z) is the product of the constant term of a(x) and the
constant term of b(x).

Let f(x),a(z), b(z) be the images of f(z), a(x) and b(x) in (R/p)[z]. Then 2" = f(x) = a(z)b(x).
Thus @(0) = b(0) = 0 since R/p is an integral domain. But this means that the constant terms

of a(x) and b(z) are in p. Thus the constant term of f(x) is in p? contradicting our assumptions.
Therefore f(z) is irreducible. O

Corollary 2.7

Let p be a prime in Z, n > 1 and let f(x) := 2" + a,_12" ' + ... + ag € Z[x]. Suppose that p
divides a; for all 0 <7 < n —1 but p? does not divide ag. Then f(z) is irreducible in both Z[z]
and Qlz].

Proof
Apply Eisenstein at the prime ideal (p). O

The polynomial X° + 10X* + 25X2 + 35 € Z[X] is irreducible by Eisenstein’s theorem applied
at 5.

Extra example

Consider the polynomial f(X) := X%+ 1 € Z[z]. We can’t apply Eisenstein’s theorem directly.
Let g(X) = f(X +1). So g(X) = X* +4X3 +6X? +4X + 2. Now, by Eisenstein applied at 2,
g(x) is irreducible and if f could be factored as a product of non-constant polynomials then so

could g. Thus f is irreducible.
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Fields

A reminder from linear algebra:

Definition 3.1

The characteristic of a field F', denoted char (F') is the smallest strictly positive integer n such
that n - 1z = 0. If such an integer does not exist we say the characteristic is zero.

Note that the characteristic of a field will always be zero or a prime. (Check you know why?)

Definition 3.2
The prime subfield (Primkérper eines Korpers) of a field F' is the smallest subfield of F. Note
that the prime subfield is always Q (when F' has characteristic zero) or F,, (when F' has positive

characteristic p).

Note that a field of characteristic p may well have infinitely many elements. For example con-
sider the field of fractions of F,[z].

Definiton 3.3

If K is a field containing a subfield F' then K is called an extension field (in German: Kérpererweiterung)
of F', denoted K/F. We refer to F' as the base field (in German: Grundkorper).

If K/F is a field extension, then the multiplication defined in K makes K as a vector space

over F'.

The degree of a field extension (Grad einer Korpererweiterung) K/F, denoted [K : F|, is the
dimension of K as a vector space over F. The extension is called finite if [K : F] is finite and

is called infinite otherwise.

Examples
The field extension C/R has degree 2. Every element of C can be written as a linear combina-
tion of 1 and 7 and if a + b = 0 then a® + b* = (a + bi)(a — bi) = 0; s0 a =b=0. So 1, are a

basis for C as a vector space over R.

Remark 3.4

A homomorphism of fields is always injective.

Proof
Let ¢ : F — K be a homomorphism between fields F' and K. The kernel of ¢ is an ideal of F'.
The only ideals of F' are {0} and F. Since p(1r) = 1x # 0,ker p = 0. So ¢ is injective. U

Theorem 3.5
Let F be a field and p(z) € F[z] be irreducible. There exists a field extension K of F' in which
p(z) has a root.
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Proof

consider the quotient F|x]/ < p(z) >. Since p(z) is irreducible and F[z] is a PID (Hauptideal-
bereich), the ideal generated by p(z) is maximal. Therefore F[z|/ < p(z) > is a field.

Let ¢ : Flz] — F[z]/ < p(x) > be the canonical homomorphism. The restriction of ¢ to F'is a
homomorphism of fields and thus is injective. Thus F' is isomorphic to its image ¢(F') in F[z].
We may now identify F' with its image in F[z]/ < p(x) >.

This is a subtle point: what does it mean to identify F' with its image in F[z]/ < p(z) >7

If ¢ : FF — K is a homomorphism of fields (with K and F' disjoint as sets) we simply relabel
each element ¢(f) for f € F as f. We can do this because 1 is injective; i.e. if ¥(f) = ¥(g)
then f = g. Now F as a set is a subset of K. Because v is a homomorphism ¢(0) = 0,9 (1) =1
and for all f,ge F, f+g=1vy(f)+¢(g) and f-g=11(f) 1¥(g). Thus F is also a subfield of K.

Back to the proof: Let T be the image of z in F[z|/ < p(x) >. We now have that p(Z) = p(x)

since ¢ is a homomorphism. But p(z) €< p(x) >, so p(x) = 0. Thus 7 is a root of the polyno-
mial p(z) in K. O
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9. Script zur Vorlesung: Algebra (B III)
Prof. Dr. Salma Kuhlmann, Gabriel Lehéricy, Simon Miiller
WS 2016/2017: 25. November 2016

Satz 1
Sei p(z) € F[z] irreduzibel; deg p(x) =n,n € N.
Es gilt [K : F] = n, wobeil K := F[z|/ < p(x) >.

Beweis
Setze T := 0. Wir behaupten O := {1,0,6%,... 6"} ist eine F-Basis fiir K.
e Sei a(z) € Flx]. Schreibe a(x) = q(z)p(x) + r(x) mit r(z) = 0 oder degr(z) < n.
Also a(x)+ < p(z) >=r(z)+ < p(x) >,
d.h. a(x) = r(x)
I
d.-h. a@ = r[@

Schreibe 7(x) =Y a;2',a; € F, i.e. a(x) =:7(0), also K 3 a(x) € span O.

i=

[e=]

e O ist linear unabhéngig {iber F': Seien by, ...,b,_1 € F mit > b;60° = 0.

Setze b(z) := > bz’ Esist: 0 = b(0) = b(x). Also b(x) €< p(x) > und deg b(x) < deg p(x)

und damit muss b(z) = 0 das Nullpolynom sein, i.e. b; =0 fir alle: =0,...,n—1. O

Bemerkung

K = {a(0),a(x) € Flz],dega(z) < n} mit a(f) + b(d) = (a + b)(0) fir alle a(zx),b(x) € F|x]
und a(0)b(0) = r(0) (wobei degr(z) < n;r(x) € Flz] der Rest in E.A. ist; a(x)b(z) =
q(2)p(x) + r(x)).

Definition
(1) Sei K/F eine Korpererweiterung; S C K.

Notation: F'(S) = der kleinste Unterkérper von K, der F'|JS enthdlt = ({L | L C
K Unterkérper ; L O F|JS}.
F(S) heiit der Korper der von S iber F erzeugt ist.

(2) Wenn S = {aq,...,a,} endlich ist, schreiben wir L = F(ay,...,q,) und sagen: L ist

endlich erzeugt tiber F.

(3) Wenn S = {a} heiBt L = F(a) eine einfache Erweiterung und a heiit ein primitives

Element fur die Kérpererweiterung L/ F.
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Satz 2
Sei p(z) € F[z] irreduzibel; o € K/F eine Nullstelle. Es ist: F(a) ~ F[z]/ < p(z) >.

Beweis

Betrachte
p: Flz]/ <plx)> — Fla)CK

a(z)+ < p(x) > — ala)
e Esist ¢ [p=Id [p (i.e. p(r) =r fiir alle r € F') und ¢(T) = a.

e ¢ ist wohldefiniert: a(z) = b(z) mod < p(x) >& a(zr) — b(x) = p(x)q(x). Also a(a) —
b(a) = 0 und damit a(«a) = b(a).

e v #0 (eg p [p= Id [r), also ¢ ist ein injektiver Ringhomomorphismus und damit ist
¢ : Flz]/ < p(z) >~ Bi(p) C F(a) C K ein Unterkorper. Also ist Bi(y) ein Unterkorper
von K und enthélt F'(J{a} und somit ist F(«) C Bi(p). Also Bi(p) = F(a). O

Korollar 1
K/F ist eine Korpererweiterung; a € K ist Nullstelle vom irreduziblen p(z) € F[z];degp = n.
Esist F(«a) = {a(a) | a(z) € Flz];dega(z) < n}.

a,p € K/F;p(x) € Flz] ist irreduzibel mit p(«a) = p(B) = 0.
Es ist F(a) ~ Flz]/ < p(x) >~ F(5).

Allgemeiner betrachten wir folgenden Ansatz:
?
Fla) --» F'(B)

| |
F = F
o

Satz 3

Seien F, I’ Kérper. ¢ : F' = F’ und p(z) € F|x] irreduzibel.

Setze p(z) = Y a;z" und p'(z) := > p(a;)r’ (Anwendung von ¢ auf Koeffizienten). Dann ist
p'(z) € F'[z] irreduzibel.

Sei a € K/F mit p(a) =0und g € K'/F' mit p'(#) = 0. Dann 148t sich ¢ zu einer Isomorphie
¢ fortsetzen

¢ Fla) = F(f)

P lr=¢ uwd ¢(a)=F
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Beweis

(1) p'(z) ist irreduzibel, weil eine Faktorisierung p/(x) = o' (x)b'(z) mit dega’(x) > 1,deg ' (x) >

1,d'(z),V(x) € F'[x] eine Faktorisierung (durch Anwendung von ¢!

p(z)
deg(

auf Koeffizienten)
= a"(x)V"(x) von p(x) in F[z] induziert, mit
a’(r)) = 1,deg(b"(z)) = 1;a"(2),b"(x) € Flz].

=

(2) Flz] ~ F'lx] und < p(z) >~< p'(z) > (durch Anwendung von ¢ auf Koeffizienten). Also
F(a) ~ Flz]/ < p(z) >~ F'z]/ < p'(z) >~ F(p). O
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10. Script zur Vorlesung: Algebra (B III)
Prof. Dr. Salma Kuhlmann, Gabriel Lehéricy, Simon Miiller

WS 2016/2017: 29. November 2016

Definition

(1) € K/F ist algebraisch iber F' (alg/F), wenn es ein Polynom 0 # f(z) € F[x] gibt mit
fla) =0.

(2) Wenn « nicht algebraisch ist, dann heifit a transzendent iiber F.

(3) Die Korpererweiterung K /F heifit algebraisch, falls fiir alle & € K: « ist algebraisch iiber
F.

Proposition 1

Sei o alg /F. Es gibt ein eindeutiges normiertes irreduzibles Polynom m, p(z) € F|x], so dass

(i) mqr(a) =0.

(17) Ist f(a) =0 fiir ein f € F[z], dann teilt m, p(2) das Polynom f(z) in F[z].

Beweis

e Setze m(x) := mq p(z) := normiertes Polynom vom minimalem deg, so dass m(a) =
Sei f(x) € Flx], schreibe f(z) = q(z)m(z) + r(z),degr(x) < degm(z) oder r(z)
Wir sehen 0 = f(a) < r(a) = 0. Die Minimalitét vom degm(x) impliziert r(z) = 0, also

m(z)|f(x).

e Ist m/(x) normiert vom minimalem deg mit m/(a)) = 0, dann gilt wie oben m/(«a)|m(«),

aber auch m(a)|m’(a), m(a), m'(«) normiert = m’(z) = m(x). O

Bemerkung
Vergleiche mit 13. Vorlesung “Lineare Algebra II” vom 1. Juni 2012:
Das Minimal-Polynom von T in F[z] ist der eindeutige normierte Erzeuger vom Annihilator-

Ideal von T
Ar = {f € F[z]|f(T) = 0}.
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Definition

meq p(z) heiBt das Minimal-Polynom von « iiber F. Wir schreiben m(x), wenn klar.

Proposition 2
Sei a € K/F algebraisch iiber F'. Es ist [F(«) : F] = deg mqy p(2).

Beweis
F(o) ~ Flz]/ < m(z) > O

Terminologie
dega/F := degmq, p(v) = deg F(a)/F.

Bemerkung
(1) LODKDF,a€ L, alg /JF — « alg /K und es gilt
(2) Mok (x) teilt my p(z) in K|x], insbesondere
(3) degmg i (z) < degmq p(z). Es gilt ferner

(4) Mo,k (x) = Mg r(x) genau dann, wenn m, g(x) irreduzibel bleibt in K[z]. Wir haben aus
3.

(5) [K(0): K] < [F(a) : F]
Firae L alg /JF C K C L:

(@)

...--'P{
Grag
"

5
IV

}HC‘I'H

Wir zeigen nun die Umkehrung von Proposition 2.

(Erinnerung: K/F ist endlich, wenn [K : F] < oo, sonst unendlich.)
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Proposition 3
Sei a € K/F, so dass [F(a) : F] < co. Dann ist « algebraisch iiber F'.

Beweis
Sei [F(a) : F] = n, dann sind F(a) 3 1,a,a?,...,a" linear abhingig iiber F. Also existieren
b, € F nicht alle gleich 0, so dass Zbiof = 0. Setze f(z) := > ba' € Flz];# 0. Dann gilt

1=0

fla) =0;a alg /F. O

Bemerkung

x € F(z) ist transzendent iiber F' (weil f(z) = 0 < f = 0 das Nullpolynom ist). Wir sehen, dass
F(z)/F eine endlich erzeugte (eigentlich eine einfache) Erweiterung ist, aber [F(x) : F| = oo.
Also i.a.: K/F endlich erzeugt # K/F endlich.

Korollar
K/F ist endlich = K/F algebraisch.

Beweis
Sei a € K. Esist [F(«a) : F| < [K : F] < oo, also ist « algebraisch iiber F. O

Satz 1
FCKCL Esgilt [L:F]=][L:K]K : F|. (Also insbesondere ist L/F unendlich genau
dann, wenn L/K oder K/F unendlich sind.)

Beweis
Zunidchst nehmen wir an: [L : K] = m mit {aq,...,a,} Basis fir L/K; [K : F] = n mit
{P1,...,Pn} Basis fir K/F. Ein Element A aus L ist also aus der Form A\ = Zaiai mit

a; € K. (*)
Schreibe a; = » _ by;3; mit by € F (%)
J
~ Einsetzen von (x%) in (*) ergibt A = szj%ﬂj- (% * %)
1,]

Also ist span p{a;f; | i = 1,...,m,j5 = 1,...,n} = L. Wir zeigen, dass diese Menge auch

F-linear unabhéngig ist.

Sel also Z bijOéiﬂj =0 fur bij e F. ('I')
2%
Setze q; 1= Z b;;8; € K und schreibe (), also Z a;c; = 0. Nun ist o; linear unabhéngig iiber
j i

K = a; = 0 fiir alle 7, also Zbijﬁj = 0 fiir alle 7.

j
Nun ist §; linear unabhéngig {iber /' = b;; = 0 fiir alle j. OJ


Ute
Rechteck


Vorlesung "Algebra (Blll)" - Wintersemester 2016/2017 Seite 36

Wir haben gezeigt: [L : F| = co = [L : K] = 0o oder [K : F| = 0.

Sei nun [K : F] unendlich, dann ist auch [L : F] unendlich, weil K ein F-Unterraum von L ist.
Sei nun [L : K| = oo, dann ist a fortiori [L : F] = oo (Af,...,As sind K linear unabhéngig
— A1,..., A sind F-linear unabhéngig).

Korollar
Sei L/K/F und L/F endlich. Es gilt [K : F||[L : F].

Wir haben bisher gezeigt, dass « algebraisch iiber F ist < [F(a) : F] < co. Wir sind nun in

der Lage dieses fiir F'(ay, ..., q,) zu verallgmeinern.

Bemerkung
F(ag,az) = F(a1)(az) € K (folgt unmittelbar aus der Definition von F(a, as)).

Satz 2
K/F ist endlich & K/F ist endlich erzeugt von alg /F-Elementen.

Beweis

“=" Setze [K : F| = n. Sei {ay,...,a,} die F-Basis von K. Jedes «; ist algebraisch iiber F.
Auflerdem ist K = span p{aq,..., o} C Floyq,...,a,) C K
und damit ist K = F(ay, ..., ).

“<” Sei K = F(aq,...,ag). Sei a; algebraisch iiber F' und deg«a; = n;. Setze F' = Fy und
Fy = Fo(Oéi)- Fiy1 = Fi(OéiH), so K = qu(ak)-

Es ist:
/ E(C(Prl)
F(ain) Fia(on) = K.
Fz‘+1 T
F F
F1 1
Fy=F

Also [Fiyq @ Fj] < njpq. Also (Satz 1) [K : F| = [Fy : Fy_1]---[F1 : Fy] < ny---ng und
damit ist K/F endlich. O
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11. Script zur Vorlesung: Algebra (B III)
Prof. Dr. Salma Kuhlmann, Gabriel Lehéricy, Simon Miiller
WS 2016/2017: 2. Dezember 2016

Erinnerung: FEine Erweiterung K/F ist genau dann endlich, wenn es endlich erzeugt von al-

gebraischen Elementen ist.

Korollar 1
a, f sind algebraisch tiber ' — a £ 3, a8, a/B(f # 0) sind auch algebraisch iiber F.

Beweis
F(a, )/ F ist endlich und a + g, a8,/ € F(a, B) fir g # 0. O

Korollar 2
Sei L/F eine beliebige Korpererweiterung. Die Menge {a € L | « alg /F'} ist ein Unterkorper
von L (und enthélt F').

Definition 1

Dieser Unterkorper heifit der relative algebraische Abschluss von F in L.
Beispiele
(1) C/Q. Q:={z € C | z alg /Q} ist der Kirper der algebraischen Zahlen.
(2) R/Q. Q" := {r € R| r alg /Q} ist der Kérper der reellen algebraischen Zahlen.

Es gilt Q ¢ Cund Q" C R (z.B: m,e € R\Q") . Eigentlich gilt es ferner |Q| = |Q"| = 8, und
C\ Q| = [R\ Q| =2%.

Satz 1
L/K ud K/F = L/F
alg alg alg
Beweis

Sei a € L, k(x) € K[x]; k(a) = 0. Setze k(x) := Zaixi mit a; € K nicht alle Null. Betrachte

i=0

Fy := F(ag,...,a,) und Fi(«a), F} C K, Fi(a) C L;a; alg /F und « alg /F.

Also [Fy : F] < oo und [Fi(a) : Fi| < 0o = [Fi(a) : F] = [Fi(«a) : Fi][F) : F] < oc.
Insbesondere F(«)/F algebraisch und damit « algebraisch iiber F.
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Definition 2
Sei K/K; und K/K, eine Korpererweiterung. KKy = Ki(Ks) = Ky(K;) C K heiit das

Kompositum von Ky und Ky in K.

Lemma
Sei

{ai,...,a,} eine F-Basis von K; und {f,..., 3} eine F-Basis von K5 (ohne Einschriankung
mit g = fy = 1). Es ist spanp{«,;5;/i,j} = K1 K,.

Beweis
Es ist klar, dass spanp{c;3;/i,7} € K;K,. Bemerke, dass K1Ks = F(aq,...,ay,01,...0m).
Weil ay, ..., 01, ... By algebraisch tiber F' sind, gilt auflerdem F'(ay,...,qn, B1,...0m) =

spang (o, ..., ap, B1, ... Bm). Es gilt also:
K1K2 = SpanF(alv s 705717517 s 6m) g SpanF{aiﬁj/iuj} g K1K2 g

Korollar 3

Seien FF C K, Ky C K;[K; : F] := n;[Ky : F] := m. Es gilt [K1K, : F] < nm und
K1 Ky @ F| := mn, falls §; linear unabhéngig iber K; bleiben (oder «; linear unabhéngig
iiber K5 bleiben).

Beweis

Dass [K 1Ky : F| < nm folgt direkt aus dem Lemma. Wir nehmen an, dass ay,...,a, linear
unabhéngig iiber K, sind und wir zeigen, dass die Familie {a;5; | 1 <i <n,1 < j < m} linear
unabhéngig iiber F ist. Seien (v;;);; C F so, dass Z” vijoi3; = 0. Man kann diese Summe um-
schreiben: 3 7 | o (307 v458;) = 0. Fiiralle i € {1,...,n}ist 307" v;;8; € Ka. Nach annahme
muss dann Z;nzl v;jB; = 0 gelten fiir alle i € {1,...,n}. Weil 5y, ..., B, linear unabhéngig iiber

F' sind, muss dann v;; = 0 gelten fiir alle 1, j. O
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Korollar 4
Seien F C Ky, Ky C K mit [K; : F] =n,[Ky: F] =m und ggT (n,m) = 1.
Es gilt [K1 K5 : F| = mn.

Beweis
n | [KlKQ : F]

m | [KlKQZF] }jkgv(n’m)HKleiF]

kgV (n,m) = oy = mn. Also mn < [K1K5 : F] < mn. O
Zerfillungskorper

Definition 3
Sei £ C F[X]. Ein Zerfillungskorper von & ist eine Korpererweiterung K/F, so dass folgendes
gilt:

1. Jedes f € & zerfillt vollsténdig in lineare Faktoren in K[X]

2. K wird von den Nullstellen der Polynome in &£ erzeugt, also
K=F{aeK|3f € &mit f(a) =0})

Definition 4
Sei f € F[X]. Ein Zerfallungskorper von f ist ein Zerfallungskorper der Familie {f}.

Bemerkung

K ist genau dann ein Zerfallungskorper von f, wenn folgendes gilt:

1. f zerfallt vollstéindig in lineare Faktoren in K[X]

2. Fiir alle Korper L mit FF C L C K zerfdllt f in L[X] nicht.

Satz 2
Es gibt einen Zerfallungskorper K/ F fir f(x) tiber F.

Beweis

Per Induktion zeigen wir zunéchst, dass es eine Korpererweiterung E/F gibt, in der f(z)
vollstandig zerféllt.

Setze n = deg f(z). n = 1, F = F'v' Induktionsanfang n > 1.

Sei p(z) ein irreduzibler Faktor von f(z) in F[z] mit degp > 2 (sonst ist wieder £ = F).

Sei a € Ey/F eine Nullstelle von p(z), iiber E; haben wir also

(*) f(z) = (z = ) fi(2)

fi(z) € Eylz];deg fy <n— 1.
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Induktionsanfang fiir f; und E; ergibt eine E/E; und f; zerféllt vollstindig in Efz|. Nun ist
auch a € E. Also zerfillt f wie in (%) vollstandig iiber E.
Setze nun K := ({L/F C L C E; f zerfallt vollstandig in L[z]} O

Definition 5
K/F ist normal, falls
(1) K/F algebraisch ist
(77) und K ein Zerfallungskorper tiber F'

einer Familie von Polynomen f(z) € Flz].

Proposition
Sei deg f = n K/F ein Zerfallungskorper von f iiber F. Es gilt [K : F| < n!

Beweis

Sei ay € Fi/F, oy ist Nullstelle von f. Dann ist [F} : F] < n und f(z) = (z — aq) fi(2),
fi(z) € Flz], deg fy <n —1.

Wiederholung: oy € Fy/Fy, ay ist Nullstelle von fi.

Dann ist [Fy : F1] < n —1 und damit [F; : F] < n(n —1) usw. O

Satz 3 (Eindeutigkeit bis auf Isomorphie)

Sei ¢ : F 5 I’ eine Isomorphie.

f(z) € Fla] ~ f'(x) € F'[z] (deg f > 1).

E ist Zerfallungskorper fiir f iiber F' - E’ ist Zerfallungskorper fiir f” iiber F”.

Dann 148t sich ¢ fortsetzen:

o
E i E’
~ y
F o F

Beweis

Sei deg f := n. Induktion nach n. Wenn f iiber F erfllt, dann zerféllt f’ iiber F’ und o = ¢. Sei
also p(x) ein irreduzibler Faktor von f(z) in F[z] mit degp > 2 und p’ = ¢(p) der entsprechende
Faktor von f'(z) in F'[z].

a € E ist Nullstelle fir p(xz) und g € E’ ist Nullstelle fiir p'(z). Setze Fy := F(a) und
F| .= F'(p).

Aus Satz 3 der 9. Vorlesung folgt, dass ein oy existiert, so dass

B~ L F
i
F——

¥
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Wir haben also den folgenden Ansatz:
o1 . F1 ;> F1/

f(z) = (x — a) fi(x) iber Fy, deg f; < n — 1 und E ist ein Zerfallungskorper von f; iiber F7,
weil £ O Fj und alle Nullstellen von f; und fiir £ 2 L D F} ist es unmdglich, dass L alle
Nullstellen von f; enthélt (sonst enthélt L « und alle Nullstellen von fi, also alle Nullstellen
von f - Widerspruch. Minimalitat von E als ein Zerfallungskérper von f iiber F).

f'(x) = (x — B)fi(x) iber F], deg fi <n — 1 und E’ ist ein Zerfallungskorper von f] iiber F7.
Also haben wir nun den Ansatz fi, F}, o1 mit deg f; <n — 1.

Die Induktionsannahme liefert ein o, so dass

FE ~ £
U
~ /
Fy o1 Fi
Also
E ~ £
o
~ /
Fy o1 Fi
F—= '
% F
Korollar

Ein Zerfillungskorper von f € F[z] iiber F' ist bis Isomorphie auf F' eindeutig.

Beweis

Seien K und K’ Zerfallungskorper von f iiber F. Es gilt

K—= K’

U

Id
o F=1Id p—F O
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Definition
(a) F/F ist ein algebraischer Abschluss von F, falls
(a) F/F algebraisch ist;

(b) f(z) € F[z] vollstéindig in lineare Faktoren iiber F' zerfillt fiir alle f € F[z].

(b) K heiBt algebraisch abgeschlossen, falls jedes f € K[xz] (deg f > 1) eine Nullstelle in K
hat.

Bemerkung
K ist algebraisch abgeschlossen < f € Klz| (deg f > 1) zerfillt vollstéindig in linearen Fakto-
ren iiber K < K = K.


Ute
Rechteck


Vorlesung "Algebra (Blll)" - Wintersemester 2016/2017 Seite 43

12. Script zur Vorlesung: Algebra (B III)
Prof. Dr. Salma Kuhlmann, Gabriel Lehéricy, Simon Miiller

WS 2016/2017: 6. Dezember 2016

Proposition 1

Sei F ein algebraischer Abschluss von F. Dann ist F' algebraisch abgeschlossen.

Beweis

Sei f(x) € F(z); aist Nullstelle von f(z). Dann ist F/(«)/F algebraisch und F'/F algebraisch.
Also ist auch F(a)/F algebraisch und damit ist auch a/F algebraisch.

Sei Mg p das Minimalpolynom von o/ F, dann zerfillt mq g in F[z] und hat (z — a) als linearen
Faktor. Es folgt o € F. ([l

Sei F' ein beliebiger Korper. Wir zeigen nun:
Satz 1

Es gibt eine algebraische abgeschlossene Korpererweiterung von F'.

Beweis

Setze F' = K. Wir definieren per Induktion nach n € Ny eine ansteigende Folge
KyC--CK; CKjy C---

von der Korpererweiterung, so dass jedes Polynom f € K;_[z] mit deg f > 1 eine Nullstelle in
K; hat. Dann setzen wir K = J Kj.

K/F ist dann eine Korpererweiterung, wenn f(z) € K[z] (deg f > 1), dann existiert ein j mit
f(z) € Kj[z] und f hat eine Nullstelle in K;;; C K. Also ist K algebraisch abgeschlossen.

Und nun zur Induktion:
Fir f(z) € Flz](deg f > 1) seil xy eine neue Variable. Betrachte F[--- ,zy,- -] (Polynomring
in der Variablen x;) und das Ideal I :=< {f(zy); f € Flz]} >.
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Behauptung
I ist echt. Sonst ist

1= glfl(l'fl) + - +gnfn($fn)(*)

mit g; € F[--- ,x¢,---]. Schreibe x; := xy, fiir ¢ = 1,...,n und seien z,41, ..., 2, alle anderen

Variablen, die unter den g¢;’s noch vorkommen. Also ist

L=gi(@1,. .., xm) fi(@) + -+ gnl@r, ..o, 2) fr(20) (%)

eine polynomiale Gleichung.
Sei F'/F eine Korpererweiterung mit a; € F”, Nullstelle fiir f;(x). Durch Einsetzen von «; fiir
r;mit i =1,...,nund O fiir z; mit j =n—1,...,m in (%) muss es immer noch eine Gleichung

ergeben, die nun im Korper F” gelten muss, das heifit 1 = 0 in F’ - Widerspruch.

I ist echt. Sei M maximal. M < F[--- ,xy,---] und I C M. Setze K; := F[--- x4, -]/ M.

K1 /Ko und f € Ko[z] hat eine Nullstelle in K, weil f(z7) = f(zf) =0 (da f(zf) € I).
Wiederhole mit K;/K;_; und setze K = |J K, wie schon erwihnt. O

Korollar 1

3%: Sei K algebraisch abgeschlossen und /' C K. Dann ist der relative algebraische Abschluss
von F in K ein algebraischer Abschluss von F'.

Eindeutigkeit: (Ubungsaufgabe siche Ubungsblatt))

Ein algebraischer Abschluss von F' ist bis auf Isomorphie eindeutig.

Beweis

Per Definition ist F'/F algebraisch. Sei f(x) € F[z] (deg f > 1), da K algebraisch abgeschlossen
ist, K[x] 3 f(z) zerféllt vollstandig in lineare Faktoren (z — «) in K[z]. Aber « ist algebraisch
iiber F und a € K, also a € F. Also zerfillt f(x) in F|z]. O
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Kapitel 2: Separable und inseparable Korpererweiterung

Bemerkung
Sei f(x) € Flx], K/F ein Zerfallungskorper fir f. Also f(z) = (z—a1)" (r—a2)™ - - (x— o)™
in Klz|; n; > 1; oy # ay fiir i # j.

Definition 1
e n,; ist die Vielfachheit der Nullstelle «.

e «; ist eine mehrfache Nullstelle, wenn n; > 1, sonst ist

e «; eine einfache Nullstelle.

Definition 2
(1) f(z) € Flx] (deg f > 1) ist separabel, wenn es nur einfache Nullstellen hat.

(2) f nicht separabel heiit inseparabel.

Definition 3
Df(x) = D(ana™ + -+ + ag) = na,z" ' +--- +a; € Flz].
D : F[z] — F[x] ist ein Ableitungsoperator und erfiillt die Produktregel

Dfg=gDf+ fDy.

Bemerkung
(1) deg Df < deg f immer !
(17) f(x) =P € Flz];p ist Primzahl; Char F' = p. Dann ist f(z) # 0,
aber Df(x) = paP~! = 0.
(i1i) f(z) € Flx] (degf > 1) und Char F' =0 = Df # 0 (weil zum Beispiel na, # 0, falls
a, # 0 ist).

Proposition 2

Sei f(x) € Flx] (deg f > 1). Eine Nullstelle « fiir f(z) ist eine mehrfache Nullstelle genau dann,
wenn « auch eine Nullstelle fiir D f(z) ist. Das heiit, dass die Menge { mehrfache Nullstelle
von f} = { gemeinsame Nullstelle von f und Df} ist.
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Beweis
“=" Sei a eine mehrfache Nullstelle. f(z) = (x — a)"g(x) mit n > 2.

Df(z) =n(z — a)" 'g(z) + (x — @)"Dg(x); n — 1 > 1 = « ist Nullstelle von D f(z).

“<" Sei a eine gemeinsame Nullstelle von f(x) und D f(x).
Schreibe f(x) = (z — a)h(z). (%)
Also ist Df(z) = h(z)+ (x — a)Dh(x). Beim Einsetzen von « fiir z, ergibt das h(a) = 0.
Zuriick in (x) ergibt es f(z) = (z — a)*hy(z).

Bemerkung

Die mehrfachen Nullstellen von f stimmen {iberein mit den gemeinsamen Nullstellen von f und
DF, das heifit mit den Nullstellen von ggT (f, Df).

Beweis
“<” « ist Nullstelle von ggT (f, DF') — « ist Nullstelle von f und Df. Ist klar.

“=" Sei a eine Nullstelle von f und DF € F[z]. Also gilt m, p/f und my /D f und damit
ma.r/ 28T (f, Df) auch. Da o Nullstelle von m,, r, folgt nun « ist Nullstelle von ggT. OJ

Korollar 2
f € Flx] (deg f > 1) normiert ist separabel genau dann, wenn ggT (f, Df) = 1.

Beweis
“<" Folgt aus der Bemerkung.

“=" f separabel = keine gemeinsame Nullstelle mit Df = ggT (f, Df) = 1. 0
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Erinnerung
f(z) € Flz](deg f > 1); « ist eine mehrfache Nullstelle < « ist Nullstelle von
Df(x) & ma.p|f(x) und map|Df(z).

Korollar 1
Sei f(x)(deg f > 1) irreduzibel. Es gilt: f ist inseparabel genau dann, wenn D f = 0.
(Das heifit, dass f eine mehrfache Nullstelle hat < Df = 0).

Beweis
a ist eine mehrfache Nullstelle < m, p gT von f und Df.
Nun ist f irreduzibel = degmg, r = deg f > deg Df. Also my r|Df = Df = 0. O

Beispiel
(1) fla) =" — 2 € F,la]
Df(z)=pa?" 1 —1=-1
D f hat gar keine Nullstelle, also ist f separabel.
(2) f&) = 2" — 1; Df(z) = na""?
Annahme: Char F' = 0 oder Char F' := p { n. Dann ist Df # 0 und hat 0 als einzige
Nullstelle. 0 ist aber keine Nullstelle von f, also ist f separabel und die Gleichung

" —-1=0

hat n paarweise verschiedene Nullstellen. (Sie heiflen die n nte Einzeitswurzel.)

(3) f(z) =2"—1; Char F = p|n; Df(x) =nz"! =0 = f ist inseparabel. O
Korollar 2
Sei Char F' = 0.

(i) Sei f € Flx] irreduzibel (mit deg f > 1). Dann ist f separable. Allgemeiner

(i7) f(x) ist separabel genau dann, wenn f = cllp;(z);0 # ¢ € F;p; # p; fiir i # j, p; ist

irreduzibel normiert.
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Beweis
(1) f£0= Df #0 (weil Char F' = 0).

(73) Verschiedene Irreduzible (normierte) haben keine gemeinsame Nullstelle wegen Eindeu-

tigkeit des Minimal-Polynoms. In der Primfaktorisierung
k

f:CHpi(l‘) pi 7 pj
i=1

haben auflerdem keiner der Faktoren eine mehrfache Nullstelle (folgt aus (7)). Also hat f
keine mehrfache Nullstelle. U

Beispiel
(4)f = 2% —t € Fy(t)[z]. f ist irreduzibel, weil v/t & Fy(t).

Df =0, also ist f irreduzibel, aber inseparabel.

Bemerkung
Sei f(x) = g(aP) € Flz| Char F =p > 0;deg f > 1
i.e. f(l‘) = 'Vm(l‘p)m 4+ -4 ’Yll'p + Y. (*)

Also Df(xz) =0 und f ist inseparabel.
Umgekehrt: f(z) € Flx](deg f > 1) mit Df = 0 muss die Gestalt (x) haben, i.e. f(z) = g(aP)
mit g(x) € F[z].

Proposition 1 (Ubungsaufgabe)
Sei Char F'=p > 0.

Es gelten (a+0bP = a?+b° fir alle a,b € F
(ab)p = aPb?
und p: F = F
a > a?

ist ein injektiver Korper-Homomorphismus (Frobenius).

Korollar 3
F ist endlich = ¢ : F - F
a+— a?

ist auch surjektiv, also ein Automorphismus. Das heifit F = FP := {a?;a € F}.

Beweis
[F ist endlich, also endlich dimensional iiber den Primkérper F, und kann also nicht isomorph

sein zu einem echten Unterraum.
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Proposition 2
Jedes irreduzible Polynom iiber einen endlichen Korper F ist separabel. Ein Polynom f(z) €
Flx](deg f > 1) ist separabel < Produkt von paarweise verschiedenen irreduziblen Polynomen.

(Korollar 2 gilt also auch fiir endliche Kérper.)

Beweis
Sei f € Flz|(deg f > 1); Char F :=p > 0, f irreduzibel.
f inseparabel & Df =0 < f(z) = g(aP).

Berechne:
flz) =g@P) = ap(@”)™ +---4+ a2P +aq
I G S S R o
= (bpa™)P 44 (bz)P + b
= (bpx™ +---4 bx+b)?
Widerspruch. O
Bemerkung

Wichtig war: FP = F.

Definition

Ein Korper F' heif3t perfekt, falls Char F' = 0 oder Char F'=p > 0 und F' = FP.

Proposition 3
Proposition 2 gilt fiir F' perfekt (anstatt F endlich).
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Kapitel 3: Endliche Gruppen

Definition 1
Sei G eine Gruppe. H C G ist eine Untergruppe, falls H eine Gruppe ist (mit der Verkniipfung
von ), das heiBt H # 0;z,y € H =2y € H,x~' € H.

Definition 2
(1) Seien G, H Gruppen. Eine Abbildung ¢ : G — H ist ein Gruppenhomomorphismus, wenn

o(ry) = p(x)p(y) ist fir alle z,y € G.

(7) Ein bijektiver Homomorphismus heifit Isomorphismus.

i der Elemente in G, falls G endlich

oo sonst

Notation: |G| := {
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Definition
(1) G ist eine Gruppe mit z € G.

1 { kleinste n € N mit 2™ = 1 falls vorhanden
x| =

o0 sonst

|z| ist die Ordnung von z, per Konvention |z°) = 1.
(2) H ist zykisch, wenn ein x € H existiert mit
H=<z>={2"|neZ}

und z heifit Erzeuger der Gruppe H (additiv H =< x >= {nx | n € Z}).

Bemerkung

Eine zyklische Gruppe ist abelsch.

Proposition 1
H =<z >=|z| = |H|, das heifit
(1) |[H=n<oofirn €Ny 2" =1und x' # 27 fiiri # j;4,5 € {0,...,n — 1}

(2) |H| = oo genau dann, wenn z‘ # 27 fiir alle 4, j € Ny mit i # j.

Beweis
)z =n<oo,wenn 2 = 27 mit 0 < i< j<n=2"=1mt0<j—4i<n-
Widerspruch.

Sei 2F €<z >k =qn +r mit 0 <r < n, also 2 = 2™+ = (27)92" = 2",

(2) |x] =ocound z' = 27 mit 1 # j = 2/~ = 1. Also |z| < j — i - Widerspruch. O

Proposition 2
Sei G eine Gruppe mit € G und m,n € Z. Es gelten 2" =1 und 2™ =1 = 2?9 =1
fir d = ggT (m,n). Insbesondere ™ = 1 mit m € Z = |z||m.

Beweis
d = mr +ns. Also % = (2™)"(2™)* = 1. Sei nun 2™ = 1. Setze |x| = n. Schreibe m = qn +r

mit 0 <r < n. 2™ = (2")%2" = 2" =1 - Widerspruch. Also r = 0. O
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Proposition 3

Zyklische Gruppen derselben Ordnung sind isomorph.

Beweis
(1) Sei |G| =|H|=n,G =<z >und H =< y >. Betrachte
v: G - H
L S

¢ ist wohldefiniert, weil 2" =2 = 2" * =1=n|r—s=nt = (r — s)

Sy = () =1yt =1=y =y

Es ist klar, dass ¢ ein Homomorphismus und auch surjektiv ist. Da beide Gruppen die
gleiche Ordnung haben und endlich sind, folgt das ¢ injektiv ist.

(Eine Abbildung ¢ : S — S (S ist eine endliche Menge) ist injektiv < sie ist surjektiv <
sie ist bijektiv).

(2) Sei nun |G| = |H| = co.

v: G —- H
ok = yk
ist ein surjektiver Homomorphismus und ferner injektiv, weil 2° # 27 & i + j < y' # 7.
[
Beispiel

(1) |G| = n und G ist zyklisch = G ~ Z,
(2) |G| = oo und G ist zyklisch = G ~ Z

Erzeuger

Proposition 4 (Ubungsblatt)

Sei GG eine Gruppe mit x € G und j € Z mit j # 0. Es gelten
(1) |z| = 00 = |27 = 0
(2) || =n<oo= || = T

(3) |z] =n < oo und jin = [27] = 2.

Proposition 5
Sei H=< x> und j € N.

(1) |z| = oo, dann ist 27 Erzeuger genau dann, wenn j = +1

(2) |x|] < oo, dann ist 2/ Erzeuger genau dann, wenn |z| = n und ggT (j,n) = 1.

Beweis
(1) Ubungsaufgabe

(2) 27 Erzeuger & |H| = |27|. Also & |2/] = |z| & TG =" 99T (j,n) = 1. O
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Korollar 6
|H| = n; Hist zyklisch, dann ist die Anzahl der Erzeuger von H = ¢(n) (Euler).

Satz 7
Sei H =< x > zyklisch.

(1) K < H = K zyklisch, das heifit K =< z? > (oder K = {1}), wobei d die kleinste d € N
mit ¢ € K.

(2) |H| =00 =< 2? >#< 2t > fiir i # j;4,7 € Ny.

(3) |[H| =n < o0;5 € No;jln = K < H; K zyklisch; |K| = j und K =< 25 >
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Satz 1
Sei H =< x > zyklisch

(1) Sei K < H, dann ist K zyklisch.
(2) Wenn |H| = oo, dann sind < 27 >#< 2 > fiir i # j und {< 2° > i € Ny} ist die Menge
aller Teilgruppen von H. (Ubungsaufgabe).

(3) Wenn |H| = n < oo und a € N mit a|n, dann gibt es eine eindeutige Teilgruppe der
Ordnung a, nidmlich < #* > und {< 2% > |d|n} ist die Menge aller Teilgruppen von

H # {1},

Beweis

(1) K = {1} ist zyklisch, also ohne Einschrankung K # {1}.
Sei k € N die kleinste, so dass ¥ € K. Also ist < 2% >< K.
Seiz® € K;DA=a=qk+rmit0<r <kund 2" = 2% % c K.
Da k minimal gew#hlt ist, muss r = 0 sein. Also a = gk und 2% = (2%)? €< 2% >.
Also K << zF >.

(3) Sei d:=2, also d|n und |2¢] = T = n/d=n/(n/a) = a. Somit ist | < 2¢ > | = a.
Eindeutigkeit: Sei K < H mit |K| = a und b € N kleinste, so dass K =< 2’ >. Wir

berechnen 2 = a = |K| = |2%| = 77y Daraus folgt d = 99T (n,b), insbesondere d|b.
Also 2¥ €< 2? > und K =< 2b ><< 27 >,
Da aber |K|=a =] < 2% > |, folgt nun K =< 2% >. O

Proposition 2

Sei A eine nichtleere Menge von Teilgruppen, dann ist (.4 auch eine Teilgruppe.

Beweis
Setze K := (A;a,b € K = ab™! € A, fiir alle A € A (weil A < H), also ab™' € K und damit
K <H. O
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Definition 1

Sei S C H eine Untermenge; A := {K < H;S C K}.

Definiere < S >= (. A. < S > ist die (fiir die Inklusion) kleinste Teilgruppe von H, die S
enthélt. < S > heifit die Teilgruppe, die von S erzeugt ist.

Konvention: < () >= {1}

Notation: S = {ay,...,a,};< S >=<ay,...,a, > (wenn S endlich ist).

Proposition 3
Sei S #0. <S>={a*...a5";n € N;q; € S;e; = +1}.

Beweis
Ubungsaufgabe zu zeigen: Diese Menge ist eine Teilgruppe. Sie enthilt S und muss in jeder

Teilgruppe, die S enthélt enthalten sein. O
Spezialfall: Wenn H abelsch. (Ubungsaufgabe, Ubungsblatt).

Proposition 4

Sei ¢ : G — H ein Homommorphismus. Es gelten

(1) »(1) =

(2) elg™") = 90(9)_1

(3) p(g") = ¢(g)" fiir alle n € Z

(4) kerp:={g € Gip(g) =1} <G

(5) imp:={heH;IgeG:p(g)=h} < H

Wir wollen Faktorengruppen definieren.

Definition 2

Sei H< G und g € G.

gH :={gh | h € H} ist die linke Nebenklasse von g beziiglich H und Hg := {hg | h € H} ist
die rechte Nebenklasse.

Additive Notation: g + H und H + ¢

Proposition 5
Sei H < (. Es gelten:
(1) Die Menge der linken Nebenklassen bilden eine Partition von G i.e. G = . gH
und uH NvH # ) = uwH = vH.

(2) Fiir alle u,v € G:uH =vH < v 'u e H.
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Beweis
(1) 1€ H,also g € gH firalle g € G. Also G = JgH. Sei uHNvH # (). Sei x € uH,x € vH,

also x = uhy; = vhy fiir geeignete hy,hy € H. Also u = v hgh;l.
——

eH
Sei t € H. Es gilt also ut = v(hohy ')t = v(hoh{'t) € vH, so dass uH C vH.

Analog: uH D vH.

(2) uH = vH genau dann, wenn u € vH genau dann, wenn u = vh fiir ein h € H genau

dann, wenn v—'u € H. O

Proposition 6

Sei N < G. Die Verkniipfung
(uN)(vN) := (uv)N

ist wohldefiniert genau dann, wenn

ghg™!' € N fiir alle g € G; fiir alle h € N (*)

Beweis
“=" Wohldefiniert —
,up € ulN
=t } = (uwv)N = (uv) N
v,v; € vIN

1

Sei g € G,n € N, dann setze u = 1,v = g L,buy = n,v; = ¢t = 1g7'N = ng !N i.e.

g !N =ng'N.

Nun: ng=t € ng=tN, also ng=t € g7 'N. Also ng~! = g~'n, fiir geeignetes n; € N. Also
gng~! =n; € N.

“<" Sei u,u; € ulN,v,v, € vN. Zu zeigen: (uvv)N = (ujv;)N.
Schreibe u; = un, vy = vm;n,m € N. Wir zeigen: uyv; € (uv)N.

Wir berechnen: u,v; = (un)(vm) = u(vo=)nvm = wv(v " ny)m = uwvnym = wv(nym) O
=n1EN EN

Zusatz zu Proposition 6
Wenn wohldefiniert, dann definiert die Verkniipfung (uN)(vN) := (uv)N eine Gruppenopera-
tion auf die Menge der linken Nebenklassen. (Ubungsaufgabe).

Definition

Sei N < G. N ist normal, falls () in Proposition 6 gilt. Schreibe N < G.

Beispiel

Sei ¢ ein Homomorphismus. N := ker ¢ ist normal, weil

plang™) = w(9)e(n)e(g™) = v(g)e(g) " = 1.

Also gng=! € N fiir alle g € G und n € N.

Umgekehrt: Sei G/N die Gruppe der linken Nebenklassen fir ein N < G.
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Proposition 7
¢: G —» G/N
g — gN
ist ein surjektiver Gruppenhomomorphismus mit ker ¢ = N.
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1 Lagrange’s theorem

Definition 1.1. The index of a subgroup H in a group G, denoted
|G : H], is the number of left cosets of H in G ( |G : H] is a natural
number or infinite).

Theorem 1.2 (Lagrange’s Theorem). If G is a finite group and H is
a subgroup of G then |H| divides |G| and
|G|
G: H] =+—.
|H|
Proof. Recall that (see lecture 16) any pair of left cosets of H are either
equal or disjoint. Thus, since G is finite, there exist ¢1, ..., g, € G such
that

o G=U]",9;H and
e foralll<i<j<n,gHnNgH=0.

Since n = [G : H], it is enough to now show that each coset of H has
size |H|.

Suppose g € G. The map ¢, : H — gH : h — gh is surjective by
definition. The map ¢, is injective; for whenever

ghi = py(h1) = p4(h2) = ghs

, multiplying on the left by ¢~!, we have that h; = ho. Thus each coset
of H in G has size |H|.
Thus

Gl =) lg:H| =) |H|=[G: H]H
i=1 i=1

]

Note that in the above proof we could have just as easily worked with
right cosets. Thus if G is a finite group and H is a subgroup of G then
the number of left cosets is equal to the number of right cosets. More
generally, the map gH — Hg™! is a bijection between the set of left
cosets of H in G and the set of right cosets of H in G.
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Corollary 1.3. Let G be a finite group. For all x € G, |z| divides |G|.
In particular, for all x € G, !¢ = 1.

Proof. By Lagrange’s theorem |x| = |(z)| divides |G]|. O
Corollary 1.4. Every group of prime order is cyclic.

Proof. Let G be a finite group with |G| prime. Take z € G\{1}.
By lagrange, |z| divides G and thus, since |G| is prime, |z| = |G| or
|G| = 1. Since = # 1, |z| # 1. Thus |z| = |G| and so, (z) = G. O

Example: The converse of Lagrange’s theorem does not hold. The
group Ay is of size 12 and has no subgroup of size 6. See exercise
sheet 8 (Recall from linear algebra that Ay is the group of all even
permutations on 4 elements concretely: the set of permutations

(123),(132),(234), (243), (134), (143), (124), (142), (12)(34), (13)(24), (14)(23), e).
Definition 1.5. Let G be a group and S, T subsets of G. We write
ST :={st|seS andteT}.
Proposition 1.6. If K and H are subgroups of a finite group G then
HK||H 0 K| = |H||K|.
Proof. Let ¢ : H x K — HK be the map defined by ¢(h, k) := hk.
This map is surjective by definition.

Claim: If h € H and k € K then o' (hk) = {(hd™1,dk) | d € KNH}.

Clearly, if d € KN H and A’ = hd 'k’ = dk then h' € H, k' € K
and W'k’ = hk. Conversely, if ¥ € H, k' € K and W'k = hk then
KL = Wh e KN H, I = h(W"'h)"" and k' = (W~'h)k. This
proves the claim.

Therefore for each z € HK, |p~!(z)| = |H N K|. So,
|HK||[HNK|=|H x K| = |H||K]|.
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Proposition 1.7. Let H and K be subgroups of a group G. The set
HK is a subgroup of G if and only HK = KH.

Proof. Suppose h € H and k € K. Then (hk)™' = k7'h™! € KH.
Thus g € HK if and only if g7t € KH. So, if HK is a subgroup then
HK = KH.

Suppose HK = KH. Take hi,ho € H and ki, ky € K. Consider
hikihoks. Since kihy € KH = HK, there exist hs € H and k3 € K
such that kth = h3]€3 Thus hl(klhg)kg = hl(hgkg)kg € HK. So HK
is closed under multiplication.

From above we know that if g € HK then ¢7! € KH = HK. Thus,
since H K is non-empty, it is a subgroup of G. ]

Definition 1.8. Let G be a group and A a subgroup of G. The nor-
maliser, Ng(A), of A in G is the set of x € G such that xAx™ = A.

Remark 1.9. Let A < B < G be groups. Note that Ng(A) is a
subgroup of G containing A, in fact, it is the largest subgroup of G in
which A is normal.

The subgroup A is normal in B if and only if B < Ng(A). In partic-
ular, A is normal in G if and only if Ng(A) = G. (Please convince
yourself that this is true)

Corollary 1.10. If H and K are subgroups of G and H < Ng(K),
then HK 1is a subgroup of G. In particular, if K < G then HK < G
for any H < G.

Proof. 1t is enough to show that HK = KH. Suppose that h € H
and k € K. Then h™'kh, hkh™! € K since H < Ng(K). Thus hk =
(hkh™)h € KH and kh = h(h™'kh) € HK. Thus HK = KH. O

2 Isomorphism theorems

Theorem 2.1. If ¢ : G — H is a homomorphism of groups, then
kerp I G and
G /kerp = imep.
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Proof. We have already seen that the kernel of a homomorphism of
groups is normal.

Define f : G/kerp — H by f(akerp) = p(a).

This map is well-defined since: if aker ¢ = bker ¢ then ab™' € ker ¢.
So 1= g(ab ') = p(a)p(b)~". Thus ¢(a) = ¢(b).

The map [ is a homomorphism since:

flaker pbker p) — f(abker ) = p(ab) = p(a)p(b) = f(aker ) f(bker ).

The image of f is clearly equal to the image of ¢. Lastly, f is injective

for if f(akery) = f(bker ) then p(a) = ¢(b) and so ¢(ab™') € kerp

i.e. akery = bker p.

Thus f gives a bijective group homomorphism from G/ ker ¢ to ime.
]

Corollary 2.2. Let ¢ : G — H be a homomorphism of groups.
1. ¢ is injective if and only if kerp =1
2. |G : ker|] = lo(G)]

Proof. (1) The forward direction follows directly from the definition of
injective. Suppose kerp = 1 and p(a) = ¢(b). Then p(ab™") = 1. So
ab~t =1 and thus a = b.

(2) [G < ker | = |G/ ker o] = [¢(G)]. .

Theorem 2.3 (The second isomorphism theorem). Let G be a group
and let A and B be subgroups of G with A < Ng(B). Then AB is a
subgroup of G, BLAB, ANB<A and AB/B= A/ANB.

Proof. Since A < Ng(B), AB is a subgroup of G. Since B < Ng(B),

AB < Ng(B); that is B is normal in AB.

Consider the canonical projection 7 : AB — AB/B. If a € A and
m(a) =1thén @ € B. Thus a € AN B. So 7 restricted to A has

kernel AN B (and thus is normal). Now suppose a € A and b € B.

We have that m(a) = m(ab). Thus 7 restricted to A is surjective i.e.

im7|4 = AB/B. So by first iso theorem AB/B = A/AN B. O
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Theorem 2.4 (The third isomorphism theorem). Let G be a group and
let H and K be normal subgroups with H < K. Then K/H <G/H
and

(G/H)/(K/H) = G/K.

Proof. Consider the map f: G/H — G/K defined by f(gH) = gK.
This map is well defined: If gjH = goH then g;'g» € H and thus
gl_lgz e K. So 'K = g, K.

This map is a group homomorphism since

flaHbH) = f(abH) = abK = aKbK = f(aH)f(bH).

It is clearly surjective. Suppose a € G. Then f(aH) = 1K if only if
aK = 1K; that is if and only if « € K. Thus K/H is the kernel of f
and so K/H is normal in G/H and

(G/H)/(K/H) = G/K
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1 Useful English/German Vocabulary

simple group -einfache Gruppe

normal series - Normalreihe
composition series - Kompositionsreihe
refinement - Verfeinerung

2 Isomorphism theorems continued

Theorem 2.1 (Lattice isomorphism theorem). Let G be a group and
let N be a normal subgroup of G. If A is a subgroup of G conlaining
N, let A:= A/N.Let m : G — G/N be the canonical projection.

The map A 7(A) = A is a bijection between the set of subgroups of
G containing N and the set of subgroups of G/N.

Moreover, if A, B < G with N < A and N < B then:
1. A< B if and only if A < B; and in this case [B : Al = [B : A]
2. A< B is and only if A< B; and in this case B/A =~ B/A

Proof. UB9 [

Theorem 2.2 (Butterfly Lemma /Zassenhaus Lemma). Let a<t A and
b < B be subgroups of a group G. Then

a(ANb) is a normal in a(AN B),

b(BNa) is normal in b(B N A),
(ANb)(BNa) is normal in (AN B)
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and

W(ANB) . (ANB) _b(BnNA)
W(ANd)  (Anb(BnNa) b(BNa)

Proof. Note first that since A < Ng(a) and B < Ng(b), we have that

AﬂbSAﬂBSNg(CL)

and
BﬂCLSAﬂBSNg(b)

Thus a(ANb),a(ANB),b(BNa) and b(BN A) are subgroups of G (see
lecture 17 corollary 1.10).

We first show that
(ANDb)(BNa)is normal in (AN B).

First note that ANb and BN a are normal in ANB;ifge ANB
and ¢ € ANb then gcg™' € b since b <« B and gcg™' € A since
g,c € A. Thus (ANDb)(BNa)is asubgroup of AN B. In fact it is a
normal subgroup since if c; € ANb, co € BNaand g € AN B then
geieag™t = garglgeag™t € (ANDb)(BNa).

If x € a(AN B) then z = ay where o € a and v € AN B. Define

ANB
(ANb)(BNa)

f:a(ANB) —

by
= v(ANb)(BNa).

The map [ is well-defined for if ay = o’y with a,d’ € a and ~,7' €
ANBthen Yy 1= (/) lacanANB=anB < (ANb)(BNa); ie.

Y(ANb)(BNa)=~vANb)(BNa)
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The map is a homomorphism: if o,/ € a and 7,7 € AN B then
a,vo/y~! € a since a < A. So

flaya'y') = f((eya/y )vy) = v/ (ANb)(BNa)
and since (AN b)(BNa) is normal in AN B

flay)f(@y) =v(ANb)(BNa)Y(ANb)(BNa) = vy (ANb)(BNa).

The map f is surjective by definition.

It remains to find the kernel: if & € a and v € AN B are such that
f(ay) = 1(ANb)(BNa) then v € (ANb)(BNa) = (BNa)(AND). Take
z € (BNa)and y € (ANb) such that v = xy. Then ay = (az)y €
a(ANDb).

Conversely, if @« € a and v € AN B with oy € a(ANb) then there
exist t € a and s € AN b such that ay = ts. Now o't € a and since
v,s € B,at =51 € B. Thusa'ts =v € (ANb)(BNa). So
ay € ker f.

So by the first isomorphism theorem, a(A Nb) is normal in a(A N B)
and

a(AnB) ., (ANB)

a(ANb)  (ANb)(BNa)

Exchanging the roles of A and B respectively a and b, we get that
b(B Na) is normal in b(B N A) and

b(AN B) (AN B)
b(BNna) (ANb)(BNa)

It



Ute
Linien

Ute
Rechteck

Ute
Rechteck


Vorlesung "Algebra (Blll)" - Wintersemester 2016/2017 Seite 66

3 Jordan-Holder and Simple and Solvable
groups

Definition 3.1. A group G is simple if |G| > 1 and the only normal
subgroups of G are 1 and G.

Remark: A non-trivial abelian group G is simple if and only if its
only subgroups are 1 and G (recall: all subgroups of abelian groups
are normal).

Thus, if G is simple and abelian then it is generated by every non-
identity element of G. So G is cyclic. Recall that if G is infinite and
r generates G then z? does not generate G (lecture 15 Proposition
5(1)). Thus G is finite. Moreover, if p € N, a prime, divides |z| then
|zP| < |z| (see lecture 15 Proposition 4(3)) and therefore 7 = 1. Thus
|G| = p. Thus an abelian group is simple if and only if it is finite and
of prime order.

Definition 3.2. Let G be a group. A sequence of subgroups
1=Gy <G <..<Gs=G¢G

is called a normal series if G; is normal in G;1; we call the quotient
groups G;11/G; factor groups of the series.

A normal series is called a composition series if each of the quotient
groups Gii1/G; are simple; in this case we call the quotient groups
composition factors of G (we will see later that the factor groups
really do only depend on G).

A normal series

1=Gy<G1«€...<Gs =G

is a refinement of a normal series
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l=Hy<H,<..<H, =G
if Hy, ..., H, is a subsequence of Go, ..., Gs.

Example: Since Ay is index 2in Sy, A4 is normal in S;. You will show
on the exercise sheet that the subgroup

V= {(12)(34), (13)(24), (14)(23), e}

is normal in A4. So

{1}<V<1A4<IS4

is a normal series for Sy. Its factor groups are Zs and Zs. So it is in
fact a composition series.

Definition 3.3. Two normal series are said to be equivalent if there
is a bijection between their factor groups such that corresponding factor
groups are isomorphic.

Example:
Consider the following two composition series of Zi30:

Zso > (5) > (10) = {0}

Lz > (3) > (6) = {0}
The composition factors of the first series are T/ (B) = Zs, (5)/(10) =
7 and (10)/{0} = Zs.
The composition factors of the second series are Zso/ (3) = Zs, (3)/(6) =

7 and (6)/{0} = Zs.
S0 the above composition series are equivalent.

Theorem 3.4 (Schreier Refinement T heorem). Any two normal series
of a group G have equivalent refinements.


Ute
Rechteck

Ute
Rechteck

Ute
Rechteck


Vorlesung "Algebra (Blll)" - Wintersemester 2016/2017 Seite 68

Proof. Let
1=Gy<Gi«..<xG, =G

and

l=Hy<xHi«<..<H, =G

be normal series.
Let Gi,j = Gi(GH—l N H]) for 0 S] S r. So

Gi,() == Gz{l} == GZ and Giﬂn == Gi(Gz’—i—l N G) == Gi—H-

Since G; < G4 and H; < Hjiq, by Zassenhaus (with a = G;, A =
GH_l,b = Hj and B = Hj—i—l)a

Gij =Gi(GimiNH;) QGi(Gig1 N Hjpr) = Gijga.
Thus the following series is a refinement of the first normal series:
{1} = Go,o < GQJ ... GO,r = Gl,O < Gl,l ... Gs—l,r =G,=G¢

Let HLj = Hi(Hi—i—l N G]) for 0 S] S S.
Exactly as above,

{1} = H()7() < HO,l <...d] H07S = Hl,O < H171 ... Hr—l,s =—H, =G

is a refinement of the second normal series.
[t remains now just to note that by the Zassenhaus lemma (with a =

Gi,A = Gi+1,b = Hj and B = Hj+1)
Gi(Giyi N Hjp)/Gi(Gign N Hj) =2 Hj(Hjp1 N Gig1)/Hj(Hjp1 N G);

that is
Gij1/Gij = Hji1/Hj,.
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Theorem 3.5 (Jordan-Holder Theorem). Let G be a finite group with
G # {1}. Then

1. G has a composition series and
2. all composition series of G are equivalent.

Proof. (1) Suppose G is not simple. If N is a maximal normal subgroup
of G then, by the correspondence theorem, G /N is simple. If G is finite
GG has a maximal normal subgroup. Thus, by induction on |G|, every
finite group has a composition series.

(2)Composition series have no refinements by the correspondence the-
orem; that is, if G;11 > N > G, then N/G; <G;.1/G; and if G;11/G; is
simple then N = (GG;,1 or N = G;. By the Schreier Refinement Theo-
rem, every two normal series have equivalent refinements. Thus every

two composition series of G are equivalent.
O
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In dieser Vorlesung wurde hauptséichlich die 17.Vorlesung kurz wiederholt und die Begriffe auf

Deutsch nochmals zusammengefasst.

Definition 1
(1) Eine Gruppe G # {1} ist einfach, wenn die einzigen Normalteiler nur {1} und G sind.

(2) {1} = Hy <--- < Hy = G ist eine Normalreihe, wenn H; < H; ;.
Notation: H <1« G “H Normalteiler in G” wird auch so bezeichnet: G < H “H < G ist
Normateiler”

(3) Hi11/H;;i=0,...,s — 1 sind die Faktorgruppen oder die Faktoren oder die Quotienten
der Normalreihe

(4) Die Normalreihe heifit Kompositionsreihe, falls alle Faktoren einfach sind.

(5) Zwei Reihen

Hy<--- <H; <Hj11 <--- <G

und K0<]"',<]Kj<]Kj+1<]"'<]G
sind dquivalent, wenn es eine Bijektion ¢ — j gibt, so dass die korrespondierenden Faktoren

isomorph sind: H;41/H; ~ K1 /K;.
(Ende der Wiederholung der 17. Vorlesung.)

Definition 2

G heifit auflosbar (englisch: solvable), wenn es eine Normalereihe mit abelschen Faktoren hat.

Erinnerung
(¢) Sy ist nicht abelsch fiir n > 3.

(13) A, ist nicht abelsch fiir n > 4.
Begriindung: (123) und (234) kommutieren nicht.
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Beispiele
S, ist auflosbar fiir n < 4
(a) S3 > A3 > {1}
| S5/As | =2 | A3/{1} | = 3: Diese zwei Gruppen haben als Ordnung eine Primzahl.
Es folgt aus Lagrange, dass die Gruppen zyklisch sind, also abelsch.

(b) Sy> Ay V> W > {1}, wobel V = {(1), (12)(34), (13)(24), (14)(23)} die kleinsche Vie-
rergruppe ist und W := {1, (12)(34)}.
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Wir werden spéter zeigen, dass S,, nicht auflosbar ist fir n > 5 (Galois).

Bemerkung

Jede abelsche Gruppe ist trivialerweise auflosbar. Betrachte G > {1}.
Wir wollen nun auflésbare Gruppen charakterisieren.

Definition 1
(a) Fiir g,h € G definiere (g, h) := g *h~'gh € G. (g, h) heit Kommutator von g und h.
Bemerkung 1
(i) gh = hg(g,h)
(ii) (G,@G) ist die Kommutatorgruppe von G und ist die Untergruppe, die durch
S :={(g,h);g,h € G} erzeugt wird.

Bemerkung 2
(i) (g,h) = (h,g)7 ", alsoist < S >={S;---S, | n € N; S ist ein Kommutator in G}.
(ii) G ist abelsch genau dann, wenn (G, G) = {1}.

Notation: (G,G) :=G'.

(b) Wir definieren die iterierte Kommutatoren folgendermafien: G := (G')".
Per Induktion iiber k € N: G®) .= (G*+=DY,

Wir werden nun die iterierte Kommutatoren ausnutzen, um unsere Charakterisierung zu geben.

Proposition 1

Seien G, G Gruppen und 7 : G — G ein Homomorphismus. Es gelten
L n(g,h) = (n(g),n(h))

2. (G Cq

3. Wenn 7 surjektiv ist, gilt ferner: n(G’) = G

4. Insbesondere fiir einen beliebigen Homomorphismus 7 gilt: n(G") = n(G)’
)

Zusatz: Allgemeiner gilt n(G*®)) = n(G)® fiir alle k € N
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Beweis
L n(g, h) =n(g~"h~'gh) = n(g)"'n(h)""n(g)n(h) = (n(g), n(h)).
2. Also aus 1. folgt unmittelbar n(G') C G .

3. Wenn 7 surjektiv ist, folgt aus 1. dass jeder Kommutator in G liegt in 7(G’). Es folgt also
aus Bemerkung 2, dass n(G’) 2 G und damit ist die Gleichheit bewiesen.

4. Klar, da n : G — n(G) surjektiv ist.
5. n(G") =n(G) ist 4.
Nun betrachte n : G’ — G und 4. nochmal angewendet ergibt:

n(G')) = n(G")
ie.  n(G") = ((G)) =n(G)
usw. per Induktion fortsetzen. Il

Proposition 2
K <G = K' <G (insbesondere: G' < G).

Beweis

Sei a € G fest und betrachte 7, : K — K, k — aka™" wohldefiniert (weil K ein Normalteiler)
und ein Homomorphismus.

Aus Proposition 1 folgt: n,(K’) C K’ fiir alle a € G, aber das bedeutet K’ <1 G. O

Wir haben also G > G' >G> - > GW > GE D > ..

Wir wollen zeigen, dass G auflosbar ist < 3k > 1 mit G® = {1}.

Datfiir brauchen wir:

Lemma

Sei K <1 G. Es gilt G/K ist abelsch < K D G'. Insbesondere G/G’ ist abelsch und G’ ist die

kleinste normale Untergruppe mit dieser Eigenschaft.

Beweis

Aus Bemerkung 2 folgt: G/K ist abelsch < (G/K) = {1} & (¢K,hK) =1 fiir alle g,h € G.
Aber (9K, hK) = (gK) " (hK) 'gKhK = (¢7'h~'gh)K = (g,h)K. Also ist G/K abelsch
< (g, h)K = K fir alle g,h € G & (g,h) € K firalle g,h € G & G' C K.

Bemerkung 3
Wir erhalten G®) /G*+1D ist abelsch fiir alle k € N.

Satz 1
G ist auflosbar < 3k € N mit G® = 1.

Beweis

In der néchsten Vorlesung.
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Bemwerkung 4

“<" folgt unmittelbar aus Bemerkung 3.

Bemerkung 5
Sei H < G. Es folgt H® < GO fiir alle [ € N.
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Satz 1
G ist auflosbar < es existiert ein k € N mit G®) = 1.

Beweis
“<” Die Normalreihe G > G’ > - -- hat abelsche Faktoren.

“=” Sei G =G> > Gy > Gep1 = {1} eine Normalreihe mit abelschen Faktoren G;/G, .
Lemma (20. Vorlesung) = G;;1 2 G, fiir alle i.
Behauptung G; D G fiirallei. Beii=1gilt G=G, DG
Induktionsannahme fiir £ v
Induktionsschritt fiir k +1: G 2 (Gr) 2 (GW) = GH+D
Da G, = {1} folgt insbesondere GV = {1} O

Satz 2
Sei G auflosbar.

(1) Sei H < @G. Dann ist H auflésbar.
(2) Sein:G — H eine surjektive Homorphie, dann ist H auflosbar.
(3) Zusatz: Sei G eine beliebige Gruppe und K < G, so dass K und G/K auflosbar sind,

dann ist G auch auflosbar.

Beweis

(1) HCG= HY CGW also G® = {1} = H® = {1}.

(2) n(GY) =n(@)D. Also G® = {1} = n(G)®) = {1}. Also H® = {1}.

(3) Sei 7 : G — G/K die kanonische Projektion. Es gilt 7(G®) = (G/K)®. Nun ist G/K
auflssbar = 3k mit 7(G®) = (G/K)*) = {1}, i.e. fiir alle z € G® gilt K = K, i.e. fiir
alle z € GW gilt € K, i.e. G® c K. Nun ist aber auch K auflosbar, also existiert ¢
mit GO — (GIYE € KO — {1}, 0
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Bemerkungen
1. Eine endliche abelsche Gruppe G # {1}, die einfach ist, ist zyklisch mit Primordnung.
Beweis Da jede Untergruppe normal ist, G aber einfach, folgt daraus, dass die einzigen
Untergruppen {1} und G sind. Sei z # 1 mit z € G, also < = >= G, so ist
G zyklisch. Wenn |G| keine Primzahl ist, dann gibt es eine Primzahl p mit
p||G| und damit eine zyklische Untergruppte H < G mit 1 < |H| =p < |G| -
Widerspruch. O

2. (G ist auflosbar und einfach = G ist abelsch.
Beweis G > {1} ist die einzig mogliche Normalreihe. O

Satz 3
Eine endliche Gruppe ist auflosbar < jeder Kompositionsfaktor einer Kompositionsreihe ist

zyklisch mit Primordnung.

Beweis
“=” @G ist auflosbar; sei G = G1 > -+ > Ggy1 = {1} eine Kompositionsreihe. Nun ist auch

(/G auflosbar (siehe Satz 2 Nr. (1) und (2)) und einfach = G;/G;4 sind abelsch,

also zyklisch mit Primordnung (siehe Bemerkungen 1. und 2.).

“<” Sei
G=G1 > >Gg={1} (*)
eine Kompositionsreihe (ex. wegen Jordan Holder) mit G; /G, zyklisch mit Primordnung,.

Dann ist insbesondere G;/G;41 abelsch und damit ist die Reihe () sogar eine auflosbare
Reihe. 0.

Erinnerung
Ex. 4.1 (b) Lineare Algebra II: n > 3. A,, ist von 3-Zykeln erzeugt.

Satz 4
A,, ist einfach fir n > 5.

Beweis
Sei K # {1}, K < A,,. Zu zeigen: K = A,
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Behauptung 1 Wenn K ein 3-Zykel enthélt, dann enthélt K alle 3-Zykeln.

Beweis

Sei (123) € K und (ijk) beliebig.
12345 - --

= Es gilt (123)y7" = (ijk) (*)
1yklm - - -

Ohne Einschrénkung gilt v € A, (sonst ersetze durch (Im)7y).

Nun ist K normal = (ijk) € K wegen (x). O

Behauptung 2 K enthilt ein 3-Zykel.

Korollar

Beweis

Sei « € K < A,;a # 1 mit maximaler Anzahl von Fixpunkten.
Wir zeigen: « ist ein 3-Zykel, sonst schreibe

(a) a=(123---)--- oder

() a=(12)(34)---

als Produkt disjunkter Zykeln.

(Beobachte, dass im Fall (a) o noch zwei Zahlen bewegen muss,
sonst ist a = (123k) eine ungerade Permutation - Widerspruch.)
Setze 8 := (345) und betrachte o; := Baf™! (o € K, weil
a€ Kund K < A,).

Direktes Rechnen zeigt:

a; =(124---)--- im Fall (a) und

a; = (12)(45) - - - im Fall (b).

Auf jeden Fall ist a; # a und damit ay := aya™ # 1. (ay € K).
Nun ist jede ¢ > 5 durch § fixiert. Beobachte, dass falls ¢ auch
durch « fixiert ist, £ auch durch s fixiert ist.

Direktes Rechnen im Fall (a) zeigt a2(2) = 2 und auBlerdem
bewegt o in diesem Fall 1,2,3,4,5. Also hat as einen extra Fix-
punkt (ndmlich 2) und ay € K - Widerspurch.

Direktes Rechnen im Fall (b) zeigt as(1) = 1 und ay(2) = 2 -
Widerspruch. O

S, ist nicht auflosbar fiir n > 5.

Beweis

Sonst ware A,, auflosbar, aber A,, ist einfach = A,, ist abelsch - Widerspruch. O
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21. Script zur Vorlesung: Algebra (B III)
Prof. Dr. Salma Kuhlmann, Gabriel Lehéricy, Simon Miiller

WS 2016/2017: 24. Januar 2017

Unser néchstes Ziel ist es, die Sylow Sétze zu beweisen (Sonderfille, fiir die die Umkehrung von

Lagrange gilt).

Sylow 1
Sei G eine endliche Gruppe, p Primzahl und k € N, so dass p*||G|, dann hat G eine Teilgruppe
der Ordnung p*.

Definition 1
Eine solche Teilgruppe H mit H = p™, m maximal, ist eine Sylow-p-Untergruppe.

Sylow 2

(1) Sylow-p-Untergruppen sind konjugiert, das heifit es existiert a € G mit Hy = aHya™".

(2) Die Anzahl der Sylow-p-Untergruppen ist ein Divisor von |G : H] fiir eine (jede) Sylow-
p-Untergruppe H und ist =1 mod p.

(3) Jede Untergruppe der Ordnung p* ist enthalten in einer Sylow-p-Untergruppe.

Fiir die Beweise der Sylow-Sétze brauchen wir Gruppenaktionen:
Definition 2

Sei G eine Gruppe und S eine Menge (S # 0).
GxS — S

(9.2) — gz
eine Abbildung, so dass

(1) le =x firallexz € S
(1) g1g27 = g1(gox) fir alle z € S und fiir alle g1, g2 € G.
heifit Gruppenaktion. Wir sagen G operiert auf S.

Definition 3
Sei G operiert auf S und auf S’. Die Aktionen heiflen dquivalent, wenn es eine Bijektion
v:S — S gibt pd. v(gz) = gv(z) fiir alle g € G und z € S.
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Proposition 1
Sei GG operiert auf S. Definiere
Tg): S — S
r = gr

Dann ist 7'(g) eine Permutation auf S.

Notation

Sym S bezeichnet die Gruppe der Permutationen von S.

Fortsetzung mit Ansatz von Proposition 1:
Proposition 2
Die Abbildung
T: G — SymS
g = Ty

ist ein Gruppenhomomorphismus.

Definition 4
ker T' <0 G heifit der ker der Aktion. Die Aktion heifit effektiv, wenn ker T' = {1}.

Beispiele
(0) G operiert auf S und H < G = H operiert auf S (durch Einschrénkung)
G operiert auf S und O C S = G operiert auf O (auch Einschrinkung, wenn wohldefi-

niert!)

(i) S = G. Definiere die Aktion “linke Multiplikation”:
(9,x) — gz  ist eine effektive Aktion.
N

Produkt in G
(ii) Dual dazu “rechte Multiplikation”

(iii) Konjugation: S = G; (g, ) — grg™'.

Was ist hier der ker dieser Aktion?

kerT = {g| VxeG:grg ' =2z}
= {g| VeeG:gr=uxg}
= Cg

Ceq heilit Zentrum von G und ist eine normale Untergruppe.

Definition 5
H < Sym S heifit Permutationsgruppe.

Satz (Cayley)

Jede Grupe ist isomorph zu einer Permutationsgruppe.


Ute
Rechteck


Vorlesung "Algebra (Blll)" - Wintersemester 2016/2017 Seite 80

Beweis

S = G operiert mit der linken Multiplikation auf G.
T: G — SymdG

g = Tl
hat trivialen ker 7" = {1}. Also G ~ T(G) < Sym G. O

Aquivalenzrelation durch Aktion induziert
1. Seien z,y € S. Setze x ~ Y, wenn es ein g € G gibt, s.d. y = gx.

> ist eine Aquivalenzrelation.
2. [z] := Gz :={gz | g € G} heilt die Orbit oder Bahn von .
3. 8= |_| Gr.

€S

Beispiele (Fortsetzung)
(i) Sei H < G,S = G. H operiert durch linke Multiplikation [x] = Hx = {hz | h € H} (die

Nebenklasse von ).

(it) G operiert auf G durch Konjugation [z] = {gzg™' | g € G} heifit die Konjukationsklasse.

Proposition 3
(1) Die Konjugationsklasse von z ist {z} genau dann, wenn = € Cjg.

(73) Also ist das Zentrum von G die Vereinigung solcher Konjugationsklassen.

Definition 1
1. G operiert transitiv auf S, wenn es nur eine Bahn gibt, das heif}t fiir alle z,y € S : x Y.

2. Der Stabilisator Stab, := {g € G | gr = x} ist eine Untergruppe von G fiir jedes z € S.

Beispiel 1
G operiert auf G durch Konjugation =
Stab, = {9 € G | grgt =2} =C(z) = {g € G | gx = xg}, der Zentralisator von z in G.

Bemerkung
(1) Wenn y = az, dann ist Stab, = a™*(Staby)a.

(7i) Also wenn G auf S transitiv operiert, gilt fiir alle z,y € S, dass a € G existiert, so dass
Stab, = a(Stab,)a™*

Beispiel 2
H < G operiert transitiv auf S := {zH | x € G} mit g(zH) := (gx)H.

Beweis
Seien v H,yH € S. Setze g := yx~ ', dann gilt gvH = yH. O
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Wir zeigen, dass bis auf Aquivalenz von Aktionen, alle transitive Aktionen so sind.

Satz 1
Es sei G operiert transitiv auf S # (0. Sei x € S und H := Stab,. Dann ist die Aktion dquivalent
zur Aktion auf G := {gH | g € G}.

Beweis
Definierte @ : G — S mit @(g) := gx, wobei g:={a € G |ar =gr} ={a € G | g la € H} =
gH und G := {g | g € G} ist. Die Aktion ist transitiv = @ surjektiv.

Ubungsaufgabe
@ ist wohldefiniert und bijektiv. Wir miissen noch priifen, ob @(hg) - ha(q).

Korollar 1
Es sei G endlich, operiert transitiv auf S. Dann ist |S| = [G : Stab,] fiir ein (jedes) z € 5,
insbesondere ist S endlich und |S| | |G].

Algemeiner kénnen wir ein Resultat fiir eine beliebige Aktion herleiten:

Korollar 2 (Bahngleichung)

Es sei G endlich operiert auf S endlich. Es gilt |S| = Z[G : Stab,,], wobei {z1,...,x,} ein
i=1
Vertretersystem der Bahnen ist.

Beweis
Seien Oq,...,0, alle Bahnen. Es ist leicht zu sehen, dass die Aktion auf O; transitiv ist fiir
jedes i =1,...,7. Also gilt |0;| = [G : Stab,,]. Nun ist S = |_|(9i, also |S| =10, O

=1

Korollar 3 (Klassengleichung)
k

Sei G eine endliche Gruppe. Es gilt |G| = Z[G : C(x;)], wobei {x1, ..., x} ein Vetretersystem
i=1
der Konjukationsklassen ist.

Beweis

G operiert auf G durch Konjugation und Stab,, = C(z;) in diesem Fall. U
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Korollar 4 (Klassengleichung Bis.)

¢
|G| = |Cq| + Z[G : C'(y;)], wobei {91, ...,ys} ein Vertretersystem fiir die Konjugationsklassen
i=1

in G\CG ist.

Beweis
Die Konjugationsklassen von z ist {} genau dann, wenn x € Cg genau dann, wenn C'(z) = G.
In Korollar 3 wird also in der Formel 1 = [G : G] = [G : C(x;)] so oft summiert wie es Elemente

in Cg gibt. Also erhalten wir |Cg| als ersten Summand. O

Korollar 5
Sei G endlich, |G| = p*,p ist Primzahl und k € N. Es gilt Cg # {1}.

Siehe Ubungsblatt
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22. Script zur Vorlesung: Algebra (B III)
Prof. Dr. Salma Kuhlmann, Gabriel Lehéricy, Simon Miiller
Vertretung: Gabriel Lehéricy

WS 2016/2017: 27. Januar 2017

Kapitel 5: Beweise der Sylow-Sitze

Beweis von Sylow 1

Induktion nach |G|. |G| =1 - klar.

Induktionsannahme: Sylow 1 gilt fiir alle Gruppen der Ordnung < |G|.

Induktionsschritt: Wir werden “Cauchy’s Satz” benutzen:

Sei G eine endliche abelsche Gruppe, p € N eine Primzahl und p||G|. Dann existiert ein x € G
mit |z| = p.

Betrachte die Klassengleichung |G| = |Cq|+ Z [G : C(y;)] und beachte, dass C' := Cg abelsch

yiZCa
ist. Zwei Falle sind zu betrachten:

Fall 1

p11C] = 3jmit pt [G: Cyy)). Aber p* | |G| =[G : Cy;)] | Clyy) |- Also p* | [Cyy)]. Nun ist
|C(y;)] < |G, da y; € C ist.

Induktionsannahme = C(y;) besitzt eine Untergruppe der Ordnung p*.

Fall 2
p | |C| = Cauchy’s Satz liefert ein Element ¢ der Ordnung p.

Nun ist < ¢ > <G, | < ¢ > | = p. Betrachte die Gruppe G/ < ¢ > der Ordnung ‘<|f|>‘ = |7|.
k=1 |_G
Also p* | |2 -

Induktionsannahme = 3 eine Untergruppe von GG/ < ¢ > der Ordnung p*~!. Nun haben die
Untergruppen von G/ < ¢ > die Gestalt H/ < ¢ >, wobei H < G und < ¢ >< H.

Also existiert H < G mit |H/ < ¢ > | = p*~! und damit ist

H|=|H/<c>||<ec>|=p" p=pr O
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Beweis von Sylow 2

Wir benétigen eine

Bemerkung

Sei H < G und g € G, dann ist gHg~! auch eine < G. Also haben wir eine Aktion von G auf
I' := die Menge der Untergruppen von G durch Konjugation.

e Fiir die Aktion berechnen wir (H € T') Staby := {9 € GlgHg™' = H} := N(H) der

Normalisator von H in G.
e Beachte: H < N(H).

e Wir berechnen die Bahnen Oy = {gHg ' | g € G},H € T.
Korollar 1 (letzte Vorlesung) liefert |Oy| =[G : N(H)]
und [G: H) =[G : N(H)|][N(H) : H], so ist |Oy| | [G : H].

e Zum Spezialisieren dieser Aktion auf die Mengen II C I' der Sylow-p-Untergruppen von
G. Die Aktion auf IT ist wohldefiniert, weil gHg™' € II, wenn H € II.

Wir bekommen ein:
Hilfslemma
(i) Sei P eI, H < N(P) und |H| = p/, dann ist H < P. Es folgt:

(17) P ist eine Sylow-p-Untergruppe von N(P) und die einzige.

Beweis

H'< N(P) und } = HP ist Untergruppe und HP/P ~ H/(H N P)

P < N(P)
(Isomorphie-Satz). Also ist H P/ P isomorph zu einer Faktorgruppe von H und
damit hat sie die Ordnung |H P| = pF fiir ein geeignetes k. Also |H P| = p*|| P|.
Da aber P eine Sylow-p-Untergruppe ist, miissen wir £ = 0 haben,

i,e. HP = P, so dass H < P. U
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Beweis von Sylow 2 - Fortsetzung

Wir betrachten eine Bahn ).

Fall 1

Sei P € > und betrachte die Atkion von P auf ) . Wir bekommen eine Partition von ) in
P-Bahnen.

e Betrachte die Bahn von P. Die ist offensichtlich { P} (weil zPz~! = P fiir alle z € P).

e Wir behaupten, dass { P} die einzige Bahn der Kardinalitat 1 ist:
Sei {P'} eine P-Bahn. Dann gilt zP'z~! = P’ fiir alle z € P, das heiit P C N(P’) und
Hilfslemma (ii) liefert P = P’ (weil P’ die einzige Sylow-p-Untergruppe von N(P’) ist
und P ist eine Sylow-p-Untergruppe von N(P')).

e Beachte, dass jede P-Bahnkardinalitdt eine Potenz von p hat, da diese Kardinalitéit die
Kardinalitét | P| teilen muss (siche Korollar 1, letzte Vorlesung). Alsoist | Y | =1 mod p.

Dieses beweist die zweite Aussage von Sylow 2 (2).
Nun beweisen wir Sylow 2 (1). Wir zeigen, dass ) die einzige Bahn ist, sonst gibt es P € Tl

mit

Fall 2

P ¢ > . Betrachte wieder die Aktion von P auf ) . Analog wie Fall 1 sehen wir, dass es
tiberhaupt keine P-Bahnen der Kardinalitdt 1 gibt (die einzige Moglichkeit, ndmlich { P} schei-
det nun aus, weil P ¢ ) ist).

Also ist | Y | =0 mod p - Widerspruch.

So Y = II und damit ist (1) bewiesen.

Es ist |II| = [G : N(P)] fiir alle P € II (Korollar 1, letzte Vorlesung). Also ist die Anzahl der
Sylow-p-Untergruppen ein Divisor.

Das beweist die erste Aussage in Sylow 2 (2).

Nun beweisen wir Sylow 2 (3)

Sei H < G,|H| = p*. Betrachte die Aktion von H auf II. Die H-Bahnen haben Kardinalitit
ein Divisor von |H| (Korollar 1, letzte Vorlesung), also haben die H-Bahnenkardinalitit eine
Potenz von p.

Nun ist aber |[II] =1 mod p, also gibt es eine H-Bahn {P} mit nur einem Element, das heifit
H < N(P) und damit H < P (Hilfslemma (i)). O
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23. Script zur Vorlesung: Algebra (B Ill)
Prof. Dr. Salma Kuhimann, Gabriel Lehéricy, Simon Miiller
WS 2016/2017: 3. Februar 2017

Useful English/German Vocabulary
Splitting field - Zefallungskorper
Field extension - Korpererweiterung

Definition 0.1. Let E/F be a field extension. The Galois group,
denoted Gal(E/F), of E/F is the group of automorphisms of I/ which
fix F pointwise i.e. the automorphisms p of I/ such that for all a € F,

pla) = a.

Definition 0.2. Let F be a field and G be a subgroup of the group of
automorphisms of F. The set

Inv(G) :={a € F | o(a) =a foralloc € G}
is a subfield of F'. We call it the G-fixed subfield of F'.

Let E be a field and G the group of automorphisms of E. Let I' be
the set of subgroups of G' and X the set of subfields of &. The maps

I — 3, H+s Inv(H)

and
Y —T, F— Gal(E/F)

have the following properties:
(i) Gi C Gy = Inv(Gy) 2 Inv(Go)
(ii) Fy C Fy, = Gal(E/Fy) 2 Gal(E/F)
(iii) Inv(Gal(E/F)) 2 F

(iv) Gal(E/Inv(H)) 2 H

Lemma 0.3. Let E/F be a splitting field of a separable polynomial
with coefficients in F'. Then

|Gal(E/F)| = |[E : F).
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Proof. What we will actually show is the following:

Let 7 : F — F’ be an isomorphism of fields. Let p(x) € F[z] be a
separable. Let E be a splitting field for p(z) and E’ be a splitting
field for 7(p)(x). There exist exactly [E : F] extensions of 7 to an
isomorphism o : £ — E'.

We proceed by induction on [E : F]. If [F : F] = 1 the statement is
clear.

Fix «a a root of p(z) in E\F with minimal polynomial m,(z). For
each § a root of 7(my)(z), let 75 : F(a) — F'(B) be the (unique)
isomorphism extending 7 with 75(a) = .

For each root 5 of 7(m,)(x) let Sz be the set of isomorphisms £ — E’
extending 75. If 8 # ' then Sz N Sz = 0.

The field E remains the splitting field of p(x) over F'(«) and E’ remains
the splitting field of 73(p)(x) over F'(/3). Since [E : F(a)] < [E : F],
by the induction hypothesis,

|5 = [E = F(a)].

Since m, (x) divides p(z), mq(z) is separable and thus, so is 7(mg)(z).
Thus 7(mg)(z) has [F(«) : F] distinct roots.
Each isomorphism o : E — E’ extending 7 maps « to a root of
7(mg)(z). Thus each o restricts to some 75. So each o is in Sy for
some [ a root of 7(mg)(x).
Thus there are exactly [E : F(«)|[F(a) : F] isomorphisms ¢ : F — E’
extending 7 : F' — F’. So we have proved our claim.
Setting £ = E', ' = I’ and 7 equal to the identity homomorphism
we get our lemma as stated.

[l



Vorlesung "Algebra (Blll)" - Wintersemester 2016/2017 Seite 88

Lemma 0.4. Let G be a finite group of automorphisms of a field E
and let F' = Inv(G). Then

E:F] <|G).

Remark/Reminder from linear algebra: A system of n homoge-
neous linear equations over a field £ in m variables with n < m has a
non-trivial solution. (See LA I, Korollar 2, 7. Vorlesung am 11.11.11)

proof of lemma. Let n = |G| and G = {p1 = 1, o, ..., tn}. We need
to show that any m > n elements of E are linearly dependent over F'.
Let uq, ..., u,, € E. Consider the system of linear equations in variables
L1y .y Ty

Zui(u(j)xj =0,1<i<n. (1)

Let (b1, ...,b,) be a non-trivial solution with the least number of b; #
0. By permuting the variables x; we may assume b; # 0 and by
multiplying through by b;* we may assume b; = 1.

We now show by contradiction that each b; € F' := Inv(G). Without
loss of generality we may suppose by ¢ F and 1 < k < n is such that

i (b2) # by.
Applying py. to [I] we get that

Z,uk,uz uj)pe(b;) =0, 1 <i<n.
j=1

Since figfi1, -..., lify 18 just a permutation of py, ..., fy,

(1), i (02), oy (b)) = (1, pare(b2), -, (b))

is a solution to [Il
Thus

(07 by — ,UJk(b2)7 SRy by, — Mk(bm))
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is a solution to 1 and is non-trivial since by — pr(b2) # 0. But this
solutions has more zero entries than our original solution. So we have
a contradiction. Thus each b; € F and from the first equation in 1:

i ’Lbjbj =4} |
j=1

Thus uy, ..., u,, are linearly dependent over F'.
O

Definition 0.5. We say an algebraic field extension F/F is separable
if the minimal polynomial of every element of E over F' is separable.

Theorem 0.6. Let E/F be a field extension. The following are equiv-
alent:

1. E is a splitting field of a separable polynomial p(x) € Fx].
2. F = Inv(G) for some finite group of automorphisms of E.
3. E is a finite dimensional, normal and separable over F'.

Moreover, if E and F are as in (1) and G = Gal(E/F) then F =
Inv(G) and if G and F are as in (2), then G = Gal(E/F).

Proof. (1)=(2) Let F’ = Inv(Gal(E/F)) and note F’ 2 F. Clearly £
is a splitting field of p(z) over F” and since Gal(E/F) fixes F' pointwise,
Gal(E/F) = Gal(E/F').

By lemma 0.3, [E : F] = |Gal(E/F)| and [E : F'| = |Gal(E/F')].
Thus, since [E : F] = [E : F'|[F' : F], [F': F] = 1. Thus F' = F'. So
(2) holds.

Note we have also shown that F' := Inv(G) for G := Gal(E/F), which
is the first part of the moreover.
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(2) = (3) FE is finite dimensional over F by lemma [0.4 Let o € E.
Let a1 = a, asg, ..., a,, be the orbit of o under the action of G. Let

g(z) =[%1(z — ;). For any o € G,

m

o(9)(x) = [ J(x — o(e)) = g()

1=1

since o just permutes the elements of {ay, ..., a,, }. Thus g(x) € Flz].

Since g(a) = 0 and g(x) € F[z], the minimal polynomial of a over F
divides g. Since the «;s are all different, ¢ is separable and thus the
minimal polynomial of « is separable. So E/F is separable.
Moreover, all roots of the minimal polynomial of o are in £. Thus E
is a normal over F' (it is the splitting field of the minimal polynomials
over F of all elements a € F).

(3) = (1) Since F/F is normal and finite dimensional, £ is the splitting
field of a finite number of polynomials py,...,p, € Flx]. We may as
well assume that each of these polynomials is monic, irreducible over
F" and that no two are equal. Thus, each polynomial p; is the minimal
polynomial of some o« € E over F. Thus, since they are non-equal,
they also have no common roots. Therefore, there product p; - - - p, is
separable and FE is its splitting field.

We now prove the second part of the “moreover”. Suppose F' = Inv(G)
for some finite group of automorphisms of E. Then by lemmal[0.4] [E :
F] < |G]. Since (1) holds, lemma [0.3] says that Gal(E/F) = [E : F].
So, since G is a subgroup of Gal(E/F), G = Gal(E/F).

]

Definition 0.7. We call a field extension E/F which satisfies any (and
hence all) the equivalent conditions of the above theorem a Galois
extension.
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Theorem 0.8 (Fundamental theorem of Galois theory). Let E/F be
a Galois extension with G := Gal(E/F). Let T" be the set of subgroups

of G := Gal(E/F) and let X2 be the set of intermediate fields between
E and F. The maps

H — Inv(H)
K — GalF/K)
are 1nverse bijective maps. Moreover, we have the following properties:
(1) Hy 2 Hy & Inv(H;y) C Inv(H,).
(1)) |H| =[F: Inv(H)|, |G: H| =[Inv(H) : F]

(iii) H in G is normal if and only if Inv(H) is normal over F. In
this case

Gal(Inv(H)/F) = G/H
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24. Script zur Vorlesung: Algebra (B III)
Prof. Dr. Salma Kuhlmann, Gabriel Lehéricy, Simon Miiller

WS 2016/2017: 10. Februar 2017

Beweis Fundamentaler Satz der Galois Theorie

Sei E/F eine endliche Galoiserweiterung. Betrachte die Abbildungen

> LT

K — Gal (E/K) (< Gal (E/F))
md I 5 %

H — InvH (CEund 2 F)

wobei T' := die Menge der Untergruppen von G := Gal (E/F) ist und ¥ := die Menge der
Zwischenkorper F' C K C F ist.

Wir behaupten ¢ oy = Id und yoi = Id, i.e. Gal (E/Inv H) = H und Inv (Gal (E/K)) = K,
das heifit (yoi)(H) = H und (io7)(K) = K.

Das ist aber die letzte Aussage in Satz 0.6 der letzten Vorlesung (weil H endlich ist), genauer:

e H < (G,also F:=InvG C Inv H und K = Inv H ist eine Zwischenerweiterung F' C
K C E. Die Anwendung von Satz 0.6 mit H anstatt mit G liefert Gal (E/Inv H) = H.
Also |H| = |Gal (E/Inv H)| = [E : Inv H] (siehe Lemma 0.3, letzte Vorlesung)

e Sei nun K ein Unterkorper von E/F (i.e. F C K C E) und H := Gal (F/K), dann ist
H < G(=Gal (E/F)).
Nun ist E immer noch Zerféllungskorper iiber K von einem separablen Polynom (weil F
tiber F so ist). Also liefert die Anwendung von Satz 0.6 fiir £ und K

K =Inv H = Inv (Gal (E/K))

e (i) ist eine unmittelbare Folgerung der allgemeinen Eigenschaften: H; O Hy = Inv H; C
Inv Hy. Nun ist Inv H; C Inv Hy, dann ist H; = Gal (E/Inv Hy) D Gal (E/Inv Hy) =
H,.

e Dic erste Aussage in (ii) haben wir schon bewiesen: |H| = [E : Inv H]. Wir berechnen
|G| =[F : F]=[E :Inv H|[Inv H : F| = |H|[Inv H : F], aber auch |G| = |H||G : H]
(vergleiche: |G| = |H|[Inv H : F| und |G| = |H||G : H]) = [G : H] = [Inv H : F]. Dies

ist die zweite Aussage in (ii).
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Zu (iii):

Sei H € I'und K := Inv H. Dann ist Inv (nHn™') = n(K) (fir n € G), weil fiir alle ¢ gilt:
E(k) =k = (mén~ ) (n(k)) = n(k).

Es folgt: H< G < n(K) =K fur allene G (%)
(i.e. K ist (mengenweise) invariant). Nehmen wir nun an, dass H < G. Aus (x) folgt, dass

77 := 1|k ein Automorphismus von K iiber F ist. Betrachte also nun den Homomorphismus

Gal (E/F)= G — Gal (K/F)
no o=

und berechne das Bild G und den Kern davon.

Bemerke, dass Inv G = F und G = Gal (K/F). Der Kern ist die Menge aller n € G mit
nlx = Id. Das heiBt, dass der Kern genau Gal (E/K) = H ist. Wir bekommen nun G =
Gal (K/F) ~ G/H. Da F = Inv G, K/F ist eine normale Erweiterung (Satz 0.6, 2., letzte
Vorlesung).

Umgekehrt: Sei K/F normal. Sei a € K und f(z) := Min.Pol.ra. f(x) zerfillt in Linearfakto-
ren iiber K|z].

Dann ist f(z) = (z — a1)(x — ag) - -+ (x — a,,) in K[z] mit a = a;.

Sein € G, dann ist 0 = n(f(a)) = f(n(a)). Also ist n(a) eine Nullstelle und somit existiert ein
i mit n(a) = a;. Insbesondere ist n(a) € K.

Wir haben gezeigt: n(K) C K fiir alle n € G und damit ist durch (%) H := Gal (E/K) < G. O


Ute
Rechteck


Vorlesung "Algebra (Blll)" - Wintersemester 2016/2017 Seite 94

25. Script zur Vorlesung: Algebra (B III)
Prof. Dr. Salma Kuhlmann, Gabriel Lehéricy, Simon Miiller

WS 2016/2017: 14. Februar 2017

Bemerkung 1

Sei E/F eine endliche (i.e. endlich dimensionale) separable Erweiterung, dann ist £/F endlich
erzeugt durch zum Beipsiel {a4, ..., a,}, a; algebraische und separable Elemente.

Sei f;(z) das Minimalpolynom von «a;, fi(x) ist separabel irreduzibel. (E f; # f; fiir i # j.
Setze f(z) = [[,<,<, fi(x). f(x) ist separabel.

Setze K := Zerféﬁu}lgskbrper von f(x) tiber E. Da K D F(ay,...,a,) ist es klar, dass K auch
Zerfallungskorper von f(x) iiber F' ist.

(1) Soist K/F normal. Andererseits enthélt jede normale Erweiterung von F einen Zerfallungskorper
fur f(z) iber F.
(2) Also damit enthélt jede normale Erweiterung von E eine isomorphe Kopie von K.

(3) Also ist K bis Isomorphie eindeutig bestimmt durch E unabhéngig von der Wahl der

Erzeuger {aq,...,a,}

Definition 1
K/F ist die normale Hiille von E/F.
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Kapitel 6: Einige Anwendungen der Galois Theorie

Satz 1 Satz vom primitiven Element
Es sei E/F eine endliche separable Korpererweiterung. Dann existiert ein primitives Element
zu E/F, das heifit ein Element z € E mit £ = F(z).

Wir brauchen einen
Satz 2 (Hilfssatz) (F-Korper)
Sei F' ein Korper. Sei G eine endliche Untergruppe von F*. Dann ist G zyklisch.

Dafiir brauchen wir eine Definition und eine Proposition.

Definition

Sei G eine endliche Gruppe G # {1}. Setze v(G) := die kleinste v € N, so dass 7 = 1 fiir alle
red.

Bemerkung: Lagrange = v(G) < |G].

Proposition 1 (Char endlich zyklische Gruppen)
Sei G eine endliche abelsche Gruppe. Es gilt: G ist zyklisch genau dann, wenn v(G) = |G|.

Fiir den Beweis brauchen wir wiederum zwei Hilfslemmas.

Hilfslemma 1
Seien g,h € G, wobei G eine endliche abelsche Gruppe ist. Wir nehmen an: g¢T'(|g|, |h|) = 1.
Es gilt: [gh| = |g][h].

Beweis

Setze |g| := m und |h| :=n. Sei r € N, so dass (gh)" = 1.

Dann ist k:=¢" =h™" €< g >N < h >, somit |k||m und |k||n. Also |k] =1 und k = 1.

Wir haben gezeigt: (gh)” = 1= ¢" = h” = 1. Also m|r und n|r und somit mn = kgV (m,n)|r.
Andererseits: (gh)™ = g™ h™" = 1. O

Hilfslemma 2

Sei G eine endliche abelsche Gruppe und g € G, so dass |g| maximal ist. Es gilt: |g] = v(G).
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Beweis
Sei h € G. Wir zeigen: hl9l = 1.
SChl‘eibe: |g| — p?l e pis

F p; verschiedene Primzahlen; ¢; > 0, f; > 0
|h| = pll .. .pgs

Zum Widerspruch sei hl9l # 1, dann existiert i, so dass f; > ¢;. Ohne Einschrinkung sei f; > /1.
Setze ¢’ := g]"fl und ' := 1?2 PE . Wir berechnen: |J| = p2---pl und |W/| = pl",
ggT (|91, I0) =1 = |g'W'| = p{'p ---p% > |gl- - Widerspruch O

Beweis von Proposition 1
“=" Sei G =< g >, dann ist |G| = |g| und damit ist v(G) = |G|.

“<” Sei G endlich abelsch mit v(G) = |G|.

Hilfslemma 2 ergibt: Es existiert ein ¢ € G mit |g| = v(G) (]g| maximal). Also ist |g| = |G| und
damit ist G =< g >. 0J

Satz 1
Fund. Satz G.T. N Satz 3 (Steinitz)
Satz 2 Va
T

Proposition 1

4

Hilfslemma 2

/I\

Hilfslemmal

Beweis von Satz 2 (Hilfssatz)

G ist abelsch. Wir zeigen |G| = v(G) := v (Proposition 1). Betrachte f(x) = 27 — 1. Das
Polynom hat < ~ Nullstellen in £, also < v Nullstellen in G. Andererseits muss jedes a € G
eine Nullstelle sein, also |G| < 7. O

Korollar 1
Sei F' ein endlicher Koérper und eine E/F endlich dimensionierte Korpererweiterung. Dann hat

E/F ein primitives Element.

Beweis
E* ist zyklisch, weil E endlich ist. Sei E* =< z >, dann ist £ = F(2). O
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Wir brauchen noch einen Satz:

Satz 3 (Steinitz Char. von einfachen Erweiterungen)

Sei E//F endlich dimensioniert, dann ist £/F einfach < es nur endliche viele Zwischenkorper
F C K" C F gibt.

Beweis

Siehe néchstes Vorlesungsscript

Beweis von Satz 1

Sei E/F wie in der Aussage und sei K die normale Hiille von E/F, dann ist K/F Galois
(FF C E C K, wobei K/F Galois). Dann gibt es nur endlich viele Zwischenkérper ' C K’ C K
[weil die genau Inv H sind fiir eine H < Gal (K/F) (Fundamentaler Satz der Galois Theorie).
Da aber Gal (K/F') endlich ist, gibt es nur endlich viele solcher Untergruppen H.]

A fortiori gibt es nur endlich viele Zwischenkorper F' C K” C E. Steinitz impliziert nun, dass
E/F einfach ist. O
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26. Script zur Vorlesung: Algebra (B III)
Prof. Dr. Salma Kuhlmann, Gabriel Lehéricy, Simon Miiller

WS 2016/2017: 17. Februar 2017

Beweis (Steinitz)

44 7
=

E = F(u). Sei F C K C E, f(z) Min. Pol. von u tiber F' und g(z) Min. Pol. von u iiber
K.

Es ist g(x)/f(z). Sei K’ ein Unterkérper von E/F, erzeugt durch die Koeffizienten von
g. K' C K und g¢(z) ist Min. Pol. von u iiber K.

Da E = K(u) = K'(u), haben wir [E : K] = degg(z) = [E : K']. Also K’ = K. Jeder
Zwischenkorper ist erzeugt durch die Koeffizienten der normierten Faktoren von f(z). Da

es nur endlich viele davon gibt, haben wir die Behauptung bewiesen.

Fall 1:
F' ist endlich (siehe Korollar 1, letzte Vorlesung).

Also ohne Einschréankung Fall 2:

F' ist unendlich

Wir zeigen, dass F = F(u,v) ein primitives Element hat. Der allgemeine Fall

E = F(uy,...,u) folgt dann per Induktion.

Betrachte die Unterkérper F/(u + av) mit @ € F. Da es nur endlich viele davon gibt, aber
unendlich viele a € F', muss a # b existieren, so dass F(u + av) = F(u + bv). Aber dann
istv=(a—b) " utav—u—bv) € Flu+av) und u =u+ av — av € F(u + av). Setze
z:=u+ av, dann ist £ = F(u,v) = F(z). O
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Kapitel 7: Fundamentaler Satz der Algebra

Satz
C ist algebraich abgeschlossen.

Beweis
Wir werden die folgenden Eigenschaften von R benotigen (diese werden allgemeiner fiir re-
ell abgeschlossene Korper in der Vorlesung “Reelle algebraische Geometrie I” im 7. Semester
gezeigt).
(1) a € R mit a > 0 hat eine Quadratwurzel in R.
(17) Jedes f € R[z] ungeraden Grades hat eine Nullstelle in R.
Behauptung: (i) hat zur Folge, dass jedes Polynom zweiten Grades aus Clx] eine Nullstelle
in C hat. Dafiir geniigt es zu zeigen, dass z € C eine Quadratwurzel in C hat.
Sei also z = x 4+ 1y € C mit z,y € R. Wir wollen 16sen:
z=z+iy = (a+ib)* = (a® — b*) + i2ab mit a,b € R. Also x = a*® — b? und
y = 2ab.

Die Gleichungen sind, abgesehen von der Wahl des Vorzeichens von a und b,

a® =1/2x & 1/2\/22 + y2
b =1/2x +1/2y/22 + 42,

wobei £ bedeutet, dass man fiir beide Gleichungen einheitlich entweder das +

aquivalent zu

oder das — auswahlt.

Betrachte nun R C C C L, wobei L/C endlich ist. Es ist [C : R] = 2. Zu zeigen: L = C. Ohne
Einschrankung ist L/R Galois.

Setze G := Gal (L/R). Esist [L : R] = |G| = 2*m mit k € N und 2 {m. G enthilt eine 2-Sylow
H < @. Fundamentaler Satz der Galois Theorie = [L : Inv H] = |H| = 2* beziehungsweise
[Inv H : R] = m.

Da aber jedes reelle Polynom ungeraden Grades eine Nullstelle in R hat, ergibt sich unter Be-
nutzung des Satzes vom primitiven Element notwendig m = 1.

Also [L:R] =2 und [L : C] = 2k-1.

Sei G’ := Gal (L/C). Wenn L # C, also k > 2, Sylow 1 liefert H' < G’ mit |H'| = 2+2.

Also ist [L : Inv H'] = 2%72 so [Inv H' : C] = 2. - Widerspruch. O
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Kapitel 8: Auflésbare Erweiterungen

Definition
L/K endlich ist auflosbar, wenn es einen Oberkorper £ D L gibt, so dass /K eine endlische
Galois Erweiterung mit auflosbarer Gal (E/K) ist.

Satz (Galois Gruppe als Untergruppen von S,,)
Sei f € Klx| separabel, deg f = n € N und L/K Zerfillungskorper. Seien ay,...,a, € L

Nullstellen von f, so definiert

v: Gal (L/K) — Sym{ay,...,a,}
) — d{ay,...,a,}

einen injektiven Gruppenhomomorphismus.

Beweis

d € Gal (L/K), f(a;)) =0=0=6(f(a;)) = f(6(a;)), da § die Koeffizienten von f fest ldsst.
Also ist 6(a;) eine Nullstelle von f.

Da nun 6 injektiv ist, ist auch 6 : {a1,...,a,} — {a1,...,a,} surjektiv, also bijektiv. Damit ist
© wohldefiniert.

Da L = K(ay,...,a,) und § € Gal (L/K) bereits eindeutig durch seine Werte auf {ai,...,a,}
bestimmt ist, ist ¢ injektiv. 0

Korollar 1
Sei L/ K eine endliche Galois-Erweiterung vom Grad n, so lisst sich Gal (L/K) als Untergruppe

von S,, auffassen.

Korollar 2
Sei L/K eine separable Erweiterung vom Grad < 4, dann ist L/K auflésbar.

Beweis

Satz vom primitiven Element = L = K(a). Sei f € K[x] das Min.Pol.xa. Sei L' ein Zerféllungskorper
von f iiber K. Gal (L'/K) lasst sich als Untergruppe von Sy auffassen. Da S, und alle ihre Un-
tergruppen auflosbar sind, so sind L'/ K und L/K auflosbar. O
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Korollar 3

Es gibt endlich separable Korpererweiterungen, die nicht auflésbar sind.

Beweis

Sei k ein Korper und L = k(T7,...,T,) = Quot (k[T1,...,T,]) Korper der rationalen Funktion
in endlich vielen Variablen T1,...,T,.

Jede m € S, definiert einen Automorphismus von L, in dem man 7 auf die Variablen T7,...,T,

anwendet:
]{T(Tl, R ,Tn) — ]’C(Tl, R ,Tn)
g(Tﬂ'(1> 7777 Tw(n))

Sei K :=1Inv S,, C L. Es ist (Satz 0.6, 23. Vorlesung) L/K Galois und Gal (L/K) = S,,. Wihle
nun n > 5, dann ist Gal (L/K) nicht auflosbar. O
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