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Seien A und B m x n-Matrizen tiber K. Es gilt: B ist zu A zeilenaquivalent
gdw B = PA, wobei P das Produkt von m x m-elementaren Matrizen ist.

“<=" Sei P =FE,...FEyF,, wobei E; eine elementare m x m-Matrix ist.
Also ist F1 A zeilenaquivalent zu A
und Ey(FE1A) ist zeilendquivalent zu E; A.
Also ist FyE4 A zeilendquivalent zu A.
So weiter fortsetzen:
E,... E1A ist zeilendquivalent zu A
i.e. B ist zeilendquivalent zu A.

“=" Sei B zeilendquivalent zu A und seien ep,---,e, die elementaren
Zeilenumformungen mit A = ... % B,
Also Ey--- EyF1A = B,
wobei E; die elementare Matrix e;(1,,) fur t = 1,..., ¢ ist.
Setze P .= E[ ce E2E1. O

Eine n x n-Matriz A ist invertierbar, falls es eine n x n-Matrix B gibt, so dass
AB =1, und BA = I,.
In diesem Fall heifit B eine Inverse von A.

Sei A invertierbar. Dann gibt es eine eindeutige Inverse.

Seien B, By beide Inverse von A. Es gilt:
AB; = I,=AB,
also  Bs(AB;) = B3(AB,;) (Multiplikation)
also (BQA)Bl = (BQA)BQ
also InBl = [nBQ, ie. Bl = BQ O

Wir bezeichnen mit A~! die eindeutige Inverse der invertierbaren Matrix A.

Seien A, B n x n-Matrizen iiber K. Es gilt
(i) Wenn A invertierbar, so auch A™' und (A=)~ = A,
(i) Wenn A und B beide invertierbar, so auch AB und (AB)™' = B~t1A™L.
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(i) Wir berechnen AA™" = A~'A = [,,. Also ist A die Inverse von A~'.

(ii) Wir berechnen B'A"1(AB) = B"'(A"'A)B=B'I,B=B'B=1,.

Analog (AB)(B'A™') =1,.

Seien A1, ..., Ay n xn -invertierbare Matrizen, dann ist das Produkt A; -

auch invertierbar und es gilt (A;--- A,) "t = A1 A7

Induktion nach ¢. Fiir ¢ =1 ist es klar.

Indutkionsannahme: (x) gilt fiir ¢.

Induktionsschritt: (x) gilt fiir £+ 1:
Beweis: (Ay--- Ay Agpr)™ =

((A;---Ay) Agy)™' = <« Proposition 2 (ii)

Az_jl(Al -+ A))™" = < Induktionsannahme
AL AN ATY) = <« Assoziativitét
AL A AT 0O

Elementare Matrizen sind invertierbar.

O

A

()

Sei £ = e(I,,) eine elementare Matrix. Sei e* die umgekehrte Zeilenumformung

(auf die Zeilen von I,,) und E* := e*(,). Wir berechnen
E*E =¢'(I)e(l,) = I, uwnd E*E = EE* = I,
D.h. E*=EL.
2 x 2-elementare Matrizen
01\ /(01 4 (!
10 -~ \to) ™ 0
-1
1 ¢ 1 —c 1
(01) _<0 1) und (c
c#0

G1) - (0h) e (0f) -

Sei A eine n x n-Matrix. Sind adquivalent:

), ()

S =
o
()
—
N

(i) A ist invertierbar.

(ii) Az = b ist konsistent fiir jede n x 1-Spaltenmatrix b.

)
)
(i) Az = 0 hat nur die triviale Losung.
(iv) A ist zeilendquivalent zu I,.

)

(v) A ist Produkt von elementaren Matrizen.

(i) und (iii): Beziehung zwischen homogener und allgemeiner (quadratischer)

Systeme.
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(i) = (i)
Setze x := A™1b. Es gilt Az = A(A7'0) = (AAHb = 1,b=1D.

(iii) < (iv) schon bewiesen (Korollar 3, 7. Vorlesung i.e. Korollar 7.3)

(il) = (iii)
Wenn Az = 0 nicht triviale Losungen hétte, dann ist die r.Z.S.F. R von A
nicht I,,, also muss eine Nullzeile haben. Also ist zum Beispiel das System

0
(S) Rz = | : | inkonsistent.

0 - 0 1
Nun wobei P das Produkt von elementaren Matrizen ist (Korollar
1). Also ist P invertierbar (Korollar 2 und Proposition 3).

Also multipliziere (S) durch P~!:
0

(S) (PA)z =] : | ist inkonsistent.

Also P7Y(PA)z = P~' | : | ist inkonsistent.

Also Az = P~1 : | inkonsistent.

nxn nxl1
N————

nx1

Setze b= P~' | : |, wir bekommmen Az = b. Inkonsistent. Widerspruch.

A= P'I, = P', wobei P’ das Produkt von elementaren Matrizen ist (Korollar

(v) = (i)

Folgt aus Korollar 2 und Proposition 3. U

Seien A und B m x n-Matrizen. B ist zeilendquivalent zu A genau dann, wenn
B = PA, wobei P eine invertierbare m x m-Matrix ist.
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