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n = p ist eine Primzahl = (Z,,+,, ;) ist ein Korper.

F

p

(Zy, 4, ) ist ein kommutativer Ring mit Eins. Sei nun = € Z,, x # 0.
Wir wollen zeigen: Jy € Z, mit 7y = x -, y = 1.

Nunz € {1,...,p—1} und p prim = g¢7'(x,p) = 1. Also Ja, f € Z mit a # 0.

ar + fp =1. (%)

Also ax = (=f8)p+ 1. A priori a € Z, nehme @ € {1,...,p—1}.
(Bemerke, dass @ # 0, sonst p |o. Aber dann im (x) p | 1; Unsinn).

Alsoa=qp+@ ()
(#%) in (x) ergibt: (¢gp + @)z + fp = 1.

Also ax + grp + Bp = 1.

Alsoar+ (gz+B)p=1 =ar=—(qz+),p+1 (% * )
mit o € 7Z,.

Setze a 1= y.

Berechne x -, y = Ty = 1 aus (% % *) und Eindeutigkeit von Rest in DA.

UA fiir UB: Zeige folgende
Sei p eine Primzahl, a,b € N. Wenn p | ab, dann p | a oder p | b.

Gibt es andere endliche Korper?

(Charakteristik)
Sei K ein Korper, definiere
die kleinste natiirliche Zahl (n > 2) wofiir
Char (K) = I1+1+ 25 +1=0 falls existiert
n-mal
0 sonst

(Bezeichnung: 1 + ... + 1-mal := n.1.)
—_——
lLe Char (K)=0falls1+1+4+...+1#0firalleneN.
~—_———

n-mal

Char (K) # 0 = Char (K) = p eine Primzahl.
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Bemerkung

Sein #0 n = Char (K).

n nicht prim = n =nny mit 1 < n; < n firi=1,2.

Also0=1+1+...+1=(1+...+1)(1+...+1)=0.
N e’

N S J/

ninomal n;r;al n;rrnal
Alsol+...+1=0o0der 1+...+1=0- Widerspruch. 0
1 1
ni-ma no-ma,

Char (F,) =p
Char (Q) = Char (R) =0
[weil 1 >0

alsol1+1>04+1=1>0

I+1+... +1=(0+...+1)+1>1+...+1) >0
—_———— —_— N———

n+1lmal nmal nmal

k C K ist ein Teilkorper, falls 0,1 € k,
k abgeschlossen unter x + y, xy, —x, z~ ! fiir z # 0.
Bemerke: Char (k) = Char (K).

K endlich = {

(1) Wir zeigen die Kontraposition: Char (K) =0 = K unendlich.
Wir behaupten: ny,nes € N, ny #£ny =
I+ .. F1#14+.. . +1L
ni n2
Ohne Einschrankung (OE) ny > ng; (ng —ng) >0
(I+...+41)—(1+...41)=(1+...+1) =0 - Widerspruch.

(& (. J
N ~~ ~

ni n2 ni—n2

(2) Datfiir brauchen wir lineare Algebra! Also spéter! (Basis und Dimension)

K =TF,(t) ist der Korper der rationalen Funktionen iiber dem endlichen Kérper
F,.

K unendlich; aber Char (K) = p > 0. Dafiir brauchen wir Polynomringe.
Spater!

Also K unendlich #- Char (K) = 0.



Kapitel 1: § 2 Lineare Gleichungssysteme

Definition 1 (i) Sei n € N, und K ein Korper. Eine lineare Gleichung iiber K in den

Variablen x1, ..., x, und Koeffizienten in K ist eine Gleichung der Form:
ar1+ ..., +a,x, =0 (%)
wobei aq,...,a,,b € K.

Terminologie a; ist der Koeffizient der Variablen x;.

(ii) Ein n-Tupel ¢ := (c1,...,¢,) € K™ ist eine Lisung der Gleichung (%),
falls die Identitét
aicy + ...+ apc, = b0 gilt in K.

Beispiele a) \/51:1, +mxy = € ist eine 1. G. iiber R.
b) 2,/x1 + mr3 = e ist keine L.G. iiber R.

c¢) Linie: y = ax + b ist die Gleichung (a,b € R, a := Steigung; b := y -
intersect) einer Geraden (in der Ebene R?) : [.

Umschreiben: x5 — az; = b.
Losung: P: Punkt in R* P = P(cy,c;) mit Koordinaten ¢; und ¢y ist eine
Losung gdw P € [, d.h. P liegt auf [.
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