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Kapitel 0: Praliminarien
§ 1 Annihilatoren

Definition 1.1.

Sei V ein K-Vektorraum dimV =n, S C V.

Der Annihilator von S ist bezeichnet mit S° C V* und definiert als
SO={feV*|SCker(f)} ={f€V*| f(a) =0 fiir alle « € S}.

Bemerkung 1.2.

(i = (span(S))°

(ii7) S° C V* ist immer ein Unterraum.

i) S
)
(iv) span(S) = {0} & S° = V*
(v) =V = 5= {0}
)

(vi) Also span(S) =V < 5% = {0}

Beweis von (iv)
=" ist klar.
Fiir “<”: Sei S° = V*. Zu zeigen span(S) = {0}. Zum Widerspruch sei a # 0 und a € span(5).
{a} ist linear unabhéngig = ergénze zu einer geord. Basis B fiir V:
B=(a=a...,a,).

Sei B* die Dualbasis: B* = (f1,..., fn). Es gilt fi(ay) =1, also f; & S°. O

Beweis von (vi)
“=” folgt aus (ii) und (v).

“<” Sei S° = {0}. Zu zeigen span(S) = V.
Zum Widerspruch setze W := span(S) und sei
a € VAW und (ay,...,a,) C W eine geord. Basis fir W. Dann ist {«y, ..., o, o} linear
unabhéngig.
Ergénze zu einer geord. Basis fiir V: B = (aq,...,Qp, & = Qpi1, Qpro, ..., Q).

Sei (f1,.. -, fx, fot1s- -+, fo) = B* die Dualbasis. Es gilt fyi1(o;) =0 fiiralle j=1,... k
und fry1(agr1) = 1. Also frrn # 0 und fiqq € S°. 0
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Korollar 1.3.
(Trennungseigenschaft)
Sei W C V ein Unterraum und o ¢ W. Es existiert ein f € V* mit f(W) = {0} und f(«) # 0.

Beweis

Sei (ay, . .., ay) eine geord. Basis fiir W. Nun ist a & span({ay, ..., a}), alsoist {ay, ..., ag, a}
linear unabhéngig.

Ergénze zu einer geord. Basis fir V: B = (aq,...,q, & = g1, ..., ap) und sei

B*=(fi,.--, f&s fet1,- -+, fn) die Dualbasis. Setze f := fri1. O
Satz 1.4.

(Dimensionsformel fiir Annihilatoren)
Sei V' ein endlich dimensionaler Vektorraum iiber K und W C V ein Unterraum. Es gilt:
dim W + dimW° = dim V.

Beweis
Sei {ay, ..., q} eine geord. Basis fiir W. Ergénze zu einer geord. Basis fiir V:
B=(a1,...,Q0k1,...,0,). Sei B* = (f1,..., fn,) die Dualbasis.

Behauptung
{fes1,---, [n} ist eine Basis fiir W°.

Beweis
Es ist klar, dass f; € WO fiir alle ¢ > k+1, weil fi(a;) = d;; =0, falls i > k+1 und j < k. Also
wenn a € W, ist « eine lineare Kombination von aj, ..., a; und f;(a) = 0 fiir alle ¢ > k + 1.

Also f; € WV fiir alle 1 > k + 1 wie behauptet.

Nun ist{ fxt1,. ., fn} linear unabhéngig (Teil einer Basis). Also geniigt es zu zeigen,

dass Span<{fk+17 s 7fn}) = WO'

Sei f € V*. Esgilt f =51, f(a;)f: (allgemein). Ist aber f € W?, dann gilt f(a;) =0

fiir alle 7 < k. Also gilt f =" .| fla)fi O

Korollar 1.5.
W1, Ws sind Unterrdume von V. Es gilt: W = W9 = W, = W,

Beweis
Zum Widerspruch sei Wi # Ws,, zum Beispiel a € Wy, o € Wi. Nach Korollar 1.3 existiert
f eV mit f(W;) ={0} und f(a) # 0. Also f € WD, aber f & WY, ein Widerspruch. O



