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Tag der Mathematik 2017
Aufgabe G1 mit Lésung

Aufgabe G1

Eine Urne enthalt blaue und rote Kugeln.
Vor der Ziehung ist die Wahrscheinlichkeit eine blaue Kugel zu ziehen ;.

Nach der Ziehung einer blauen Kugel ist die Wahrscheinlichkeit eine weitere
blaue Kugel zu ziehen ;.

Wie viele rote Kugeln sind in der Urne?

Lésung

Sei n die Anzahl aller Kugeln und b die Anzahl der blauen Kugeln. Dann gilt

= p(erste Kugel ist blau) = % und

—1
= p(zweite Kugel ist blau) = %

g ==

Aus 4b=nund 5b—5=n—1 folgt b=4 und n=16.
Also sind n— b =16 — 4 = 12 rote Kugeln in der Urne.

ClE M E
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Aufgabe G2 mit Lésung

Aufgabe G2 S

Verbindet man bei einem Wirfel die Mittelpunkte

benachbarter Seitenflichen, so erhalt man ein
Oktaeder mit den Ecken A, B, C, D, Sund T. A C

In einem Koordinatensystem sind vier Eckpunkte

des Oktaeders \V

A(13[-513), B(11]3[1), C(51317), S(13]11]9)

Berechnen Sie
a) die Lange der Wiirfelkante,
b) die Oberflache des Oktaeders,

c) die Koordinaten von Dund T.

Lésung

a) Sei r die Lange der Wirfelkante. Dann gilt

r=AC=+/(13—5)24 (-5—-3)2+(3—7)2 =144 =12,

b) Sei s die Lange der Oktaederkante. Dann gilt

s=AB=./(13—11)24+(-5-3)2+ (3—1)2 =72 =6V2.

Fir die Oberflache gilt dann

2
8-%\@:144\/5.

c) 1. Lésung:
Ist O der Ursprung des Koordinatensystems, so folgt fir den Mittelpunkt M

von AC
13 5—-13 9
O—/\>/7=5>4+%/@= =5 +% 3+ 5| =(-1],
3 7— 3 5
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Aufgabe G2 mit Lésung

Weiter ist
9 9—-11 7
OD—OM+BM=|-1]+-1- 3| =[-5],
5 5— 1 9
also D(7|—-519) und
9 9-13 5
Of—=OM+SM=|-1|+[-1—- 1) =[=3],
5 5— 9 1
also T(5|—3]1).
2. Lésung:

Fir den Mittelpunkt M von AC gilt

1 1 1
(A+C)=5(13+5,-5+8,3+7)=-(18,—2,10).

M= 3

N
N |

Hiermit folgt

D=2M—-B=(7,—-5,9) und T=2M-S=(5,—3,1).
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Aufgabe G3 mit Lésung

Aufgabe G3

Ein Kegel mit der Héhe 12cm
und dem Grundkreisradius 6 cm
steht auf der Spitze und wird
teilweise mit Wasser gefullt, das 12
10 cm hoch steht. 10

Wie hoch steht das Wasser,
wenn der Kegel umgedreht
wird?

Lésung 6

12—h

R
—

1, B r 6
Kegelvolumen: 57[6 12 = 144m. Aus 0= 12
5 250 12—h 12

1
W I Dot 10 = ——m A
asservolumen 37 3 us =

12

folgt r = 5.

Fir das Volumen des Kegelstumpfes gilt dann:

?7‘(:1447{—%715’2 (12— h)
250 11 3
= =144 32 (12— h)

Aus (12 — h)® = 123 — 102 folgt

h=12— /123 —10% =12 — /728
~12—-9=23.

1
=— =—(12—h).
5 folgt R 2( )
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\ Aufgabe G4 mit Lésung

Aufgabe G4

Zwei Kugeln K und H bewegen sich reibungsfrei auf einer Kugelbahn, die
zwischen A und B waagrecht verlauft. Zu einem bestimmten Zeitpunkt ist K im
Punkt S, der die Strecke AB im Verhaltnis 4 : 3 teilt. Zum gleichen Zeitpunkt ist

H im Punkt T und bewegt sich auf B zu. H
T
\_ «
% ® %
A S B

Bewegt sich die Kugel K in S mit der Geschwindigkeit 1,5 m/s nach rechts, dann
st6Bt sie mit der Kugel H in B zusammen.

Bewegt sich die Kugel K in S mit der Geschwindigkeit 1,5 m/s nach links, dann
stoBen K und H in A zusammen.

Welche Geschwindigkeit hat die Kugel H beim Zusammenprall?

Lésung

1. Lésung:
Seien AS = 4aund BS = 3a.

Die Laufzeit der Kugel K von S nach Aist {2 = 22
und die von S nach Bist {2 = 2a.

FUr die Kugel H seien t die Zeit, die sie von T bis B
braucht und v ihre Geschwindigkeit in B und in A.
Dann gilt t =2aund t + 22 = 8,

7a __ 8a 7 2 i _ 2
Daraus folgt 2a+ 72 = ', also ;, = 5 und damit v = 5.

Also v =10,5m/s.

2. Lésung:
Geschwindigkeit von H:

4
3t 7.45-105m/s
15

15

s-t-Diagramm von K ; s-t-Diagramm von H ; Berechnung von v .
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Aufgabe E1 mit Lésung

Aufgabe E1 y

~

Die Parabel f(x) = —ax® + ¢, a> 0, ¢ > 0, habe den
Scheitel S sowie die Nullstellen P und Q.

Die Tangente in P schneide die y-Achse in T. S

. OS
Berechnen Sie ST

Lésung

Nullstellen von f fiir x = i\/g.

Scheitel S(0,c¢).

Tangente in P(—\/SIO): y = 2a\/§-x + 2c.

. OS ¢
Somit T(0]2¢) und ST o 1.
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Aufgabe E2 mit Lésung

Aufgabe E2

Ein L-férmiger Block wird wie abgebildet aus

63 weiBen Einheitswiirfeln gebildet.

a) Wie groB ist die Oberflache?

b) Welchen Abstand haben A und B?

c) Beidem L-f6rmigen Block wird die ganze
Oberflache rot angestrichen. B

Wie viele der 63 Wrfel haben genau

(i) eine rote Flache,
(ii

) zwei rote Flachen,
(iii) drei rote Flachen?
)

(iv) Wie viele Wirfel haben keine rote Flache?

Lésung

a) Oberflache:2-21+2-18+2-15=108.
b) Abstand: /32 + 52 + 62 = /70

Anzahl der Obere und
C) roten Flachen untere Schicht  Mittlere Schicht Anzahl
0 0 4 4
1 444 12 20
2 12+12 5 29
3 5+5 0 10

Summe: 63
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Aufgabe E3 mit Lésung

Aufgabe E3

Bestimmen Sie u so, dass die Summe der Kehrwerte der Lésungen der quadra-

tischen Gleichung maximal wird.

1
u’x®+ (u—3)x+ —— =0.
u+1

Lésung

1. Lésung:
Lésungen sind:

3—u+ \/(U—3)2—3—f1
Shas 2u?

Die Funktion

fuy—tp Lo 2¢ 2f
._X1 X2_3—U+F 3—U—\/__

B—u)(u+1)

ist eine nach unten ged6ffnete Parabel mit den Nullstellen u = 3 und u = —1, also

erhalt man fur u = 31 = 1 das Maximum.
2. Lésung:
Seien aund b die Lésungen der Gleichung. Dann gilt
x2Sy 1 =(x—a)(x—b)=x2—(a+b)x+ab
u? wv(u+1) N

und somit

1 1 T

-+ = atb_ Y =@B-u)(u+1)=3+2u—1P=4—(u—1)>

a b a-'b .

u?(u+1)

Also ist das Maximum fir u = 1.
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Aufgabe E4 mit Lésung

Aufgabe E4

, , __log.b
a) Zeigen Sie log, b = log, 2

b) Fur welche x gilt log,(x? + 2x — 8) = log, x?

Lésung

a) Far x =log, b gilt

a=>b
und somit
x-log,a=log,b
also
log,. b
x =log, b jog,
b) Aus log,(x? + 2x — 8) = log, x
, log,(x2 + 2x — 8)
folgt mit a) 2 00,4 = log, x
und — wegen log, 4 = 2 — log, (X2 +2x —8) =2 log, X.
Aus log,(x® + 2x — 8) = log,(x?)
folgt x> 4+2x—8=x2
und somit X =4.

[~]

.
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Aufgabe H1 mit Lésung

Aufgabe H1

Welches ist die letzte Ziffer von 201720172

Lésung

Die letzten Ziffern der Potenzen von 7 sind
7,9,3,1,7,9,3,1,...,

haben also die Periode 4.
Wegen 2017 =504 -4 4 1 ist 7 die letzte Ziffer.
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Aufgabe H2 mit Lésung

Aufgabe H2

In ein gleichschenklig-rechtwinkliges Dreieck (Kathetenlange 2) wird ein Quadrat
so einbeschrieben, dass

a) eine Seite auf der Hypotenuse liegt, 2

b) zwei Seiten auf den Katheten liegen. 2

Welches Quadrat hat die gr6Bere Flache?

Berechnen Sie beide Flachen!

Lésung

a) Fir die Seite x gilt 3x = V22 + 22 = 2V/2, also x2 = §.
b) Fur die Seite s gilt 2s = 2, also s? = 1.

Wegen s? > x? ist das Quadrat von b) groBer.
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Aufgabe H3 mit Lésung

Aufgabe H3

FUr welche ganzen Zahlen nist

eine ganze Zahl?
n+2 ine ganz

Lésung

n+ 2 muss ein ganzzahliger Faktor von 6 sein, das heif3t +£1, £2, +3, +6.
Fir nfolgt also —8,—5,—4,—3,—1,0,1, 4.
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Aufgabe H4 mit Lésung

Aufgabe H4

Gegeben ist ein regelmaBiges Neuneck.

Wie groB ist der Winkel «?

Lésung

1. Lésung:
Der Innenwinkel im regelmaBigem n-Eck
ist 180° — 2% fiir n = 9 also 140°.

Somit gilt « + 40° 4+ 220° + 40° = 360°, also «x = 60°.

2. Lésung:
Das Dreieck ist gleichseitig, also ist o« = 60°. &
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Aufgabe H5 mit Lésung

Aufgabe H5

Venedig liegt auf der geografischen Breite von 45°.
Mit welcher Geschwindigkeit bewegt sich die Stadt bei der Erdrotation?

Hinweis:
Rechnen Sie mit einem Erdradius von R = 20007t [km], 72 = 10 und v/2 = 1,4.

Loésung r

. _ H _
Esistr =1 = 10007tv/2.

So ergibt sich eine Geschwindigkeit von a45°

onr  2000m2v2 7
7 = 24 _61000~1167[km/h].
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Aufgabe H6 mit Lésung

Aufgabe H6
In einem Garten liegen eine quadratische und
sieben runde Steinplatten kreisférmig im Gras. ® ®

Minnie steht auf der quadratischen Platte und

wirft eine Minze. Bei ,Kopf“ hiipft sie im Uhrzei- .
gersinn eine Platte weiter, bei ,Zahl* hipft sie

eine Platte entgegen dem Uhrzeigersinn.

Mit welcher Wahrscheinlichkeit steht sie nach . .
8-maligem Munzwurf und Hipfen wieder auf der .
quadratischen Platte?

Lésung

Es gibt drei Mdglichkeiten um wieder auf die quadratische Platte zu gelangen:

1
» 8-maliges Hupfen im Uhrzeigersinn: (5)8

1
« 8-maliges Hupfen entgegen dem Uhrzeigersinn: (5)8

8
) oo () 70
* 4-mal vorwarts und 4-mal riickwarts: 25 = 258
o L. 72 9 N
Wahrscheinlichkeit: 256 — 32 0,28
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Aufgabe H7 mit Lésung

Aufgabe H7

Ein gleichseitiges Dreieck ABC habe die
Seitenlange 4 cm.

Verlangert man zwei der Seiten, |Iasst sich
ein Kreis finden, der sowohl an den verlan-
gerten Seiten des Dreiecks als auch an der 4
verbleibenden Dreieckseite anliegt.

Wie groB ist der Kreisradius?

Lésung

Der Ankreisradius r ist gleich der Héhe h
im Dreieck ABC, also r = £v/3 = 2V/3.
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Aufgabe H8 mit Lésung

Aufgabe H8

Welche Koordinaten hat der Schnittpunkt S der beiden folgenden Geraden?

628x + 372y = 5512
372x + 628y = 4488

Lésung

Addition und Subtraktion der beiden Gleichungen ergibt

1000(x + y) = 10000

und
256(x —y) = 1024.

Aus x +y =10und x — y = 4 folgt S(73).
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