Tag der Mathematik 2014
Aufgabe G1 mit Lésung

Aufgabe G1 C

Im Dreieck ABC sei P auf AB. Fir Q auf BC und R /\ Q

R auf Asei PQ|| AC bzw. RQ|| AB. o /\
Wie muss x = AP gewahlt werden, damit die

Flache A(x) des Parallelograms APQR maximal A X P B
wird?
Lésung
Da die Dreiecke ABC und PBQ ahnlich sind, gilt C
h h h
' =2 undsomit h;=—(c—x) R Q
c—Xx ¢ c
und hy

A =xhy = 2ox—x) = 2((S)F— (x—2

A(x) ist maximal fur x = 3, also ist P der Mittelpunkt von AB.
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Tag der Mathematik 2014
Aufgabe G2 mit Lésung

Aufgabe G2

Gegeben sind die Parabeln y = x? und y = —(x — 4)2. Gesucht ist die Gerade
y = mx + b, m # 0, die Tangente an beide Parabeln ist.

Lésung
y
Seien P(p|p?) und Q(q|—(g — 4)?) die P
BerUhrpunkte.
Aus =mx+b
PP (g—4) g

pP—q
und der Parabelsteigung

m=2p =—2(q — 4)

folgt
(5)°+(5)°
7—(—%2+4) Q
und somitm=28, p=4und q =0.
Also ist P(4]16), Q(0|—16) und y = 8x — 16.

m =
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Tag der Mathematik 2014
Aufgabe G3 mit Lésung

Aufgabe G3 D C

Gegeben ist ein Quadrat ABCD. Sei E der Mit-
telpunkt von BC und P der FuBpunkt des Lotes
von A auf DE. E

Zeigen Sie: BP = AB.

Losung A B

1. Lésung: Im Koordinatensystem mit A(0|0) y
und B(a|0) hat die Gerade durch D(0|a) und D

E(al2) die Gleichung y = —1x + aund die Ge- P
rade durch A und P die Gleichung y = 2x.
Also ist o 4 a E
P(tal-
(zalza)
und
X
BP? = (a— ga)2 + (ga)2 = &. A a B

2. Lésung: Sei F der Schnittpunkt von DE mit AB. Dann ist AB = BF und P
liegt auf dem Halbkreis Uber AF. Also ist BP = AB.

D C
P
E
A B F
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Tag der Mathematik 2014
Aufgabe G4 mit Lésung

Aufgabe G4

In einem Quadrat (Seitenlange 1) ist ein Netz auf-
gespannt, das begrenzt wird von vier gleichen Para-
belbégen durch die Ecken des Quadrats, das heiBt
die Bogen sind symmetrisch*zu den Diagonalen des
Quadrats. Berechnen Sie die Flache des Netzes.

* und in den Eckpunkten tangential

Lésung

Im Koordinatensystem sind die Ecken des Quadrats y
(010), (110), (1[1) und (0[1).

Die Parabel durch (0/0) und (1]|0) hat die
Gleichung y = ax(x — 1) und die Steigung
y'=a@2x—1).

(1
(011

Firx =0isty’ =1, also gilt a= —1.
Die Flache der Parabel y = —x(x —1) = x — x?
oberhalb der x-Achse ist

1 2 351
g [y 111
L(X X)dx_[z 3}0_2 376

(0]0) (110)X

Also ist die Netzflache 1 — 4-% =
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Tag der Mathematik 2014
Aufgabe E2 mit Losung

Aufgabe E2

Peter kauft mehrere Kilo Aprikosen um daraus Dérrobst zu machen.
Eine Aprikose besteht zu 80% aus Wasser.

Die Aprikosen werden so lange getrocknet bis sie nur noch 50% Wasser enthal-
ten.

Bei diesem Dorrprozess verdunstet 12 | Wasser.

Wie viel wogen die Aprikosen vor dem Trocknen?

Lésung

Sei m das urspriingliche Gewicht der Aprikosen (in kg).
Davon waren %m Wasser und %m Trockenmasse.

Nach dem Trocknen wogen die Aprikosen m — 12 und das verbliebene Wasser

8
warﬁm—12.

Also gilt Em—12 = (m—12)3.

Hieraus folgt m = 20 (kg).

Zentrum fur Mathematik - KinzigstraBe 32 - 64625 Bensheim - 06251-7079941
Internet: www.z-f-m.de - Email: tdm@z-f-m.de



Tag der Mathematik 2014
Aufgabe E3 mit Losung

Aufgabe E3

Wahlen Sie in der Multiplikationstabelle zwei 12 3 4 5 6 7
Zahlen in der Diagonalen aus (dies sind Qua- 12 3 4 5 6 7
dratzahlen), z.B. 4 und 25, und dann die bei- >@ 6 8 12 14
den Zahlen, die in der gleichen Zeile und Spal- 3 6 9 12 15 18 21

te stehen, also 10, 10.

Addieren Sie die beiden Quadrate, bilden Sie
deren Differenz und addieren Sie die beiden
anderen Zahlen:

e 3 =25—-4=21
e b:=10+10 =20 und
e c:=25+4=29.
Dann sind a, b und ¢ Pythagoraische Zahlen: 202 + 212 = 292,

12 16 20 24 28

5.15 20 (25) 30 35

6 12 18 24 30 36 42
7 14 21 28 35 42 49

NOoO ok~ 0NN =

a) Wahlen Sie 1 und 36 und berechnen Sie a, b und c.
Gilt auch diesmal a2 + b? = ¢2?

b) Welche zwei Quadratzahlen aus der Tabelle ergeben das Tripel
(i) (8,4,5) (i) (5,12,13) (iii) (7,24,25)?

c) Welches Tripel a, b, ¢ erhdlt man mit den Quadratzahlen p? und g??

Lésung
a) a=36—1,b=6+6,c=236+1.Es gilt 352 + 122 = 372,
b) ()1,4 (i)4,9 (iii)9, 16
¢) a=p*—q® b=2pqundc = p*+q°. Esgilt (p*—q°)+(2pq)® = (P*+q°)°.
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Tag der Mathematik 2014
Aufgabe E4 mit Losung

Gegeben sind zwei Geraden g und h, die im
Schnittpunkt O senkrecht aufeinander stehen,
und zwei Rechtwinkelhaken R; und R,, die so in
g und h eingepasst werden, dass OA = 1 und
OB = 2 gilt. Sei x .= OC und y := OD.

Berechnen Sie x und y.

Aufgabe E4

Lésung

1. Lésung: Die Dreiecke AOD, DOC und COB sind
ahnlich. Also gilt
X

y

y 2
1 X
Hieraus folgt x = y2, x -y = 2 und 2y = x2,

Also x3 =4 und y® =2 bzw. x = V4 und y = V2.

2. Lésung: Der Hb6hensatz in den rechtwinkligen Dreiecken ACD und DBC
ergibt y2 =1-x bzw. X2 =y . 2.

Hieraus folgt x = v/4 und y = v/2.
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Tag der Mathematik 2014
Aufgabe E5 mit Losung

Aufgabe E5

Untersuchen Sie f(x) = x — sin x fir —t < x < 7t auf Extremstellen.

Lésung

Aus f'(x) = 1 —cosx = 0 folgt x = 0. Da 1 —cosx > 0 fir x # 0 und
f”(0) =sin0 =0, hat f in (0|0) eine Wendetangente, das heifBt es gibt keine
Extremstelle.

<
Il
>

f(x) =x—sinx

y =sinx
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Tag der Mathematik 2014
Aufgabe H1 mit L6sung

Aufgabe H1

Gegeben ist die Folge a; =3, a. =5, ap,2o = any1 —an, N> 1.
Berechnen Sie ax14.

Lésung

Die ersten acht Folgenglieder sind 3, 5, 2, —3, —5, —2, 3, 5.
Also hat die Folge die Periode 6.
Es gl|t 2014 = 335-6 + 4, also ist axp14 = as = —3.

Zentrum fur Mathematik - KinzigstraBe 32 - 64625 Bensheim - 06251-7079941
Internet: www.z-f-m.de - Email: tdm@z-f-m.de



Tag der Mathematik 2014
Aufgabe H2 mit L6sung

Aufgabe H2

Im Koordinatensystem sei F(0]1).

Wo liegen alle Punkte P(x|y), die von F und der x-Achse den gleichen Abstand
haben?

Losung
Aus
y=Vly =17+
folgt
—1x2+1
y=2x7%

also liegt P auf einer Parabel.
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Tag der Mathematik 2014
Aufgabe H3 mit L6sung

Aufgabe H3

In der Abbildung rechts ist AC = BC = 4 und
<ACB = 90°. 4 4

Die eingeféarbte Flache wird begrenzt durch den

Halbkreis liber AB und den Viertelkreis um C durch A
Aund B.

Wie groB ist die eingefarbte Flache?

Lésung

AB = /42 42 = 42,

Flache des Dreiecks ABC: }-4-4 =8.
Flache des Viertelkreises: 1 -7+ 42 = 4.
Flache des Halbkreises: & -7- (£2)2 = 4.

Eingefarbte Flache: 4w — (4w —8) = 8.
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Tag der Mathematik 2014
Aufgabe H4 mit L6sung

Aufgabe H4

Seien A und B die Flachen von zwei Dreiecken mit den Seiten 25, 25, 30 bzw.
25, 25, 40.

Berechnen Sie 4.

Losung

1
[y

Esist A= B = 300.

™ >
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Tag der Mathematik 2014
Aufgabe H5 mit L6sung

Aufgabe H5

Wie viele positive ganze Zahlen sind Teiler von 20147

Hinweis: 53 ist ein Teiler.

Lésung

Es gilt 2014 = 2-19-53. Jeder Teiler hat die Form 22.19°.53¢ mit a, b, ¢ € {0, 1}.
Also gibtes 2-2-2 = 8 Teiler.
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Tag der Mathematik 2014
Aufgabe H6 mit L6sung

Aufgabe H6

Lésen Sie die Gleichung

VX+10+vVx+10=12.

Lésung

Mit y .= v/x + 10 folgt y2 +y =12,als0 0 = y2 + y — 12 = (y +4)(y — 3).
Wegen y > 0ist y =3 und x = 3* - 10 = 71.
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Tag der Mathematik 2014
Aufgabe H7 mit L6sung

Aufgabe H7

Die Abbildung zeigt einen groBen Warfel, der aus
43 = 64 kleinen Wiirfeln besteht.

Wie viele dieser kleinen Wirfel sind in der Abbil-
dung sichtbar?

Lésung

43 - 3% =64 —27 =37.
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Tag der Mathematik 2014
Aufgabe H8 mit Lésung

Aufgabe H8

Die Abbildungen zeigen eine Folge gleichseitiger Dreiecke ABC, die durch
Mittellinien in kleinere Dreiecke unterteilt werden.

C C C C
Dabei wird immer das Dreieck mit der Ecke A durch seine Mittellinien in vier
weitere Dreiecke zerteilt.

Aus wie vielen Dreiecken besteht die 10. Figur?

Hinweis: Die 3. Figur besteht aus sieben Dreiecken.

Lésung

Die ersten vier abgebildeten Figuren bestehenaus 1,1 +3=4,1+3+4+3=7
und 1 + 3+ 3+ 3 = 10 Dreiecken.

Also besteht die 10. Figur aus 1 + (10 — 1) - 3 = 28 Dreiecken.
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